Cvicenia

Cvitenie 4.1. Néjdite rozvoj (X + y)5 pomocou kombinatorickych tvah, kolkymi spdsobmi

vznikaju sadiny X'y’ pri rozvoji (X + y)5 =(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+Y).
Nakreslime si pomocny obrazok, ortogonalnu mriezku 5 x 5, na tejto mriezke st vyznacené
body ktoré su interpretované ako suéiny x’"'y'. Kazdy takyto suéin je realizovany v rozvoji

(x+ y)5 =(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+y) tolkokrat, kolko existuje ciest z bodu (0,0) do
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Cvicenie 4.2. Ngjdite koeficient x*y’ v rozvoji (3x+2y)" .

(3x+2y)" =i{1i7j(3x)l” (2y) = ...+[197j(3x)8 (2y) +..= ...+[197j3829(x8y9)+

i=0

Potom, hl'adany koeficient stojaci pri x*y’ ma tvar

17 ¢o
9 3°2° =81662929920
Cvicenie 4.3. Nech riadok v Pascalovom trojuholniku obsahuje binomické koeficienty (1k0] ,

pre 0<k <10 ma tieto ¢leny: 1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1. Pouzitim
Pascalovej identity (4.5d) zostrojte nasledujuci riadok.

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

Cvicenie 4.4. John byva v New Yorku na Manhattane na rohu 5th Avenue a 5th Street. Aka
minimalnu vzdialenost’ prejde do prace rano, ak jeho urad sidli na rohu 8th Avenue a 12th
Street? Kol'ko roznych ciest ma tito minimalnu vzdialenost™?

Minimalna vzdialenost’, ktorti John musi prejst’, je 10 blokov,

8—5|+[12—-5|=10.
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cegta,
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Pouzijeme identitu (4.4)

{7

ktora Specifikuje pocet ciest z bodu (0,0) do bodu (i,j), v naSom pripade hl'adany pocet ciest je
10
=120
3

n n-1
Cvicenie 4.5. Dokazte platnost’ identity k (k] =n (k J .

n(E:D " (k-(lr)]!gr?—!k)! B (k-1)(1r(]21!—k)!E: “ (k)!((r:m)ik)! B k[m

@@: ”(”nir)! k’('frik)! ) (ni!r)! k!(rl—k)! E::t;: )
T R )

Cvicenie 4.7. Pouzitim identity (4.11a) spocitajte postupne binomicky koeficient (Ijj , pricom

vypocet je inicializovany ,,pociatocnou hodnotou* binomického koeficienta (105] =1.
15 -0(15
_1520 =15-1=15,
0+1 0+110

15 —1(15
=15 ! E-15:105,
1+1 1+1 (1 2
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15 -3(15
= 15-3 22-455:1365
3+1 3+1 3 4

Cvicenie 4.8. Postup vypoctu binomického koeficientu z cvi¢enia 4.7 zovSeobecnite do tvaru

algoritmu Specifikovaného napr. v PseudoPascale pre vypocet binomického koeficientu ['J,

kde i>j>0. Diskutujte vyznam tohto algoritmu vzhladom k algoritmu, ktory pocita
L
binomické koeficienty pomocou ich definicie, [ J] = I'/( j!(l - j)!).

(jilj:%(;J:(ijj:i_j'ﬂ(ji—lj

function Binomial coefficient(i,]j:integer):integer;
var sum, jj:integer;
begin sum:=1;
for Jj:=1 to j do sum:=(sum*(i-jj+1)) div jj;
Binomial_coefficient:=sum;

end;

function Bcoeff(i,]j:integer):integer;

begin 1t j=0 then Bcoeff:=1 else
Bcoeff:=((i-j+1)*Bcoeff(i,j-1)) div j;

end;

Nie je vhodné kvypoctu binomickych koeficientov pouzivat priamo formulu
[J = I'/( j!(l - j)!) , pretoze pre vacsie hodnoty argumentov i alebo j je potrebné poznat’ ich

faktoridly, co moze sposobovat’ preplnenie aritmetickej jednotky pocitaca, ktora pracuje len
s kone¢nou presnostou.

Cvicenie 4.9. V Pascalovom trojuholniku je pre n-ty riadok urcena pociatocna Cast’ clenov,
zostrojte nasledujtici Clen tejto postupnosti: 1, 9, 36, 84.

i _i—j+1( i j
' o\l

J
n n . . , . n n!
=1, =9, z tejto podmienky urcime aj n, = =n=9
0 1 1) (n-0)1!
n n n -
36, ["|=s84, " |="384-O84-126
2 3 4 4 4
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Cvitenie 4.10. Zostrojte koeficient &lena X’y’z’ z rozvoja (X +y + 2)10 .

K rieSeniu tohto problému pouzijeme multinomicki vetu pre n=3

!
(x+y+2)"= > o x"ymz"
n !n,!n,!
NN,y ;>0 1ty i3

(m+n,+n;=10)

!
Potom koeficient pri sugine X’y’z’ je uréeny zlomkom % =2520

Cvidenie 4.11. Nech A={a,b,c,d}, vytvorte

(a) vSetky permutacie vzhl'adom k tejto mnozine: 24 permutacii
(abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbc), (adch),
(bacd), (badc), (bcad), (bcda), (bdac), (bdca),
(cabd), (cadb), (cbad), (chda), (cdab), (cdba),
(dabc), (dach), (dbac), (dbca), (dcab), (dcha).

(b) vsetky permutacie, ktoré koncia znakom a,

(bcda), (bdca), (chda), (cdba), (dbca), (dcba).

(c) vsetky permutacie, ktoré maju znak a prave raz.
(abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbc), (adch),
(bacd), (badc), (bcad), (bcda), (bdac), (bdca),
(cabd), (cadb), (cbad), (chda), (cdab), (cdba),
(dabc), (dach), (dbac), (dbca), (dcab), (dcba).

Cvicenie 4.12. Aky je pocet 5-permutacii nad mnozinou A, ktora obsahuje 8 elementov,
|A|=87?

N (8,5)=i:§!=4-5-6-7-8=6720

(8-5)! 3!

Cvicfenie 4.13. Kol'ko moznosti existuje pre prvé tri pozicie v konskych dostihoch pre 12
kotiov?

! !
N(12,3)= 22 j0112=1320

(12-3)1 9!

Cvicenie 4.14. Kol’ko existuje binarnych retazcov dizky 10, ktoré

(a) obsahuju prave jednu jednotku, 10

., .. 10 10 10 10
(b) maximalne tri jednotky, 0 + { + 5 + 3 =1+10+45+120=176
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(c) minimalne tri jednotky,
10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + +
3 4 5 6 7 8 9 10
120+210+252+210+120+45+10+1=968

W ((10) (10) (10
2| [ |+, | [=1024-1-10-45=968

(d) rovnaky pocet jednotiek a nul.
10
=252
5
Cvicenie 4.15. Kol’ko existuje permutacii nad retazcom ABCDEFG, ktoré
(a) obsahuju podretazec BCD, 5!=120
(b) obsahuju podretazec CFGA, 4!=24

(c) obsahuju dva podretazce BA a GF,

BIAl [ [T T LBIA[ T T 1] LI BIA[ T T ] L1 [BIAIT]
GE - GE GF = GE |

N=4x6=24  N=3x6=18  N=3x6=18  N=3x6=18

(TTTEA] CTTTTBH

| N=3x6=18  N=4x6=24
Celkovy pocet retazcov je 2x24+4x18 = 120.

(d) obsahuju dva podretazce ABC a DE,

|A|B|C|||||||A|B|C|||||||A|B|C|||||||A|B|C||
"DE_~ DE DEDE

N=2x2=4  Neoxpeq  N=2x2=4
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Celkovy pocet retazcov je 2x6+3x4 = 24.

(e) obsahuju dva podretazce DEF a ABG.

ABIGI [ [ [ | [ABIGI T 1 | [ ][ IABIGl | [ | ][ IA[BIG]|
~ DEF. DEF DEF . DEF =
DEF T " DEF
N=2x1=2  N=ixd=1 N=I1xl=1 N=2x1=2

Celkovy pocet retazcov je 2x2+2x1 = 6.

Vo vsetkych tychto pripadoch mozeme tak jednotlivé pismeno, ako aj podretazec chapat’ ako
jednotku, ktorej poziciu presuvame, takze potom mame pocet permutacii nezavislych
,jednotiek™, ¢o je vzdy faktorial ich poctu. Napriklad u prikladu (d) mdézeme namiesto
podretazca ABC nahradit’ pismenom Y anamiesto DE dat’ pismeno Z, potom teda mame
permutacie retazca YZFG, teda permutaciu 4 prvkov, ¢o je 4!.

Cvicenie 4.16. Kolkymi spésobmi moZeme usporiadat’ 8 muzov a 5 zien tak, aby dve zeny
nestali vedl’a seba?

Mame 7 pozicii medzi za sebou zoradenymi muzmi, a 1 poziciu pred prvym muzom a jednu
poziciu za poslednym muzom, kde mozeme umiestnit’ Zeny tak, aby nestali vedl’a inej zeny.
Samozrejme predpokladame, Ze muzov medzi sebou a zZeny medzi sebou nerozliSujeme, inak
by vysledok musel byt vynasobeny este 8! a 5!.

i

Cvicenie 4.17. Na skuske z diskrétnej matematiky bolo nutné vyhodnotit' 40 jednoduchych
otazok tak, ze musia byt oznaCené ako pravdivé alebo nepravdivé, pricom 17 otazok je
nepravdivych. Kolkymi réznymi spdsobmi mézu byt oznacené jednotlivé priklady za
pravdivé a nepravdivé?

!
a0 =88732378800

17123!

Cvicenie 4.18. Na Ustave kognitivnej vedy nasej fakulty je zamestnanych sedem Zien a devit
muzov.

(a) Kol'kymi sposobmi mdzem vytvorit Statnicova komisiu, ktora mé Sest’ Clenov tak, aby
mala rovnaky pocet muzov a zien?

g
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(b) Kolkymi sposobmi mozeme zostavit’ patclennt vedecku radu ustavu, tak, aby obsahovala
aspon jedného muza a jednu zenu?

TGy

Cvifenie 4.19. Anglick4 abeceda ma 21 spoluhlasok a 5 samohlasok. Kol'ko retazcov dizky 6
modzeme zostavit’ nad touto abecedou tak, aby

(a) obsahovali prave jednu samohlasku? 5'x21° x6= 122523030

6
(b) obsahovali prave dve samohlasky? 5°x21* x @: 72930375

(c) obsahovali maximalne jednu samohlasku? 5°x21°+ 5'x21° x6 = 208289151

6
(d) obsahovali maximélne dve samohlasky? 5°x21°+ 5'x21° x6 + 5°x21* x (z]: 281219526

Cvicenie 4.20. Kolkymi spdsobmi modzeme vytvorit postupnost piatich znakov nad
mnozinou, ktora obsahuje tri elementy, ak opakovanie je povolené? 3°= 243

Cvicenie 4.21. Kol’kymi spésobmi mdzeme vybrat’ pat’ elementov do postupnosti z mnoziny
obsahujucich pit’ elementov, pri¢om opakovanie je povolené? 5°= 3125

Cvicenie 4.22. Kol'ko retazcov obsahujtcich Sest’ roznych pismen méze byt’ vytvorenych?
Anglickd abeceda obsahuje 26 pismen, potom ret'azcov obsahujuci 6 znakov je
26x25x24x23x22x21 =165765600

Cvifenie 4.23. Kolkymi spdsobmi modzeme vybrat 8 minci z detskej sporitelnicky
(prasiatka), ktora obsahuje 100 jednokorunovych minci a 50 dvojkorunovych minci? (Mince
st inak nerozliSiteI'né a nezalezi na poradi vyberu minci, iba na sume ich hodnét.)

M, = (i ><1+(8— i)><2), prei=0,1,2,3,4,5,6,7,8, tj. 9 roznych spdsobov vyberu minci.
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