Cvicenia
Cvicenie 8.1. Stanovte typ matice jej ndzov

2
(a) [ J t=(2,2), stvorcova matica

(b) ( . J , obiznikova matica
© (1 2 1 -1),t=(1, 4) riadkovy vektor

1
(d) | 0 |, t=(3,1), stipcovy vektor.

-1

Cvicenie 8.2. Njjdite hodnoty &, b, c a d tak, aby platilo

3a b ) (1 3
c 2d+1) |=1 2

musi platit’:
3a=1=a=1/3, -b=3=b=-3,c=-1,2d+1=2=d =1/2.

Cvicenie 8.3. Rozhodnite o pravdivosti tychto tvrdeni:
(a) {A; A je jednotkova matica} = {A; A je symetricka matica} ,

Pravdivé tvrdenie, kazda jednotkova matica je aj symetrick4 matica.

(b) {A; A jesymetricka matica} — { A; A jediagonalna matica},

Nepravdivé tvrdenie, symetrickd matica nemusi byt’ diagonalnou maticou.
1 0 . L
(c) 0 1€ {A; A je jednotkova matica},

1 0
Pravdivé tvrdenie, pretoze (O 1] je jednotkova matica.

(d) {A; A jeStvorcova matica}  { A; A jediagonalnamatica},

Nepravdivé tvrdenie, pretoZe Stvorcova matica nemusi byt diagonalna matica.

(e) {A; A je jednotkova maticaj = {A; A jediagonalna matica} .

Pravdivé tvrdenie, pretoze jednotkova matica je aj diagonalna matica.

Cvicenie 8.4.
(a) Zostrojte matice A = (A;j), B = (Bjj) a C=(C;), typu (3,2), pre ktoré plati
A=i-j, B =i-2],C =4i+3].
0 -1 -1 -3 7 10
A=|1 0|, B=|0 -2|,C=|11 14
2 1 1 -1 15 18



(b) Zostrojte maticu A = (Ajj) typu (4,4), ktora je symetrickd a m4 tieto vlastnosti:

Ai:iza A;=A,=0, A, =3, A=A =A+A,, A,=A;-A,.

1 50 3

545 0
A=

05 9 2

3 0 2 16

(c) Zostrojte maticu, ktoré je stiéasne riadkovym a stipcovym vektorom.
Matica typu (1,1), A=(a,)
(d) N4jdite x a y pre maticu

pre A=A, a A2:Az1/2'

X+y=A,, 2x-y=A,, A, =4, A,=10.
Potom plati Xx+y=4, 2X—y =20, s¢itanim tychto rovnic dostaneme 3X =24 = x=8§,
potom z prvej rovnice dostaneme Yy =—4. Matica A ma potom tvar

4 10
A=
20 4
Cvicenie 8.5. Zostrojte transponované matice k maticiam
1
2
(a) , (1 2 0 —1)
0
-1
-1
(b) (—1 1 2), 1
2
1 2
© 1 0 2 0 1
C )
210
2 0



Cvicenie 8.6. Pre matice
1 -1 0 1 1 0 3
A= , B= , C=
2 0 2 2 1 2 2
vypocitajte matice (ak existuju)

(a) 2A, 2A:(2 _zj
4 0

(1 —1) (0 1} {1 0]
(b A+B, A+B= + =
2 0 2 2 4 2

(¢) A+C, neexistuje, pretoze matice su rozneho typu.
1 -1)1 0 3 0 -2 1

(d) AC, AC= =
2 01 2 2 2 0 6

(e) CB, neexistuje, pretoze matice typu (2,3) a (2,2) nie je mozné nasobit’.

1 1 2 3
T T 0 1
HC'B,C'B=[{0 2 =4 4].
2 2
3 2 4 7
Cvicenie 8.7.
0
Pre maticu B = (2 2j rieSte rovnicu
2X+B=E

kde X je matica typu (2,2) a E je jednotkova matica typu (2,2).
1 0 0 1 1 -1 /2 —1/2
X = l( E - B) = l — = l = / /
2 2{(\0 1 2 2 2{-2 -1 -1 -1/2

Cvicenie 8.9. Pre riadkové vektory U a v spo¢itajte Uv' (ak existuje) pre
(@u=(1 2 0 -1),v=(0 -2 0 2),

uv' =1.0-2-240-0-1-2=-4-2=-6

b u=(1 2 1),v=(-1 1 2),uv' =3

©u=(1 0 -1),v=(-1 1 2),uv' =-3

Cvicenie 8.10. Dokazte pre U=(U, U, .. u,)plati uu’ >0, pricom rovnost plati len pre

nulovy vektor.
uu' =u’ +U; +...+U> >0, rovna sa nule len pre U= (0 0 .. O) .



Cvicenie 8.11. Pre kazdi dvojicu matic A a B urcite ich typ a ¢i sucin matic existuje, ak
existuje, tak ho vypocitajte.

2 3

4 1 2
@) A=| -1 2], B=( }
3 2 1
5 4
17 8 7
t(A)=(3.2). t(B)=(23), AB=| 2 3 0
32 13 14
4 0
(b)A:[_l Oj B[l 2
O O 9 9
3 1
t(A)=(2,2), t(B)=(3.2), sicin AB neexistuje
2 0
© A=(1 4 2 -s), B=| +
C = — =
9 3 _3 b
-1 -1

t(A)=(1,4), t(B)=(4,2), AB=(29 3).

Cvicenie 8.12.

2 -3 4 1 .
Nech A:(O ] a B:( j,vypoéitajte

2 -1
10 -1

(a) A+2B = :
4 -3

~18 -15
(b) 3A—6B = ,
12 3

() AB:{Z 5],
2 1

oAt 3
A= )

aa_(8 13
@ BA=[, |

6 21
() B(AB)={6 9j,

@ (AB)A{ ‘ _“j,
4 5



2 -8
(h) A(A-B)=[2 Oj’

) ATBz[ 8 2},
—14 2
oxAmT=f _?.
5 1

Cvicenie 8.13.

1 00 -1 0 0
Nech A={0 2 aB=| 0 2 0] sadiagonalne matice, vypocitajte AB , BA, A* a B*.
0 0 3 0 0 1
-1 0 0 -1 0 0 1 00 1 00
AB=|0 4 0,BA=| 0 4 0|,A’=|0 4 0|,B*=|0 4 0
0 0 3 0 0 3 0 0 9 0 0 1

Cvitenie 8.14. Ukézte, 7e ak A je $tvorcova matica, potom A+AT je symetricka matica.
Nech C= A+ A", potom C, = A, + Al = A, + A, potom C; =C;;, C je symetricka matica.

ji?
Cvicenie 8.15. Dokazte tieto vlastnosti transponovanej matice:

@ (A7) =A,

Nech B= A", potom BUT =B, = A; =A.

(b) (A+B) =A"+B",

Nech C=A+B, potom C; = A +B
(c) (AB)' =BTA",

Nech C = AB, potom C; sz:AkB\q =CJ =C; =Zk:AﬁkB\q. ZZKZBMQ =C'=B"A

alebo Cf =C; =A;+B, =A +B/

j b

Cvicenie 8.16. Stanovte hodnost’ matic

1 0 1

(@) A=|1 1 0/,h(A)=3.
01 1
20 2 0 2

® a0 0O =3,
21 0 2 1
01 01 0

1 2
(c) Pre ktoré hodnoty p, ma matica A= ( lj hodnost’ 1?
p —



o, 20 B

Trojuholnikova matica na pravej strane ma h(A) = 1 len vtedy, ak druhy riadok je nulovy, Cize
p=-1/2.

1 2 3
(d) A= Lo h(A) = 3
. '
1 1 2
1 0 2 -1
. L 2.1 -1
(e) Pre ktoré hodnoty parametrov p a  méa matica A= { 1 hodnost’ 2?
Y
ql -3 3
1 o 2 -1 (01 2 -1 (1 g -3 3) (1 g -3 3
A_21—12 1 2 -1 2 112 -1 2 0 2-q 2 -1
Ilp1 1 1|t p 1 1| |Itlp 1 1] |0 p-q 4 =2
qg !l -3 3 1 g -3 3 o1 2 -1) (0 1 2 -1
1 3 3 ¢ 1 3 -3 q

0 -1 2 2-q 0 -1 2 2-q
"o i 4 p-q| |0 0 0 —4+p+q

0 |-1 2 1 0 0 O -1+q
Ak v poslednej matici polozime p=3 a g = 1, potom matica ma tvar v ktorom st posledné
dva riadky nulové

1 3 -3 1

0 -1 2 1
A~

0 0 0 O

0 0 0 O

To znamena, ze h(A) =2 prep=3aq=1.

Cvicenie 8.17. N3jdite inverzni maticu (ak existuje) k matici:

2 2 -6 7/8 9/2 -5/4
(@ A=|-1 1 2|, A'=|3/8 3/2 -1/4].
-3 5 3 /4 2 -1/2
1
(b) A= —1 3|, matica nie je rugularna, h(A) < 3, inverznd matica neexistuje.

©) A:[—3 2 ) 3 sj



a5 G )

2
(e) A= (6 3] , matica nie je rugularna, h(A) < 2, inverzna matica neexistuje.

2 3 22 ~1/2 1 -1/2
() A=| 1 2 1|, A'=| -1 2 0
21 0 -5/2 4 -1/2

Cvicenie 8.18. Dokazte matematickou indukciou formulu

-1 _ _ _
(A|A2An) =Anl...AzlAll.
Vychodiskovy indukény predpoklad je (AA, )71 = A'A". Predpokladajme, Ze formula plati

pre n-1, (AA,..A ) =A' .A'A". Potom
(AAA) =((AA-ADA) =A(AALAL) =AAL LA

Cvicenie 8.19. Nech A, B a C su §tvorcové matice rovnakého typu (n,n). Dokéazte, ze ak A je
reguldrna matica, potom zo vztahu AB = AC vyplyva B =C.

Z predpokladu regularnosti matice A vyplyva existencia inverznej matice A, potom rovnicu
AB = AC mdzeme zl'ava vynasobit’ inverznou maticou A

A'(AB)=A"(AC)=(A'A)B=(A'AJC=EB=EC=B=C
E E
Cvicenie 8.20. Ukazte, ze ak A a B su Stvorcové maticerovnakého typu (n,n) a A je regularna

2
matica, potom (A_] BA) = A'B’A.
(A-1|3A)2 — A'BAA BA=A'B’A
E

Cvicenie 8.21. Ukazte, ze ak A a B st Stvorcové matice rovnakého typu (n,n) a A je regularna
matica, potom (A*IBA)n = A"'B"A, kazdé kladné celé ¢&islo n.
Dokaz vykondme pomocou indukcie, v predchadzajicom priklade bola dokédzana formula pre

n =2, nech formula plati pre (A"1 BA)n_l =A'B"'A, potom
(A" BA)” =(A" BA)”'l (A'BA)=(A'B"'A)(A'BA)=A"B"A



. I3 . 7 v v -1 —
Cvicenie 8.22. Nech A je regularna matica, ukazte, ze (A”) = (A l)n .
Dokaz vykoname pomocou indukcie, musime dokazat’, ze tato formula plati aj pre hodnotu

n=2, (A2 )_l = (A"1 )2 . PretoZe inverzna matica existuje jednoznacne, potom predpokladajme,
ze plati (A2 )_1 =(A_1)2, spravnost’ tejto formuly dokdZzeme tak, Ze preverime dosadenim
platnost A°(A) ' = AAA'A™ = E; podobne by sme dokézali aj (A’) A= A'A'AA=E.
Nech plati formula (A”_] )_1 = (A_l )n_] , potom

(W) = (A a) = (A7) = () ()

¢o bolo potrebné dokazat'.

Cvicenie 8.23. Nech matice A a B maju blokov Struktaru

14
0 3 [-1
4 212 1 3 - T
I -3({0 -2 3
-1 4 |-2
1 011

Potom ich formalne mézeme pisat’ v tvare

B B
A= a B=| " 2
( AS ) { B, B, j
Vypocitajte AB a ukézte

AB=(AB+AB, AB +AB,)

BTz[B]T B3Tj
B, B,
) 4

Dokaz prvej formuly vyplyva priamo z definicie sti¢inu matic, druhd formula vyplyva priamo
z definicie transponovanej matice.

Ukazte taktiez

Cvicenie 8.24.

1 1
Nech A=(O j a B=

: j su binarne matice, zostrojte

[0 1j 0 1}

A =

1 0 0 o0

(b) A\/B,AVB:(1 1]\/(0 1]:1 1]
01 1 0 1 1

© A@B,A@B{l IJ@;(O IHI 1}
01 1 0 1 0

Tento vysledok moZeme jednoducho graficky znazornit’ pomocou grafickej reprezentacie
matic A a B ako binarnych relacii (pozri obr. 8.6)

—
—_

(a) AAB, A/\B=(




u Y J U Y J [\ J
A B A®B
Cvicenie 8.25.
1 0 1 0 11
Nech A=|1 1 0| a B=|1 0 1] stbinarne matice, zostrojte
0 0 1 1 01
1 01 0 1 1 0 0 1
(a) AAB, AAB=|1 1 O0[a|1 O 1|=|1 0 O
0 0 1 1 01 0 0 1
1 0 1 0 1 1 11
(b) AvB, AvB=|1 1 Ofv|l 0 1|=|1 1 1
0 0 1 1 01 1 01
1 0 1 0 1 1 1 11
(C) A®B, A®B=|1 1 0|® 1 0 1{=|1 1 1
0 0 1 1 01 1 01
—t
.
\ Y J \ Y J \ v
A B A®B

Cvicenie 8.26. Nech A je binarna matica, dokdzte AA A=A a Av A= A. Tieto vlastnosti
vyplyvaju zo skutocnosti, Ze operacie konjunkcie a disjunkcie st idepotetné, ¢ize XA X=X a
XV X=X.



