Cvicenie:

10.1. Prienikovy graf (intersection graph) suboru mnozin A;, Ay, ..., An je graf, ktorého
vrcholy reprezentuju tieto mnoziny a hrana spaja tieto vrcholy, ked’ im odpovedajuce
mnoziny maju neprazdny prienik. SkonStruujte prienikové grafy pre nasledujuce
subory mnozin.

(a) Ai={0,2,4,6,8}, A»={0,1,2,3,4}, As={1,3,5,7,9}, As={5,6,7,8,9}, As={0,1,8,9}
(b) Ai={...,-4,-3,-2,-1,0}, Ax={...,-2,-1,0,1,2,...}, As={...,-6,-4,-2,0,2.,4,6,...},
A={...-5,-3,-1,1,3,5,....}, As={...,-6,-3,0,3,6,...}
(©) AiI={X| x<0}, Ag={ X | -1<x<0}, As={ X | 0<x<1}, Ay={ X | -1< x<1},
A5:{ X ‘ X>—1}, Ac=R
Riesenie:

(2)

(b)

(©)

10.2. Koho v nasledujucom grafe vplyvu na obr. 10.27. ovplyviiuje Karol a kto vplyva na

Karola?
Jano Karol
Viera Iveta Denisa

Obrazok 10.27. Graf ovplyvilovania, vyuzivany v psychologii.
RieSenie: Karol ovplyviiuje Jana a Denisu, na Karola vplyva Viera, Iveta a Denisa
10.3. SkonStruujte graf planovania udalosti pre nasledujici program:

Sq: x:=0
Sux=x +1
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Ss: X +2
Se:y:=X t+2z

Riesenie:

10.4. Moze existovat obycajny graf' s 15 vrcholmi, pricom kazdy z nich ma stupen 5?
Riesenie:
Nemodze, taky graf by mal neparny pocet vrcholov neparneho stupna, ¢o odporuje Vete 10.1.

10.5. Ked pre kazdého clena spolocnosti spocitame, s kol'kymi 'ud'mi si potriasol rukou,
a tieto pocCty sCitame, ukazte, Ze sucet je parny. Predpokladajte, Ze nikto si nepotriasol
rukou sdm zo sebou.

Riesenie:

Ked si niekto potrasie rukou sniekym inym, pribuda k celkovému suctu 2, pretoze sa

zapocitava prirastok pre kazdého z dvojice. Plati, Ze stucet stupniov vrcholov je dvojnadsobkom

poctu hran, v naSom pripade vrcholy predstavuju l'udi, hrany podanie ruky medzi dvojicou
l'udi.

10.6. Pre ktoré hodnoty n su nasledujice grafy bipartitné?
a) Ky
RieSenie: Iba pre n=1 a n=2, pre viac ako 2 st vzdy asponi dva vrcholy v jednej
particii, a 'ubovolné 2 vrcholy musia byt spojené hranou.
b) Cy
RieSenie: pre kruznice parneho stupnia, ked’ si oindexujeme postupne vrcholy iduc po
hranach kruznice, do jednej particie ddme vrcholy indexované parnym cislom, do
druhej neparnym cislom.
c) W, ¢o je oznaenie tzv. kolesd, Co je hviezda so stredovym vrcholom,
kde obvodové vrcholy st prepojené kruznicou ako u C,
Riesenie: pre ziadne n, v jednej particii musi byt samostatny stred kolesa spojeny so
vSetkymi ostatnymi vrcholmi, a ked’ je v druhej particii viac vrcholov ako len jeden,
musi byt’ ako v kruznici medzi nimi hrana.
d) Qn, tzv. n-kocky (alebo n-rozmerna kocka, n-cube), kde vrcholy reprezentuju
binarne retazce dizky n. Vrcholy su spojené hranou vtedy, ak sa im odpovedajiice
bitové retazce lisia prave v jednej pozicii, pozri obr. 10.28.
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RieSenie: pre vSetky n, v ziadnej n-rozmernej kocke sa nenachadza n-uholnik C,
neparneho stupia.

110 111

10

ce
=@

00 01 000 001

o, Q, Q,

Obrazok 10.28. Prvé tri n-rozmerné kocky (pre n=1, 2 a 3).

10.7. Kolko hran ma graf, ked’ ma vrcholy stupna 4,3,3,2,2? Nakreslite taky graf.
Riesenie: Graf ma (4+3+3+2+2)/2=7 hran, moznou realizaciou je napr.

10.8. Existuje obycajny graf o piatich vrcholoch nasledujucich stupnov? Ked’ ano, nakreslite
ich.
a) 3,3,3,3,2

b) 1,2,3.4,5

RieSenie: neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupna
c) 1,2,344

Podl'a Havlovej vety nie je postupnost’ grafova

pretoZe nie je grafova ani postupnost’ 0,1,2,3

d) 3,43.43

RieSenie: neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupnia
e) 0,1,2,23

°

H 1,1,1,1,1

Riesenie: neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupia
10.9. Kolko podgrafov o aspoii jednej hrane maji grafy K,, K3 a W3?

s GG

RieSené cvicenia z Diskrétnej matematiky, 13:57, 10. 6. 2007 8.3



10.10. Nech G je graf o |V| vrcholoch a |E| hrandch. Nech M je maximalny stupeii vrcholov z
G a nech m je minimalny stupeni vrcholov z G. Ukazte, ze 2|E|/|V|> m a 2|E|/|VI< M.

Riegenie: 2[E[= ) deg(v) = Y m=|V|m

veV veV
2|E[= V|m
2|E|/V|=m
2|E|= deg(v) < Y M =N|M
V]

veV
2[E|<V M
2|E|/ V<M

10.11. Obyc¢ajny graf sa vola pravidelny (regular), ked’ kazdy z jeho vrcholov ma rovnaky
stupen. Kol'’ko vrcholov stupiia 4 mé regularny graf o 10 hranach?

2|E| = [\/|deg(v)
Ricsenie: 2x10 =V |x 4

5=

10.12. Doplnkovy (prip. komplementirny, complementary) graf G ku grafu G ma rovnak
vrcholovii mnoZinu ako G. Dva vrcholy st spojené hranou v G vtedy, ked nie st
spojené v G. Najdite
a’) lZI’]

RieSenie: Graf z n izolovanych vrcholov.

b) Ky

Riesenie: KnU Ky, kde zjednotenie je dizjunktné, teda Ky, a K, nemaju spolo¢né hrany
ani vrcholy.

) C,

Riesenie: Ky \ Cp, (Graf Cs je samokomplementarny, teda doplnkovy sdm k sebe)

grafy s hranami medzi vj a vj, pokial’ i#j£1 (mod n)

d Q,

RieSenie: graf s vrcholmi reprezentovanymi bitovymi retazcami dlzky n, ktoré su
spojené, pokial’ odpovedajuca Hammingova norma je vic¢sia ako 1

10.13. Ked’ je G oby¢ajny graf o 15 hrandch a G m4 13 hran, kol’ko vrcholov ma graf G?
RieSenie: Graf zjednoteny s komplementom déva kompletny graf

2]E|= V| deg(v)
2x28=NV|x(V|-1)
V|=8

10.14. Ked’ je G oby¢ajny graf o |V| vrcholoch a |E| hranach, kol’ko hran ma graf G ?
Riesenie: |V|(|V|-1)/2-|E]|

10.15. Ukazte, ze ked’ je G obycajny bipartitny graf o |V| vrcholoch a |E| hranach, potom
IEI<|V[Y/4.
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Riesenie: Ked’ je bipartitny, pocet hran sa rovna nadsobku poctov vrcholov jednotlivych
particii, ktory je najvacsi, ked su particie rovnako velké, teda kazda o |V|/2 vrcholoch, ¢o je
maximum |V|/2x|V|/2=|V[*/4.

10.16. Najdite inciden¢né matice pre

a) K,
1 1 -1 0 - 0
0 0 0
Riesenie: 0 0 : 0
0 0 0 0 1
0 0 - 0 1
b)Ch )
1 0 0
1 0 0
Riesenie: 01 O 0
1 0
0 0 -~ 1 1]

c) W, ¢o je oznacenie tzv. kolesa, ¢o je hviezda so stredovym vrcholom,
kde obvodové vrcholy st prepojené kruznicou ako u C,

(o o --- 0 1 1 - 1
1 0 --- 0
RieSenie: B 0 1 - 0},kdeB jeodpoved zb)
i 0 0 1]
d) Kmn .
0 0
00 --- 0 0
.. 0 o0 - 0 1
RieSenie:
1 0 0 1 0
0 0
00 -1 0 - 1

10.17. Predpokladajme, Zze G a H su obycajné izomorfné grafy. Ukazte, ze ich
komplementarne grafy G a H su tieZ izomorfné.
Riesenie: Ked grafy G a H st obyc¢ajné izomorfné grafy, daju sa ich vrcholy
indexovat’ tak, Ze im odpovedajice matice susednosti sa rovnaju. Pokial’ z tychto
grafov vyrobime komplementarne grafy, pre odpovedajuce matice susednosti to
s vynimkou diagondlnych elementov znamena, Ze nuly sa vymenia za jednotky
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a naopak. Ked’ sa rovnali povodné matice, transformované matice pre G a H sa tiez

musia navzajom rovnat. To znamena, Ze aj grafy G a H su tieZ izomorfné
10.18. Ukazte, ze vrcholy bipartitného grafu s dvoma alebo viac vrcholmi moéZu byt

indexované tak, ze ich matica susednosti ma tvar [g '8‘}, kde Styri vstupy su

obdiznikové bloky.

Riesenie: Indexujte vrcholy tak, ze ako prvé st indexované vsetky vrcholy jednej z
particii, a potom vSetky vrcholy druhej z particii. Vzhl'adom na to, Ze neexistuje
Ziadna hrana medzi particiami, matica méa pozadovanu formu.

10.19. Oby¢ajny graf sa vola samokomplementarny (selfcompementary), ked grafy G a G st
izomorfné. UkéZte, Ze cesta na Styroch vrcholoch je samokomplementarna.
RieSenie: Vrcholy cesty mozme indexovat tak, ze graf ma nasledujicu maticu
susednosti a k nej komplementarnu maticu

0100 0011
1010 ~ 0001
A=lo 101 A=l1000

0010 1100

Maticu komplementarneho grafu moéZeme ale transformovat na pdvodni maticu
vymenou prvkov matice A; za prvky Apipj pre permutaciou p= (2,4,1,3), o odpoveda
tomu, ze z povodného grafu dostaneme po zmene indexovania vrcholov 152, 2—4,
3—1, 43 graf totozny s grafom odpovedajucim matici susednosti A.

10.20. Ukazte, ze ked’ je G samokomplementarny obyc¢ajny graf s |V| vrcholmi, potom |V
modulo 4=0 alebo 1.
RieSenie: KedZe samokomplementarny graf musi mat’ v matici susednosti okrem
hlavnej diagondly zaplnenych jednotkou presne polovicu prvkov, sucet ktorych sa

v} V|

2

V[ -V
4

musi rovnat’ dvojnasobku poctu hran, plati 2 | E| =

Ked’Ze pocet hran musi byt celé ¢islo, potom aj musi byt’ celé Cislo, teda

VI{(V]|-1
M musi byt celé ¢islo, o je vtedy, ked alebo |V| je deliteI'né 4 bezo zvysku,

alebo |V|-1 je deliteI'né 4 bezo zvysku. Ked’ (|V|-1) mod 4=0, potom |V| mod 4=1.

10.21. Pre ktoré celé ¢isla je C,, samokomplementarny?
RieSenie: Cs. Ked’Ze kruznica je regularny graf, musi platit’

2 | E| = IV | deg (V) = ’Vcomplementary degcomplementary (V)

V2=V [x(Nv]-3)

V[=5

10.22. Kol’ko neizomorfnych obycajnych grafov s n vrcholmi existuje pre n rovné
a) 2

G, G,

Riesenie: 2,
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b) 3
RieSenie: 4,

R WA

G, G, G, G,
c) 4
RieSenie: 11
° e o e o e o ™
° e o e o e o ®

e o ™ 9 o— 9
® e e o ———»

9

® ®

10.23. Kol'ko neizomorfnych obyc¢ajnych orientovanych grafov s n vrcholmi existuje pre n
rovné 27
Riesenie: 10

® e {;}

@
& &
(1 (2) (3] (4] (5] (6] (71 (8] 91 (10

10.24. Ked" vynasobime maticu susednosti pre neorientovany graf s maticou k nej
transponovanou, ¢o je vysledkom vynasobenia?
RieSenie: Nasobok je matica A=[a;jj], kde ajj je pocet hran z v; do Vj pre i=a a;i je pocet
hran incidentnych s vi.

10.25. Zistite, ¢i grafy zadané maticou susednosti sl izomorfné

01 0 1({0 1 0 O
1 0 0 1|1 0 1 1
0 00 1}|]0 1 01
1 11 0{|[0 1 1 0
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RieSenie: St izomorfne, sta¢i vymenit prvky prvej matice A; za prvky Apipj pre

permutaciu p= (3,4,1,2).

10.26. Definujte izomorfizmus pre orientované grafy.
Riesenie: Grafy su izomorfné, ked’ medzi nimi existuje mapovanie 1-1 vrcholov, ktoré
zachovava tak existenciu ako aj orientaciu hran.

10.27. Kol'ko pamiiti je potrebné na reprezentaciu obycajného stivislého grafu o V| vrcholoch
a |E| hranach, ked pouzijeme
a) zoznam dvojic vrcholov
Riesenie: 2|E|, minimalne 2(|V|-1), maximélne 2(|V|*-|V|)
b) maticu susednosti
Riesenie: |V|*
¢) inciden¢nil maticu
Riesenie: |E| x |V|

10.28. Ngjdite dvojicu obycajnych grafov s rovnakou multimnozinou stupiiov vrcholov, ktoré
ale nie su izomorfné.
Riesenie: grafova postupnost’ 3,2,2,1,1,1

10.29. Ktory z grafov na obr. 10.29 sa dé nakreslit’ jednym tahom?

PR

1 2 3 4

Obrazok 10.29. St to jednotazky?

Riesenie: Graf G; ma sekvenciu stupnov vrcholov 4,4,4,4.4, vSetky vrcholy maju
parny stupen ateda sa da ndjst’ uzatvoreny eulerovsky tah. Grafy G, a G; maju
sekvenciu stupnov vrcholov 3,3,2,2, resp. 4,4,3,3,2, prave 2 vrcholy maju neparny
stupen a teda sa da najst’ neuzatvoreny eulerovsky tah. Graf G4 ma sekvenciu stupniov
vrcholov 4,3,3,3,3,2 a teda preil neexistuje eulerovsky tah.

10.30. Pomocou algoritmu z prikladu 10.5 najdite uzavreté a otvorené eulerovské tahy pre
prvé tri grafy z obr. 10.29 cvicenia 10.29.

Riesenie:
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uzavrety eulerovsky tah kruznica pre G;: 1,2,3,4,5,1,3,5,2,4,1
otvoreny eulerovsky t'ah pre G,: 3,1,4,2,3,4
otvoreny eulerovsky t'ah pre Gs: 1,5,4,3,2,5,3,1,4

10.31. Ngjdite také najvicsie silno suvislé podgrafy (také, ku ktorym sa nedd pridat’ vrchol,
aby neprestali byt silno suvislé), ktoré zaroveii maji spomedzi najvicSich silno
suvislych podgrafov aj najviac vrcholov, pre grafy z obr. 10.30.

a b a b C

<« <«
c d e d e f

G, G,
a b ¢ d e
i h g f
G,
Obriazok 10.30. N3ajdite najvacsie silno stvislé podgrafy

Riesenie:

Najvicsie silno suvislé podgrafy pre G; st indukované mnozinami vrcholov: {a,b,c}
Najvicsie silno suvislé podgrafy pre G, st indukované mnozinami vrcholov: {c,e,f}
Najvicsie silno suvislé podgrafy pre G; st indukované mnozinami vrcholov:
{a,b,c,d,f,g,h,i}

10.32. Najdite pocet tahov dizky n medzi dvoma réznymi vrcholmi u K 3 pre n rovné
(a) 2, ak st oba vrcholy v jednej mnoZine biparticie Ks 3
(b) 3, ak su oba vrcholy v réznych mnoZinach biparticie Kj 3
(c) 4, ak st oba vrcholy v jednej mnoZine biparticie Ks 3
(d) 5, ak su oba vrcholy v réznych mnoZinach biparticie Kj 3

(a) 2

Riesenie: 3 (iba prostredny vrchol cesty je volitelny, voli sa medzi 3 vrcholmi)

(b) 3

Riesenie: 9

Celkovo vyberame pre vyber vnutornych vrcholov cesty z 3x3 moznosti poradia pre
Xy, u tahu a,x,y,b, kde nemusime uvazovat’ o moznosti opakovania dvojice vrcholov
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za sebou, pretoze berieme nasledujuci vrchol vzdy z ostatnej, disjunktne] mnoziny
vrcholov

(c) 4

Riesenie: 27

Celkovo vyberame pre vyber vntutornych vrcholov cesty z 3x3x3 moznosti poradia pre
XY,z u tahu ax)y,zb, kde nemusime uvazovat o moznosti opakovania dvojice
vrcholov za sebou, pretoze berieme nasledujuci vrchol vzdy z ostatnej, disjunktnej
mnoziny vrcholov

(d) 5

Riesenie: 81=3x3x3x3

10.33. Najdite podet sledov dizky n medzi dvoma roznymi vrcholmi u K, pre rovnaké
hodnoty n ako v predchddzajicom pripade.
(a) 2
RieSenie: 2 (iba prostredny vrchol cesty je volitelny, voli sa medzi 2 vrcholmi)
(b) 3
RieSenie: 7
(2 cesty obsahujuce vsetky 4 vrcholy, iba poradie prostrednych 2 vrcholov je
volite'né; 3 sledy iduce z vychodzieho vrcholu na niektory iny, naspit’, a potom do
cielového vrcholu; 2 sledy iduce z vychodzieho vrcholu do cielového vrcholu, potom
na niektory iny okrem vychodzieho, a naspat’)
Predpokladajme, Ze mame vrcholy a,b,c,d.
Celkovo vyberame pre vyber vniitornych vrcholov sledu z 3% moznosti poradia pre X,y,
u sledu a,x,y,b, kde x#a a y=b, ale nesmu sa opakovat’ dva rovnaké vrcholy za sebou
a,x,x,b, ¢o sa mohlo stat’ v dvoch pripadoch, teda 3x3-2=7
(c) 4
Riesenie: 20
Celkovo vyberame pre vyber vnutornych vrcholov cesty z 3x4x3 moZnosti poradia pre
XY,z u sledu a,x,y,z,b, kde x+a a z#b, ale nesmu sa opakovat’ dva rovnaké vrcholy za
sebou a,x,x,y,b, pri X2y, ¢o sa mohlo stat’ v 2x2+3=7 pripadoch, tiez sa nesmu
opakovat’ dva rovnaké vrcholy za sebou a,x,y,y.b, pri Xy, ¢o sa mohlo stat’ v 2x2+3=7
pripadoch, a nesmu sa opakovat’ 3 rovnaké symboly za sebou, a,x,x,X,b, ¢o sa mohlo
stat’ v 2 pripadoch, celkovo 3x4x3-7-7-2=20
(d)5
Nech sled je oznaceny a,w,X,y,z,b. Ked’ w#a a w #b, ide o niektory z ostatnych dvoch
vrcholov, kedy pre kazdy z nich mame 20 moznosti, podobne ako v pripade (c). Ked’
w=Db, potom x=b a mame volbu 3 moznosti pre x. Pre kazdu z tychto moznosti mame
podla Casti (b) 7 moznosti pre kombinaciu y,z, teda mame 21 moznosti. Celkovo
mame 20+20+21=61 moZnosti.

Inou moZznostou je jednoducho zobrat’” maticu susednosti u K4 a urobit’ jej druhu,
tretiu, Stvrtdl a piatu mocninu, vysledky by boli hodnoty mimodiagonalnych prvkov.

10.34. Ukazte ze v akomkol'vek obycCajnom grafe existuje cesta zl'ubovolného vrcholu
neparneho stupiia do nejakého iného vrcholu neparneho stupna.
Riesenie: Zoberme si graf (alebo, v pripade, ze je graf nesuvisly, tak
komponent) s vybranym vrcholom neparneho stupnia. KedZe dany graf (alebo
komponent) je suvisly, da sa zo zvolené¢ho vrcholu neparneho stupna prejst do
I'ubovol'ného iného vrcholu grafu, resp. komponentu. Teraz ostidva dokéazat, Ze v
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danom grafe, resp. komponente existuje asponl jeden d’al§i vrchol neparneho stupiia.
Podla Vety 10.1 ale existuje parny pocet vrcholov neparneho stupnia (nech uz v
suvislom grafe, alebo v komponente), a teda ked existuje jeden taky vrchol, musi
existovat’ neparny pocet d’alSich vrcholov neparneho stupiia, teda najmenej este jeden
dalsi.

10.35. N4jdite vSetky artikuldcie grafov z obr. 10.20.

a b C a b C d
l—[ [ [ [
d e f e f g h

G, G,

a b C d

[ [ L J

e f g h

G

3

Obrazok 10.31. Najdite artikulacie a mosty

RieSenie:

Artikuléacie u grafu G, je vrchol e
Artikulacie u grafu G, su vrcholy f, g,d
Artikulacie u grafu G; su vrcholy b,c, f, g

10.36. Ngjdite vSetky mosty u grafov z obr. 10.31.
Riesenie:
Mosty u grafu G; nie su
Mosty u grafu G, su hrany {f, g},{c.d}
Mosty u grafu Gs su hrany {f, g},{c,d},{a, b},{e,f},{b.f}

10.37. Dokazte, ze kazdy vrchol mostu obyc¢ajného grafu je artikuldciou, pokial’ ma stupen
vacsi ako 1.
RieSenie: Obmedzime nasu pozornost na komponent, v ktorom most lezi (ostatné
komponenty st pre nas irelevantné). Nech most tvori dvojica vrcholov uv. Ked je
most odstraneny, graf ma dva komponenty, kde jedna obsahuje vrchol u a druha
vrchol v. Ked’ mal vrchol v stupeii jedna, potom je jasné, Ze jeho odstranenim
nevzniklo viac komponentov. Ked’ vrchol v mal stupeni va¢si ako jedna, potom je jasne
spojeny eSte asponl s nejakym vrcholom w v ramci komponentu. Teda, ked Vv je
odstraneny, dostdvame aspoil dva komponenty, jeden s vrcholom U a druhy
s vrcholom w.
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10.38.

Komunika¢na linka v komunikac¢nej sieti by mala byt zdvojena, ked’ jej nefunkénost’
znemoziuje prenos signdlu medzi nejakou dvojicou vrcholov. Ktoré spoje by mali byt’
spojené v grafoch na obr. 10.32?

Obrazok 10.32. Ktoré hrany by mali byt zdvojené pre dvojité zabezpecenie stvislosti
komunikac¢nej sieti?

Riegenie: {{6,8},{2,4},{7,10},{9,10},{2,9}}, {{1,4},{3,9},{2,6},{1,6}}

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

Ukézte, ze obycajny graf o n vrcholoch je stvisly, pokial’ obsahuje viac ako
(n-1)(n-2)/2 hran.

Riesenie: Predpokladajme, Ze graf nie je suvisly. Potom v sebe obsahuje komponent
s k vrcholmi, kde ke[1,n-1]. Zvy$nych n-k vrcholov je v jednom alebo viac d’alSich

komponentoch. Maximélny mozny pocet hran tohto grafu je teda (gj + (n ; k) , €O sa

da rozpisat’ ako k*-nk+(n*n)/2. To je kvadraticka funkcia k, ktord je minimélna pre
k=n/2, a maximalna pre okrajové hodnoty defini¢ného oboru, teda pre k=1 a k=n-1. V
druhom pripade dostavame po dosadeni za k vzorec (n-1)(n-2)/2. Preto najvacsi pocet
hran, ktory mo6Ze nesuvisly graf mat’, je (n-1)(n-2)/2, takze kazdy graf s viac vrcholmi
je suvisly.

Ukazte, ako sa da Veta 10.7. vyuZit’ na najdenie dizky najkratsej cesty medzi dvoma
vrcholmi.

Riesenie: Hladajme dizky najkratiej cesty medzi vrcholmi Vi a Vj. Zostrojime maticu
susednosti A a pokial' méa pre indexy vrcholov i,j prvok ajj rovny jednej, je dizka 1.
V opa¢nom pripade robime mocniny A" pre stale vicSie r, dokial’ nedostaneme na
pozicii ajj nenulovil hodnotu a zaroven dokial’ sa r<n-1. V prvom pripade je mocnina r
rovna hl'adanej dizke cesty, v druhom pripade je graf nestivisly a cesta neexistuje.

Ukazte, ako sa da Veta 10.7. vyuzit’ na zistenie, ¢i je graf suvisly.

Riesenie: Nech A je matica susednosti daného grafu. Veta 10.7 nam hovori, ze A"
obsahuje pocet ciest dizky r medzi vrcholmi. Ked prvok matice A" je vigsi ako 0,
potom medzi odpovedajiicimi vrcholmi existuje cesta (alebo sled) dizky r. Najdlhsia
cesta v grafe moze mat’ dizku n-1. Preto stadi pos¢itovat’ A' + A*+..+ A™' a pokial je
kazdy nediagonélny prvok nenulovy, potom je graf stuvisly.

Ukéazte, Ze obyc€ajny graf je bipartitny prave vtedy, ked’ nema ziadne kruznice neparne;j
dlzky.
RieSenie: Musime dokdzat’ obidva smery implikacie.
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Ked’ je graf bipartitny (particie pomenujeme A a B), potom vrcholy kazdej cesty musi
lezat’ striedavo v A a B. Preto cesta zacinajica v A skonci po neparnom pocte krokov
v B apo parnom pocte krokov v A. KedZe kruznica konci v rovnakom vrchole,
v ktorom zaéinala, diZka kruznice musi byt’ parna.

Opacny smer je zlozitejSie dokéazat. Predpokladame, Ze vSetky kruznice maju parnu
dizku a chceme dokazat’, Ze graf je bipartitny. Mozeme predpokladat’ savislost’ grafu,
keby nebol suvisly, budeme pracovat s kazdym komponentom zvlast. Nech v je
vrchol grafu a nech A je mnozina vSetkych vrcholov do ktorych vedie cesta neparne;j
dizky zaGinajtica vo v a nech B je mnozina vietkych vrcholov do ktorych vedie cesta
pamnej dizky zaGinajlica vo V. Pretoze komponent je stvisly, kazdy vrchol lezi
v A alebo v B. Ziaden vrchol neméZe su¢asne byt v A aj v B, pretoze spojenim ciest
neparnej dizky do A a parnej do B by sme dostali sled neparnej dizky a ten obsahuje
kruZnicu neparnej dizky, ¢o je v rozpore s predpokladom. Teda vrcholy mézu byt
rozdelené na dve disjunktné podmnoziny. Teraz iba musime ukazat’, Ze kazda hrana
spaja vrcholy z roznych podmnozin. Ked’ Xy je hrana kde xeA, potom cesta neparnej
dizky z v do x nasledovand hranou Xy vytvara cestu parnej dizky z v do y, teda yeB.

10.43. Ukazte, ze graf reprezentujuci pripustné tahy koilom na Sachovnici mxn (kde m,n su
kladné celé¢ Cisla, je bipartitny graf.
RieSenie: Dve particie grafu budi stotoznené s mnozinami vrcholov odpovedajucimi
polickam ciernej, resp. bielej farby. Ked'ze kon na Sachovnici tahd vzdy z bielej farby
na ¢iernu a naopak, hrany odpovedajice tahom definujl bipartitny graf.

10.44. Ukazte, ze neexistuje uzavretd cesta koflom pre Sachovnicu mxn, kde m,n st nepérne
Cisla.
RieSenie: Dokézeme sporom. Ked’ m,n su neparne ¢isla, ich nasobok je tieZ neparny.
Podl'a predchadzajuceho cvicenia je graf bipartitny. Ked’ze musime vzdy skakat z
jednej particie A na druht B a Ziaden vrchol sa nesmie opakovat’, teda hamiltonovska
kruznica by vyzerala ako a;,b;, a,b,..,ax,bx,a;, po€et vrcholov v particiach musi byt’
rovnaky, ¢o nam dava ako sucet vrcholov parne ¢islo. To vedie k sporu s tym, Ze mxn
je neparne cislo.

10.45. Ukazte, ze existuje Grayov kod poriadku n pre akékol'vek kladné cislo n, alebo,
ekvivalentne, ukazte, pomocou matematickej indukcie, ze n-kocka Q, ma vzdy
hamiltonovsku kruznicu.

Riesenie: Trik je pouzit’ Grayov kéd pre n na vygenerovanie kodu pre n+1. Zoberieme
Grayov kéd pre n a priddme nulu pred kazdy retazec, aby sme dostali prva polovicu
Grayovho koédu pre n+1, potom zoberieme znova Grayov kod pre n a pridime
jednotku pred kazdy retazec, aby sme dostali druhti polovicu. U druhej polovice
prevratime poradie kddov, aby sa tam, kde budu obidve polovice susedit’, lisili iba o 1
bit. Pre formalny dokaz pouzijeme indukciu. Pre n=1 je koéd 0,1 (Co ale eSte nie je
hamiltonovska kruznica). Predpokladajme induktivnu hypotézu, ze c,,C,,...,C,, je

Grayov kod pre n. Potom 0c,,0c,,...,0c,.1c,,...,1c,,Ic, je Grayov kéd pre n+1.
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