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PREDHOVOR

Ciel'om tejto ucebnice je poskytnit’ Studentom informatiky na Fakulte informati-
ky ainformaénych technolégii STU wuceleny text k prednaske ,Algebra
a diskrétna matematika‘. Diskrétna matematika patri medzi teoretické zdklady
informatiky. SIdZi nielen pre rozvoj matematicko-logickych schopnosti Studen-
tov, ale aj ako teoretickd priprava pre d’alSie ,,pokrocilejSie informatické pred-
mety. Pri koncipovani obsahu tejto prednasky stéli sme pred nel'ahkou tlohou, ¢o
zahrndt’ do jej obsahu a ¢o nie. PretoZe tato prednaska substituuje CiastoCne aj
byvaly predmet ,Linedrna algebra®, zahrnuli sme z tejto oblasti do ucebnice
v rozsahu dvoch predndsok aj zéklady linearnej algebry, tedrie matic a sdstav
linearnych rovnic spolu s elementarnou tedériou determinantov.

Ucebnica je urcend pre Studentov prvého ro¢nika bakaldrskeho $tidia, ktori maju
zédkladné stredoskolské vedomosti z tedrie mnoZin, algebry a vyrokovej logiky.
V prednaske sme sa snaZzili ¢o najviac vyjst’ v ustrety potrebdm informatiky, preto
aj oproti Casti tykajicej sa algebry je relativne uprednostnend diskrétna matema-
tika. Cielom ucebnice je aj rozvinit u Studentov schopnost’ rigor6zneho matema-
tického myslenia pri rieSeni a formulovani problémov informatiky.

Prva kapitola sa tyka metéd matematického dokazu. Kapitoly 2 az 5 sd venované
tedrii mnozin a kombinatorike, v 6. a 7. kapitole sa venujeme grupdm a boolov-
skej algebre. Kapitoly 8 aZ 9 si venované maticiam, sistavdm linedrnych rovnic
a determinantom. ZvySok ucebnice sa v 10. aZ 13. kapitole venuje tedrii grafov
a zdkladnym algoritmom a aplik4cidm tedrie grafov.

Kazd4 kapitola je sprevadzana prikladmi, ktorych rieSenie poskytne Studentom
schopnost’ dobre sa orientovat’ v danej problematike. Chceme pod’akovat’ mno-
hym naSim Studentom, ktori ndm pomohli ndjst’ vel'a neprijemnych preklepov,
nepresnosti a evidentnych chyb, a tym prispeli k zvySeniu kvality tejto ucebnice.
TaktieZ sa musime pod’akovat’ naSmu zosnulému kolegovi prof. Ing. Norbertovi
Fristackému, PhD., s ktorym sme sa ¢asto radili pri koncipovani sylabu prednas-
ky. Na jeho radu sme zaradili do prednasky Quinovu a McCluskeyho metédu
optimalizicie Boolovej funkcie Specifikujicej logicky obvod. AZ pri predndSani
tohto predmetu sme zistili, Ze tato ,,aplikacna® Cast’ diskrétnej matematiky patri
medzi Studentmi k najobl'ibenejSej Casti predmetu.

V slovenskej a ¢eskej odbornej spisbe existuje mnoho u¢ebnych textov diskrétnej
matematiky. Verime, Ze aj tento text sa dostojne zaradi medzi ne, ako modernd
ucebnica, ktorej vzorom pri jej pisani bola znama a t'azko prekonate'na Roseno-
va ucebnica ,,Discrete Mathematics and Its Applications* [14].
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1 METODY MATEMATICKEHO
DOKAZU

DEDUKTIVNY DOKAZ ® ZAKLADNE PRAVIDLA USUDZOVANIA @
MATEMATICKA INDUKCIA

V tejto kapitole budeme Studovat dva dobleZité problémy: (1) Za akych podmienok
Jje matematicky dokaz korektny a (2) aké metody moZu byt pouZité pri konStrukcii
matematickych dokazov. Metody dokazu diskutované v tejto kapitole su doleZité
nielen pre tvorbu korektnych dokazov v matematike, ale aj v samotnej informati-
ke. V teoretickej informatike sa napr. Studujii rozne metody verifikdcie korektnosti
programu, alebo ci operacny systém je bezpecny. V umelej inteligencii pri odvo-
dzovani novych faktov z danej databdzy poznatkov (mnoZiny vyrokovych formiil,
ktora sa vo vyrokovej logike nazyva tedria) je dbleZité mat zabezpecené, aby dand
databdza bola konzistentnd (korektnd), teda aby z nej siicasne nevyplyval nejaky
vyrok a taktieZ aj jeho negdcia. MdZeme teda konstatovat, Ze zvlddnutie metéd
matematického dokazu je doleZité nielen v matematike, ale aj v informatike.

1.1 VYZNAM DOKAZU V MATEMATIKE

VETA

V matematike, podobne ako aj v informatike, vystupuji do popredia dve otazky:
(1) Za akych podmienok je matematicky dokaz korektny a (2) aké metédy moZu
byt pouZité pri konStrukcii matematickych ddkazov. V tejto kapitole budeme
hl'adat’ odpovede na tieto dve otazky, budeme Specifikovat’ r6zne formy matema-
tickych dokazov.

Veta (teoréma, vyrok, skutocnost, fakt, argument, alebo vysledok) je vyrok,
o ktorom moZe byt dokdzané, Ze je pravdivy. V tejto suvislosti hovorime
0 dokaze vety, ktory spoc¢iva v postupnosti jednotlivych ,,medzikrokov®, ktoré su
odvodené bud’ z mnoZiny jednoduchych postuldtov, nazyvanych axiémy, alebo
z predcha-dzajicich viet (pomocnych viet, ¢asto nazyvanych lemy) danej po-
stupnosti. Komplikované ddkazy st obvykle jasnejSie formulované, ked’ ich do-
kaz je rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré si formulované ako samostatné
vety. Tieto medzikroky — vety v postupnosti s vytvarané pomocou pravidiel od-
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KOREKTNOST vV
INFORMATIKE

DEDUKTIVNY
DOKAZ

INDUKTIVNE
USUDZOVANIE

vodzovania (pravidiel usudzovania), ktoré z niekolkych pravdivych tvrdeni —
argumentov vytvori nové pravdivé tvrdenie — argument.

Met6dy dokazu diskutované v tejto kapitole su ddleZité nielen pre tvorbu korekt-
nych dokazov matematickych viet v matematike, ale aj v samotnej informatike.
V teoretickej informatike sa napr. Studuji rézne metddy verifikdcie korektnosti
programu, alebo ¢i operacny systém je bezpecny. V umelej inteligencii pri odvo-
dzovani novych faktov z danej databdzy poznatkov (mnoZiny vyrokovych for-
mul, ktord sa vo vyrokovej logike nazyva tedria) je dbleZité mat zabezpecené,
aby dand databaza bola konzistentna (korektnd), teda aby z nej sicasne nevyply-
val nejaky vyrok a taktieZ aj jeho negicia. MoZeme teda konStatovat’, Ze zvladnu-
tie metdd matematického dokazu je dolezité nielen v matematike, ale aj
v informatike.

Nizsie uvedena forma dokazu sa nazyva deduktivny dokaz, ktory obsahuje:

e systém elementdrnych pojmov, ktoré st pouzivané pri formul4cii zaklad-
nych zloziek deduktivneho dokazu,

o systém axiom (zékladné elementirne poznatky, ktoré su pokladané za
evidentné),

e pravidld odvodzovania (pomocou ktorych sa uskutociiuje dokaz),

e vety (deduktivne poznatky — argumenty), ktoré boli odvodené z axiém
pomocou pravidiel odvodzovania a ktoré podstatne zjednodusuji
a skracuju dokazy d’alSich novych deduktivnych poznatkov.

Poznamenajme, Ze tak v matematike, ako aj v informatike, sa v ojedinelych pri-
padoch pouZiva aj induktivne usudzovanie (ddkaz), ktoré je zaloZené na pozoro-
vani urcitych skuto€nosti, ktoré sa asto opakuji v analogickych situdcidch. Tieto
pozorované skutocnosti su ,,induktivne* zovSeobecnené. Nové pojmy, ktoré boli
zavedené tymto ,,induktivnym® spdsobom sa neskorsie bud’ dokdzu deduktivne
v ramci daného systému pojmov, alebo sa postuluji ako nové Specidlne axiémy.
Tieto ojedinelé situdcie v dejindich matematiky vzdy znamenali vznik novych
oblasti matematiky, ktoré nie su striktne deduktivne dokazatelné zo znamych
pojmov a reprezentujui akty kreativnosti v matematike, ktoré taktieZ znamenaja,
7Ze matematika nie je len veda deduktivneho charakteru, kde sa da kazdy pojem
odvodit’ z inych jednoduchsich poznatkovl.

Ilustrativny priklad axiomatického systému

UvaZujme jednoduchy axiomaticky systém, ktory obsahuje tri elementdrne pojmy
— “vrchol”, “hrana’, “leZat’ na” a tri axiomy

A,. Kazdy vrchol lezi aspoii na jednej hrane.

A,. Pre kazdi hranu existujd prave dva vrcholy, ktoré na nej leZia.

' To e matematika nie je veda &isto deduktivna m4 aj iné hlboké dovody.
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VETA1.1.

VETA 1.2.

OBRAZOK 1.1.
GRAFOVY MODEL

VETA 1.3.

Aj. Méame prave 5 vrcholov.

Tento axiomaticky systém mdzZe mat’ rOzne interpretdcie. Interpreticia, v ktorej
su axiomy pravdivé vyroky, sa nazyva model axiomatického systému. UZ pouZitd
terminolégia navodzuje zavedenie modelu grafu’, kde vrchol je bod a hrana je
¢iara obsahujica na svojich koncoch dva vrcholy, pozri obr. 1.1. DokdZeme tieto
dve vety, ktoré vyplyvaju z axiomatického systému.

Kazdy graf m4 aspon tri hrany.

Podl'a axiémy A; kaZdy vrchol leZi asponi na jednej hrane, ¢iZe pre l'ubovolny
vrchol V; existuje takd hrana H;, na ktorej dany vrchol leZi. Tymto mame zabez-
pecent existenciu hrany Hy, ktord podl'a axiémy A, leZi na dvoch vrcholoch, ten-
to druhy vrchol ozna¢ime V,. Pre zostdvajiice tri vrcholy Vi, V4 a Vs musia exis-
tovat’ aspon dve hrany H, a Hj, ktoré leZia na tychto troch vrcholoch.

Kazdy graf m4 jeden vrchol, ktory leZi aspofi na dvoch hrandch.

Dokaz tejto vety priamo vyplyva zo spdsobu dokazu vety 1.1. PretoZe v druhej
Casti grafu mame tri vrcholy a dve hrany, musi existovat’ aspoii jeden vrchol, kto-
ry leZi aspoii na dvoch hranich, ¢o bolo potrebné dokazat' (QED). Model, ktory
ilustruje tieto dve vety je znazorneny na obr. 1.1.

VOLOV
1 2

Grafovy model jednoduchého axiomatického systému z vety 1.1. Diagram znazoriiuje model,
ktory obsahuje 3 hrany, priCom prave jeden vrchol leZi na dvoch hranéch.

Z nasich predchédzajicich vysledkov vyplyva, Ze mdzeme deduktivny systém
rozsirit' o novy elementarny pojem ,,komponent, ktory popisuje taku cast’ grafu,
z ktorej vrcholy nie sd spojené cestou pozostavajicou z postupnosti hrin
s vrcholmi z ostatnych casti, ale vZdy existuje cesta medzi 'ubovol'nou dvojicou
vrcholov komponentu. Z obr. 1.1 vyplyva jednoduchi veta.

Ak mé graf dva komponenty, potom jeden z komponentov obsahuje len jednu
hranu.

Z definicie komponentu vyplyva, Ze mnoZina vrcholov je separovand na dve dis-
junktné podmnoziny vrcholov, ktoré nie si prepojené spolo¢nou hranou a pre
kazdd hranu existuji prave dva vrcholy, ktoré na nej leZia. Z tychto dvoch sku-
tocnosti vyplyva, Ze toto disjunktné rozdelenie mnoziny vrcholov je mozné len na
dve podmnoziny, ktoré obsahuji dva a tri vrcholy. PodmnoZina s dvoma vrchol-
mi reprezentuje komponent.

% Pojem grafu bude podrobne tudovany v kapitolach 10 az 13.
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1.2 PRAVIDLA USUDZOVANIA VO VYROKOVEJ LOGIKE

Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schému
predpoklad,

predpoklad,
zdver

(1.1)

ktord obsahuje n predpokladov a jeden zdver. Tato schéma usudzovania je totoZz-
na so symbolom logického dokazu

{ predpoklad, ..., predpokladn} F zdver (1.2a)
alebo formalne
{0,,..0,} Fo (1.2b)
Tato formula logického dokazu moZe byt prepisana do formuly
FoAnng, =0 (1.3a)
alebo v ekvivalentnom tvare, kde konjunkcie st nahradené implik4ciami
o = ((p2 = (= (o, :>(p))) (1.3b)

TabulPka 1.1. Schémy usudzovania vyrokovej logiky

& Schéma Sy
usudzovania Teoréma vyrokovej logiky Nazov schémy

ivq p=(pvaq) adicia
pArg simplifikédcia
p (p " q) —P (zjednodusenie)
p

q p:>(q:>(p/\q)) konjunkcia
pnrg

p

P=4q p:>((p:>q):>q) modus ponens
q

-q

rP=4q —q= ((P =q)= —'p) modus tollens
—p

P=4 C 1
qg=r (p=aq)=((g=r)=(p=r)) hypoteticky

r=: sylogizmus
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KONZISTENTNE
PREDPOKLADY =

3 INTERPRETACIA,
KEDY SU PRAVDIVE

PRiKLAD 1.1.

PRIKLAD 1.2.

PRiKLAD 1.3.

P disjunktivny

P (p v q) = (—|p = q) sylogizmus

q
Zq:;—q_p ( p= q) = (—|q = —|p) inverzia implikacie
pP=4q

pP=q reductio ad absurdum
—p (r=49)=>((p=—q)=-»)

Tab. 1.1 obsahuje 9 obvyklych schém usudzovania vyrokovej logiky, priCom
kazda schéma je sprevadzana aj zdkonom (tautolégiou) vyrokovej logiky (v tvare
formuly (1.3b)) a obvyklym historickym ndzvom. Hovorime, Ze predpoklady su
konzistenmé vtedy a len vtedy, ak existuje aspoii jedna interpretdcia’ pravdivost-
nych hodndt vyrokovych premennych, pre ktord su vsetky predpoklady pravdivé.
V opa¢nom pripade je mnoZina predpokladov nekonzistentnd (kontradiktorna)
a je charakterizovand tym, Ze z nej suicasne logicky vyplyva nejaky zdver a aj
jeho negécia.

Majme dva predpoklady: prvy predpoklad je vyrok ‘prsi” a druhy predpoklad je
implikacia “ak prsi, potom je cesta mokrd’. PouZzitim pravidla usudzovania mo-
dus ponens, z pravdivosti tychto dvoch predpokladov vyplyva pravdivy zdver
“cesta je mokrd”, ¢o moZeme formalne vyjadrit pomocou schémy

prsi

ak prsi, potom cesta je mokrd

| cesta je mokrd

Pouzitim schémy usudzovania adicie k pravdivému vyroku “teplota je pod bodom
mrazu” mdZeme pomocou disjunkcie priradit’ lubovol'ny vyrok (pravdivy alebo
nepravdivy), napr. ‘prsi’, dostaneme pravdivy zaver “feplota je pod bodom mrazu
alebo prsi”

| teplota je pod bodom mrazu

| teplota je pod bodom mrazu alebo prst

Uvazujme dva vyroky “ak dnes bude prsat, potom sa nepdjdem kiipat” a “ak sa
nepdjdem kiipat, potom navstivim pribuzného’. Pouzitim schémy usudzovania
nazvanej hypoteticky sylogizmus dostaneme z tychto dvoch predpokladov zaver
“ak dnes bude prSat, potom navstivim pribuzného”
ak dnes bude prsat, potom sa nepdjdem kipat
ak sa nepdjdem kiipat’, potom navstivim pribuzného
| ak dnes bude prsat, potom navstivim pribuzného

3 Nech p, g, ..., r sii atomické vyrokové premenné, potom interpretdcia (vzhl'adom k tymto premennym) je oznadena
symbolom t=(p/1,q/0....,r/1) . Specifikuje pravdivostné hodnoty jednotlivych premennych; v tomto konkrétnom

pripade premennd p je pravdivd, premennd q je nepravdivd,... a premennd r pravdivd. Ak mdme n premennych, po-
tom existuje 2" roznych interpretacii. (Pozri kapitolu 1.4 v naSej knihe Matematick4 logika [11].)
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PRIKLAD 1.4.

Tito schému mdZeme sformalizovat’ pomocou vyrokov
p ="dnes prsi’
q ="kipem sa’
r = ‘navstivim pribuzného’
potom schéma ma tento formdlny tvar mierne modifikovaného hypotetického
sylogizmu
p=—q
—q=r
p=>r
ktord je odvodena z pdvodnej schémy hypotetického sylogizmu substiticiou, kde
vyrokova premennd ¢ je substituovana negaciou —g.

V poslednom priklade 1.3 boli uz pouzité vyrokové premenné, ktoré ndim umoz-
nia vykonat’ formaliziciu celého procesu dokazu pomocou postupnosti elemen-
tarnych krokov. Obratime naSu pozornost’ na formulu (1.2b) logického vyplyva-
nia vyrokovej formuly ¢ z predpokladov, ktoré st reprezentované formulami @,
®2,..., @,. Logické vyplyvanie ilustrujeme jednoduchym prikladom.

Postulujme, Ze mnoZina predpokladov obsahuje tieto formuly — zloZené vyroky:
@1 = “dnes poobede nie je slnecno a je chladnejsie ako véera”
O, = ‘pojdeme sa kiipat’ len vtedy, ak bude slnecno’
03 = “ak sa nepdjdeme kiipat, potom sa budeme clnkovat na rieke”
04 = “ak sa budeme clnkovat na rieke, potom sa vrdtime domov podvecer”
pozadovany zdver ma tvar
¢ = “budem doma podvecer”
Pomocou vyrokovych premennych
p = “dnes poobede je slnecno’
q = “je chladnejsie ako véera”
r = "pojdeme sa kipat ”
s = " budeme clnkovat na rieke”
t = “vrdtime sa domov podvecer”
vykondme formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{-prg(r=p)A(p=r)—r=ss=tlt

UkéazZzeme, Ze tito schéma je platnd pomocou postupnosti elementarnych krokov,
kde budeme pouZivat’ schémy usudzovania z tab. 1.1.

—PAqg predpoklad,
(r=p)Aa(p=r) predpoklad,
—r=s predpoklad;
s=>t predpoklad,

—p simplifikécia predpokladu;
q simplifikacia predpokladu,

N D =

r = p simplifikicia predpokladu,
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DOKAZ AKO
POSTUPNOST
FORMUL

OBRAZOK 1.2.
STROM
ODVODENIA PRE
PRIKLAD 1.4.

PRIKLAD 1.5.

8. |-r medzivysledok 5 a modus tollens na predpoklad,
9.1s medzivysledok 8 a modus ponens na predpoklad;
10.] ¢ medzivysledok 9 a modus ponens na predpoklad,

V tivodnej Casti kapitoly 1.1 bolo poznamenané, Ze dokaz je mozné charakterizo-
vat’ ako postupnost’ formiil, kde poslednd formula sa rovnd poZzadovanému zave-
ru, mdZeme teda pisat’
(prqg)—=>(r=p)>(-r=s)>(s=1)—>(—p) > (q9) = (=r)—>(s) > (1)
Tito postupnost’ formil moZeme reprezentovat' aj pomocou ,,stromu dokazu‘
znazorneného na obr. 1.2.

(r=p)A(p=r) —pAg

simpldﬁkdcia implifikavs
r=p q
modus tollens
modus|ponens
Ky S—=t

modus|ponens
4
Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.4.

Nech mnozina predpokladov obsahuje tieto zlozené vyroky:
¢ = “ak mi posles email, potom program dokoncim”
0, = “ak mi neposles email, potom pdjdem spat’ skor”
O3 = “ak pdjdem spat’ skor, potom sa rdno zobudim odpocinuty”
poZadovany zaver ma tvar
¢ = “ak nedokoncim program, potom sa rdno zobudim odpocinuty”
Pomocou vyrokovych premennych
p = ‘posles mi email
q = ‘program dokoncim”
r = ‘pojdem spat skor”
s = “rdno sa zobudim odpocinuty”
vykondme formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{p:>q,ﬁp:>r,r:>s}l—ﬁq:>s
Pomocou postupnosti elementarnych krokov, kde budeme pouZzivat’ schémy usu-
dzovania z tab. 1.1, ukdzeme, Ze tito schéma je platna

1.] p=>¢q predpoklad,
2.| =p=>r  predpoklad,
3. r=s predpoklad;
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OBRAZOK 1.3.
STROM
ODVODENIA PRE
PRIKLAD 1.5.

VETA O DEDUKCII

&

OBRAZOK 1.4.
STROM
ODVODENIA PRE
PRIKLAD 1.6.

4. —g= —p inverzia implikdcie na predpoklad,
5.] —g=r  hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 4 a predpoklad,
6.] mg=s hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 5 a predpoklad;
Diagramatickd interpreticia tohto logického dokazu je vykonand pomocou stro-
mu dokazu zndzorneného na obr. 1.3.

P=q

l

—g=>—p —p=>r

hypoteticky|sylogizmus

—q=r r—=s

hypoteticky|sylogizmus
—g=>s
Strom odvodenia pre logicky ddkaz z prikladu 1.5.
Uskutoénenie logického dokazu {@,,....¢,} - @ moZe byt podstatne zjednoduse-

né. Ak mnozinu predpokladov {(pl,...,(pn} rozSirime o novy ,,pomocny* predpo-

klad wy, potom vo vyrokovej logike plati veta o dedukcii (pozri vetu 2.3
v Matematickej logike [11]), ktord ma tvar

({(pl,...,(pn} u{y}F (p) = ({(pl,...,(pn} TS (p)) (1.4)
To znamen4, Ze logicky dokaz formuly ¢ pomocou rozsirenej mnoZiny predpo-
kladov {@,,....0,} U{w} je rovnocenny logickému dokazu formuly y = ¢ po-

mocou povodnej mnoZiny predpokladov.
=4

veta o dedukcii
modus|ponens A

q q=>r .

modus|ponens

veta o, dedukcii P veta oidedukeii

e

(P=qg)=((g=n=(p="))
Strom odvodenia pre logicky ddkaz z prikladu 1.6.
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PRIKLAD 1.6.

TAUTOLOGIA PLATI
PRE PRAZDNU
MNOZINU
PREDPOKLADOV

PRIKLAD 1.7.

Pomocou logického ddkazu zaloZeného na (1.4) dokdZeme zdkon hypotetického
sylogizmu vyrokovej logiky

{p=qq9=r}u{p}tr
kde mnoZina {p=q,q=r} obsahujica pdvodné predpoklady je rozsirena

o pomocny predpoklad p.

1.] p=¢ predpoklad,

2.1 g=>r predpoklad,

3.1p pomocny predpoklad

4.1 ¢q modus ponens na predpoklad; a pomocny predpoklad

5.]r modus ponens na predpoklad, a medzivysledok 4

6. p=>r pouZitie (1.4) na vysledok 5 a pomocny predpoklad

7.1 (g=r)=(p=r) pouzitie (1.4) na vysledok 6 a predpoklad,

8.1 (r=4q)=((¢=r)=(p=r)) pouzitie (1.4) na vysl. 7 a predpoklad,

V krokoch 7 a 8 sme opakovane pouzili vzt'ah (1.4), kde sme z mnoZiny predpo-
kladov vzdy eliminovali jeden predpoklad. Findlny vysledok uz plati pre prazdnu
mnoZinu predpokladov, ¢o znamend, zZe formula je zdkonom (tautolégiou) vyro-
kovej logiky.

V kapitole 1.1 bolo zddraznené postavenie viet vo formdlnom logickom systéme
ako efektivnej skratky logickych dokazov, kde sa uz nemusi opakovat’ to, ¢o uz
raz bolo dokdzané. Tento pristup vystavby formalnych systémov pomocou viet
a ich vyuZivania patri medzi zdkladné ¢rty formalnych systémov, ktorych vystav-
ba sa uskutoctiuje hlavne pomocou prepojenej siete viet, ktoré si dokazované
pomocou uz dokézanych viet v predoslych krokoch.

Nech y je veta (tautolégia), potom logicky dokaz {@,.,....@, } - @ mdZe byt rozsi-
reny o vetu  takto
({010, Fo)= ({00} U{v} o) (1.5)

Vyznam tohto rozSirenia spoc¢iva v tom, Ze zahrnutie vhodnej vety (tautoldgie) yf
mdZe podstatne zjednodusit’ dokaz vety.

Dokazte zdkon rezolventy4
(pva)=((-pvr)=(avr))

pomocou zdkona hypotetického sylogizmu
(p=a)=((a=r)=(r=r))

a pomocou vety o disjunktnom tvare implikécie, (p = g)=(—p Vv q), formilne

* V knihe Matematicka logika [11] je rezolventa (alebo rezolu&ny princip) formulovani pomocou vety 5.2 ako for-
mula (BvI)A(Cv—l)=(BvC),ktord sa d jednoduchymi tpravami previest na rezolventu z prikladu 1.7.
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{(p=a)=(a=r)=(p=1))ui(p=49)=(-pva)}
F((pvq):((ﬁl;vr)é(qu)))

¢

Logicky ddkaz pozostdva z tejto postupnosti medzivysledkov:

Ll (p=q)=((g=r)=(p=r))  predpoklad,

2.1 (p=q)=(—pvq) pomocny predpoklad - veta

3.1 (-pve)= ((—|q vr)=(=pvr)) prepis 1 pomocou vety 2

4. (~qvp)= ((—|p vr)=(=gvr)) prepis 3 pomocou zdmeny p <> g
51 (pvg)= ((—|p vr)=(gqv r)) prepis 4 pomocou substiticie —q/q

Uplne analogickym spdsobom by sme mohli dokédzat’, Ze zdkon rezolventy je
mozné prepisat’ na zdkon hypotetického sylogizmu, z ¢oho plynie, Ze tieto dva
zakony st navzdjom ekvivalentné:

(r=a)=((ag=r)=(p=1))=((Pva)=((-pvr)=(qvr)))

Chybné pravidla usudzovania

POTVRDENIE
DOSLEDKU

POPRETIE
PREDPOKLADU

Existuji jednoduché modifikicie schém usudzovania modus ponens a modus
tollens, ktoré nie su korektné. Prva nekorektnd schéma sa nazyva potvrdenie do-
sledku (affirming the consequent)

q
pP=4q (1.6a)

p
Druhd sa nazyva popretie predpokladu (denying the antecedent)

4
P=4q (1.6b)

-q

Prvé schéma ,,popretie predpokladu® je ilustrovana prikladom
vydala som sa

ak som peknd, tak sa vydam

| som peknd
Zaver nie je korektny, mdzZe sa vydat’ aj vtedy, ked’ nie je peknd. Druhd schéma
»potvrdenie dosledku* modze byt ilustrovana podobnym prikladom
nie som peknd

ak som peknd, tak sa vydam

| nevyddm sa
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Chyba v usudzovani je podobna ako v predchddzajicom priklade. O nekorekt-
nosti schém usudzovania (1.6a-b) sa l'ahko presved¢ime tak, Ze im priradime
formuly vyrokovej logiky

q:>((p:>q):>p) (1.72)

—p=((p=4q)=—q) (1.7b)

Pre prvi formulu existuje interpretacia premennych T = (p/0, g/0), pre ktorti ma
prva formula (1.7a) pravdivostnd hodnotu ‘0. Této interpretdcia moZe byt pouZi-
td aj pre druhd formulu (1.7b) aby sme ukdzali, Ze formula m4 pravdivostnd hod-
notu ‘0”. To znamen4, Ze obe formuly (1.7a-b) nie sd tautoldgie, ¢iZe nemo6Zu byt
zdkonmi vyrokovej logiky.

Ako sved¢ia mnohé kognitivno-psychologické vyskumy, obe tieto schémy, aj
ked’ st chybné, Casto sa vyuZivaji v beznom usudzovani, moZno ich teda pokla-
dat’ za ,.klasické chyby* nasho kaZdodenného uvaZovania.

1.3 PRAVIDLA USUDZOVANIA
V PREDIKATOVEJ LOGIKE

KONKRETIZACIA
UNIVERZALNEHO
KVANTIFIKATORA

Predikatova logika moZe byt chdpana ako rozsirenie vyrokovej logiky o tzv.
kvantifikatory (vSeobecny a existen¢ny) (pozri kapitoly 6 — 8 v Matematicke;j
logike [11]). Zékladné schémy usudzovania v predikitovej logike su uvedené
v tab. 1.2.

Tabulka 1.2. Schémy usudzovania predikatovej logiky

Teoréma predika-

Schéma usudzovania . .
tovej logiky

Nézov schémy

Vx P(x) (Vx p (x)) = P(c) Konkretizdcia univerzal-

p( c) neho kvantifikatora

p( c) pre kaZdé c Zovseobecnenie  pomo-
P(c)= (Vx P(x)) | cou univerzdlneho kvan-

Vx P(x) tifikdtora

Ax P(x) (Elx p (x)) = P(c) Konkretizdcia existend-

P(c) pre nejaky element ¢ ného kvantifikatora

p(c) pre nejaky element ¢ Zovseobecnenie  pomo-
P(c)=(3x P(x)) | cou existentného kvanti-

3x P(x) fikdtora

Ak nejakd vlastnost’ P(x) mé kazdy objekt (individuum) z univerza U, Vx P(x) ,

potom tiito vlastnost’ musi mat’ aj l'ubovol'ny konkrétny objekt ¢ z tohto univerza,
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ZOVSEOBECNENIE
POMOCOU
UNIVERZALNEHO
KVANTIFIKATORA

(Vx P(x))= P(c) (1.8)

Tato vlastnost’ je priamym dosledkom intuitivnej interpretdcie univerzalneho
kvantifikatora ako konjunkcie vlastnosti P(x) pre kazdy objekt x z konecného
univerza

Vx P(x)=,, /}/P(x)zP(a)/\P(b)/\.../\P(u) (1.9)

Ak na tdato formulu (predpoklad) pouZijeme schému usudzovania simplifikicie z
tab. 1.1, potom vlastnost’ P ma menovite kazdy objekt z U

(1.10)

Potom musi platit’ aj implikacia (1.8). Ako ilustraény priklad tejto vlastnosti uni-
verzdlneho kvantifikatora uvedieme klasicky priklad konkretizicie zo stredove-
kej logiky

kaZdy clovek je smrtelny

Sokrates je clovek

| Sokrates je smrtelny
kde Sokrates patri do univerza U (obsahujiceho vsetkych l'udi) platnosti kvanti-
fikatora V. Tuto schému usudzovania méZeme zovSeobecnit’ takto
V(xeU)P(x)
cel (1.11)

P(c)

Ak sa nam podari dokazat,, Ze vlastnost P ma kazdy objekt z nejakého univerza
U, potom vzhl'adom k tomuto univerzu méZeme definovat’ univerzalny kvantifi-
kator ¥V

P(a)n..AP(c)n..= N\ P(x)=,, Vx P(x) (1.12)

Ak pouZijeme na tito formulu schému usudzovania konjunkcie z tab. 1.1, potom

(1.13)

Vx P(x)

potom musf platit’ aj
P(c)=(Vx P(x)) (1.14)

s pozndmkou, Ze ¢ je l'ubovolny objekt z univerza U. ZovSeobecnenie pomocou
univerzdlneho kvantifikdtora sa Casto pouziva v matematike implicitne, pretoZe
dokaz vlastnosti P(c) bol vykonany nielen pre urcity Specificky objekt, ale pre
Tubovol'ny objekt c.
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INDUKTIVNE
ZOVSEOBECNIE A
FALZIFIKACIA

ROzSIROVANIE
PLATNOSTI

KONKRETIZACIA
EXISTENCNEHO
KVANTIFIKATORA

V mnohych pripadoch mimo matematiku, pouZitie zov§eobecnenia podl'a schémy
usudzovania (1.13) (alebo predikatovej formuly (1.14)) tvori zdklad tzv. induk-
tivneho zovSeobecnia, v ktorom sa snazime parcidlne poznatky zovSeobecnit’ pre
kazdy objekt postulovaného univerza U. V tejto suvislosti potom vystupuje do
popredia podla rakidsko-anglického filozofa Karla Poppera problém falzifikicie
vieobecného vyroku Vx P(x). Stadi ndjst’ jeden objekt o€ U, pre ktory neplati

vlastnost’ P, =P (o), potom vieobecny vyrok Vx P(x) je neplatny, —Vx P(x).

Ako ilustrany priklad budeme Studovat” univerzum U, ktoré obsahuje vSetky
labute na naSej planéte. Experimentdlnym pozorovanim zistime, Ze pre velku
podmnoZinu U’ C U plati, Ze kazda labut’ z nej je biela (tdto vlastnost’ oznacime
predikdtom B). Tidto skutocnost’ mdZeme ,,poctivo* zovSeobecnit’ pomocou uni-
verzélneho kvantifikatora V~ definovaného vzhl'adom k ,,poduniverzu* U’

V'x B(x)=,, /\,B(x)

V dosledku urcitej netrpezlivosti, pozorovatel' zovSeobecni tento poznatok pre
celé univerzum U, postuluje platnost’ formuly Vx B(x). Falzifikécia tejto vlast-

nosti spociva vtom, Ze najdeme takd labut’ (napr. pod sklenenym mostom
v Piest’anoch), ktord je Cierna, potom automaticky plati —Vx B (x) .

V tejto sdvislosti mdZeme hovorit” aj o verifikdcii vlastnosti V'x B(x), dal$imi
a d'alsimi pozorovaniami rozSirujeme univerzum U’ o d’alSie objekty x, ktoré
maju vlastnost’ B(x). AvSak je potrebné poznamenat’, Ze toto rozSirovanie plat-
nosti V'x B(x) o d’alSie objekty ndm neprinaSa novy poznatok, neustile plati, Ze
»labute su biele”, len mame stile rozsiahlejSie vedomosti o evidentnosti tohto
poznatku. Preto falzifikacia, na rozdiel od verifikicie, je zdsadne doleZita pre
induktivne zovSeobeciiovanie, napomdha ndm pri vzniku novych poznatkov (o
ako prvy zdoraznil Karl Popper).

Ak nejaka vlastnost’ plati pre niektory objekt ce U , potom musi platit’ aj impli-
kéacia

(3xP(x))= P(c) (1.15)
alebo pomocou schémy usudzovania
| Ix P(x)
(1.16)

| P(c) pre nejaky element ¢
Tato vlastnost’ konkretizicie existencného kvantifikatora vyplyva priamo z jeho
intuitivnej interpretidcie pomocou disjunkcie predikdtov nad kone¢nym univer-
zom
IxP(x)=, V P(x)=P(a)v..vP(c)v.. (1.17)
T oxeU

Disjunkcia vyrokov je pravdivd vtedy alen vtedy, ak aspoii jeden jej vyrok je
pravdivy, potom existuje aspon jeden objekt ¢ pre ktory je vyrok P(c) pravdivy,
t. j. plati implikacia (1.15).
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ZOVSEOBECNENIE
POMOCOU
EXISTENCNEHO
KVANTIFIKATORA

PRIKLAD 1.8.

PRIiKLAD 1.9.

Podra tejto ,,skromnej* schémy usudzovania, ak nejakd vlastnost’ P plati asponi
pre jeden objekt ¢ z univerza U, potom tito skutocnost’ méZeme zovSeobecnit
pomocou existencného kvantifikatora 3
P(c)= \/UP(x) =4 3X P(x) (1.18)
xe

kde sme pouzili schému usudzovania s ndzvom adicia z tab. 1.1. Tudto implikéciu
mdZeme vyjadrit’ pomocou schémy usudzovania
| P(c) pre nejaky element ¢

1.19
|Elx P(x) (19

Spojenim (1.15) a (1.18) dostaneme
P(c)EEIx P(x) (1.20)

Podra tejto formuly, pravdivost’ vyroku P(c) je ekvivalentnd pravdivosti vyroku
s existenénym kvantifikdtorom 3x P(x).

Ukaézte, Ze zaver ¢ vyplyva z predpokladov @; a @,:
¢ = ‘kazdy kto navstevuje prednasky z diskrétnej matema-
tiky je Studentom STU*
(0, = ‘Mdria navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky’
¢ = ‘Maria je Studentka STU”.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
¢, = Vx (DM (x) = STU (x))
¢, = DM (Maria)

|(p =STU (Maria)
kde DM(x) je predikat ‘objekt x navstevuje prednasSku z diskrétnej matematiky’

a STU(x) je predikat ‘objekt x je Studentom STU’. Korektnost’ rieSenia overime
postupnost’ou formdl

1. |Vx(DM (x)= STU (x)) predpoklad,
2. | DM (Maria) predpoklad,

DM (Maria) = STU (Maria) konkretizécia 1
4. |STU (Maria) modus ponens na 2 a 3

Ukazte, Ze zaver ¢ vyplyva z predpokladov @; a @;:
O© = ‘niektori Studenti navstevujiici predndSku necitali
predpisanti ucebnicu *
O, = ‘kaZdy Student navstevujiici predndsku vykonal skiisku’
¢ = ‘niektori Studenti, ktori vykonali skiisku, necitali
predpisanii ucebnicu’.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
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@, =3x (P(x) AN (x))
0, = Vx(P(x) = S(x))

‘(p =3x(S(x)/\—|N(x)>
kde P(x) je predikat “objekt x navstevuje predndsku’, N(x) je predikat “objekt x
c¢ital predpisanii ucebnicu’, S(x) je predikat “objekt x vykonal skisku’. Korek-
tnost’ rieSenia overime postupnost'ou formul
1] 3x (P(x) A —|N(x)) predpoklad,

2.| Vx(P(x)=S(x)) predpoklad,

P(c)A=N(c) konkretizécia predpokladu,
simplifikécia 3

c simplifikécia 3

= S(c) konkretizécia predpokladu,
modus ponens na 4 a 6

¢)A=N(c) konjunkcia 5 a7

L X NN AW
~
—_ >~
o

x (S (x) AN (x)) zovseobecnie 8 pomocou existenéného kvantifikdtora

Ako vidiet’ z uvedenych prikladov, dokazy formil obsahujicich kvantifikatory st
zmesou aplikacii schém usudzovania tak z vyrokovej, ako aj predikatovej logiky.
Téato skutocnost’ vyplyva z faktu, Ze predikitova logika je vlastne zovSeobecne-
nim vyrokovej logiky, ktord je ,,vnorend* do predikatovej logiky; vsetky zdkony
vyrokovej logiky st aj zdkonmi predikatovej logiky.

1.4 METODY DOKAZU VIET

PRIAMY DOKAZ

&

Ddkaz vety je vo vSeobecnosti obtiazny a netrividlny problém, ktory len
v ojedinelych pripadoch mdze byt vykonany priamociarym mechanickym postu-
pom. Preto v matematike vznikli r6zne metédy ddokazu viet, z ktorych uvedieme
najdodlezitejSie: priamy dokaz, nepriamy dokaz, dokaz sporom a dokaz vymenova-
nim pripadov.

Implikicia p = g modZe byt dokazana tak, Ze ukdzeme, Ze z predpokladu pravdi-
vosti vyroku p vyplyva taktiez aj pravdivost’ vyroku ¢g. Tito jednoduchd formuldciu
priameho ddkazu modZeme upresnit’ tak, Ze pri dokaze vychddzame z axiém
{@,,...9,} azuZ dokdzanych viet {y,,....y, }, potom dokaz p = g mdZeme cha-

rakterizovat’ vztahom logického dokazu
{o,n0, } U{y,,..ow, U{p} g (1.21)
V tejto schéme mame na lavej strane vSetky axiomy systému, dokdzané potrebné
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PRikLAD 1.10.

NEPRIAMY
DOKAZ

&

PRikLAD 1.11.

DOKAZ SPOROM

&

vety (tautoldgie) a predpoklad p. PouZitim pravidiel odvodzovania (modus ponens,
pravidld substitiicie,...) z tychto ,,predpokladov‘* odvodime dbsledok g.

z w2

z~ . z : 2. [ z N3
Dokézte vetu ,,ak n je neparne prirodzené Cislo, potom n” je taktieZ neparne Cislo®.

PoZadovani vetu sformalizujeme pomocou implikécie

(n je nepdrne cislo) = (n2 je nepdrne ét’slo)

P q
PouZijeme techniku priameho ddkazu, z predpokladu pravdivosti p dokdzeme
pravdivost’ dosledku g.

Nech n je nepéarne prirodzené Cislo, potom existuje také nezaporné celé Cislo k, Ze
n =2k +1. Pre kvadrat ¢isla n plati
n’ =(2k+1)" =4Kk” +4k +1=2(2Kk" +2k) +1=21 +1

|
1

Cize aj kvadréat n* je neparne Cislo. Tymto sme dokdzali platnost implikacie
pP=49q.

Technika nepriameho dokazu je zaloZend na ekvivalencii (nazyvanej zdkon inver-
zie implikdcie) (p = gq)=(—g=—p), podla ktorej, ak vimplikdcii vymenime
poradie jej ¢lenov, potom musime negovat’ aj jej jednotlivé ¢leny. Z tohto zdkona
vyplyva, Ze dokaz implikacie ( p=> q) je ekvivalentny dokazu ,,inverznej impli-

kacie —q = —p .
Dokazte vetu ,,ak 3n + 2 je neparne Cislo, potom aj n je neparne ¢islo*.

Vetu upravime do tvaru implikécie
(3n +2 je nepdrne éislo) = (n je nepdrne él’slo)

p q
Budeme dokazovat’ inverznu implikdciu
(n Jje pdrne él’slo) = (3n +2 je pdrne éfslo)

—a -
Nech n je parne ¢islo, potom existuje také nezdporné celé Cislo k, Ze n = 2k. Pre
takto Specifikované &islo n dostaneme 3n+2=3(2k)+2=2(3k +1), ktoré je par-
ne. Tymto sme dokazali inverznd implikdciu —g = —p , CiZe musi platit’ aj ,,p0-
vodnd“ implikicia p = ¢q.

Tento typ dokazu je zaloZeny na schéme ,,reductio ad absurdum® z tab. 1.1

pP=4
p=—q (1.22)
—-p
zaloZenej na zdkone vyrokovej logiky
(p=aq)=((p=-a)=-r) (1.23)

Tito schému usudzovania moZeme interpretovat’ tak, Ze ak z predpokladu p sticas-
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PRiKLAD 1.12.

DokAz
VYMENOVANIM
PRIPADOV

&

ne odvodime g a —g, potom musi byt pravdiva negacia —p vychodiskového pred-
pokladu.

Dokézte, 7e /2 je iraciondlne ¢islo.

Predpokladajme, Ze V2 je racionélne ¢islo, tento vyrok oznac¢ime
p= 2 Jje raciondlne cislo'
Z tohto vyroku vyplyva, Ze ¢islo V2 mi tvar o/B, kde o a P sa celé nestdelite'né
Cisla, tento vyrok oznacime
q="2 = /P, kde 0. sii celé nesiidelitelné cisla'
t. j. plati implikécia p = q . ijravou matematického vyrazu z vyroku g dostaneme

formulu o =2p*, zktorej vyplyva, Ze ¢islo o =2k je parne. V priklade 1.10

2 Mz

bola dokédzand veta, 7e ak celé &islo n je nepédrne, potom aj jeho kvadrit n” je ne-
pérne &islo. Obratenim tejto implikdcie dostaneme, Ze ak n” je parne &islo, potom aj
n je parne Cislo. Z tejto vety vyplyva, Ze Cislo o je parne. Potom taktieZ plati
B> =2p*, t.j. B* je parne ¢islo, ¢iZe aj B je parne &islo. Tymto sme dokazali, Ze o,
[ sd parne &isla, ¢ize sd sidelitel'né

—g = J2 = o/, kde o, sii celé sudelitelné Cisla’
tj. plati implikdcia p = —g. Tymto sme dokazali, Ze siCasne platia implikdcie
p=4q a p=—gq,pouzitim schémy ,,reductio ad absurdum* (1.22) dostaneme, Ze
plati negécia ich predpokladu

—p = 2 Jjeiraciondlne cislo’
¢o bolo potrebné dokazat’.
Nasim ciel'om je dok4zat’ implikéciu
(pv..vp,)=q (1.24)

Jednoduchymi ekvivalentnymi Gpravami mdZeme tito implikiciu prepisat’ do ek-
vivalentného tvaru

((plv...vpn)zq)z((pl:>q)/\.../\(pn:>q)) (1.25)

L|(pVv.vp)=q

—(p,vV..vp,)Vvyg prepis 1 pomocou disjunktivneho tvaru implikicie

—P, A. AP, ) vV q pouzitie De Morganovho zdkona na 2

2

3.1 (

4.1 (=, V@) A...n(=p, vq) pouZitie distributivneho zakona na 3
51 (

p=4q)A..An(p,=q) prepis 4 s disjunktivnym tvarom implikdcie

Formulu (1.25) m6Zeme prepisat’ do tvaru schémy usudzovania
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PRiKLAD 1.13.

PRiKLAD 1.14.

(p, = 4q) (1.26)
|(p1 V.vp)=q

Tito schému usudzovania (dokaz vymenovanim pripadov) pouZivame vtedy, ak
vyrok g je dosledok rdznych pripadov py,..., pp.

Dokazte identitu
max{a,min{b,c}} = min{max{a,b} ,max{a,c}}
kde a, b a c su rOzne Cisla.

Dokaz tejto identity vykondme tak, Ze vykondme verifikdciu identity pre vSetkych 6
rdznych pripadov:

(1) Pripad a<b<c

max{a, min{b,c}} = min {max{a,b},max{a,c}}

b c

max{a,b} = min{b,c}

(2) Pripad b<a<c

max 3 a,min{b,c} r = miny max{a,b},max{a,c}
max{a,b} = min{a,c}
—_—
a=a
Podobnym spdsobom preskiimame aj ostatné Styri moZnosti vzdjomného usporia-
dania ¢isel a, b a c. Tymto spdosobom sme dokdzali 6 nezavislych implikacii

(a <b<c)= (max{a,min{b,c}} = b) A (min{max{a,b},max{a,c}} = b)

(b<a<c)=> (max{a,min{b,c}} = a) A (min{max{a,b},max{a,c}} = a)

(c <b<a)= (max{a,min{b,c}} = a) A (min{max{a,b},max{a,c}} = a)
Tymto ,,enumerativnym* sposobom sme dokazali dand algebraicki identitu tak, Ze
sme separatne preskiimali vSetky moZné usporiadania ¢isel a, b a c.

Dokazte identitu |a—b|<|a|+|b|, kde a, b si Tubovolné nenulové redlne &isla a

| . | je absoldtna hodnota.
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(1) a<b<0,potom a—b<0, a<0 a b<0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<—a—-b,alebo b<0, Co je pravdivy vyrok.

(2) a<0<b,potom a—b<0, a<0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<-a+b, ¢o je pravdivy vyrok.

3) O<a<b,potom a—b<0, a>0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<a+b,alebo a>0, o je pravdivy vyrok.

Podobnym spdsobom by sa dokézali aj ostatné tri moZnosti (b<a<0,b<0<a a
O<b<a).

Nutnost’ pouZitia metédy dokazu vymenovanim vSetkych pripadov sa moZe stat
v niektorych Specidlnych situdcidch limitujicim faktorom uskuto¢nenia ddkazu,
ked’ pocet moznych pripadov je velké ¢islo. Potom mbéZeme prenechat’ hlavnu tar-
chu dbkazu pocitacu, ktory systematicky preveri vSetky mozné pripady. Podobna
situdcia sa vyskytla pociatkom 90. rokov minulého storocia, ked’ matematik An-
drew Wiles po dlhoro¢nom tsili dokazal Velki Fermatovu vetu’.

1.5 MATEMATICKA INDUKCIA

Stojime pred problémom dokédzat’ formulu Vn P(n) , podl'a ktorej vlastnost’ P(n)

plati pre kazdé prirodzené ¢islo. Dokaz tejto formuly je mozné vykonat’ metédou
matematickej indukcie, ktord je zaloZend na dvoch vychodiskovych predpokla-

doch P(1) a ¥n(P(n)= P(n+1)). Ukédzeme, Ze z tychto dvoch predpokladov
vyplyva formula Vn P(n).

1.| P(1)
2.1 Vn (P(n) = P(n+1))

3. P(1)=P(2) konkretizdcia 2 pre n = 1
4. P(2)=P(3)  konkretizdcia 2 pre n =2

3 Velkd Fermatova veta tvrdi, e rovnica x" + y" = z" nemd celo&iselné rieSenie pre x, y a z, priom xyz # 0 a n je
celé cislo, pricom n > 2. Wilesov ¢lanok, v ktorom podal ddkaz tejto vety, ,,Modular Elliptic Curves and Fermat's
Last Theorem* bol publikovany v r. 1995 v &asopise Annals of Mathematics. Clanok je doprevadzany vysoko tech-
nickou publikéciou jeho doktoranda Richarda Taylora, v ktorom boli enumerativnym spdsobom prestudované na
pocitaci vlastnosti Specidlnej Heckeho algebry, ktorej pouZitie hra kI'i¢ovu dlohu v celom ddkaze.
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PEANO

PRiKLAD 1.15.

PRIKLAD 1.16.

6. P(2) modus ponens na 1 a 3

7.1 P(3) modus ponens na 6 a 4

8.| P(n+1) modus ponens na predchadzajici riadok a 5
9.1 VYnP(n) zovieobecnenie pomocou V

Tento vysledok mdze byt prezentovany ako schéma usudzovania matematickej
indukcie

P(1)
Vn(P(n)= P(n+1)) (1.27)
|vn P(n)

Metéda matematickej indukcie bola zndma uZ pociatkom novoveku talianskemu
matematikovi Francescovi Maurolicovi (1494 — 1575), ktory ju pouZival
na dokaz niektorych vlastnosti celych cisel (napr. dokdzal, Ze suma prvych n pri-
rodzenych nepéarnych cisel sa rovna n’). V modernej matematike a logike mate-
matickd indukcia bola vyuziti talianskym matematikom a logikom Giuseppom
Peanom (1858 — 1932) pri formulécii jeho axiomatického systému aritmetiky
celych cisel.

™ v . 2 . , N 2 2
Dokazte, ze suma prvych n neparnych prirodzenych cisel sa rovna n”.

PoloZime
P(n): 1+3+5+...+(2n—1)=i(2i—l)=n2
Lahko sa presved¢ime, Ze plati P(1) = 1. Budeme l§:tludovat’ P(n+1)
P(n+1): 1+3+5+...+(2n—1)+(2(n+1)—1)=§(2i—1)=

=iil:(2i—l)+(2(n+l)—l)=n2+(2n+1)=(n+1)2

Tymto sme dokazali, Ze platnost’ formule P(n) implikuje formulu P(n+1), pre
kazdé prirodzené Cislo n, potom pouzitim zovSeobecnenia pomocou univerzilne-

ho kvantifikétora dostaneme Vn (P(n)=> P(n+1)). PouZitim schémy matema-

tickej indukcie dostaneme
VaP(n): 143+5+..+(2n-1)=) (2i-1)=n’
i=1
¢im sme zavi$ili dokaz vety Specifikujicej sumu prvych n neparnych prirodze-
nych cisel.

z vz

Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati n <2".
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SILNA
MATEMATICKA
INDUKCIA

&

PRiKLAD 1.17.

Nech P(n) je predikat “n <2"”, potom P(1) je pravdivy vyrok. Budeme Studovat’
P(n+1)

n+l1<2"+1<2" +2" =2"
kde sme k obidvom strandm nerovnice indukéného predpokladu n <2" pripocita-
li jednotku a taktieZ sme pouZili jednoduchu vlastnost’ 1<2". Tymto sme doka-
zali, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati implikicia P(n)= P(n+1), alebo

inak vyjadrené Vn (P(n)=> P(n+1)), o bolo potrebné dok4zat’
Silnd matematickd indukcia je Specidlna forma ,,Standardnej* matematickej in-

dukcie, v ktorej je vlastnost’ P(n+1) implikovana konjunkciou vsetkych predcha-
dzajicich vlastnosti, P(1)AP(2)A...AnP(n)= P(n+1). Predpokladajme, Ze

tito vlastnost’ je splnend pre kazdé n>1, potom Vn(P(l)/\.../\P(n):

=P (n+1)). Zostrojme zovseobecnenu schému usudzovania matematickej in-

dukcie
P(1)
Vn (P(l) AP(2)A..AP(n)= P(n+1))

| Vn P(n)
Nebudeme dokazovat’ tito schému usudzovania, jej dokaz je tplne analogicky
ddkazu schémy usudzovania matematickej indukcie (1.27).

Dokaézte, Ze 'ubovolné prirodzené ¢islo n > 1 moZe byt vyjadrené ako sucin pr-
vocisiel.
Nech vlastnost’ P(n) ma tvar
P(n): n=p"py.p*, p.<n

kde p1, p2, p3, ... st prvé prvocisla (2, 3, 5...., ktoré si mensSie ako n) a oy, 0, O3,
...sU nezdporné celé ¢isla. Tato formula je pravdivd pre P(2), kde oy =1, k=1,
potom P(2): 2 = 2. Predpokladajme, Ze P( j) je pravdivé pre kazdé prirodzené
J < n. UkdZeme, Ze z tohto predpokladu vyplyva platnost’ P(n + 1). Bude rozliSo-
vat’ dva pripady:
1. pripad— n+ 1 je prvocislo py, potom P(n+1): n+1=p/p;...p; .
2. pripad — n +1 nie je prvocislo, potom moZe byt pisané ako sicin dvoch
prirodzenych &isel a-b, ktoré vyhovuji podmienke 2 <a < b <n + 1. Kazdé z
tychto dvoch ¢isel moZe byt vyjadrené ako sicin prvocisiel (indukény predpo-
klad)

a=plpy.pt, p,sSn+l

b=phph. . pl, p <n+l
potom ich sicin mé tvar

P(n+1): n+l=a-b=pi*hpit puh  p <n+l
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ZHRNUTIE

DOKAzZ

INDUKTIVNE
USUDZOVANIE

PRAVIDLA
USUDZOVANIA

METODY DOKAZU
VIET

Dékaz (deduktivny) v matematike a v informatike je Specificky postup konStruk-
cie novych viet (tautolégii — teorém) pomocou stboru vybranych viet (axiém)
a pravidiel odvodzovania (napr. pravidla modus ponens) tak, Ze zostrojime po-
stupnost’ tautoldgii, pricom posledna tautoldgia z tejto postupnosti je dokazovana
veta. Komplikované dokazy s obvykle jasnejsie formulované, ked ich dokaz je
rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré st formulované ako samostatné vety.

V matematike a v informatike sa v ojedinelych pripadoch pouziva aj induktivne
usudzovanie (dokaz), ktoré je zaloZené na pozorovani urcitych skuto¢nosti, ktoré
sa Casto opakujd v analogickych situdciach. Tieto pozorované skutocnosti st ,,in-
duktivne zovSeobecnené. Nové pojmy, ktoré boli zavedené tymto ,,induktiv-
nym* spdsobom sa neskorSie bud’ dokdZu deduktivne v rdmci daného systému
pojmov, alebo sa postuluji ako nové Specidlne axiémy. Tieto ojedinelé situicie
v dejindch matematiky vZdy znamenali vznik novych oblasti matematiky, ktoré
nie su striktne deduktivne dokdzatel'né zo znamych pojmov.

Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schému (pozri tabul’ku 1.1)
predpoklad,

predpoklad,,
zdver

ktord obsahuje n predpokladov a jeden zdver. Tato schéma usudzovania je totoZz-
nd so symbolom logického dokazu
{ predpoklad, ..., predpokladn} - zdver

alebo
{00, 0

Pouzitie pravidiel usudzovania mdze byt’ v niektorych pripadoch podstatne ul’ah-
¢ené aplikaciou vety o dedukcii. MnoZinu predpokladov {(pl,...,(pn} rozsirime o
novy ,,pomocny‘ predpoklad y, potom plati veta o dedukcii

({(pl,...,(pn} Uiy} F (p) = ({(pl,...,(pn} TS (p))
Dokaz formuly ¢ pomocou rozsirenej mnoZiny predpokladov {@,,....,} u{y}
je rovnocenny ddkazu formuly y = ¢ pomocou pdvodnej mnoZiny predpokla-
dov.
Priamy dokaz implikdcia p = g je uskutoCneny tak, Ze ukdZeme, Ze z predpo-
kladu pravdivosti vyroku p vyplyva taktiez aj pravdivost’ vyroku q.
Nepriamy dokaz implikdcie p = g spociva v tom, Ze dokaz tejto implikdcie je
ekvivalentny dokazu ,,inverznej* implikicie —qg = —p .

Dokaz sporom je zaloZeny na schéme ,,reductio ad absurdum* z tab. 1.1
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MATEMATICKA
INDUKCIA

P=4q
P=9q

w4

Ak z predpokladu p sii¢asne odvodime g a —g, potom musi byt’ pravdiva negécia
—p vychodzieho predpokladu, ¢o bolo potrebné dokazat'.
Dokaz vymenovanim pripadov implikacie ( p,V..vVp, ) = ¢ je zaloZeny na jej
ekvivalentnom tvare

((p1 VIR, pn):q)z((pl =q)An..A(p, :>q))
To znamen4, Ze ddkaz sa redukuje na dokazy vsetkych implikacii p, = ¢q, pre
i=1,2,..,n. Tento spdsob dokazu je vel'mi Casty v diskrétnej matematike.
Dokaz vlastnosti Vn P(n), t. j. P(n) plati pre kazdé prirodzené &islo, je moZné
vykonat’ metddou matematickej indukcie, ktord je zaloZena na dvoch vychodis-
kovych predpokladoch P(1) a Vn (P(n) = P(n+ 1)) , z ktorych vyplyva formula

Vn P(n). Matematickd indukciu vyjadrime schémou usudzovania

P(1)

Vn (P(n) = P(n+1))

an P(n)

KrUCoVE POIMY

deduktivny dokaz
matematickd indukcia
veta

teoréma

axioma

lema

pravidld odvodzovania
korektnost
konzistentnost

teoria

deduktivny dokaz
elementdrny pojem
induktivne usudzovanie
axiomaticky systém
interpretdcia

model

schéma usudzovania
adicia

simplifikacia

inverzia implikdcie

reductio ad absurdum

strom odvodenia

veta o dedukcii

potvrdenie dosledku

popretie predpokladu

predikdtovd logika

konkretizdcia univerzdlneho kvantifikd-
tora

zovSeobecnenie pomocou univerzalne-
ho kvantifikdatora

konkretizdcia existencného kvantifika-
tora

zov§eobecnenie pomocou existencného
kvantifikatora

induktivne zov§eobecnie

falzifikdcia

priamy dokaz

nepriamy dokaz
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CVICENIA

konjunkcia dokaz sporom

modus ponens dokaz vymenovanim pripadov
modus tollens F. Maurolico

hypoteticky sylogizmus G. Peano

disjunktivny sylogizmus silnd matematickd indukcia

1.1. Aké pravidlo usudzovania bolo pouZité pri dokaze zaverov?

(a)
(b)
()
(d)
(e)

Miria je Studentka informatiky. Preto je Madria Studentka informatiky
alebo Studentka telekomunikécii.

Jaroslav Studuje informatiku a elektrotechnolégiu. Preto, Jaroslav Studu-
je informatiku.

Ak pr§i, potom plavdreni je zatvorend. Preto, ak plavareii je otvorend, po-
tom neprsi.

Ak dnes sneZi, kino je dnes uzavreté. Kino dnes nie je uzavreté. Preto,
dnes nesneZzi.

Ak dnes pdjdem plavat’, potom rano skoro vstanem. Ak rdno skoro vsta-
nem, potom pdjdem do obchodu kipit’ Cerstvé pecivo. Preto, ak dnes
pdjdem pldvat,, potom pdjdem do obchodu kipit’ cerstvé pecivo.

1.2. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a)
(b)
(©

(d)

Dnes bude teplo alebo bude smog v ovzdusi. Dnes nebude teplo. Preto,
dnes bude smog v ovzdusi.

Eva vynikajico plava. Ak Eva je vynikajici plavec, potom moZe praco-
vat’ ako plavéik. Preto, Eva moZe pracovat’ ako plavcik.

Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Ak Stano dokondi $tu-
dium na FIIT, potom nebude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Preto,
Stano nedokon¢il Stddium na FIIT.

Ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom zvladnem tedriu lo-
gickych obvodov. Ak zvladnem tedriu logickych obvodov, potom
uspeSne dokon¢im bakalarske Stadium. Preto, ak budem intenzivne pra-
covat’ na projekte, potom uspesne dokonéim bakaldrske Stidium.

1.3. Aké zavery vyplyvaji z mnoZiny vyrokov?

(a)
(b)
()
(d)

»Ak jem korenenud stravu, potom mam hrozné sny“, ,,ak spim a pritom
hrmi, potom mam hrozné sny*, ,,nemam hrozné sny*.

»Ja som chytry alebo mam §t’astie®, ,,nemdm Stastie®, ,,ak mam Stastie,
potom zvitazim v lotérii.

»Kazdy Student informatiky vlastni notebook®, ,,Rudo nevlastni notebo-
ok“, ,,Anna vlastni notebook*.

Ak mam hlad, potom si kipim bagetu®, ,,ak si kiipim bagetu, potom si
kipim aj kofolu*, ,,ak nep6jdem do bufetu, nekdpim si kofolu*.
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(e) ,,Vsetky hlodavce hryza potravu®, ,,mys je hlodavec®, ,,pes nehryzie po-
travu®, ,,netopier nie je hlodavec*.

1.4. Vysvetlite, ktord schéma usudzovania bola pouzitd v ktorom kroku.

(a) ,,Eva je Studentka naSho krdzku a vlastni ervené auto®, ,kazdy, kto
vlastni Cervené auto dostal asponl jednu pokutu za prekrocenie rychlo-
sti“, ,,preto, niekto z n4dsho krizku dostal pokutu za prekrocenie rychlo-
sti*.

(b) ,,VSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol si zapisali do
indexu prednasku z diskrétnej matematiky®, ,kazdy Student, ktory si za-
pisal do indexu prednasku z diskrétnej matematiky, mdze si nasledujici
akademicky rok zapisat’ aj prednasku z algoritmov®, ,preto, vSetci moji
priatelia Méria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol m6zu si nasledujici aka-
demicky rok zapisat’ do indexu prednasku z algoritmov.

(c) ,,VSetky filmy s Charlie Chaplinom st vynikajice, ,,Charlie Chaplin
hral v nemych filmoch®, ,,preto, niektoré vynikajice filmy st nemé*.

1.5. Vysvetlite preco uvedené zdvery si korektné alebo nekorektné.

(a) ,,VSetci Studenti v tomto krdzku ovladaji logiku®, ,Jano je Student tohto
krazku*®, ,,preto, Jano ovlada logiku.

(b) ,.Kazdy Student informatiky ma zapisanu v indexe prednasku z diskrétnej
matematiky®, ,,Viera md zapisand prednasku z diskrétnej matematiky*,
»preto, Viera je Studentom informatiky*.

(c) ,,Kazdy koén ma rad ovocie®, ,,mdj pes nie je kon®, ,,preto, moj pes nema
rad ovocie®.

(d) ,,Kazdy, kto ma rad ovsené vlocky je zdravy®, ,Lenka nie je zdrava“,
»preto, Lenka nema rada ovsené vlocky*.

1.6. Urcite, ktora veta je pravdivd. Ak je uvedeny zaver korektny, urcite, ktord
schéma usudzovania bola pouZita pri jeho dokaze.
(a) Ak x je redlne cislo také, Ze x>1, potom X >1. Predpokladajte, Ze
x> >1,potom x>1.
(b) Cislo log, 3 je iraciondlne vtedy, ak sa neda vyjadrit’ ako podiel dvoch
celych nesudelitelnych ¢isel. PretoZe ¢islo log, 3 nie je vyjadrite'né ako
p/q, kde p a g si celé nesidelite'né &isla, potom je &islo log, 3 iracio-
nélne.
(c) Ak x je redlne &islo, ktoré spifa podmienku x >3, potom x* >9. Nech
x> <9, potom x<3.
(d) AKk x je redlne &islo, ktoré spiita podmienku x >2, potom x* >4 . Nech
x<2,potom x> <4,
1.7. Urcite, ¢i uvedené vyroky su korektné, ak nie, preco?

2. . . , .. . L, .. . ,
(a) Ak x” je iracionélne, potom x je iraciondlne. Preto, ak x je iraciondlne,
2. . . ,
potom x~ je iracionélne.
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2. . . , .. . , >, .. . ,
(b) Ak x” je iraciondlne, potom x je iraciondlne. Cislo x =7’ je iracionélne.
Preto, ¢islo x =7 je iraciondlne.

1.8. Preco tieto vyroky st nekorektné?
(a) Nech H(x) je predikat svyznamom ,x je S$tastny”. Nech plati
Jx H (x) . Preto, Eva je §tastna.
(b) Nech S(x.y) je predikat s vyznamom ,,x je mensi ako y*. Plati implika-
cia (Els S(s,Max)) = §(Max,Max), kde Max je maximilne ¢&islo
z konecnej viacprvkovej mnoZiny obsahujicej prirodzené Cisla.

1.9. Dokazte, ked’ sa daji dokazat’, tieto vyroky:

(a) Dokézte vyrok P(0), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé Cislo vicSie
ako 1, potom n* >n . Ktort schému usudzovania sme pouzili?

(b) Dokézte vyrok P(1), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé Cislo, po-
tom n*> > n . Ktor schému usudzovania sme pouZili?

(c) Nech P(n) je vyrok ,ak aab si kladné redlne Ccisla, potom
(a+b)" 2a" +b"*“. Dokdzte, Ze P(1) je pravdivy vyrok.

(d) Pouzitim priameho ddkazu dokazte, zZe kvadrit parneho Cisla je parne
¢islo.

(e) PouZitim nepriameho dokazu dokdZte, Ze ak n je celé &islo a n’ +5 je
nepdarne Cislo, potom 7 je parne ¢islo.

(f) Dokézte, Ze suma dvoch neparnych cisel je parne Cislo.

(g) Dokézte, Ze sucin dvoch neparnych ¢isel je neparne ¢islo.

(h) Dokaze, 7e ak x je iraciondlne nenulové &islo, potom 1/x je iracionédlne
¢islo.

1.10. Dokézte metddou vymenovania pripadov tieto vlastnosti:

(@) max{x,y}+min{x,y}=x+y,kde x, y sd redlne &isla.

(b) min{a,min{b,c}} =min{min{a,b},c} , kde a, b, c¢ st navzdjom rozne
Cisla.

(c) Kvadraty celych &isel sd reprezentované dekadickymi cislicami, ktoré
konc¢ia O, 1, 4, 5, 6, alebo 9.

(d) Stvrté mocniny celych &isel sii reprezentované dekadickymi &islami,
ktoré konéia 0, 1, 5, alebo 6.

1.11. Dokézte tieto vlastnosti:
(a) Ak n je kladné celé Cislo, potom n je parne vtedy a len vtedy, ak 7n + 4
je parne.
(b) Ak n je kladné celé Cislo, potom 7 je neparne vtedy alen vtedy, ak
5n + 6 je neparne.

(c) m®=n’ plati vtedy a len vtedy, ak m = n, alebo m = -n.
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(d) Dokézte, Ze tieto tri vyroky st ekvivalentné: (1) a<b, (2) priemer

.....

(a+b)/2<b.

1.12. Pomocou matematickej indukcie dokazte:
(a) Suma prvych n prirodzenych &isel je

1+2+...+n=n<n+1)

(b) Dokazte formulu
2 n 1 n+l
343:5+3-5 +..+3:5" =—3(5"" -1)
4

(¢) Dokazte formulu

P+2*+3 +..+n° =én(n+l)(2n+1)
(d) Dokazte formulu

P+2+3 4. +n :inl(nﬂ)2

(e) Dokézte formulu nl<n”, pre n > 1.
(f) Dokazte formulu pre prvd derivdciu funkcie f(x)=x", f’(x)=nx"".

(g) Dokézte zovSeobecnené distributivne formuly z vyrokovej logiky
(1) (pvpovevp)na=(p Aq)v(psag)v..v(p, Aq)
2) (AP Aenp)va=s(pva)a(pva)a.a(p,va)
(h) Dokézte zovSeobecnené De Morganove formuly
(1) =(p,Apy Aeap,)=(—p,vV—p,V..v—p,)
@ =(pv P vV p,)=(=p APy Anp,)

1.13. Pomocou rozkladu na parcidlne zlomky ndjdite formulu pre
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2 TEORIA MNOZIN I

MNOZINA ® OPERACIE NAD MNOZINAMI @
MNOZINOVA ALGEBRA ¢ MOHUTNOST A ENUMERACIA e
KARTEZIANSKY SUCIN

V tejto kapitole budeme Studovat klasickii teériu mnoZin, ktord patri medzi zd-
kladné matematické formdlne prostriedky. UmoZnuje formulovat prehladnym
a jednotnym spdsobom vSetky oblasti matematiky prostrednictvom elementdrnej
Struktiiry mnoZiny a operdciami nad nou. Teoria mnozin vznikla koncom 19. sto-
rocia hlavne zdasluhou nemeckého matematika Georga Cantora (1845 — 1918).
Zdasluhu na jej rozsireni md anglicky logik a filozof Bertrand Russell (1872 —
1970), ktory objavil vniitorné nekonzistentnosti jej intuitivnej formuldcie, ktoré
boli neskor prekonané jej doslednou axiomatickou vystavbou. V tejto kapitole bu-
deme prezentovat pdvodnii intuitivnu (neaxiomatickii) vystavbu tedrie mnoZin.
Budeme sa zaoberat’ algebrou teérie mnoZin, problémom enumerdcie elementov
v mnoZindch a na zdaver budeme Specifikovat’ déleZité mnoZinové Struktiiry — bi-
ndrne reldcie nad mnoZinami.

2.1 DEFINICIA MNOZINY

CANTOR — VZNIK
RUSSELL —
AXIOMATICKA
VYSTAVBA

PRVOK (ELEMENT)

Koncepcia mnoZiny patri medzi zdkladné formélne prostriedky matematiky.
UmoZnuje formulovat’ prehladnym a jednotnym spdsobom vsetky oblasti mate-
matiky prostrednictvom elementarnej Struktiry mnoZiny a operdciami nad fiou.
Tedria mnoZin vznikla koncom 19. storo¢ia hlavne zdsluhou nemeckého mate-
matika Georga Cantora (1845 — 1918). Zasluhu na jej rozsireni mé anglicky lo-
gik a filozof Bertrand Russell (1872 — 1970), ktory objavil vnitorné nekonzis-
tentnosti jej intuitivnej formulécie, ktoré boli neskodr prekonané jej doslednou
axiomatickou vystavbou. V tejto kapitole budeme prezentovat’ pdvodnu intuitiv-
nu (neaxiomaticki) vystavbu tedrie mnozin.

Elementarnym pojmom tedrie mnoZin je prvok (element), pod ktorym budeme
rozumiet’ nejaky redlny alebo abstraktny objekt, pricom postulujeme, Ze objekty
medzi sebou st dobre odliSiteIné.
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DEFINICIA 2.1.

MNOZINA (B~

ODLISITELNE
PRVKY

ac A

VYMENOVANIE A
PREDIKAT

MnoZina je neusporiadany sibor prvkov.

Ak sa nejaké dva prvky nachadzaji v tej istej mnoZine, potom musia byt od seba
odlisiteIné; v mnoZine sa neopakuje vyskyt dvoch rovnakych (neodliSiteInych)
prvkov. V definicii mnoziny bol pouzity elementidrny pojem ,,sibor®, ktory ne-
budeme blizsie Specifikovat. Pozorny Citatel mdze namietat, Ze pojem ,,sibor*
je vlastne len iny ndzov pre mnoZinu. Tato skuto¢nost’ naznacuje ,,osud* vset-
kych definicii, pomocou ktorych Specifikujeme nové pojmy prostrednictvom
inych elementarnych a intuitivne zrozumite'nych pojmov. Ak by sme pristapili
aj k Specifikacii elementarnych pojmov vyskytujicich sa v definicii, potom by
sme dospeli k nekone¢nej rekurzii (opakovaniu) v definicidch, ktoré by takto
stratili prakticky vyznam a stali by sa bezcennymi formalnymi prostriedkami.

Oznaéme mnoZinu pismenom A, potom skutoCnost, Ze prvok a patri (nepatri)
do tejto mnoZiny ozna¢ime vyrazom a€ A (a¢ A). Tento vyraz chipeme ako
vyrok, ktory je pravdivy (nepravdivy), ak prvok a patri (nepatri) do mnoZiny A.
Poznamenajme, Ze symbol ¢ mdZzeme formdlne definovat takto:
X¢& A=def —|()C€ A) .

MnoZinu mdZeme Specifikovat’ dvoma réznymi sposobmi: Prvy sposob urcenia
mnozZiny je zaloZeny na vymenovani vsetkych prvkov, ktoré do nej patria
A={a,b,...,u} (2.1a)

Tento spdsob je vhodny len na Specifikdcie mnoZzin, ktoré obsahuji kone¢ny
pocet prvkov. Ak by sme takymto spdsobom chceli napriklad definovat’ mnozi-
nu parnych prirodzenych ¢isel, potom tento spdsob je nepouZitelny, pretoZze par-
nych prirodzenych cisel je nekonec¢ne mnoho. Druhy spdsob Specifikacie mno-
Ziny je zaloZeny na pouZiti predikdtu P(x), ktory urcuje, ¢i prvok xe U patri do
mnoziny A (predikét P(x) je pravdivy) alebo nepatri do mnoziny A (predikét P(x)
je nepravdivy)

A={xeU;P(x)} (2.1b)

Tak napriklad, mnoZina obsahujica pirne nezdporné celé ¢isla je definovana

takto
A={neU;P(n)}

kde n sd nezdporné celé ¢isla z univerza U ={0,1,2,...} a predikat P(n) je Speci-
fikovany rovnostou P(n)=,, 3k(n=2k), kde k je nezdporné celé ¢islo, alebo
p pravda, 1 (n Jje pdrne éislo)
n)=
nepravda, 0 (n je nepdrne cislo)
Uvedeny druhy sposob Specifikidcie mnoziny mdze byt jednoducho pretransfor-

movany na koncepciu charakteristickych funkcii. V tomto pristupe predikat
P(x) z (2.1b) je urCeny takto
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CHARAKTERIS-
TICKA FUNKCIA

UNIVERZUM U

DEFINICIA 2.2.

MNOZINA
POMOCOU
CHARAKTERISTIC-
KEJ FUNKCIE

&

PRAZDNA
MNOZINA &
UNIVERZALNA
MNOZINA U

PRIKLAD 2.1.

OBRAZOK 2.1.
CHARAKTERISTIC-
KA FUNKCIA

DEFINICIA 2.3.

(&~ A=B

P(x)=4 (1, (x)=1) (2.2)
kde
wy(x)= {(1) (();Z i)) 2.3)

Pristipme teraz k podrobnejSej diskusii $pecifikdcie mnoZiny pomocou charak-
teristickej funkcie. UvaZujme univerzum U, nad ktorym st definované vSetky
ostatné mnoZziny.

Kazda mnoZzina A je pomocou charakteristickej funkcie vyjadrena takto

A={xeU:n,(x)=1] (2.4)
kde charakteristickd funkcia |, (x) je zobrazenie
u,:U—{0,1} (2.5)

ktoré bindrne ohodnocuje kaZzdy prvok x univerza U bindrnym cislom
w, (x)€{0,1}, ktoré vyhovuje vlastnosti (2.3).

Pomocou charakteristickej funkcie méZeme definovat’ aj dve $pecidlne mnoZiny:
prdazdnu mnoZinu &, ktord nemd Ziaden prvok, = {x;ufZJ (x) = O}
a univerzdlnu mnoZinu U, U = {x; Uy, (x) = 1} , ktord je totoZnd s univerzom.

Vyjadrite mnozinu — polootvoreny interval A =(0,1] pomocou charakteristicke;j

funkcie. V tomto pripade univerzum U je totozné s mnoZinou redlnych Cisel R.
Charakteristickd funkcia u, (x) je definovand takto

() 1 (pre0<x<1)

X)=

& 0 (inag)

Grafické znazornenie tejto charakteristickej funkcie je na obr. 2.1.

H(x)

X

1

Charakteristicka funkcia mnoZziny A, ktora je urcend ako polootvoreny interval A = (0,1] .

Pomocou charakteristickych funkcii moéZeme definovat’ operdcie nad mnoZina-
mi:

rovnd mnoZine

A={x;pLA(x)= } sa

B ={x;u3 (x)= 1} , A = B, vtedy alen vtedy, ak tieto mnoZiny st definované

Hovorime, ze mnozina
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DEFINICIA 2.4.

(&~ AcB

VLASTNA
PODMNOZINA
AcB

DEFINICIA 2.5.

@AUB

DEFINICIA 2.6.

& ANB

DEFINICIA 2.7.

&= A

DEFINICIA 2.8.

nad rovnakym univerzom U a charakteristické funkcie oboch mnoZin st rovnaké
(A=B)=,, V(xeU)(m, (x)=p,(x)) (2.6a)
Alternativna definicia vztahu rovnosti medzi mnoZinami A a B je
(A=B)=,, V(xeU)((xe 4)=(xe B))

(2.6b)
=, V(xeU)((xe A= xe B)A(xe B= x€ A))

Hovorime, 7e mnozina A={x;u,(x)=1} je podmnoZzinou mnoZiny
B={x;u,(x)=1}, ¢o piSeme A C B, vtedy alen vtedy, ak kazdy prvok
z mnoZiny A patri aj do mnoZiny B
ACB =, V(xeU)((1,(x)=1)=(u,(x)=1)) (2.72)
Alternativna definicia podmnoZiny je
ACB=, Y(xeU)((xe A)=(xe B)) (2.7b)

V pripade, Ze A # B, potom formula A C B sa prepiSe do tvaru A C B. Hovorime,
Ze A je vlastnou podmnoZinou B , ak A C B a A # . Rovnost’ medzi mnoZina-
mi A = B plati vtedy a len vtedy, ak (AC B)A(BC A).

Hovorime, 7Ze mnoZina AU B je zjednotenie mnoZin A a B, vtedy a len vtedy,
ak

AUB=,, {x;(xe A)v (xe B)} ={x;n, ,; (x)=1] (2.8a)
kde
Maos () = max{p, (x).1, (%)} (2.8b)
Hovorime, Ze mnoZina AN B je prienik mnoZin A a B, vtedy a len vtedy, ak
ANB=,, {x;(xe A)A(xe B)} ={x,‘MAmB (x)= 1} (2.9a)
kde
Mg ()= min{p, (x).m, (x)} (2.9b)

Hovorime, 7e mnoZina A je doplnok (komplement) mnoZiny A (vzhladom
k univerzu U), vtedy a len vtedy, ak

A=y {xixe A} ={xp; (x)=1] (2.10a)
kde
iy (x)=1-p,(x) (2.10b)

Poznamenajme, Ze plati jednoduché ekvivalencia (xe A) = (xe Z) , t.j. prvok x

nie je z mnoZiny A prave vtedy a len vtedy, ak patri do komplementu A .

Hovorime, Ze mnoZina A — B (alebo A \ B) je rozdiel mnoZin (relativny doplnok
mnoZin) A a B, vtedy a len vtedy, ak

A-B=, {x;(xe A)a(xe B)} ={x:n, 5 (x) =1} (2.11a)
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&= A\B

OBRAZOK 2.2.
OPERACIE NAD
MNOZINAMI
POMOCOU
VENNOVYCH
DIAGRAMOV

kde

Wap (x)=min{u, (x),1-p, (x)} (2.11b)
Takto definované operdcie nad mnoZinou U si znizornené pomocou Venno-
vych' diagramov (pozri obr. 2.2), ktoré reprezentuji rozsireny sposob vizualiza-
cie mnoZinovych operécii a ich formal.

A~
{© | <0 r| @)
— AcB —anB AUB
B

)

Znazornenie zadkladnych operacii nad mnoZinami pomocou Vennovych diagramov. Na tychto
diagramoch obdiZnikové oblast’ znézoriiuje univerzum U, kde mnoZiny A a B sii podmnoZiny
univerza. Diagram A zndzorfiuje reldciu ,,podmnoZzina“ ACB, ked’ mnoZina — oblast’ A celd
lezi v mnoZine — oblasti B. Diagram B zndzornuje operéciu ,,prienik” AnB, kde vysrafovana
oblast’ reprezentuje prienik mnoZin A a B. Porovnanim diagramov A a B zistime, Ze ak ACB,
potom ANB = A. Diagram C znézorfiuje operaciu zjednotenia mnoZin A a B, vySrafovani je
oblast, ktord sa nachddza v mnoZine A alebo v mnoZine B. Diagram D znazorfiuje operaciu
doplnok mnoZiny A vzhladom k univerzu U. Diagram E znéazorfiuje rozdiel mnoZin A a B,
vysrafovana je oblast’, ktora sa nachddza v A a sti¢asne sa nenachadza v B.

A

Tab. 2.1 obsahuje zdkladné formuly pre mnozinové operacie, ktoré tvoria tzv.
algebru tedrie mnoZin. Kazda formula z tejto tabul’ky md pomerne jednoduchi
vizualizdciu pomocou Vennovych diagramov, ktoré v mnohych textoch o tedrii
mnoZin sliZia aj ako podklad pre dokaz ich korektnosti, pozri obr. 2.3.

Tabulka 2.1. Formuly teérie mnozin

vlastnost’ formula tedrie mnoZzin
komutativnost’ ANB=BNA
AUB=BUA
An(BNC)=(AnB)NC
asociativnost’
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
distributivnost’

! John Venn (1834-1923) je anglicky matematik, ktory sa zaslizil o d’alsf rozvoj Boolovych algebraickych sndh forma-
lizovat’ vyrokovu logiku.
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OBRAZOK 2.3.
VERIFIKACIA
KOREKTNOSTI
FORMULY

AU(BAC)=
(AUB)N(AUC)

, ANB=AUB
De Morganove vztahy - _
AUB=ANB
idempotentnost’ ANA=A, AUA=A
identita ANU=A, Aud=A
dominancia AN =0, AuU =U
absorpcia AU(A('\B)=A,A('\(AUB)=A
involdcia Z =A
zékon vyliéenia treticho | AUA=U
zdkon sporu ANA=0Q
rozdiel mnoZin A-B=ANB
distributivne zakony pre An(B-C)=(ANB)- )
rozdiel AU(B—C)=( )_ A )
(Av B)n(4u C)
A B A B A B
-

AU B

C C
$
AU(BNC) / BNC
B A B
<
C C C

Verifikdcia korektnosti formuly AU (BNC)=(AUB)N(AUC). Prostredny Vennov dia-

gram je zostrojeny dvoma réznymi nezdvislymi spésobmi, v oboch pripadoch dostdvame ten
isty vysledok.

Na obr. 2.3 je zndzornend pomocou Vennovych diagramov verifikdcia formuly
AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Lavd a pravd strana tejto formuly reprezen-

tuji rézne pristupy ku konstrukcii Vennovho diagramu, v oboch pripadoch do-
stivame ten isty vysledok, ¢ize verifikovana formula je korektna. Tento postup
mdbZeme ,,algebraizovat* podobnym Stylom, ako sa pocitaji pravdivostné hod-
noty formul vyrokovej logiky. Na obr. 2.4 je oznaCenych 8 oblasti univerza U,
ktoré bud’ leZia alebo neleZia v mnoZzinach A, B a C. Tak napr. oblast’ 5 je taka,
Ze existuje prvok, ktory sa sicasne nachddza v mnoZinich A a C, a nenachddza
sa v mnoZzine B. Formula je korektna vtedy a len vtedy, ak pre kazdd oblast’ obe
strany formuly davaji rovnaky vysledok, pozri tab. 2.2. V tejto tabulke je kazdy
riadok priradeny jednej z O6smich oblasti na obr. 2.4. Bindrne hodnoty
v jednotlivych riadkoch reprezentuji skutoc¢nost, ¢i pre dand oblast’ existuje
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PRINCIiP
KOMPOZICIONA-
LITY

OBRAZOK 2.4.
OBLASTIV
MNOZINE UNIVERZA

TABULKOVA
METODA PRE
VERIFIKACIU

PRIKLAD 2.2.

PRIKLAD 2.3.

taky prvok, ktory je v oblasti $pecifikujiicej dany stipec. Tak napriklad, 6smy
stipec v tabulke 2.2 obsahuje bindrne hodnoty, ktoré $pecifikujii, ¢i AUB a
AU C obsahuju spolo¢ny prvok. Pri vytvarani tabul’ky plati princip kompozi-
cionality, t. j. ohodnotenie zloZitejSich vyrazov je vytvarané pomocou ich jedno-
duchsich zloziek.

LG

c

Vyznacenie jednotlivych oblasti v mnoZine univerza U. Oblast’ 1 obsahuje prvky, ktoré nie st
obsiahnuté v mnoZinich A, B a C. Oblast’ 2 obsahuje prvky, ktoré si obsiahnuté v mnoZine A,
ale nie si obsiahnuté v mnoZinich B a C. Podobnym sposobom mdzZu byt charakterizované
ostatné oblasti 3, 4, ..., 8.

Tabulka 2.2. Tabul'kova metdda pre verifikaciu formul teérie mnoZin

oblast | A | B | C | AUB | AuUC | BNC | (AUB)n(AUC) | AU(BNC)
1 JoJo]o 0 0 0 0 0

2 [1]ofo 1 1 0 1 1

3 |1 [1]o 1 1 0 1 1

4 Jol1]o 1 0 0 0 0

s |1 ]o]1 1 1 0 1 1

6 |11 ]1 1 1 1 1 1

7 Jo[1]1 1 1 1 1 1

Pomocou tabulkovej metddy verifikujte korektnost De Morganovych formul
(AUB)=AnB a (ANB)=AUB.

A|Bl|AUB | A|B|AnNB|AUB|AnB|AnB | AUB
0]0 0 1|1 0 1 1 1 1
0|1 1 10 0 0 0 1 1
10 1 0|1 0 0 0 1 1
Dok4Zte De Morganovu formulu (AUB)=ANB
um(x)=l—u/w3 —1 max{ } (2.12a)
Winp (X)= mtn{ — My (x),1-1y ( )} (2.12b)

PouZitim algebraicke;j identity

% Ktord sa jednoducho dokaZe pouZitim metédy vymenovania pripadov z kapitoly 1.4.
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PRIKLAD 2.4.

PRIKLAD 2.5.

MoHUTNOST
(KARDINALITA) |A|

1-max{a,b} = min{l-a,1-b}
dokazeme, Ze formuly (2.12a-b) st totozné pre 'ubovol'né charakteristické funk-
cie, CiZe plati

V(xeU) (typ () =t55 () (2.13)

PouZitim podmienky (2.6a) dostaneme, Ze mnoZiny (AU B) a AN B sa navzd-

jom rovnaju.

DokéZte distributivnu formulu AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Hacgarey (%) = max{in, (x) e ()} = max{p, (x)minfu, (x).1c ()}

K aoB)n(ave) = min{, p (%), My (X))
= min{max{y, (x).t; (x)} max{u, (x) e (x)}}
Pouzitim algebraickej identity (pozri priklad 1.13)
max{a,min{b, c}} = min{max{a,b} ,max{a,c}}
dostaneme, Ze vysSie uvedené charakteristické funkcie sa rovnaji
V(xe U)(MAU(Bmc) (x)= M(Aug)n(Auc))

¢iZe sa rovnajd aj mnoZiny, ktoré urtuji, AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Dokazte distributivne zdkony pre rozdiel mnozin.

K dokazu pouZijeme formulu z Tabul’ky 2.1 pre rozdiel mnozin, A~B=ANB .
Pristipime k dokazu prvej formuly An(B—-C)=(ANB)- (Z uC ) , upravime
jej Pavu a pravi stranu
AN(B-C)=ANn(BNC)=AnBNC
(AnB)—(AuC)=(ANB)N(AUC)=(ANB)N(ANC)=ANBNC

Tymto sme dokézali, Ze l'ava a prav/é strana su si rovné, CiZe plati prvy distribu-
tivny zdkon pre rozdiel mnozin. Uplne analogickym spdsobom dokdZeme aj
platnost druhej formuly AU(B-C)=(AUB)- (Z N C) , pomocou vztahu

A—B= AN B upravime l'avi a pravi stranu
AU(B-C)=AU(BNC)=(AUB)n(AUC)

(AuB)—(ZmC)=(AuB)m(ZmC)=(AuB)m(Au5)
Podobne ako aj v predchadzajicom dokaze, 'ava a prava strana su si rovné, ¢iZe
plati aj druhy distributivny zékon pre rozdiel mnozZin.

Ak mnoZina A je konecnd (obsahuje kone¢ny pocet prvkov), potom jej mohut-
nost’ (kardinalita), oznaceni A| , je pocet prvkov, ktoré obsahuje. V pripade, Ze

mnoZina A nie je kone¢nd, potom jej mohutnost’ je nekone¢nd, |A| =oco,
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PRIKLAD 2.6. Aka je mohutnost’ mnoZzin?
() A={x;x je celé cislo ohranicené 1/8 < x<17/2} , |A|=8,
(b) A={x;\x je celé cislo} ={0,1,4,9,16,..},
(©) A={x;x* =lalebo 2x* =1} ={1,-11/3/2,-1/2}.
d) A={a{ab}{a.b.c}}, |A|=3,

() A={a{a}.{{a}}}. |A]=3.

() A={1,2,3,45,6}, B={-2,-1,0,1,2}, |A- B|=4.

Al=oo,

Al=4,

2.2 ENUMERACIA PRVKOV
V KONECNYCH MNOZINACH

V r6znych aplikécidch tedrie mnoZin vystupuje do popredia problém enumericie
prvkov danej kone¢nej mnoZiny, ¢iZe akd je mohutnost’ danej mnoZiny. Pozna-
menajme, Ze v tejto kapitole sa budeme zaoberat' len kone¢nymi mnoZinami.
Nech A a B s disjunktné mnoZiny (ich prienik je prdzdna mnoZina, ANB =),
potom mohutnost’ ich zjednotenia je ur€end stic¢tom mohutnosti jednotlivych
mnoZzin

|AU B|=|A|+|B| (2.14a)
Tento vysledok moZe byt jednoducho zovSeobecneny pomocou matematickej
indukcie na mohutnost’ zjednotenia n vzdjomne disjunktnych mnoZin

|A VA ULUA|=|A]+]A|+...+]A, (2.14b)
Zovseobecnenie formuly (2.14a) pre mnoZiny, ktoré maji neprazdny prienik (ne-
disjunktné mnoZiny) je Specifikované vetou

Mohutnost’ mnoZiny AU B je uréend formulou
vera2.1. (8 AU B|=|A|+|B|~|An B (2.15)

OBRAZOK 2.5. A B
ROzKLAD MNOZIN

A-B ANB B-A
Rozklad mnoZin A a B na tri disjunktné podmnoziny: A—B, B-A a ANB

ROZKLAD MNOZIN  Formulu (2.15) l'ahko dokdZeme pomocou rozkladu mnoZin A a B na disjunktné
podmnoZiny, pozri obr. 2.5, potom pouZitim (2.14) dostaneme
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&

PRIKLAD 2.7.

|AUB|=|A-B|+|B-A|+|ANB|
Mohutnost’ samotnych mnoZin A a B je urCend takto
|A|=|A-B|+|An B
|B|=|B - A|+|An B

Kombinaciou tychto troch formil dostaneme vzt'ah (2.15).

Podobne ako pre (2.14a), formula (2.15) mdZe byt zovSeobecnend pre mohut-
nost’ zjednotenia 3 mnoZin

|AUBUC|=|Al+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC| (2.16)

Formulu (2.15) l'ahko zovSeobecnime indukciou na

VMMﬁuU&=iMFiMﬁ4h§”Aﬁ@ﬁMﬁ"
= b i) @17)

+(-1)"4 N A N4,

Kazdy zo 100 Studentov Fakulty informatiky UGBM Studuje aspon jeden
z tychto odborov: matematika, informatika a ekonémia. Nech U je mnoZina vSet-
kych Studentov FI UGBM, M je mnoZina Studentov matematiky, /je mnoZina
Studentov informatiky a E je mnoZina Studentov ekondmie. Pocty Studentov si
ur¢ené tabul’kou:

Studenti symbol | pocet
Vsetci |U] 100
matematika |M| 65
informatika |7] 45
ekonémia |E| 42
matematika a informatika |MI| 20
matematika a ekonémia [ME| | 25
informatika a ekonémia [INE| 15

(i) Prvou ulohou je zistit, kolko Studentov sicasne Studuje tri odbory,
M AINE|=?

Pouzitim formuly (2.16) dostaneme

lU|=|M OTGE|=|M|+|I|+|E|-|M N 1|-|M NE|-[INE|+|M NI NE
Téato formulu ndm Specifikuje pocet Studentov, ktori sicasne Studuji matematiku,
informatiku a ekonémiu

100=65+45+42-20-25-15+|M NI NE
potom |M NI NE|=8.

(i1) Druhou tlohou je zistit, kol'ko Studentov Studuje matematiku a informatiku,
ale nie ekondmiu, |M N1 E|=? Mohutnost’ mnoZiny MnI mdZzeme vyjadrit
takto
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RUSSELL:
M ={A;A¢ A}
MeM?

AXIOMATIZACIA
,RODINA MNOZiN“

M A I|=|M N TAE|+|M A TAE|=|M A TAE|=-|M NI AE[+[M Al
Pouzitim predchddzajicich vysledkov dostaneme
M ATAE|==|M A TNE|[+|M N1|=20-8=12.
(ii1) Poslednou, tretou ulohou je zistit’, kol’ko Studentov Studuje len informatiku,
ale nie matematiku aekonémiu, |]\7I NINE | =? Kardinalitu mnozZiny

I rozloZime na Styri Casti
]=|1A(MUM)A(EVE) =
[TnM mE|+|ImM mE|+|ImA7I mE|+|Im]\7ImE
Platia tieto identity
(1AM AE|=|INE|-|[InM NE]|
1AM AE|=|IAM|-[InM NE]
Dosadenim tychto vysledkov do predoslého vzt'ahu dostaneme
1| ==|I "M N E|+|I NE[+|I A M|+|[I "M A E|
alebo
1AM AE|=[I|+[IAM A E|-|I NE|-|I " M|=45+8-15-20=18.

Pojem mnoZina mbzZe byt zovSeobecneny tak, Ze prvky mnoZiny mdzu byt tak-
tiez mnoZiny (pozri priklad 2.6, zadanie d, e). Ak pristipime na tito terminold-
giu, potom je korektny vyrok ,,mnoZina vsetkych moZnych mnoZin, ktoré neobsa-
hujii samy seba ako prvky*“. Ozna¢me tito mnozinu M, potom obsahuje také
mnoZiny A pre ktoré plati A¢ A, formdlne M ={A;A¢ A} . Russell bol prvy,

ktory pociatkom 20. storo¢ia poukdzal na skutocnost, Ze takto formulované vy-
roky sd vnudtorne rozporné. PoloZme si otdzku, ¢i tito mnoZina obsahuje samu
seba, M € M ? Nech plati M € M , potom podl'a definicie musi platit M ¢ M .
Nech plati M ¢ M , potom vSak z definicie vyplyva taktieZz M € M . Tieto dva
zavery (implikacie) mdzeme spojit’ do  jednej ekvivalencie,
(MeM)=(MgM), o je evidentnd kontradikcia. Russell navrhol prekonat’

tito vnutornd kontradikénost’ intuitivnej tedrie mnoZin tak, Ze pojem mnoZina sa
mdZe pouzivat len na ,prvej” drovni, t. j. ked’ prvkami tejto mnoZiny su prvky,
ktoré nemajud svoju Struktdru. Na druhej trovni pouZzival termin ,,rodina mnozin®,
jej prvky st mnoziny z prvej urovne. Na d’alSej tretej trovni moéZeme hovorit
o triede mnozZin, jej prvky st rodiny mnoZin z predchadzajicej druhej drovne.
Tymto spdsobom vyrok ,mnozina, ktord obsahuje vSetky mozné mnoZiny* je
nekorektny, jeho spravna forma je ,,rodina vSetkych moznych mnozin®, potom uz
mame (hlavne zasluhou vhodnej terminoldgie) odstrdneny zmieneny paradox,
ktory svojho Casu zohral fundamentilnu tdlohu v teérii mnozin. Iny spdsob pre-

konania paradoxov Russellovho typu je ddsledna axiomatizicia tedrie mnozin.

Nech I ={L2,..,n} je mnoZina indexov, ktord obsahuje prvych n kladnych ce-

lych ¢isel. Predpokladajme, Ze pre kazdy index i€ I ma definovand mnoZinu A;,
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PRIKLAD 2.8.

OBRAZOK 2.6.
GEOMETRICKA
INTERPRETACIA
MNOZINY

DEFINICIA 2.9.
POTENCNA

MNOZINA (&

VETA2.2. (B~ “

potom rodina mnoZin je definovand takto
A={A;iel}={A A, . . A} (2.18)

Pre rodinu mnozin A mo6zeme definovat’ opericiu prieniku a zjednotenia jej
mnoZin

NA=ANAN.NA ={x x€ A, prekazdé i€ I} (2.19a)

iel

UA =AUA U..UA, ={x;x€ A, prenejaké i€ I} (2.19b)

iel
Nech I =R, t.j. mnoZina indexov je totoZznd s mnoZinou redlnych cisel a nech

A = {(x,kx); xe R}

kde ke R. Geometrickd interpreticia mnozZiny A; je priamka so smernicou k,
ktord prechadza stredom suradnicového systému, pozri obr. 2.6. To znamen4, Ze
prienik mnozin Ay je jednoprvkova mnozZina, ktord obsahuje stred suradnicového
systému

N4 ={(0.0)

Zjednotenie tychto mnoZin ndm déva celd rovinu bez osi o, doplnent o stred si-
radnicového systému (pozri obr. 2.6)

kLEJRAk ={(x,y):x,ye Rax#0}U{(0,0)}

y Ak

-~

Vytieniovana oblast’ znazornuje zjednotenie vSetkych mnoZin A, , ktoré reprezentuje celd rovi-
nu, z ktorej je odstrdnend os o,, plus pociatok stradnicového systému (0,0). MnoZina Ay je
reprezentovand priamkou y=k x.

Mnozina P(A) sa nazyva potencnd mnozina vzhl'adom k mnoZine (alebo jedno-

ducho, mnoziny) A vtedy alen vtedy, ak obsahuje vSetky moZné podmnoZiny
mnoZiny A
P(A)={B;Bc A} (2.20)

Poten¢na mnozina obsahuje prazdnu mnoZinu J a taktieZ aj mnoZinu A, pretozZe
obe tieto mnoZiny si podmnoZinou mnoZiny A. Vlastnosti potencnej mnozZiny si
uréené vetou

Poten¢na mnozina P(A) spiﬁa tieto vlastnosti
(AcB)=(P(A)cP(B)) (2.21a)



2 Tebria mnozin I 41

P(A)UP(B)QP(AUB) (2.21b)
P(A)F\P(B) P(AmB) (2.21¢)
Dokdzeme ekvivalenciu (2.21a), musime dokdzat dve nezdvisle implikicie

(ACB)=(P(A)CP(B)) a (P(A)CP(B)=(ACH).

(1) Predpokladajme, 7e AC B, nech X € P(A), potom X C A. PretoZe pred-
pokladdme platnost A C B, potom musi platit’ aj X C B, teda aj X € P(B).
Tymto sme dokdazali, Ze z predpokladu AC B je odvoditelnd implikdcia
(X e P(A))= (X e P(B)), z &oho priamo plynic P(A)c P(B).

(2) Predpokladajme, Ze P(A)c P(B), pretoze A€ P(A), potom z predpokla-
du vyplyva, Ze musi platit’ aj A€ P(B), ¢o je moZné len vtedy, ak AC B.

Dokaz vztahu (2.21b) bude spocivat’ v dokaze implikdcie X € (P(A)uP(B))

= X € P(AU B) . Predpokladajme X € P(A)UP(B), potom
(XeP(A))v(XeP(B)=(XcA)v(XcB)=
Xc(AUB)= Xe P(AUB)

Tymto sme dokézali P(A)UP(B)c P(AUB).

Dokaz formuly (2.21c) je podobny poslednému ddkazu (v tomto pripade ide

0 mnoZinova rovnost,, t. j. musime dokazat’ dve implikdcie p=¢q a g = p).

PRIKLAD 2.9. Niekol’ko ilustra¢nych prikladov potenénych mnoZin:

(@A=0, P(A)={D},

(b)A ={a}, P(A)={D{a}}.

(©) A={ab}, P(A)={@{a}.{b}.{a,b}},

(A ={ab,c}, P(A)={@{a}.{b} {c} {a.b} {b.c}.{a.c}.{ab.c}}.

PRIKLAD 2.10. Pri prici s potenénymi mnoZinami musime vel'mi starostlivo rozliSovat’ medzi
symbolmi € a C. Ak a€ A, potom {a} C A alebo {a}e P(A). Studujme mno-
zimm A={1,2{1}}, potom 1€ A a {l}e A, preto {l}e P(A) a taktieZ aj
{{1}}e P(A). Potenena mnozina P(A) je

P(4)={@{th 2L {2k (L) {2 ) L2

Pripominame, Ze prvky 1, {1} a {{1}} st r6zne. Prvy prvok z tejto trojice je Cis-
lo, druhy prvok je mnoZina s jednym prvkom — ¢islom a treti prvok je mnoZina
s jednym prvkom — mnoZinou, ktora obsahuje ¢islo 1.
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VETA23. (B~ “

Zostrojme postupnost’
L{L{{1 LT} )
kazdy prvok (s vynimkou prvého prvku) tejto postupnosti je mnozina, ktord ob-
sahuje predchadzajici prvok. Téato vlastnost’ rekurentnosti mozZe byt pouZitd na
definiciu n-té€ho ¢lena postupnosti
X, =1 a X, ={X,}, pren=123,..

Mohutnost’ potenénej mnoZiny P(A) kone¢nej mnoZiny A je uréend jednoduchym
vztahom
P(A)= 21 (2.22)

Tento vysledok pre mohutnost’” potencnej mnoZiny sa I'ahko dokdZe pomocou
nasledujicej uvahy: Nech konecnd mnoZina A obsahuje n prvkov,
A={a,a,,..,a,}, kazdd podmnoZzina A’C A mdZe byt charakterizovand pomo-

cou charakteristickej funkcie — binarneho vektora diZky n. Ak v i-tej polohe tohto
vektora je 1 (0), potom a,€ A” (a,& A”). To znamend, 7e kazdd podmnoZina
z potencnej mnoziny P(A) je jednoznacne Specifikovand bindrnym vektorom
dizky n. PretoZe v kazdej polohe binarneho vektora st pripustné len dve hodnoty
(1 a0), potom celkovy pocet roznych bindrnych vektorov dlZky n je 2", toto &islo
Specifikuje aj mohutnost potenénej mnoZiny, |73(A)| =2", kde |A|=n. Tento
jednoduchy vysledok viedol niektorych autorov k tomu, Ze potenéni mnoZinu
oznadili symbolom 2*, jej mohutnost sa rovna oM

2.3 KARTEZIANSKY SUCIN MNOZIN

USPORIADANE
DVOJICE PRVKOV

V mnohych matematickych disciplinach alebo v ich aplikicidch vystupuji uspo-
riadané dvojice prvkov. Tak napriklad, komplexné Cislo mdze byt charakterizo-
vané ako usporiadand dvojica redlnych &isel z = (x,y), kde x (y) je redlna (kom-
plexnd) ¢ast’. Zakladna reldcia pre usporiadané dvojice je rovnost (x,y) = (x",y"),
ktora plati vtedy a len vtedy, ak st si rovné ich prvé a druhé Casti, x=x"ay=y".
Téato podmienka rovnosti plati aj pre komplexné Cisla, ktoré sd si rovné vtedy
alen vtedy, ak sa rovnaji ich redlne a imaginarne Gasti. Dal$fm ilustraénym pri-
kladom pouZitia usporiadanej dvojice v matematike je Specifikacia bodu lezZiace-
ho v rovine, ktory je taktieZ plne ureny usporiadanou dvojicou (x,y) svojich si-
radnic. Dva body (dve usporiadané dvojice) A=(x,y) a B=(x",y") st rovné vtedy a
len vtedy, ak sd rovné ich stiradnice, x=x"ay=y".
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DEFINicIA 2.10.

&

OBRAZOK 2.7.
KARTEZIANSKY
SUCIN POMOCOU
VENNOVYCH
DIAGRAMOV

PRIKLAD 2.11.

PRIKLAD 2.12.

OBRAZOK 2.8.
KARTEZIANSKY
SUCIN DVOCH
USECIEK

MnoZina X XY sa nazyva kartezidnsky stiéin® dvoch mnoZin X a Y vtedy a len
vtedy, ak
Xsz{(x,y);xeXaye Y} (2.23)

o(la) (ae
o(L) (2.bye | XXY

o(l,e) (20)e

'y

T

Znazornenie kartezidnskeho sicinu pomocou Vennovych diagramov.

V pripade, 7e X = Y, potom X x X = X*. Poznamenajme, 7e ak aspoi jedna
zmnozin X alebo Y je prazdna mnozina, potom aj kartezidnsky sucin XXY je
prazdny. Ak mnoZiny X a Y st obe neprdzdne, potom X XY =YX X vtedy alen
vtedy, ak X =Y (tato vlastnost je priamym ddsledkom podmienky rovnosti, (x,y)
= (x",y"), medzi dvoma usporiadanymi dvojicami).

Nech X ={1,2} a Y ={a,b,c}, potom
XxY ={(La).(1,b).(Lc).(2.a).(2.b).(2.c)}

reprezentécia tohto sti¢inu pomocou Vennovho diagramu je zndzornend na obr.
2.7.

Nech X =[0,1] a ¥ =[-11] st uzavreté intervaly redlnych ¢&isel, kartezidnsky

sigin tychto dvoch intervalov mdZe byt znazorneny pomocou obdiZnika na
obr. 2.8.

le

Y XXY

-le

0o X 1

Znézornenie kartezidnskeho stginu dvoch tseciek X a Y, vysledna oblast’ je obdiZnik.

3 Pomenovanie je po franciizskom matematikovi a filozofovi René Descartesovi (1596 — 1650), ktory sa poklada za
zakladatel'a analytickej geometrie. Je tvorcom koncepcie ortogondlneho stradnicového systému, v ktorom je bod
charakterizovany usporiadanou dvojicou stradnic — redlnych ¢isel. Tato ,,matematizdcia® geometrie sa poklada za

X7

jeden z najvicsich tspechov matematiky 17. storo€ia, ktory umoznil, okrem iného aj Leibnizovi zaviest' pojem de-
rivéicie funkcie ako smernicu doty¢nice ku grafu funkcie.
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PRIiKLAD 2.13.

OBRAZOK 2.9.
KARTEZIANSKY
SUCIN KRUZNICE A
USECKY

KARTEZIANSKY
SUCIN PRE N-TICU

DEFINiCIA 2.11.
KART. SUCIN N

MNOZIN (F—

PRIKLAD 2.14.

PRIKLAD 2.15.

Nech X ={(x, y); X +yt= 1} je kruZnica o polomere 1 so stredom v centre si-
radnicového systému a Y = [0,1] je jednotkovéa dsecka, kartezidnsky stcin tychto

dvoch oblasti produkuje povrch plasta valca dizky 1 as polomerom 1, pozri

obr. 2.9.
T

D

X

Znazornenie kartezidnskeho stucinu kruZnice X a tdsecky Y, vyslednd oblast’ je valcova plocha.

Koncepcia usporiadanej dvojice mdzZe byt zovSeobecnend na usporiadani n-ticu,
pomocou kartezidnskeho sticinu n mnoZin. Hovorime, Ze dve n-tice (xl,xz,...,xn)

a (x,x,,..,x)) sa rovnaji vtedy alen vtedy, ak sd rovné ich zlozky, x =x/,

>n
_ ’ _ ’
Xy =Xy, ey X, =X, .
MnoZina X, X X, X...X X, sa nazyva karteziansky sicin n» mnoZin X,, X, ..., X,

vtedy a len vtedy, ak
X XX, x..xX, ={(xl,x2,...,xn); xeX,x,€X,,..,x € Xn} (2.24a)

Karteziansky sucin moZeme taktieZ vyjadrit’ symbolicky takto

X xX,x.xX, =XX, (2.24b)
i=1
Ak vSetky mnoZiny z kartezianskeho sucinu sa rovnaji mnoZine X, potom vyraz
X, xX,x..xX, jezjednoduseny na X".

Nech A={1,2}, B={a,b} a C={a,B}, potom kartezidnsky si¢in tychto mno-
Zin m4 tvar
AxBxC ={(La,a),(La,B).(Lb,a),(1Lb.B).(2.a,0),(2.a.B).(2.b,0).(2.6,B)}
Nech X, =X, =..=X, =R, kde R je mnoZina redlnych &isel. Potom R" je mno-
Zina obsahujuica vsetky n-tice redlnych Cisel
R ={(x1,x2,...,x”); X[, Xy ,ees X, € R}

a mdZe byt’ interpretovand ako n-rozmerny linedrny priestor.
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VETA2.4. (B~ “

VETA2.5. (B~

PRIKLAD 2.16.

Mohutnost’ kartezianskeho sacinu X XY dvoch kone¢nych mnozin X a Y s mo-
hutnost’ami |X | =m a |Y | =n, sa rovnd stic¢inu mohutnosti jeho zloZiek

|X xY|=|X]|-|[Y|=m-n (2.25a)

Tento vysledok mbze byt jednoducho zovSeobecneny indukciou na n-nasobny
karteziansky stucin kone¢nych mnoZzin

X, XX, X XX, | =X || X,

kde m; je mohutnost’ mnoZiny X;.

X

n

=m -m,-..-m, (2.25b)

Kartezidnsky sic¢in mnoZiny A s prienikom alebo zjednotenim dvoch mnoZin X
a Y vyhovuje podmienkam distributivnosti

AX(X NY)=(AXX)N(AXY) (2.26a)
(X NY)xA=(XxA)N(YxA) (2.26b)
AX(X UY)=(AxX)U(AXY) (2.26¢)
(X UY)xA=(XxA)U(YxA) (2.26d)

Dokézeme prvi rovnost’ (2.26a), ostatné sa mozu dokazat' analogickym spdso-
bom. Nech (a,x)€ AX(X NY), potom a€ A a x€(X NY). Z posledného

vyrazu vyplyva, Ze x sa suCasne vyskytuje v X a taktieZ aj v Y. Potom
(a,x)e AXX a taktieZ aj (a,x)€ AXY, &ize (a,x)€(AXX)N(AXY), &m
sme dokdzali AX(XNY)c(AxX)N(AxY). Predpokladajme, Ze
(a,x)e (AXX)N(AxY), potom (a,x)€ (AxX) a (a,x)€(AXY). Tieto dva
vztahy mbZeme prepisat’ takto: a€ A a x€ X NY , alebo (a,x)e Ax(X NY),
&im sme dokazali (Ax X )N (AxY)c Ax(X NY). Spojenim tychto dvoch rela-
cif inklizie dostaneme dokazovanii rovnost Ax(X NY)=(AxX)N(AxY), ¢o

bolo potrebné dokazat.

Nech A={a,b,c}, X ={x,y,z} a Y ={y,z1}.

AX(X nY)={ab,c}x({x,y.z} n{y.zt}) ={a.b.c}x{y 2}

={(@.y).(b.y).(c.¥).(a.2).(b.2) (c.2)}
(AxX)N(AxY)= ({a,b,c}x{x, y,z}) r‘\({a,b,c}x{y,z,t})

={(a.x).(ay).(a.2).(b.x).(b.y).(b.2).(c.x)

b,z), (b,1),(c,

{(@y).(az)(a1). (b.y).(b
={(@).(6.7).(¢.y).(a.2),(b:2).(c.2)}

Ak porovndme pravé strany obidvoch vyrazov, dostaneme, Ze I'avé strany su si
rovné, t. j. plati (2.26a). Podobnym sposobom mozZeme verifikovat formuly
(2.26b-d).

ACHIe

(ey),
(e.2).(e)]

)

¢,y
(&4
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VETA 2.6. (B~

Pre Tubovol'né tri mnoZiny A, B a X plati implikécia

(AcB)=((AxX)c(BxX)) (2.27a)
Ak X je neprdzdna mnoZina, potom
(AxX)c(BxX))=(ACB) (2.27b)

Dokaz tejto vety je pomerne jednoduchy, a preto ho prenechdme pozornému cita-
tel'ovi.

2.4 MNOZINA AKO DATOVA STRUKTURA
V INFORMATIKE

ALGORITMY
TEORIE GRAFOV

CHARAKTERIS-
TICKA BINARNA
FUNKCIA

OPERACIA
ZJEDNOTENIA

OPERACIA
PRIENIKU

V mnohych aplikdcidch mnoZinova datova Struktira podstatne ulahcuje imple-
mentdciu algoritmov, ktoré si zaloZené na formalizme teérie mnoZin. Ako pri-
klad takychto algoritmov mdZe sliZit’ tedria grafov, ktorej jednoduchd a sicasne
aj elegantnd tedria je zaloZend na mnoZinich. Mnohé algoritmy tedrie grafov
(napr. problém obchodného cestujiiceho) patri medzi zédkladné algoritmy, preto je
dolezité, hlavne z pedagogickych dovodov, mat’ moZnost’ vyuZivat’ datovu Struk-
tiru mnoZiny pre zjednodusenie a sprehl’adnenie tychto algoritmov.

Zakladny pristup k implementécii datovej Struktiry mnoZiny je jej charakteristic-
ka bindrna funkcia, ktord moZe byt reprezentovand bindrnym vektorom. Maxi-
mélna dizka tohto vektora (napr. 2° = 256) $pecifikuje maximalnu mohutnost’
implementovanej mnoZiny. Pre jednoduchost’ uvazujme bindrne vektory dizky 2°
= 8, ktoré urCuji mnoZiny v rdmci univerzdlnej mnoZiny U={1,2,3,4,5,6,7,8}.
Tak napr. bindrny vektor (11001100) Specifikuje mnoZinu A={1,2,5,6}. Ak
binarny vektor obsahuje len nuly, potom mnoZina A = ; v opacnom pripade, ak
bindrny vektor obsahuje len jednotky, potom A = U. Pomocou bindrnych vekto-
rov mdzeme pomerne jednoducho vykondvat algebraické opericie nad mnoZi-
nami.
(1) Operdcia zjednotenia mnozin A a B, C = AUB , ktoré su reprezentované bi-
narnymi vektormi

w, =(a.a,,..a,)

w, =(b.b,,...b,)
je realizovana pomocou binédrnej operacie “disjunkcie”

Was =(c.600enc,) = (a1, ay,.0a,) v (b,b,,....B, )
kde
¢, =max{a,b,}

(2) Operdcia prieniku mnozin A a B, C = ANB , je realizovana pomocou bindr-
nej operacie ‘konjunkcie”
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OPERACIA
KOMPLEMENTU

PRIKLAD 2.17.

ZHRNUTIE

Wing = (¢ Coren, ) =(ay,0y,0a,) A (By,Dy,..01,)
kde
¢, =min{a,,b,}

(3) Operdcia komplementu mnoZiny A, C = A, je realizovand pomocou unérnej
operécie "komplementu”

w; =(c.cpmc,)=(1-a,1-ay,...1-a,)

Definujme dva bindrne vektory diiky 8 (t. j. univerzum U={1,2,3,4,5,6,7,8})
w,=(11001111) a u,=(00011001), ktoré reprezentuji mnoZziny
A={1,2,5,6,7,8} a B={4,5,8}. Nad mnoZinami A a B vykonadme zdkladné opericie
pomocou bindrnych operdcif nad vektormi. Zjednotenie AUB je uréené pomocou
bindrnej operacie “disjunkcie”

(11001111)v(00011001)=(11011111)
Vysledny vektor Specifikuje mnoZinu C = {1,2,4,5,6,7,8}. Podobnym spdsobom
mdZeme vykonat’ aj operdciu prieniku ANB pomocou operacie ‘konjunkcie” pre
binarne vektory

(11001111)A(00011001)=(00001001)
Vysledny vektor $pecifikuje mnozinu C = {5,8}. Komplementy A a B st zo-
strojené pomocou opericie ,,negicie” bindrnych vektorov

Uy =—(11001111)=(00110000)

U, =—(00011001)=(11100110)
Vysledné vektory reprezentuji mnoziny C=A={3,4} a C=B={1,2,3,6,7}.

MNOZINA

ENUMERACIA
PRVKOV
V MNOZINACH

Koncepcia mnoZiny je najrozSirenejSia elementdrna Struktira matematiky.
V intuitivnom pristupe je definovand ako stibor prvkov, ktoré si navzdjom odlisi-
telné. Symbol xe A citame tak, Ze prvok a patri do mnoZiny A. MnoZina je Spe-
cifikovand dvoma r6znymi spdsobmi: (1) vymenovanim vSetkych jej prvkov a (2)
pomocou charakteristickej funkcie. Nad mnoZinami mdZeme definovat’ reldciu
rovnosti (A = B) ainkluzie (A C B) a operdcie prieniku (AN B), zjednotenia
(AUB), rozdielu (A-B) akomplementu A . Tieto opericie si vizualizované
pomocou Vennovych diagramov. Symbol |A| vyjadruje kardinalitu mnoZiny A,

t. j. pocet jej prvkov.
Enumericia prvkov v mnoZinich je zaloZend na formule, ktord Specifikuje kardi-
nalitu prieniku mnoZin

AU B|=|A|+|B|-| AN B|.

Tito formulu mozno jednoducho zovSeobecnit’ indukciou pre prienik troch alebo
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POTENCENA
MNOZINA

KARTEZIANSKY
SUCIN MNOZIN

viac mnozin. Kardinalita zjednotenia dvoch mnoZin mnoziny |A U B| sa interpre-
tuje ako pocet prvkov, ktoré bud’ patria do mnoZiny A alebo patria do mnoZiny B
(t. j. maju bud’ vlastnost’ A alebo vlastnost’” B) Podobnym sposobom interpretuje-
me aj kardinalitu prieniku mnoZin |A N B|, ako pocet prvkov, ktoré sicasne pat-

ria do mnoZiny A a mnoZiny B (t. j. maju vlastnost’ A a vlastnost’ B).

Pre danti mnoZinu A poten¢nd mnoZina P(A) obsahuje ako prvky vsetky mozné
podmnoZiny mnoZina A. Kardinalita potenénej mnoZiny je urcend jednoduchou
formulou |77(A)| =2,

Pre dve mnoZiny X a Y kartezidnsky sic¢in X XY je mnoZina, ktord obsahuje
vsetky mozné usporiadané dvojice (x,y) , pre x€ X a y€ Y . Vyznam kartezian-
skeho stcinu spociva v tom, Ze pomocou vhodnych mnozZin Ay, A,, ..., A, mdzZe-
me vytvérat’ siciny A XA, X...x A , ktoré maji ndzorni geometrickd interpreta-
ciu pomocou rdznych telies. Tak napriklad nech A je tsecka a B je kruZnica,

potom AX B je plast valca (pozri obr. 2.9).

KrUCoOVE POIMY

mnoZina

operdcie nad mnoZinami
mnoZinovd algebra
mohutnost (kardinalita)
enumerdcia
kartezidnsky sucin
Georg Cantor
Bertrand Russell
axiomaticka vystavba
prvok (element)
odlisitelné prvky
vymenovanie prvkov
predikdt
charakteristickd funkcia
univerzum U

prdzdna mnoZina &
rovnost mnozin

podmnozina

vlastnd podmnoZina A C B
zjednotenie mnozin

prienik mnoZin

doplnok (komplement) mnoZiny
rozdiel mnoZin (relativny doplnok)
Vennove diagramy

algebra tedrie mnoZin

princip kompozicionality

oblasti v mnoZine univerza
tabulkovd metéda pre verifikdciu
rodina mnoZin

axiomatizdcia

geometrickd interpretdcia mnoZiny
potencnd mnoZina

René Descartes
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CVICENIA

2.1. Ktoré prvky patria do mnoZiny:

2.2, Vyjadrite tieto mnoZiny pomocou predikatu (pozri (2.1b)):
(a) A={0,3,6,9,12},

(b) A={-3,-2,-1,0,1,2,3},
() A={m,n,0,p}.

2.3. Zistite, ¢i mnoziny z kazdej dvojice si navzajom rovné:
(1) A={1,2,2,3,3,3,4,4,4,4}, B={1,2,3,4],

by A={{1}}, B={1{1}}.

(c) A=2, B={2}.
24. Nech A={2,4,6}, B={2,6}, C={4,6}, D={4,6,8} . Zistite, ktoré mno-
Ziny sd podmnoziny ktorych mnoZzin.

2.5. Pre kazdd mnoZinu A urcite, ¢i plati 2€ A:
(a) A={xe R;x<2},

(b) A={xe R3(ne N)(x=n")},
(©) A={2{2}}.

@ a={{23.{{2}}}.

© A={{2}.{2{2}}}.

2.6. Pre kazdy priklad z cvicenia 2.5 rozhodnite, ¢ prvok {2} je prvkom mnoZi-
ny A.

2.7. Rozhodnite, ¢i vyroky st pravdivé alebo nepravdivé:
(a) 0e T,
(b) @ {0},

© {0}ca,



50

2 Teoria mnoZin I

d) @ c{o},
(e) {0} {0},
(0 {0} = {0},
() {0} ={0}.
2.8. Rozhodnite, ¢i vyroky st pravdivé alebo nepravdivé:
(a) De{D},
(b) e{2.{2}}.
© {2)e{a).
) {zte{{a}}.
(e {2} ={@.{2}}.
0 {{2}} ={@.{2}}.
2.9.Nech Ac B a BcC,dokédite AcC.

2.10. N4jdite také dve mnoZiny A a B, aby platilo
(a) Ae B,
(b) ACB.

2.11. Ak4 je mohutnost’ tychto mnoZin:
(a) {a},
) {{a}},
© {afa}].
@ {a{a}.{a{a}}}.

2.12. Ak4 je mohutnost’ tychto mnoZin:
(a) 9,

(b) {2},
© {2.{2}).
ORCRCIREACE

2.13. Zostrojte potenénd mnoZinu P(A) pre
(a) A={al,
() A={abl,
© A={@{2}}.

2.14. DokaZte alebo vyvrét'te implikdciu (P(A)="P(B))= (A
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2.15. Urcite, ktord z mnoZin je potenéna mnozina
(a) G,

(b) {@.{a}},
© {@{a}.{2.a))
@ {.{a} (b} {a.0}}

2.16. Nech A={a,b,c}, B={x,y}, zostrojte

(a) AXB,
(b) BXA.

2.17. Aky vyznam md kartezidnsky sicin AX B, kde A je mnoZina prednisok,
ktoré poskytuje Ustav aplikovanej informatiky a B je mnoZina pedagégov Fakul-
ty informatiky?

2.18. Aky je vyznam kartezidnskeho suc¢inu Ax BxC, kde A je mnoZina vset-
kych leteckych spolocnosti, B a C st mnoZiny letisk na svete.

2.19. Nech A je mnoZina $tudentov FIIT, ktori sd z Bratislavy a B je mnoZina
Studentov FIIT, ktori jazdia na fakultu autom. OpiSte Studentov, ktori patria do
mnoziny
(a) AnB,
(b)y AUB,
(c) A-B,
(d) B-A.
2.20. Nech A je mnoZina prvdkov na nasej fakulte a B je mnoZina Studentov na-
vStevujuicich diskrétnu matematiku. Vyjadrite pomocou mnoZin A a B tvrdenia:
(a) Mnozina prvakov, ktori navStevuji prednisku z diskrétnej matematiky.
(b) MnoZina prvakov, ktori nenavstevuji prednasku z diskrétnej matemati-
ky.
(c) Mnozina Studentov, ktori si prvaci alebo navStevuji prednasku
z diskrétnej matematiky.
(d) MnoZina Studentov, ktori nie sd prvéci alebo nenavStevuji prednasku
z diskrétnej matematiky.
2.21. Nech A a B st mnozZiny, dokaZzte
(@) (AnB)C A,
(b) (AnB)CB,
(c) Ac(AUB),
(d) BC(AUB),
() A-BCA,
) An(B-A)=0.

2.22. Nech A, B a C st mnoZiny, dokéZte (A—B)-C=(A-C)-(B-C).
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2.23. Co mdZeme povedat’ o mnoZinich A a B, ak plati

(a) AUB=A,
(b ANB=A,
(c) A-B=A,

(d AnB=BnNA,
(e) A-B=B-A.

2.24. Nech A, B a C st mnoZiny, zistite, ¢i si pravdivé implikacie:
(a) (AuC=BuUC)=(A=B),

(b) (ANC=BNC)=(A=B).
2.25. Nech A a B sii mnoZiny, dokéZte vlastnost (A< B) = (E C Z) )

2.26. Nech A ={1,2,....i}, pre i=1, 2, ..., n. Néjdite
@ ANAN.NA,
(b) A UA U..UA,.

2.27. Nech A, je mnoZina binarnych retazcov, ktorych dizka nie je vicsia ako i,
pre i=1, 2, ..., n. Ngjdite

(a) ANAN.NA,

(b) A UA, U...UA,.

2.28. Dokazte pomocou matematickej indukcie vztahy

@ U4 -4

» 4-Ua
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RELACIE ¢ OPERACIE NAD RELACIAMI ® EKVIVALENCIA @
USPORIADANOST ® FUNKCIE

Tdto kapitola je pokracovanim predchddzajiicej kapitoly, budeme Studovat rozne
operdcie nad bindrnymi reldciami, pojem rovnosti a usporiadanosti nad mnoZi-
nou. Na zdver kapitoly budeme Studovat’ pojem funkcie (zobrazenia), ktory patri
medzi fundamentdlne matematické Struktiiry a tvori zdklad mnohych matematic-
kych disciplin.

3.1 RELACIE

DEFINiCIA 3.1.
BINARNA RELACIA

&

DEFINICIA 3.2.
INVERZNA RELACIA

&

Nech X a Y si dve mnoZiny, mnoZina R sa nazyva bindrna reldcia z mnozZiny X
do mnoziny Y vtedy a len vtedy, ak je podmnozinou kartezidnskeho sic¢inu mno-
ZinXaY

RcC X xY (3.1)
Relé4cia R mbZe byt alternativne zadana pomocou charakteristickej funkcie
R={(x,y):ue(x.7) =1} (32)

kde i, (x,y) je charakteristicka funkcia Specifikujica mnoZinu R.

Na obr. 3.1 je znazornend relicia RC XxY, kde X ={ab,cd} a
Y ={1,2,3,4}, tito reldcia obsahuje 6 usporiadanych dvojic z kartezidnskeho
suc¢inu X XY , ktory obsahuje 4x4 = 16 prvkov.

Nech RC X XY je reldcia, potom mnoZina usporiadanych dvojic (y,x)e ¥ xX ,
ktorych inverzia patri do relicie (x,y)e€ R, sa nazyva inverznd reldcia R’

(vzhladom k relacii R) vtedy a len vtedy, ak
R ={(y,x);(x.y)e R} (3.3)
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OBRAZOK 3.1.
RELACIA AKO
PODMNOZINA
KARTEZIANSKEHO
SUCINU

DEFINiCIA 3.3.
ZJEDNOTENIE,
PRIENIK A
DOPLNOK RELACI{

&

PRIKLAD 3.1.

XXY
(de)- - '...;. ......... ....... .‘.‘
i1 M| R
bol i A
X
cel....]. ....... . ............... ®
& ....... ' ........ - .

—
— @

Y

— ;

Znézornenie reldcie R ako podmnoZiny kartezidnskeho sucinu (vytiefiovand oblast’) dvoch
mnozin X a ¥, R={(d,1).(c.2).(5,3),(d.3).(a,4),(c.4)} .

Pre relécie, ktoré su definované nad rovnakou dvojicou mnoZin X a Y, mdZeme
definovat’ obvyklé mnoZinové opericie prieniku, zjednotenia a negicie. Majme
dve relacie P,Q C X XY, ktorych Specifikicia pomocou charakteristickych
funkcii ma tvar

P={(xy):mp (%) =1
0={(xy)r1e(xy)=1}

Reldcia R=P U Q sa nazyva zjednotenie reldcii P a Q vtedy alen vtedy, ak
plati

PUQ={(x.y) My () =1 (3.4a)

Wpoo (x.y) =max{w, (x,).1 (x.7)} (3.4b)
Reldcia R =P N Q sanazyva prienik reldcii P a Q vtedy a len vtedy, ak plati

PO ={(x.y) tpp (x.y)=1] (3.5)
oo (%, 3) = min{u, (x,3), 10 (x.y)} (3.5b)
Relicia R =P sanazyva doplnok reldcie P vtedy a len vtedy, ak
P={(x.y); s (xy)=1] (3.62)
Wy (xy)=1-p,(xy) (3.6b)

Nech X ={1,2,3} a Y ={p,q}. relicie P a O maju tvar

P={(14).(2.p).(39)}
0={(L9).(2.p).(3p)]

Zjednotenie a prienik tychto rel4cif si
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OBRAZOK 3.2.
ZJEDNOTENIE,
PRIENIK A
DOPLNOK RELACI{

DEFINICIA 3.4.
MATICA RELACIE

PuQ={(Lg).(2.p).(3.p).(3.9)]
Pno={(Lq).(2p)}

Inverzné relacie su Specifikované

Doplnky k reldcidm st

Diagramy A a B zndzorfiujd reldcie P a Q definované nad rovnakymi mnoZinami X a Y. Dia-
gramy C a D zndzorfiujui zjednotenie resp. prienik tychto dvoch relacif. Diagramy E a F zna-
zorfiuju inverzné relicie P! resp. O'. Diagramy G a H znézorfiuji doplnky k reldcidm P
resp. Q.

Alternativny sposob Specifikacie reldcie je pomocou binirnej matice' (obsahuju-
cej len bindrne prvky 0 a 1). Nech X ={x,,x,,...x,} a Y ={y,y,,...,y,} st dve

>m
mnoziny s mohutnost’ami |X | =m resp. |Y |=n. Relacia R Specifikovani nad
tymito mnoZinami ma tvar

R={(x,-,y_,-); U (x,.,y_,-) :1}

Hovorime, 7e bindrna matica A, ktord ma m riadkov a n stipcov, reprezentuje
relaciu R (alebo je matica reldcie R) vtedy a len vtedy, ak jej maticové prvky su
Specifikované formulou

! Pojem bindrnej matice je presne §pecifikovany v kapitole 8. V tejto etape si méZeme pod bindrnou maticou predsta-
vit' charakteristickd funkciu reldcie usporiadand do tvaru tabulky.
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= 1 (dvojica(x,.,yj)e R)
Ajj =Ug (xi’y_,'): (3.7
0 (dvojica (x,.,y_,.)e R)
PRIKLAD 3.2. Maticova reprezentacia relacii P a Q z prikladu 3.1 ma tvar
01 01
A, =1 0|, A,=|1 0
01 10

Kompozicia relacii

DEFINICIA 3.5. Nech P ={(x,y); Wy (x,y)= 1} CcXxY aQ ={(y,z); Wy (v.2)= 1} CYXZ si
KompoziclA
RELACI dve relacie, relaciu R=PoQ = {(x z); [ (x, z) = 1} nazyvame kompoziciou
& relacii P a Q vtedy a len vtedy, ak jej charakteristicka funkcia je urc¢end vztahom
Up (x,z)=mflx{min{up(x,y),ug(y,z)}} (3.8)
Kompozicia relacii P a Q je alternativne vyjadrend takto
R=PoQ={(x.2)ixe X Aze ZATyeY:(x,y)e PA(y.2)€Q} (3.9)

OBRAZOK 3.3.
ZNAZORNENIE
KOMPOZICIE
DVOCH RELACI{

Znézornenie kompozicie dvoch reldcii P a Q, vysledna reldcia R obsahuje dvojicu (x,z) vtedy
a len vtedy, ak existuje taky prvok ye Y, Ze plati (x,y)e P a (y,2)€ Q.

To znamend, Ze v kompozicii R dva prvky xe X a z€ Z tvoria usporiadani
dvojicu (x,z)€ R vtedy alen vtedy, ak existuje taky ,,medziprvok* yeY , pre

ktory plati, Ze (x,y)€ P a (y,z)€ @, pozri obr. 3.3.

VETA 3.1. Nech P, Q aR st relicie definované nad takymi mnoZinami, aby nasledujice
operécie boli pripustné, potom plati

&~ (PoQ)' =Q "o P” (3.10a)
(PoQ)oR=Po(QoR) (3.10b)

Po(QUR)=(PoQ)U(P°R) (3.10c)

(QUR)oP=(Q°P)U(R-P) (3.10d)

Po(QNR)=(PoQ)N(P°R) (3.10e)

(ONR)oP=(QoP)N(RoP) (3.10f)
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PRIKLAD 3.3.

Dékaz prvej vlastnosti (3.10a) priamo vyplyva z definicii kompozicie a inverznej
reldcie. Nech PC XxY a QCYXZ, potom (PoQ)_1 CZxX apre kazdé
(z,x)e Zx X plati

p'(PoQ)*' (Z’x) =Upg (x’z) = nngyx{min{up (x’ y),MQ (%Z)}}

= ;?}gyx{min{upfn (y,x),uQ,. (z, y)}} =My pa (z,x)

kde poradie jednotlivych ¢lenov vo vnutornych zloZenych zatvorkach vyplyva
z definicie (3.8) kompozicie dvoch relécii.

Dokaz asociativnosti (3.10b) vyplyva priamo z asociativnosti operacie max min.

Vzt'ah distributivnosti (3.10c) dokazZeme takto
Mooy (0.2) = max{min{u, (x,7). 0.4 (,2)}]

= r?g/x{min{up (x,y),max{llg (y,z),llR (y’Z)}}}

= max
yey

ax{min{up (x.3).kg (.2)}min{w, (x, ) 1 (yz)}}}
{

{m
= max\max
yeY

min{w, (x,y),1, (3,2)},min{w, (x, )1 (y,Z)}}}

= max{max {min{up (x,7). 1y (y,z)}},n}gyx {min{w, (x,y),1s (yz)}}}

yey

Wpeg(*:2) Hpog(x.2)
= max{iy. (0.2) Wy (1,2)} = W pegyopory (X:2)

Pri dokaze tejto distributivnej formuly sme pouzili identitu

min{a,max{b,c}} = max{min{a,b} ,min{a,c}}
ktoré sa jednoducho dokédze metédou vymenovania moznosti (pozri priklad 1.13)
tak, Ze ju overime pre vSetkych Sest’ moznosti vzdjomnej usporiadanosti navza-
jom roznych &isel a, b a c.
Uvazujme mnoZiny X ={x,x,,x,%}, Y={y.v,. 5} a Z={z,2,,2,}, defi-
nujme nad tymito mnoZinami relicie PC X XY a Q CcYXZ, ktorych bindrne
matice si

=
Il
S o =

S = O O
—_— = =
— O O

Potom reldcie P a Q maju tvar
P={(xl,yl),(xl,y3),(x2,y3),(x3,yl),(x3,y2),(x4,y3)}
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OBRAZOK 3.4.
KOMPOZICIA
RELACI PoQ

0 :{(ylrzl)’(ylrzz)r(yzyzz)r(ywzz)’(yyzz )}
Kompozicia tychto dvoch rel4cif ma tvar
PoQ ={(x1,zl),(x1,zz),(xl,z3),(x2,z2),(xz,z3),(x3,zl),(x3,z2),(x4,z2),(x4,z3)}
Graficka interpreticia tychto reldcif je zndzornend na obr. 3.4.
P

Xy Q
Ml Y, 2
X
Y2 YV, e
X
Y3 Vs 23
Xy
A B
X, P Q Xy POQ

2, 3

¥
x2 A , *
Z Z
N /’V 2 . )
23 23

Xy Xy
C D
Diagramy A a B zndzoriuju relacie P a Q z prikladu 3.3, ich kompozicia PoQ je vytvorend
pomocou diagramu C, ktory znazorfiuje spojenie relacii P a Q prostrednictvom vrcholov y;.
Ak z vrcholu x; existuje orientovand cesta do vrcholu z;, potom graf reprezentujiici kompoziciu
PoQ obsahuje hranu z x; do z;.

Vlastnosti relacii

DEFINICIA 3.6.
REFLEXiVNA
SYMETRICKA
ANTISYMETRICKA
TRANZITIVNA

RELACIA

&

V tomto odseku budeme Studovat’ relacie P C X X X , ktoré su definované ako
podmnoZina kartezidnskeho sicinu X X X .

Reldciu R € X X X nazyvame:
(1) reflexivnou vtedy a len vtedy, ak V(xe X)((x,x)e R) ,
(2) symetrickou vtedy a len vtedy, ak V(x,y€ X)((x,y)e R=(y.x)e R) ,
(3) antisymetrickou vtedy a len vtedy, ak
V(x,ye X)((x,y)e RA(y.x)ER=x= y) a
(4) tranzitivnou vtedy a len vtedy, ak
V(x,y,ze X)((x,y)e R A (y,z)e R= (x,z)e R).

Z definicie 3.6 vyplyva, Ze pre antisymetricki relaciu plati, Ze ak prvky x,ye X
st rozne, x#y, potom plati implikdcia (x,y)€ R=(y,x) R, t. j. nemdZu
si¢asne existovat’ dvojice relacie (x,y)€ Ra (y,x)€ R. Dosledkom tejto vlast-
nosti je, Ze ak v nejakej reldcii R existujua také dva rdzne prvky x,ye X, pre
ktoré plati ((x,y)e R)a((y.x)€ R), potom tito reldcia nie je antisymetrickd

(t. j. podmienka antisymetri¢nosti je falzifikovand).
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3 RELACIE
SUCASNE
SYMETRICKE AJ
ANTISYMETRICKE

PRIKLAD 3.4.

PRIKLAD 3.5.

INTERPRETACIA
VLASTNOSTI
RELACIE AKO
ORIENTOVANEHO
GRAFU

&

Existuju relacie sucasne symetrické aj antisymetrické (napr. rovnost’), ani symet-
rické ani antisymetrické (napr. delitelnost’), symetrické a nie antisymetrické
(kongruencia modulo n, teda zvysky po deleni prirodzenym ¢islom 7 si rovnaké)
a nesymetrické a antisymetrické (menSie alebo rovné, pozri priklad 3.4).

Nech X = R je mnoZina redlnych ¢isel a relacia P C X X X ma interpreticiu

((x.y)€ P)=4 (x<)
Takto definovan4 reldcia P vyhovuje tymto podmienkam:
(a) relacia P je reflexivna, pre kazdé redlne Cislo xe X plati x<x, t. j.
(x,x)eP,
(b) reldcia P nie je symetrickd, pretoZze x <y neimplikuje y<x,
(c) rel4cia P je antisymetrickd, pretoZe x <y implikuje —|( y<x),

(d) relacia P je tranzitivna, pretoze x<y a y <z implikuje x< z.

Nech X ={a,b,c,d},relicia PC X XX je $pecifikovand mnoZinou

p={(aa)(ab)(ac).(ba)(be).(bd).(d.d)]
Této reldcia nesplia Ziadnu vlastnost’ z definicie 3.6:
(a) relacia P nie je reflexivna, (b,b) g P,
(b) reldcia P nie je symetrickd, implikdcia (a,c)€ P = (c,a)€ P nie je pravdiva,
(c) reldcia P nie je antisymetrickd, reldcia obsahuje sicasne dvojice (a,b),(b,a),
(d) reldcia P nie je tranzitivna, implikicia (a,b),(b,d)e P= (a,d)€ P nie je
pravdiva.
Reldcia P C X X X ma diagramatickd interpretdciu pomocou orientovaného gra-

fu. Vtomto pripade prvky mnoZiny X st vrcholy ausporiadané dvojice
(x,y)e P st orientované hrany, ktoré zaGinaji vx akonCia vy. Vlastnosti

z definicie 3.6 maji v ramci tohto pohladu na reldciu jednoduchd interpretaciu:
(a) Relacia P je reflexivna, potom kazdy vrchol xe X ma slucku — orientovanud
hranu, ktora zac¢ina a kon¢i v tom istom vrchole.

(b) Reldcia P je symetrickd, ak vrcholy x,y€ X s spojené hranou (x,y)e P,
potom existuje aj opacna hrana ( y,x)e P . V tomto pripade symetrickej relacie,
jej graficka interpretdcia obsahuje hrany medzi vrcholmi x ay vZdy po dvoji-
ciach, t. j. existencia hrany (x,y) implikuje existenciu hrany (y,x), a naopak.

(c) Relécia P je antisymetrickd, medzi dvoma réznymi vrcholmi x # y nemdZe

existovat' dvojica hran (x,y) a (y,x). V pripade, Ze by existovala, potom
z podmienky antisymetri¢nosti vyplyva, Ze x=y, ¢o je vspore s pdvodnym
predpokladom.
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(d) Relécia P je tranzitivna, z existencie hrén (x,y) a (y,z), ktoré maji spolo¢-

ny vrchol y, vyplyva existencia hrany (x,z) .

PRIKLAD 3.6. Nech X ={a,b,c,d ,e} , relacia P definovand nad touto mnoZinou je urcend gra-

fom na obr. 3.5.

OBRAZOK 3.5.
GRAFICKA
INTERPRETACIA
RELACIE

d

Graficka interpretdcia relicie P nad mnoZinou X ={a,b,c,d e}

Z obrazku 3.5 vidime, Ze

(1) rel4cia P nie je reflexivna, potrebné slu¢ky neexistuji na vrcholoch c a d,

(2) reldcia P je symetrickd, ak medzi vrcholmi x a y existuje hrana (x,y), potom
existuje aj opacnd hrana (y,x),

(3) relécia P nie je antisymetrickd, z existencie dvojic opacne orientovanych hran
na rdznych vrcholoch nevyplyva rovnost’ tychto dvoch vrcholov.

(4) relacia P nie je tranzitivna, pretoZe existencia hrin (e,a) a (a,d) neimplikuje
existenciu hrany (e,d).

Relacia ekvivalencie

DEFINiCIA 3.7. Reldcia P C X x X sa nazyva reldcia ekvivalencie vtedy a len vtedy, ak je refle-
(= xivna, symetrick4 a tranzitivna.
RELACIA Reléciu ekvivalencie P budeme oznacovat’ symbolom “~, t. j.

EKVIVALENCIE ~ V(xye X)((x~y)= ((x.y)e P))

Pomocou relacie ekvivalencie mo6Zeme konecni mnoZinu X rozdelit’ na n dis-
junktnych podmnoZin X,X,,...X, cX, kde X=X uX,u..UX, a

X,NX,=D,pre i#j
x,yeX, =>x~y (i=1,2,...,n) (3.11a)
(xe X)A(ve X, )= (x=y) (i#]) (3.11b)
kde (x~ y)=,, —(x~y). Vlastnost (3.11a) vyplyva priamo z definicie ekviva-

lencie, vlastnost’ (3.11b) plati len pre maximalnu pripustnd hodnotu 7.
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PRIKLAD 3.7.

DEFINiCIA 3.8.
TRIEDA
EKVIVALENCIE

&

VETA3.2. (&~

VETA3.3. (&~ “

Nech X =R je mnoZina redlnych ¢isel, relacia P C X X X je definovand takto:
(xy)e P)=(x =)

(1) Reldcia P je reflexivna, pretoZe x* = x°, pre kazdé xe R,

(2) rel4cia P symetrickd, pretoze x = y* implikuje y* = x>,

(3) reldcia P je tranzitivna, pretoze x* =y> a y’ =z’ implikuje x* =z°.

Z tohto vyplyva, Ze P je reldcia ekvivalencie.

Nech P je relacia ekvivalencie nad mnoZinou X anech xe X. MnoZina

[x] € X, ktord je priradend prvku xe X , sa nazyva triedou ekvivalencie vtedy

alen vtedy, ak obsahuje vSetky moZné prvky X , ktoré si ekvivalentné danému
prvku x

[x]={yve X;(x.y)e P} (3.12)

Nech PC X xX je relicia ekvivalencie anech x,ye X . Potom podmienka

[x]=[y] je splnend vtedy a len vtedy, ak (x,y)€ P.

(1) Predpokladajme, Ze P je relacia ekvivalencie, dokdZeme implikdciu

(x.y)e P=([x]=[y])
Nech zé€[x], potom na zdklade definicie (3.12) (x,z)€ P. PretoZe P je symet-
rickd reldcia, z predpokladu (x,y)e P vyplyva, Ze taktieZ (y,x)€ P . Reldcia P
je aj tranzitivna, z predpokladov (x,z)e P a (y,x)€ P vyplyva, 7e (y,z)€ P,
¢ize aj ze[y]. Tymto sme dokazali, e [x]c[y]. Analogicky dokdZeme aj

[y] < [x], tym sme dokézali, ze [x]=[y].

(2) Budeme dokazovat’ implikaciu
([+]=[3])= (x.y)e P
Téato implikécia je priamy dosledok definicie (3.12).
Nech PcC X xX je relacia ekvivalencie, potom mnoZina X ma disjunktny roz-

klad pomocou vSetkych roznych tried ekvivalencie
X =[x]u[y]u..u]z] (3.13)

Dokaz tejto vety rozdelime na dva kroky: v prvom kroku dokdZeme, Ze kazdy
prvok xe X patri do nejakej triedy ekvivalencie. P je reflexivna relécia, preto

pre kazdé xe X dvojica (x,x)e P, ¢iZe Vx(xe[x]).V druhom kroku dokdZe-
me, Ze mnoZina pre dva neekvivalentné prvky x ay, (x,y)e P, prislusné triedy
ekvivalencie st disjunkmé, [x]N[y]=3 . Nech ze[x]n[y], potom z€[x] a

ze[y], potom (z,x)e P a (z,y)€ P. PouZitim tranzitivity a symetri¢nosti P
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dostaneme (x,y)€ P, zoho plynie [x]=[y]. To znamen4, Ze z predpokladu
neprazdnosti prieniku tried ekvivalencie [x]N[y] dostaneme, Ze triedy s totoz-

né, ¢o je v spore s predpokladom, Ze prvky x a y sd neekvivalentné. Tymto sme
nepriamo dokdzali, Ze [x]N[y]=@ . Spojenim vlastnosti z prvého a druhého
kroku dokdZeme vetu 3.3, t. j. pre kazdy prvok xe X existuje trieda ekvivalen-

cie, do ktorej tento prvok patri, priCom triedy ekvivalencie st navzdjom disjunkt-
né. To odpoveda rozkladu mnoZiny z (3.11a-b) na n podmnoZin X;.

integer(x)
2 *——o0
1 ——oO
X
2 1 2 3
—0-1
*—0 2

Znazornenie funkcie integer(x).
Nech X =R je mnoZina redlnych ¢isel, relacia P € X X X je definovana
((x, y)E P) = (integer(x) = integer(y))

kde funkcia integer(x) je definovand ako maximalne celé Cislo, ktoré je menSie
alebo rovné redlnemu C¢islu x (pozri obr. 3.6). Lahko sa presved¢ime, Ze takto

definovana reldcia P je reldcia ekvivalencie nad mnoZinou K redlnych ¢isel. Ako
ilustraény priklad $tudujme 1/2€ R, kde integer(1/2) =0, trieda ekvivalencie je
[0]={x;0<x<1}.Pre dalsie redlne ¢islo 3/2€ R, integer(3/2) =1, dostaneme
triedu ekvivalencie [1]={x;1<x<2}: Mnozinu redlnych &sel R mozeme vyjad-
rit’ ako zjednotenie tychto tried ekvivalencie charakterizovanych celymi ¢islami

R =Uli]=.[-2]u[-1]ufo]u[1]u[2]..

kde Z je mnoZina celych cisel.

3.2 RELACIA CIASTOCNEHO USPORIADANIA

Pre mnohé mnoZiny je moZzné definovat’ reldciu usporiadania jej prvkov. Tak

napriklad, mnoZina redlnych c¢isel R ma prirodzené usporiadanie svojich prvkov

pomocou reldcie <" (pozri priklad 3.4). Této reldcia je reflexivna, antisymetricka
a tranzitivna.
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DEFINicIA 3.10.
MAXIMALNY A
MINIMALNY PRVOK

&

PRiKLAD 3.10.

Reldcia P X XX sa nazyva diastoéné usporiadanie vtedy a len vtedy, ak je
reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna. Mnozina X spolu s touto reldciou sa na-
zyva Ciastocne usporiadand mnoZina (poset).

(1) Relécia ciasto¢ného usporiadania P C R xR moZe byt jednoducho uskutoc-

nend pomocou znamej reldcie <, ktora sa interpretuje ako ,,mensi alebo rovny*
(pozri priklad 3.4).

(2) Ak by sme chceli reldciu P interpretovat’ pomocou reldcie ‘<”, potom P nie je
Ciastocné usporiadanie, pretoZe P nie je reflexivna (t. j. neplati x < x).

(3) Nech F je systém podmnoZin univerza U, F={X;X e P(U)}. Pomocou
mnozinovej reldcie ‘'C” mdZeme nad tymto systémom F definovat’ rel4ciu P tak,
7e ((X Y)e P) =4 (X CY). Lahko sa presved¢ime, Ze této reldcia je Ciastotné
usporiadanie, je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna.
(4)Nech X =N = {1, 2,3,4,...} je mnozina kladnych celych ¢isel. Definujme nad
touto mnoZinou reliciu P NXN  pomocou pojmu delitelnosti;
((mn)e P) = (m je delitelné n). Tak napriklad, pre X ={1,2,3,4,5,6} reldcia
P obsahuje dvojice P={(11),(22),(3.3).(4.4),(5.5).(6.6).(2.1).(3,1),(4.1),(4.2),
(5,1),(6,1),(6,2),(6,3)} . Této reldcia je Ciasto¢né usporiadanie, pretoZe je reflexiv-
na, antisymetrick4 a tranzitivna.
Nech PC XXX je Ciastoéné usporiadanie. Maximdlny prvok (ak existuje)
X,.. € X je ureny podmienkou

V(xe X)(((xnw,x)e P):>(x=xmax)) (3.14)
Minimadlny prvok (ak existuje) x,, € X je urCeny podmienkou

V(xe X)( ((xx,,)€ P):>(x=xmin)) (3.15)

Této definicia maximalneho prvku x, € X je zaloZend na podmienke, Ze ak

postulujeme existenciu takého prvku xe X pre ktory plati (x,,,x)€ P , potom

.....

nutne x=x, .,
Xmax- Podobne, pre minimélny prvok x,. € X neexistuje taky prvok xe X , kto-
ry by bol mensi ako x,,,;,.

Studujme mnozinu X ={1,2,3}, jej potenénd mnoZina P(X) obsahuje vsetky
mozné podmnoZiny X

P(x)={@{1}.{2}.{3}.{1.2}.{1.3} {2.3} {1.2.3}}

Ak ¢iastoéné usporiadanie nad touto potenénou mnoZinou je reldcia ‘C’, potom
maximdlny (minimalny) prvok je {1,2,3} (&). Definujme podmnoZinu Q potenc-
nej mnoziny P(X) Q ={@,{1}.{2}.{1.2}.{2,3}}. Této mnoZina m4 dva maximal-

ne prvky {1,2} a {2,3} a jeden minimélny prvok <.
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Nech X je Ciastocne usporiadand mnoZina s relaciou P C X X X . Hovorime, Ze
prvok y je pokryty prvkom x vtedy, ak (x,y)€ P a neexistuje taky prvok z, rozny
od x ay, pre ktory sicasne plati (x,z)€ P a (z,y)€ P, pozriobr. 3.7.

Znazornenie pojmu ,,prvok y je pokryty prvkom x| neexistuje taky prvok z, pre ktory by plati-
lo ,,prvok z je pokryty x““ a ,,prvok y je pokryty z*.
Hasseho diagram priradeny kone¢nej mnoZine X s reldciou P C X X X c¢iasto¢-

ného usporiadania obsahuje vrcholy, ktoré su stotoZnené s prvkami z X; priCom
dva vrcholy x a y st spojené hranou, ak prvok y je pokryty prvkom x.

Hasseho diagram konecnej ¢iastocne usporiadanej mnoZiny X s reldciou ¢iastoc-
ného usporiadania P C X X X zostrojime jednoducho tak, Ze v prvom kroku zo-
strojime graf reldcie (pozri text za prikladom 3.5), z tohto grafu vynechdme sluc-
ky (dosledok reflexivity reldcie) atie hrany, ktoré st dosledkom tranzitivity
reldcie. Graf usporiadame tak, aby bol dobre zorientovany zhora nadol vzh'adom
k pokrytiu.

Hasseho diagram pre mnoZinu X = P({a,b,c}) , ktord je ¢iasto¢ne usporiadand

pomocou relacie ‘C”’, je zndzorneny na obr. 3.8.

{a.b,c}
{a,b} {b.c}
%)

Znézornenie Hasseho diagramu pre X = P({a,b,c}) , ktora je Ciasto¢ne usporiadana relaciou
‘c’. Sipka vpravo znazoruje orientdciu &iar, ktoré si orientované zdola nahor.

Relé4cia P ciastocného usporiadania je Specifikovand Hasseho diagramom zna-
zornenym na obr. 3.9. Nasou dlohou je vydedukovat’ dvojice, ktoré obsahuje tato
reldcia:

(1) MnoZina nad ktorou je definované reldcia ma tvar X = {a,b, r,8,t,X,, z} .

(2) Relécia P je reflexivna, t. j. obsahuje vietky mozné dvojice (u,u), pre kazdé
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VETA3.4. (&

ue X,

pY ={(a,a),(b,b),(r,r),(s,s),(t,t),(x,x),(y,y),(z,z)}

(3) Relacia P obsahuje vSetky hrany z Hasseho diagramu na obr. 3.9, pri¢om
hrany st orientované zdola nahor,

PO =P o{(ar).(b7),(0.5).(b:1),(r,x),(r,3),(5.3),(5,2).(1.2)}

(4) Relacia P je tranzitivna, CiZe, ak napr. obsahuje dvojice (a,r) a (r.x), potom
musi obsahovat’ aj dvojicu (a,x),

PY =P U{(ax),(a7).(b.2),(b.y).(b.2)}

Zjednotenim tychto troch parcidlnych vysledkov dostaneme konecny tvar relé-
cie P

a

Hasseho diagram pre hypoteticki relaciu Ciastoéného usporiadania nad mnoZinou
X ={a,b,r,s,t,x,y,z} . Sipka vpravo zndzoriiuje orientéciu &iar zdola nahor.

Hasseho diagram pre reldciu Ciasto¢ného usporiadania P nad kone¢nou mnoZi-
nou X ukazuje jasne maximdlne a minimdlne prvky. Minimélne prvky su také,
ktoré s reprezentované vrcholmi, z ktorych hrany len vychadzaji, podobne, ma-
ximdlne prvky su také, ktoré si reprezentované vrcholmi, do ktorych hrany len
vchadzaju. Reldcia ¢iastoéného usporiadania P, ktord je reprezentovand Hasseho
diagramom na obr. 3.9 m4 dva minimélne prvky a a b, tri maximdlne prvky x, y
az.

Kazda relacia ciasto¢ného usporiadania P C X X X , kde X je konecnd mnoZina,
obsahuje aspon jeden minimdlny prvok a aspoil jeden maximalny prvok.

Nech a,€ X, ak je tento prvok minimélny, dokaz je dokonceny. V opa¢nom
pripade existuje a, € X taky, Ze (a,,a,)€ P. Prvok a, je bud’ minimdlny alebo
ak nie, potom existuje taky prvok a, € X , Ze (ay,a,)€ P . PretoZe mnoZina X méd

kone¢ny pocet prvkov, tento proces predlZovania smerom dole musi byt
v nejakom momente ukonceny prvkom, ktory je minimélny. Podobnym spdso-
bom mdzZeme zostrojit’ prvok, ktory je maximalny.
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Pojem funkcie (alebo zobrazenia) patri medzi zdkladné pojmy matematiky.
V matematike pod funkciou f rozumieme jednoznacny predpis, pomocou ktorého
kazdému argumentu x z mnoZiny A priradime priave jednu funkénd hodnotu
oznacent y = f{x) z mnoziny B. Tuto Specifikiciu funkcie zapisujeme takto:
f:A—>B (3.16a)

pozri obr. 3.10.

Schematické znazornenie zobrazenia f: A— B .
Alternativna forma definicie funkcie (3.16a) je pomocou mnoZiny obsahujice;j
usporiadané dvojice

£ ={(xf(x)); xe A} (3.16b)

Reldcia f C AXB sa nazyva funkcia vtedy alen vtedy, ak pre kazdé x€ A
existuje préve jedno ye B také, Ze (x,y)€ f

V(xe A)3(ye B)((x.y)e f) (3.17)
kde symbol 3! znaci, Ze existuje prave jeden prvok. MnoZina A sa nazyva obor
definicie (alebo len obor) funkcie f, D, = A, amnoZina B sa nazyva koobor.
Obor funkéngch hodnét funkcie f je mnozina H, ={f(x);xe A} = f(A). Ak
(x,y)€ f, potom x sa nazyva argument ay sa nazyva funkénd hodnota (ob-

raz). Funkcia f sa taktieZ nazyva zobrazenie. Specialny pripad funkcie je trans-
Jormdcia, kde musi platit A=B.

Znazornenie funkcie f C AXB, pre kazdé x€ A existuje prave jedno ye B také, Ze

(x.y)€e f . Funkcia f md tvar reldcie f ={(x,,),(x. ). (x5.,).(x03,). (35,34} -
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Funkcia je Specidlny pripad reldcie, ktord vyhovuje podmienke jednozna¢nosti
(3.17), pozri obr. 3.11.

Z obr. 3.11 vyplyva, Ze definicia 3.11 ndm nezabezpeuje, aby mnoZina funk-
&nych hodnot {f (x);x€ A} bola totoznd s mnoZinou B, vo vieobecnosti plati
len

B'=f(A)={f(x);xe A}JCB (3.18)
pozri obr. 3.12.

D=A
Znézornenie skutocnosti, Ze pre funkciu f:A— B, obor funkénych hodndt H, = f (A) je
vo vSeobecnosti len podmnoZinou B.

Hovorime, 7e dve funkcie f:A—B a g:A"— B’ sarovnajit vtedy a len vte-

dy, ak stcasne plati
() A=A,

2) V(xe A)(f(x)=g(x)).
Tato definicia rovnosti dvoch funkcii ma prakticky vyznam, ¢asto intuitivne ho-

vorime Ze dve funkcie sa rovnaju, tito definicia ndm presne Specifikuje, o musi
byt splnené, aby tito podmienka bola splnena.

Specialnym pripadom funkcie je jednotkovd funkcia i, : A— A , pre ktord plati
V(xe A)(i,(x)=x) (3.19)

Jej obor a obor funkénych hodndt sd sirovné, D, =H, =A.

Zlozena funkcia

DEFINicIA 3.13.

V kapitole 3.1 bola definovana kompozicia PoQ dvoch relacii P a Q. Podobny
postup moZe byt pouZity aj pre kompoziciu funkcii, ktorej vysledok nazyvame
zloZzena funkcia. Majme dve funkcie f:A— B a g:B— C, kompoziciou

tychto dvoch funkcii (pozri obr. 3.13) vytvorime novd funkciu
h=fog:A— C,Kktord sa nazyva zloZend funkcia.

Hovorime, Ze kompoziciou funkcii f:A—B a g:B—C vznikne zloZend

ZLOZENA FUNKCIA || funkcia h= f og:A— C vtedy a len vtedy, ak

&

h=fog={(xz)e AxC;3(ye B)((x,y)e f)r((y.2)e g)} (3.20)
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h=fog
Znézornenie tvorby zloZenej funkcie 4 z funkcii f a g. Této zloZend funkcia existuje len vtedy,
ked’ prienik oboru funkénych hodnét H, funkcie f a defini¢ného oboru D, funkcie g je ne-

prazdny, H, "D, # D .

Z definicie 3.13 priamo plynie, Ze zloZend funkcia h = f o g existuje len vtedy,
ak pre danu dvojicu (x,z)e AXC existuje taky prvok ye B, pre ktory sicasne
plati (x,y)e f a (y.z)€ g . Ind¢ povedané, musi existovat’ neprdzdny prienik
medzi oborom funkénych hodnét H, funkcie f a definiénym oborom D, funk-
cieg, H, "D, #J.

Ako zostrojit’ zlozend funkciu? Z obr. 3.13 aplikiciou funkcie f na argument x
dostaneme obraz y = f (x) , podobne, aplikaciou funkcie g na argument y dosta-
neme obraz z, z= g(y); ak do tohto vysledku dosadime za y predchddzajuci

vysledok y = f (x), ziskame kone¢ny tvar zloZenej funkcie

g f_(i) =g(y)=z (3.21)

y

Studujme dve funkcie

(1) f:R—R, ktorej analyticky tvar je f(x)=x’, jej defininy obor
D, = R =(—o0,00) je mnoZina vietkych redlnych &isel (redlna os) a obor funk-
¢nych hodndt H, =[0,e0) je mnoZina nezapornych redlnych &isel.

(2) g:[0,00) —>[0,00), ktorej analyticky tvar je g(x)= Jx , kde obor defini¢ny

a obor funkénych hodnét sii rovnaké, D, = H, =[0,e0).

Prvé zlozend funkcia md tvar h(x)=g(f(x))=vx* =|x|, jej obor definicie je
D, = R =(—eo,0) a obor funkénych hodndt je H, =[0,°), t. j. zobrazuje mno-
Zinu redlnych ¢isel R na mnoZinu nezdpornych redlnych cisel [0,00). Priebeh

funkcie /2(x)=|x| je zndzorneny na obr. 3.15, diagram A.
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Druhé zloZena funkcia md tvar h'(x)= f (g(x)) = (\/; )2 = x, tato funkcia m4
rovnaky obor a obor hodnét, D, = H,, = [O,oo), t. j. zobrazuje ,,linedrne* mnozi-
nu nezipornych redlnych ¢isel na td istd podmnoZinu. Priebeh funkcie h’(x) =X
je zndzorneny na obr. 3.15, diagram B.

OBRAZOK 3.14. y flxy=x'
GRAFY FUNKCII
Z PRIKLADU 3.13. g)=\x

| x
Graty funkcii fix) a g(x) z prikladu 3.13.
D, #D,, MbzZeme si poloZit’ otdzku &i sa zloZené funkcie /(x) a h’(x) rovnajd alebo nie.
FUNKCIE SUROZNE  Podl'a definicie 3.12, dve funkcie si si rovné vtedy a len vtedy, ak maji rovnaké
obory, obory hodnét a predpisy (analytické tvary), ak je porusend jedna z tychto
troch podmienok, potom funkcie st rozne. V naSom pripade D, # D, , CiZe zlo-
Zené funkcie st rozne.
OBRAZOK 3.15. Y y \
h(x)=|x h'(x)=x
GRAFY ()=lx| (x)
ZLOZENYCH

FUNKCIi
Z PRIKLADU 3.13

| X | X

A B

Diagram A znazoriuje graf zloZenej funkcie h(x) = g( f (x)) = ‘x , diagram B zndzoriuje graf

zloZenej funkcie #'(x)= f(g(x)) =x.

Inverzna funkcia

Podrla definicie 3.2 je inverzna relacia P urdend jednoducho inverziou usporia-
danych dvojic z relacie P (pozri obr. 3.2). Zial’, tento jednoduchy postup je neap-
likovateI'ny pre konstrukciu inverznej funkcie, pretoZe vzniknuta relacia uz ne-
musi spiat’ podmienku jednoznagnosti (pozri definiciu 3.11). Preto musime
zaviest' eSte dodato¢né predpoklady na relaciu, aby bola nielen funkciou, ale
existovala k nej aj inverzn4 funkcia.
DEFINicIA 3.14. Funkcia f:A— B sa nazyva injekcia (jedno-jednoznacnd) vtedy alen vtedy,
INJEKCIA (& ak vyhovuje podmienke
V(x,x'e A)(x#x':)f(x)#f(x')) (3.22)



70

3 Tedria mnoZin II

OBRAZOK 3.16.
INJEKCIA BEZ
INVERZNEJ
FUNKCIE

DEFINiCIA 3.15.

BIUEKCIA (B~

DEFINiCIA 3.16.
INVERZNA FUNKCIA

&

Povodni podmienku jednoznacnosti z definicie 3.11 mdZeme vyjadrit’ takto

V(xx'e A)(f(x)# f(x)= x#x) (3.23)
Spojenim tychto dvoch podmienok dostaneme, Ze injekcia vyhovuje podmienke
V(xx'e A)((x#x)=(f(x)# £ (¥))) (3.24)

To znamend, Ze pre injekciu podmienka roznosti argumentov je ekvivalentna
podmienke rdznosti im odpovedajicich funkénych hodnot.

Schematické zndzornenie injekcie f:A— B, kde kazdému argumentu je priradend prave

jedna funkénd hodnota, a taktiezZ aj naopak, ku kazdej funkénej hodnote existuje prave jeden
argument. Musime vSak poznamenat’, Ze mnoZina B obsahuje prvKy, ktoré nie st funkéné hod-
noty f. Tak napriklad k prvku y,€ B oznafenému ¢islom 6 neexistuje taky argument x,€ A,

aby platilo y, = f (xﬂ) . Pomocou tohto jednoduchého ilustraéného prikladu sme ukazali, Ze k
funkcii f: A — B neexistuje inverznd funkcia f™': B — A, aj ked’ tdto funkcia je injekcia.
Problémy s konStrukciou inverznej funkcie pre injekciu sd ilustrované na obr.
3.16. Je ukdzané, Ze aj ked’ je funkcia f:A— B jedno-jednoznaéna (t. j. injek-
cia), inverzna funkcia f':B— A k nej neexistuje, mnoZina B obsahuje také
prvky y€ B ku ktorym neexistuji argumenty x€ A, aby y = f(x). Z tohto do-
vodu musime definiciu injekcie rozsirit’ o d’alSiu podmienku.

Injekcia funkcie f:A— B sa nazyva bijekcia vtedy a len vtedy, ak pre kazdy

prvok ye B existuje v mnoZine A taky prvok x, ze y = f (x) .

Nech funkcia f:A— B je bijekcia. Hovorime, Ze funkcia f':B— A je in-
verzna k funkcii f vtedy a len vtedy, ak vyhovuje tymto dvom podmienkam
(1 (x) =i (x) (3.252)
FH(f(x)=ia(x) (3.25b)
kde iy je jednotkové funkcia definovana nad mnoZinou X.

Definicia 3.16 je ilustrovani obrazkom 3.17, kde v obidvoch pripadoch dostava-
me jednotkovi funkciu definovand nad oborom A resp. oborom B.
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OBRAZOK 3.17.

JEDNOTKOVA
FUNKCIA
Z INVERZNEJ
BIJEKCIE
Diagramy A a B zndzoriuji zobrazenia f af *' prevzaté z obr. 3.16. Diagram C znazoriuje
zloZend funkciu h=f"'of=i,:A—> A, diagram D znizorfiuje zloZeni funkciu
K=fof'=i,:B—>B.
. , . .. 1
PRIKLAD 3.14. Zostrojte inverznu funkciu k funkcii f (x) = (i7"
+e

OBRAZOK 3.18.
PRIEBEHY FUNKCII
PRE PRIKLAD 3.14

Priebehy funkcii (A) f (x) = 1/(1+ e”) aB) f (x) = ln(x/(l - x))

Graf funkcie f{x) je zndzorneny na obr. 3.18. Této funkcia® zobrazuje obor defi-
nicie D, =R na obor hodndt H, = (0,1). Funkcia je monotdnne rastiica
a vyhovuje asymptotickjm podmienkam f(eo)=1 a f(—e2)=0. Z mono-
ténnosti vyplyva, Ze funkcia je injekcia a Ze ku kazdej funkcnej hodnote
y€ (0,1) existuje taky argument x€ (—eo,00), Ze y = f(x), t. j. funkcia f je bi-

jektivna, CiZe k nej existuje inverzna funkcia (pozri obr. 3.18)

%V te6rii neurénovych sieti je tito funkcia zndma ako sigmoidové prechodovi (alebo aktivaénd) funkcia, ktord ,,stla-
¢i* celt realnu os na otvorend usecku (0,1).
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Zostrojime zloZené funkcie f (f"1 (x)) af! (f(x)) )
1 1

) T T g ) o

1-x X
1 1
- _ f(x) _ l+e* _; 1+e* 5 o . _.
fl(f(x)>_ln1_f(x)—lnl_ 1 =1In = =lIne —x—l(_mvm)(x)
1+e™ 1+e"

Aj ked vysledok vyzera rovnaky, vlastné zloZené (jednotkové) funkcie maji roz-
dielne defini¢né obory.

ZHRNUTIE

RELACIE Relacia R medzi mnoZinami X a Y je definovand ako podmnoZina ich kartezidn-
skeho stacinu
Rc X xY
PretoZe relicia je definovand ako podmnoZzina, pomocou mnoZinovych relacii
a operacii mdzeme zaviest vztahy medzi nimi alebo nové relacie (prienik, zjed-
notenie a kompoziciu). Reldcia R mdZe byt reflexivna, symetrickd, antisymetric-
k4 a tranzitivna.

RELACIA Reléacia ekvivalencie patri medzi zdkladné relacie, je to taka relécia, ktoré je ref-

EKVIVALENCIE lexivna, symetricka a tranzitivna. Pre mnoZinu X , nad ktorou je definovan4 rela-
cia ekvivalencie, mdZeme vykonat’ rozklad mnoZiny X na disjunktné podmnoZi-
ny, ktoré obsahuji navzajom ekvivalentné prvky.

RELACIA Reldcia P X XX sa nazyva diasto¢né usporiadanie vtedy, ak je reflexivna,

CIASTOCNEHO

antisymetrickd a tranzitivna. MnoZzina X spolu s touto reldciou sa nazyva ciastoc-
USPORIADANIA

ne usporiadand mnoZina (poset). Poset mdze byt zndzorneny pomocou Hasseho
diagramu, kde existuje asponl jeden maximalny prvok a jeden minimalny prvok.

FUNKCIE Funkcia f:A— B je definovani ako jednozna¢né zobrazenie, ktoré kazdému
prvku z A priradi prave jeden prvok z mnoZiny B. MnoZina A sa nazyva obor
definicie funkcie f, D, = A, amnoZina B obsahuje obor funkénych hodnot

funkcie f, H, € B, pozri obr. 3.10.
Funkciu f:A— B mdZeme alternativne interpretovat’ ako relaciu f C AXB.

Ak (x,y)e f, potom x sa nazyva argument a y= f(x) sa nazyva funkcnd

hodnota (obraz). Pomocou operacie kompozicie rel4cii moéZeme definovat’ kom-
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poziciu funkcii fC AXB

113

g C BXC ako novia ,zlozenui“ funkciu

h=fog:A— C. Pre Specidlne typy funkcii f:A— B, ktoré su tzv. bijekcie,

moZeme definovat’ inverzni funkciu f™':B— A.

KrUCoOVE POIMY

CVICENIA

reldcia

operdcie nad relaciami
ekvivalencia
usporiadanost

Sfunkcia

bindrna reldcia
charakteristickd funkcia
kartezidnsky sucin
inverznd reldcia
zjednotenie reldcii
prienik reldcii

doplnok relacie
bindrna matica
kompozicia reldcit
reflexivna reldcia
symetrickd reldcia
antisymetrickd reldacia
tranzitivna reldcia

reldcia ako orientovany graf

trieda ekvivalencie

disjunkiny rozklad
Ciastocné usporiadanie
poset

maximdlny prvok
minimdlny prvok
Hasseho diagramy
pokrytie prvku

obor definicie

koobor

obor funkcnych hodnot
argument

Sfunkcnd hodnota (obraz)
transformdcia

rovnost funkcit
Jjednotkovd funkcia
zloZend funkcia
inverznd funkcia
injekcia (jedno-jednoznacnd funkcia)
bijekcia

3.1. Zostrojte mnoZinu

usporiadanych dvojic pre reliciu RC AXA,

A={0,1,2,3,4} ,kde (x,y)€ R vtedy alen vtedy, ak

(@x=y,
b)x+y=4,

() x>y,

(d) x je delitel'né y.

3.2.Nech R= {(xy) x je delitelné y} je relacia pre X ={1,2,3,4,5,6} .

(a) Zostrojte mnoZinu usporiadanych dvojic pre tito relaciu,
(b) znazornite tito relaciu diagramaticky tak, ako je to vykonané na obr. 3.1,
(c) znazornite tdto relaciu grafom tak, ako je to vykonané na obr. 3.2,
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(d) reprezentujte reldciu pomocou bindrnej matice A z definicie 3.4.

3.3. Pre kazdu z nasledujtcich relacii R nad mnoZinou {1, 2,3, 4} zistite, ¢i je ref-

lexivna, symetrickd, antisymetricka, alebo tranzitivna.
@ {(2.2),(2.3).(2.4).(3.2).(3.3).(3.4)}
®) {(1 ) ( 2),(2.1),(2.2).(3.3).(4.4)}
© {(2.4).(4.2)}
(@ {(1,2> ( 3),(3.4)]
@ {(11),(2.2).(3.3).(4.4)}
) {(1.3).(1, ,(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}

3.4. Zistite, ¢i relacia R nad mnozinou vSetkych l'udi je reflexivna, symetricka,
antisymetrickd, alebo tranzitivna, priCom (x, y) € R vtedy a len vtedy, ak

(a) x je mensi ako y,

(b) x a y sa narodili v rovnakom dni,

(c) x ma rovnaké krstné meno ako y,

(d) x a y maju aspoi jednu dvojicu rovnakych starych rodicov.

3.5. Zistite, ¢i reldcia R nad mnoZinou vSetkych www stranok je reflexivna, sy-
metrickd, antisymetrickd, alebo tranzitivna, pri¢om (x, y)e R vtedy alen vtedy,
ak

(a) kazdy, kto navstivil tito stranku x, navstivil aj stranku y,

(b) neexistuje priame prepojenie medzi strdnkami x a y,

(c) existuje aspoii jedno prepojenie medzi strankami x a y,

(d) existuje strdnka, ktord obsahuje prepojenia tak na strdnku x ako aj na

stranku y.

3.6. Zistite, ¢i reldcia R nad mnoZinou redlnych cisel je reflexivna, symetricka,
antisymetricka, alebo tranzitivna, priCom (x, y) € R vtedy a len vtedy, ak

(@)x+y=0,

(b) x =y,

(c) x —y jeraciondlne ¢islo,
(d) x =2y,

(e) xy =0,

) xy =0,

(@x=1,

(hyx=1aleboy=1.

3.7. Zostrojte inverzni reldciu R Y x X pre relicie R C X XY , ktoré su $pe-
cifikované
(@) R={(x,y):;x <y} nad mnoZinou celych &isel,
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(b) R={(x,y):x jedelitelné y} nad mnoZinou kladnych celych &isel,
Xy ={123.)=N.

(c) R je relacia nad vSetkymi eurdpskymi Statmi, ktord obsahuje dvojicu
(x,y) vtedy a len vtedy, ak Stat x susedi so Statom y.

3.8.Nech P={(1,2),(23).(34)} a 0={(L1),(12).(2.1).(2.2).(2.3).(3.1).
(3,2),(3,3),(3,4)}, P,0C X xX sireldcie nad X ={1,2,3,4} . Najdite
(a) PUQ, PNQ,

(b) P-Q.0-P,
(© P. Q.
d P, 0™,

(e) PoQ, QeP,
® (Po0)", (QP)",
() P10, 0o P
3.9. N§jdite chybu v dokaze tejto vety:

Ak reldcia R € X X X je symetrickd a tranzitivna, potom je aj reflexivna.
Dokaz: Nech xe X , zoberte taky prvok ye X pre ktory (x,y)€ R . PretoZe R

je symetrickd relacia, potom taktiez ( y,x) € R . Pouzitim vlastnosti tranzitivnosti

reldcie R dostaneme (x,x)€ R, pretoZe (x,y),(y,x)€ R.

3.10. Nech R,S € X x X su reflexivne relacie. DokaZte alebo vyvrat'te tieto tvr-
denia:

(a) RUS je reflexivna relcia,

(b) RN S je reflexivna relécia,

(c) R—S je reflexivna relécia,

(d) RoS je reflexivna relacia.
3.11. Dokazte tieto tvrdenia:

(a) Reldcia RC X X X je symetrickd vtedy a len vtedy, ak R=R™",

(b) Reldcia RC X x X je antisymetrickd vtedy a len vtedy, ak RN R je

podmnoZinou ,diagondlnej* reldcie A ={(x,x);xe X},

(c) Reldcia R < X x X je reflexivna vtedy a len vtedy, ak R™' je reflexivna
reldcia,
(d) Ak je reldicia Rc X xX reflexivna a tranzitivna, potom pre kazdé

n>0plati,Ze R"=R,kde R"=RoRo...oR.
n—krat
3.12. Rozhodnite, ¢i f: R — R ak
(@) f(x)=1/x,
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®) f(x)=vx,
(©) f(x)=\/1+x2 .

3.13. N4jdite defini¢ny obor a obor hodnot funkcii:
(a) funkcia priradi kaZdému bitovému ret’azcu rozdiel medzi poctom
jednotiek a poc¢tom nil v ret’azci,
(b) funkcia priradi kazdému bitovému ret'azcu dvojndsobok poctu nil
v ret’azci,
(c) funkcia priradi (Standardnym spdsobom) kazdému bitovému ret'azcu
dekadické ¢islo.

3.14. Zistite, ¢i funkcie f:A— A, kde A={a,b,c,d}, sd injektivne a nakreslite
diagram zobrazenia podla obr. 3.11:

(@ f(a)=b,f(b)=a.f(c)=c.f(d)=d,

(b) f(a)=b.f(b)=b.f(c)=d.f(d)=c,

© f(a)=d,f(b)=b.f(c)=c f(d)=d
3.15. Zistite, ¢i funkcie f:N — N, kde N ={1,2,3,..} je mnoZina prirodze-
nych ¢isel, mdZu byt’ definované nasledujicim spdsobom:

(@ f(n)=n

(b) f(n)=n

() f(n)=1+ mteger(n/ 2), kde integer(x) je cela Cast’ redlneho &isla,

(d) £(n)

3.16. Nech f:A— B, zostrojte obor hodndt H, (A) € B kde A={-1,0,2,4,7},
pre
(@) f(x)=1
(b) f(x)=2x+1,
() f(x)=integer(x/5),
d f(x)= mteger( 1+x /3)

I’l

3.17.Nech f(x)=2x, zostrojte:
(a) f(A),kde A je mnoZina celych &isel,
(b) f(A),kde A je mnoZina kladnych celych &isel,
(¢) f(R), kde R je mnoZina realnych Eisel.

3.18.Nech f:A—B a g:B— C,dokazte, Ze ak funkcie fa g st injektivne,
potom aj ich kompozicia fog:A— C je injektivna funkcia.
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3.19. Zostrojte zloZené funkcie f(g(x)) a g(f(x)), kde f(x)=1+x" a

g(x)=x+2 st funkcie s oborom redlnych &isel.

3.20.Nech f(x)=ax+b a g(x)=cx+d, kde a, b, ¢ ad si konstanty, zistite,
za akych podmienok plati f (g (x))=¢g (f (x)).

3.21. Zistite, za ktorych podmienok existuje k funkcii f(x)=ax+b funkcia
inverznd f'(x).
3.22.Nech f:A— B anech A", A” C A. Dokazte platnost’ tychto formul:
(@ f(AVA")=f(A)o f(A),
b) F(ANA")C F(A)Nf(A7).
3.23. Nech f(x)= x” je funkcia s oborom nezipornych realnych &isel. Najdite
@ (1),
b) £ ({x0<x<1})
© f({xix>4}).
3.24.Nech f:A— B anech B’,B” C B . Dokazte platnost’ tychto formul:
@ f(B'nB")=f"(B)nf (B,
) f(B'UB)=f(B)uf(B).
325.Nech f:A— B anech B CB. Dokézte platnost formuly
F(B)=r"(B).kde B je BB a f(B') je A-H . (B).
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4 KOMBINATORIKA I

BINOMICKE KOEFICIENTY ® PERMUTACIE ® KOMBINACIE

Predmetom Stiidia tejto kapitoly budii zdklady kombinatoriky a jej jednoduché
Struktiiry — binomické koeficienty, permutdcie a kombindcie. Tieto Struktiiry
umoZnuju analyzovat rozne enumeracné problémy, pricom vysledkom tychto ana-
lyz sii jednoduché explicitné formuly pre pocet poZadovanych objektov.

4.1 BINOMICKE KOEFICIENTY A
PASCALOV TROJUHOLNIK

POCET CIEST NA
MRIEZKE

PRIKLAD 4.1.

Budeme Studovat’ svet na ortogondlnej mriezke, na tejto mrieZke mame umies-
tnené dva body S a G, nasou tdlohou je urcit’ pocet vSetkych moznych optimal-
nych ciest z bodu S do bodu G po hrandch mriezky (pozri obr. 4.1). Nech surad-
nice bodov S a G su (i) resp. (k,l), kde i, j, k al st kladné celé Cisla (celoCiselné
suradnice) potom vzdialenost’ medzi bodmi S a G je ur¢end vztahom

d(S,G)=|i—k+|j-1 (4.1)
Pomocou tejto metriky' moZzeme definovat’ aj pojem optimdlna (alebo minimdl-
na) cesta, ktora spaja body S a G: je to taka cesta, ktorej diZka (podet hran orto-
gonalnej mriezky) je urcend vztahom (4.1). Z obr. 4.1 vyplyva, Ze dana cesta je
pre i<k a j<I optimilna vtedy a len vtedy, ak je neklesajica, t. j. neobsahuje tdsek
v ktorom by hodnoty bud’ prvej alebo druhej stiradnice klesali.

Zistite, kol'’kymi optimalnymi cestami sd spojené dva body S a G na ortogondalnej
mriezke zndzornenej na obr. 4.1.

!V matematike je metrika taka funkcia d(x,y), ktord je (1) pozitivne definitnd, d(x,y)=0, pri¢om rovnost’ plati len pre
x =y, (2) symetrickd, d(x,y) = d(y,x), a (3) spliajiica ,.trojuholnikovii* nerovnost’, d(x,y)+ d(y,z) = d(x,z).
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OBRAZOK 4.1.
OPTIMALNE CESTY
NA
ORTOGONALNEJ
MRIEZKE

OBRAZOK 4.2.
URCENIE POSTU
OPTIMALNYCH
CIEST

cefta,

cesta,

P
Y

(%)

1 2 3 4 5
Svet na ortogonalnej mriezke, na ktorej st umiestnené dva body S a G. Nasim ciel'om je zistit,
kol’ko existuje optimdlnych (minimélnych) ciest, ktoré spdjaju tieto dva body. Horizontalne
a vertikdlne Ciary sd indexované kladnymi celymi Cislami, ktoré Specifikuji polohu uzlov
mriezky pomocou usporiadanych dvojic kladnych celych &isel, tak napr. bod S ma siradnice
4,4).

(fm,jn = f;+l.j + ﬁ_HJ

i+1

(A) Diagram znazoriiuje urcenie pocCtu optimdlnych ciest, ktoré koncia vo vrchole (i+1,j+1),
ktory je jednoducho urceny stctom poctov optimdlnych ciest do vrcholov (i,j+1) (i+1,)).
(B) Znazornenie konstrukcie celového poctu ciest z vrcholu S do vrcholu G na vyseku sveta
ortogonélnej mrieZky z obr. 4.1. Cislo uvedené v pravom hornom vrchole, 2002, je celkovy
pocet optimélnych ciest z S do G.

Na obr. 4.2 je znazorneny vysek ortogonilneho sveta z obr. 4.1. Budeme postup-
ne pocitat’ pocty minimalnych ciest medzi vychodiskovym bodom S a bodmi,
ktoré lezia medzi tymto bodom a koncovym bodom G. Ohodnotenie vrcholu
s dvojicou indexov (ij) je oznacené f;;. Postupujeme tak, Ze predpokladdme, Ze
mame uZ ohodnotené vrcholy, ktoré si vzdialené od vrcholu S od hran,
v nasledujicom kroku budeme ohodnocovat’ vrcholy so vzdialenostou d+1 pou-
Zitim formule
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DEFINICIA 4.1.
BINOMICKY

KOEFICIENT (&~

OBRAZOK 4.3.
PAascaLov
TROJUHOLNIK
SCITANIM

A BINOMICKYMI
KOEFICIENTAMI

fi+1,j+1 = fi,j+1 + fi+1,j 4.2)
Tento postup opakujeme tak dlho, aZ sa dostaneme do koncového bodu G. Vy-
sledok tohto procesu je zndzorneny na diagrame B obr. 4.2. Koncovy vrchol G je
ohodnoteny ¢islom 2002, to znamend, Ze z vrcholu S do vrcholu G existuje 2002
rdznych ciest.

Schéma vypoctu koeficientov f; videalizovanej podobe je znidzornenid na
obr. 4.2, diagram A, cely vypocet je zndzorneny na diagrame B.

Binomicky koeficient pre i > j =0 je definovany ako podiel

(ij ! 43)
i) i) '

Binomické koeficienty sd jednoduchym spdsobom reprezentované pomocou Pas-
calovho® trojuholnika, pozri obr. 4.3. Tento diagram je zaloZeny na postupnej

realizacii formuly (4.2). Jedn4 sa vlastne o pootocenie (v smere hodinovych ruci-
¢iek) diagramu A na obr. 4.2, okolo vrcholu S o uhol 3m/4 . Vyjadrenie koefi-

cientov f; pomocou binomickych koeficientov je zaloZené na identite (pozri

obr. 4.3, diagram B)
i+j-2
fi=l . 4.4)
j-1
pricom indexy i aj si ohrani¢ené podmienkou i, j >1. Koeficienty f;; , ktoré ne-

vyhovujud tejto podmienke, st pre konStrukciu Pascalovho trojuholnika nepod-
statné, pretoze, obrazne povedané, Pascalov trojuholnik je zostrojeny z vrcholu
pyramidy smerom dole.

1] 1
{0‘21 m:l
{2\:/1 \,2 —/z \,2\‘71
0 kl)_ kz)_
(31_/1 »\,3\2 \r3\/ AN 3\‘
PUNST SR C NI
{4 [4 7/ (4) N Nig
o]=1 L1 =4 ‘ ‘:6 3= 4J:1
"sl/\ N \5‘/\1\’5\/“\/5/\ (5
= Tl=s = - "= 2l
\0) 1 \l] [ZJ 10 \3Jil[) \4}75 {i}_l
A B

(A) Pascalov trojuholnik, ktorého jednotlivé ¢leny st zostrojené tak, Ze pre dant polohu zis-
kame aktudlny c¢len tak, Ze s¢itame dva susedné vyssie ¢leny. (B) Pascalov trojuholnik vyjad-
reny pomocou binomickych koeficientov.

Porovnanim diagramov A a B na obr. 4.3 zistime, Ze binomické koeficienty vy-
hovuji podmienkam z tejto vety:

% Blaise Pascal (1623-1662), franctzsky matematik, fyzik a filozof, je pokladany za zakladatela modernej teGrie
pravdepodobnosti (v rdmci ktorej objavil aj ,,Pascalov trojuholnik), vo fyzike formuloval zdkon, ktory je
v sticasnosti zndmy ako ,,Pascalov* zdkon tlaku a ktory tvori jeden zo zdkladov hydrauliky. Ako 19-ro¢ny mladik
zostrojil jednu z prvych fungujicich mechanickych kalkulaciek. Vo filozofii sa venoval ndboZenskej tematike.
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VETA4.1.
BINOMICKE
KOEFICIENTY —
PODMIENKY

&

VETA 4.2.
(BINOMICKA VETA)

&

Binomické koeficienty spifiaji podmienky

B (4.50)
0) \k)” >
o [ B (4.5b)
1) \k=1)" '
k ( k .
= | (prei=0,1,....k) (4.5¢)
i k—1i
[kj [k (k+1
A F 2t (4.5d)
i i+1 i+1

Dokaz tychto vlastnosti priamo plynie z definicie (4.3) binomickych koeficien-
tov. DokadZeme (4.5d) (ktord sa nazyva Pascalova identita a je prepisom formul
(4.2)a4.4)
(k+1j_ (k+1)! K(k+1) ok (k+1)
i+1

- (k—i)!(i+'1)! - (k—i)'!i!(i+1) (k=i)h! (z"+1)
(k—ki!)!i!(l-l-l()ii(ll)c_l) - (k—ki!)!i!(H ]:;;J=[fj+[zilj

Binomické koeficienty st vyznamné v algebre, kde umoziiuji v kompaktnom
tvare vyjadrit’ n-td mocninu suctu (x + y).

2 w2

Nech x a y st 'ubovol'né redlne ¢isla a n je kladné celé Cislo, potom

(x+y) = i(?jx”‘fyf (4.6)

Jj=0

Dékaz tejto vety mozno vykonat” pomocou indukcie. Zvolime podstatne jedno-
duchsi postup, ako dokazat' binomickd formulu, ktord je vel'mi blizko spita
s tlohou ndjst’ pocet optimalnych ciest, ktoré spajaju dva vrcholy na ortogonalne;j
mrieZke. PoloZme si otdzku, kol’kymi spdsobmi moZe byt realizovany stéin x'y’
Z mocniny (x + y)" . Tento stcin mozZe byt vytvoreny dvoma elementarnymi ope-
raciami z Ciastoénych vysledkov x"'y’ a x'y’™ nasobenim premennou x resp.
premennou y
Xy x s Xy, Ay y s Xy

Tento jednoduchy vysledok moZeme pouZit’ aj na vypocet poctu sposobov kon-
Strukcie stcinu x'y’, pozri obr. 4.4. Nech symbol N (xi y’ ) oznaduje pocet spd-
sobov konstrukcie sti¢inu x'y’, potom plati (porovnaj s formulou (4.2))

N(xiyj)=N(xi_1yj>+N(xiyj_1> “4.7)
MbzZeme teda uzavriet, Ze Pascalov trojuholnik a trojuholnik na obr. 4.4 si ekvi-
valentné, CiZe porovnanim obr. 4.4 s obr. 4.3, diagram B, dostdvame, Ze pocet
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n—j

, n
moznych konstrukcii ¢lena x"’y’ je ureny binomickym koeficientom [ .j,
J

alebo

(x+y) =(x+y)(x+y)= [g)x +[zj”_1y +[3Jx"_2y2 ++[Zj y"

n—krat

n n R
— n=j\,J
Z(J g

Tymto sme dokazali formulu (4.6).

OBRAZOK 4.4.
PAscALOV
TROJUHOLNIK PRE
SPOSOBY
KONSTRUKCIE
SUCINOV x'y’

Verzia Pascalovho trojuholnika pre vypocet spdsobov konstrukcie siéinov x'y’ . Sikmé iary

idiice z pravej do l'avej strany (z Favej do pravej strany) vyjadruji sqin premennou x (y). Cisla

uvedené v l'avej strane ovélov st rovné, podobne ako v Pascalovom trojuholniku, binomickym

koeficientom (Z]

J

PRIKLAD 4.2. Zostrojte rozvoj (x + y)4 )

Pouzitim binomickej vety dostaneme

t(4 o 4 4 4 4 4
(x+y)4=2 . x4a/y_/: x4+ x3y+ x2y2+ X y3+ y4
m\J 0 1 2 3 4
=x"+4x’y+6x7y* +4xy’ +y*

PRIKLAD 4.3. AKy je koeficient x>y v rozvoji (x+ y)25 ?

Z binomickej vety dostaneme, Ze tento koeficient je uréeny

25 25!
=——=5200300
13 13112!

PRIKLAD 4.4. AKy je koeficient x>y v rozvoji (2x-3 y)25 ?

Pouzitim binomickej vety dostaneme



84

4 Kombinatorika I

VETA4.3. (& “

VETA4.4.
REKURENTNE
VZTAHY BINOM.
KOEFICIENTOV

PRIKLAD 4.5.

25

2+ (20" =3[ Jra™ ()

=0
Potom koeficient, ktory sa nach4dza pri ¢lene x'°y", je

25 !
22 (=3)" = =2 9135 _ _174493112729600
13 13112!

Nech n je nezdporné celé Cislo, potom
. (n
Z[ ) =2" (4.8)
j=o\J

Tato formula je jednoduchym désledkom binomickej vety (4.6), ked’ poloZime
x =y =1. Takto mdZeme zostrojit’ mnozstvo analogickych formul, tak napriklad,

ak polozime x=1ay =2, potom

(1+2) = Z(”sz =3 (4.9)

j=0\J
Alebo, ak polozime x =1 a y = -1, potom

j=0 j=0

n n n n n n
+ + +..= + + +... (4.10b)
0 2 4 1 3 5
kde [x] je horna cela Cast’ redlneho ¢isla x.
N A (4.11a)
jt1) j+1j

[”.1}.”.1 [lj (4.11b)
J i—j+1j

Tieto rovnosti méZu byt jednoducho odvodené priamo z definicie binomickych
koeficientov

i+1) i+t i+1 i+l (i
J)NiH= ) i) il i+l

UkéaZeme jednoduchy ilustra¢ny priklad pouZzitia vztahov (4.11) pre jednoduchy
rekurentny vypocet binomickych koeficientov. Ako ilustridciu uvedieme vypocet

alebo

Binomické koeficienty spinajd

5
koeficientov [j, pricom bude vychddzat zo znamej hodnoty koeficienta
J

B
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6. krok:

(D)-(o3)=36)-s

B

4‘ BREAEHE

A

T ek
(

Formula (4.11a) poskytuje nulové binomické koeficienty (l,), pre i < j. Tento
J

spdsob vypoctu binomickych koeficientov méZeme charakterizovat’ tak, Ze sme
pocitali koeficienty v 5. riadku Pascalovho trojuholnika. Alternativna formula
(4.11b) umoziuje prechod medzi dvoma susednymi riadkami v Pascalovom troj-

uholniku. Tak napriklad zo znameho koeficienta Gj spocitame koeficient (?)
6| (5+1)_6(5)_ 6
1) L1 ) s\1)
Vyznam tohto rekurentného spdsobu vypoctu binomickych koeficientov spociva
N . , - 100) . . L
v tom, Ze ak potrebujeme poznat’ napr. koeficient 3 | jeho priamy vypocet
z definicie (4.3) nardZa na vel'ké problémy s presnostou aritmetiky v pocitacoch.

Preto je v§hodné vychddzat zo znameho koeficienta (”())0) —1, pouzitim (4.11a)

postupne vypocitame koeficienty (1(1)0) =100, (100) =4950, (120) =161700.

2
. L o , 100 100! . L .
Priamy vypocet v pocita¢i podl'a vzorca 3 = o713 je vramci Standardnej

aritmetiky pocitaca nerealizovatel'ny.
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VETA 45. (&~ (’” + ”j _ Z(rm j ["j (4.12)

(VANDERMONDEO r imo\I' —1)\1
VA” IDENTITA)

Dokaz tejto vety vykondme pomocou binomickej vety 4.2, uvaZzujme vyraz
(14 x)" (1+x)" =(1+x)""
Na obidve strany aplikujeme formulu (4.6)

(1+x)m+" =§[m+njxr

r=0 r
Porovnanim pravych strin tychto vyrazov dostaneme formulu (4.12)

Ak poloZime v (4.12) m =n ar = n, potom dostaneme novu identitu pre bino-

mické koeficienty
2n _Z": n n _Z": n\
n) “n-illi) =\i

z w2

Nech n = r st nezdporné celé ¢isla, potom
n+1 2(j
= Z (4.13)
r+1) Z\r

Vetu dokdZeme opakovanim pouzitim Pascalovej identity (4.5d)

G
)
)

VETA4.6. (& “

Potom plati

3 Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) franciizsky matematik, fyzik, technolég a politik. V priebehu
rokov 1771 az 1772 publikoval tri prace, v ktorych sa zaoberal tedriou koretiov algebraickych rovnic. Na zaver
svojho Zivota bol aktivnym politikom Francuzskej revolicie, zastdval vyznamné funkcie vo vlade.
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VETA4.7.
(MULTINOMICKA

VETA) (B

PRIKLAD 4.6.

Nech n je kladné prirodzené Cislo, potom pre F'ubovolné redlne x;,x,,...,x, plati

n n!
(xl +X, ot x ) =Y X (4.14)
P ml.n! P
n'n,l.n)!
kde suma ide cez vSetky nezdporné indexy ni, no, ..., n,, ktoré vyhovuji pod-
mienke n, +n, +..n, =n.

Dokaz tejto vety vykoname tak, Ze binomickd formulu (4.6) prepiSeme do iného
tvaru, ktory budeme pokladat’ za induk¢nd hypotézu.

PR 1 nl
(xl +x2> = Z[J}ﬁ Xy = Z n 'xllxzz (%)
Jj=0 ny,ny

172
kde sumdcia ide cez nezdporné indexy, ktoré vyhovuji podmienke n, +n, =n.

Tuto formulu, ktoré je formalnym prepisom binomickej formuly, aplikujeme pre
rozklad n = 3, pricom pouZijeme substiticiu x, — (x2 +x3). Dvojnasobnym po-

uzitim hypotézy (#) dostaneme

(5 +(x+x)) =i[’;}l""(xz+xs)j _y TL! Y-

j=0 nom Ty 1
_Z n! Z o z n! m o
- n'n i m'm'x2 i n'n'm'm'xl %%
nyny Moy ety . my,my b3 ny,my,my, 10 2T . 20003
n! n, n- n-
= 1 2 3
= A Xy Xy

n.n!
ny oy, Ty 21y H

Tento postup mdZeme opakovat tak dlho, aZ ziskame formulu (4.14) pre dané n.

5
Zostrojte koeficient pri x*vo vyraze (1 -x+ 2x2) .

Pouzijeme formulu (4.14)
2 5 _ 5' n _ n, 2\
(1—x+2x) _nl,nZz,njz()—nl !nz!n3!(1) (—x) (Zx)
(-1 2

ny,ny ,ny 20 nl !nz !n3 !

(%)

ny+2ny

=5l

pricom sumacné indexy vyhovuji podmienke n, +n, +n, =5. PretoZe nds zau-
jima koeficient pri x*, suma¢né indexy musia vyhovovat dalSej podmienke
n, +2n, =4, potom pripustné hodnoty sumacnych indexov su: (3,0,2), (2,2,1) a
(1,4,0). Dosadenim tychto pripustnych indexov do formuly (&%) dostaneme expli-

citny vyraz pre koeficient pri x* v rozvoji (1 —x+2x° )

2 1 0
5!( 2 + 2 + 2 j=105
310120 2121 11410
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4.2 PERMUTACIE A KOMBINACIE

DEFINICIA 4.2.
PERMUTACIA

&

PRIiKLAD 4.7.

ALGORITMUS 4.1.
NAHODNE
GENEROVANIE
PERMUTACIE

Permutdcia mnoZiny A={0,,0,,...,0,} obsahujicej n roznych objektov, je uspo-
riadand n-tica objektov z tejto mnoZiny, P = (Op. 10, 10, ) . Usporiadana r-tica

(kde 1<r<n) objektov z mnoZiny A sa nazyva r-permutdcia (alternativne va-
ridcia r-tej triedy z n prvkov).

Permutécia P byva v mnohych pripadoch stotozilovand priamo s indexmi p; , pre-
to budeme permutaciu aj oznacovat’ takto

1 2 ... n
P =[ j (4.15a)
P P, - Dy

alebo v zjednoduSenom tvare

P=(p,. Py, (4.15b)

Permuticiu v tvare (4.15) mdZeme taktieZ interpretovat’ ako bijektivne zobraze-
nie mnoZiny A={1,2,...,n} naseba, P: A— A, pozri obr. 3.16.

Navrhnite algoritmus pre ndhodnd genericiu permuticie n objektov. Podmienka
»hdhodnosti“ generovanej permuticie spociva v tom, Ze ak by sme algoritmus
pouzili M-krdt, M — oo, potom pravdepodobnost’ prob(p, =k), Ze v pozicii
i bude kladné celé Cislo 1<k <n, p;=k, md asymptoticki hodnotu rovnaku pre
kazdé i
ViVvk| li b(p, =k)= !

i (Mlinmpro (p, = )—;)
Tito podmienku nie je 'ahké dodrzat’ pri navrhu algoritmu schopného tplne na-
hodne generovat’ permuticiu. Jednu z moZnych implementécii takého algoritmu
uvddzame v Pascale

for i:=1 to n do e;:=1;
for i:=1 to n do
begin k:=random(n-i+1)+1;
Dii=€k;
for j:=k to n-i+l do ej:=ej,1;

end;
Algoritmus je inicializovany vytvorenim postupnosti e= (1,2, ...,n) . Potom
pre i=1,2,...,n vygenerujeme nidhodné ¢islo k zintervalu <1 ,n-1+1>,

poloZime p;:=ey, priCom Cast postupnosti sindexmi z intervalu
<k+1,n-i+1> sa posunie o jeden ¢len vlavo (zaplni sa prazdne miesto po po-
uzitom ey).
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OBRAZOK 4.5.
NAHODNE
GENEROVANIE
PERMUTACIE

PRIKLAD 4.8.

ALGORITMUS 4.2.

SYSTEMATICKE
GENEROVANIE
VSETKYCH
PERMUTACII

e
112]3]4]
[1[3]4] |
=3 [2]4[t] | [afs[ [ ]
i=4 [2]4]1]3 [3] | |

Priklad ndhodného generovania permuticie 4 objektov. Z pomocnej postupnosti e v kazdom
kroku i vyberieme ndhodne element (vysvietené okienko) a pouZijeme ho do tvorby permuta-
cie p.

D
i=1 2| |

=2 [2[a] 1]

Navrhnite algoritmus pre systematické generovanie vSetkych permuticii n ob-
jektov.

Naivné rieSenie tejto dlohy spociva v pristupe, Ze sa napiSe n do seba vnorenych
cyklov premennych py, p,, ..., p,, testovanim zostrojime takd postupnost’ tychto
premennych, Ze ich ¢iselné hodnoty su rdzne (t. j. neexistuju také i # j, aby p; =
p))- Tento algoritmus musi zostrojit' n" postupnosti, aby z nich testovanim vybral
n! korektnych postupnosti reprezentujicich permutécie. NavySe, Struktira algo-
ritmu sa meni s dimenziou tlohy n; napriklad, ak zvd¢sime n na n+1, potom mu-
sime pridat’ d’al$i vnoreny cyklus pre premennt p,,;. Na prekonanie tychto algo-
ritmickych problémov s konstrukciou vsetkych permuticii pouZijeme metédu
prehladdvania do hibky, ktord sa systematickym spdsobom pohybuje po strome
rieSeni, pricom na konci kazdej vetvy stromu rieSeni mdme zostrojent postup-
nost’ ¢isel py, pa, ..., pu, ktord reprezentuje novi permuticiu. PouZity algoritmus
je univerzalne platny pre kazdé kladné n.

Uy:={1,2,...,n};
while d>0 do
if Ug#{} then

d:=1;

begin pg:=get_element (Ug); Ugq:=Ug-{pa};
if d<n then
begin d:=d+1;
Ud::{lrzr .« . rn}_{ P1,P2, ... rpd—l};
end else print(pi,P2, .- -,Pn);

end else d:=d-1;

Premenna d uréuje hibku prehladdvania. Pre kaZdd hibku prehl'addvania d sa
definuje novd mnozina indexov Us, z ktorej sa vyberaji kandidati na prediZenie
postupnosti o jeden ¢len. MnoZina Ug sa zostrojuje tak, aby neobsahovala indexy
z aktudlnej postupnosti indexov, takZze nemusime neustale testovat,, ¢i novy pri-
dany index sa rovnd niektorému predchidzajicemu indexu z postupnosti. Algo-
ritmus kon¢i, ked’ mnoziny kandidatov U;, U,, . . ., U, su prazdne. Aktivaciou
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OBRAZOK 4.6.
STROM
KONSTRUKCIE
PERMUTACII

VETA 4.8.
R-PERMUTACIE

V=

OBRAZOK 4.7.
2-PERMUTACIE Z
4 OBJEKTOV

PRIKLAD 4.9.

PRIKLAD 4.10.

procediry - funkcie get_element (A) dostaneme element neprdzdnej mnoZi-
ny A. Beh algoritmu pre n=3 je znazorneny na obr. 4.6, kde je uvedeny strom
rieSeni pre danu dlohu a preruSovanou orientovanou ¢iarou je zndzorneny pohyb
algoritmu po celom strome.

TN (O NS 2
vl v lav e vlae s ol
d=3 3. 2 3 2 1

133 12 213 231 32 3i
Strom rieseni kongtrukcie vietkych permutacii pre n=3 metédou prehPaddvania do hibky.

Pocet r-permuticii mnoZiny n objektov je

N(nr)=n(n=1)(n=2).(n-r+1)=—"

(n—r)!

Dokaz tejto vety je jednoduchy. Prvy element permuticie mdze byt vybrany
zmnoZiny A n sposobmi. Potom ndm zostdva n-1 sposobov vyberu druhého
elementu atd’., pozri obr. 4.7.

(4.16)

{1,2,3,4}
/(1)\ 2) 3) 4) 4 spésoby
(1,2) (1,3) (1.9 2,1) 2,3) 24) 3,1) 32) 3.4) (4,1)42) 4.3 3 sposoby

N(4,2)=4x3=12
Znézornenie tvorby 2-permuticii z mnoZiny 4 objektov.

Kol’kymi moZnymi spdsobmi mozZno vybrat’ prvych troch vitazov siut'aze, do kto-
rej sa prihlésilo 100 uc¢astnikov?

PretoZe je podstatné, ktora osoba bude odmenend prvou, druhou alebo tret'ou
cenou, pocet spdsobov vybery prvych troch odmenenych je Specifikovany poc-
tom 3-permuticii zo 100 objektov

N(100,3) =100-99-98 =970200

Nech na Sportovom podujati sa zicastiiuje 8 pretekarov. Vitaz bude odmeneny
zlatou medailou, pretekar, ktory skonci na druhom mieste bude odmeneny strie-
bornou medailou a pretekar, ktory skon¢i na tretom mieste bude odmeneny bron-
zovou medailou. Kol’kymi réznymi spdsobmi moZu byt odmeneni pretekari tro-
ma medailami?
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DEFINiCIA 4.3.
R-KOMBINACIA

&

PRiKLAD 4.11.

VETA4.9. (B~

PoCET
R-KOMBINACI{

,KOMBINATORICKY
DOKAZ"

PRIKLAD 4.12.

Celkovy pocet troch pretekdrov, ktorf si odmeneni medailou sa rovnd poctu
3-permutécii z 8 objektov, N(8,3)=8-7-6=336.

r-kombindcia elementov mnoZiny A={o0,,0,,..,0,} je podmnoZina, ktord obsa-

. /7
huje r elementov, A" = {Op. 0, ""’Op,} cA={o,,0,,...,0,}.

Tak napriklad, pre A={1,2,3,4,5,6} je podmnoZina A"={2,4,6] 3-kombindciou
z A. Polet r-kombindcif z mnoZiny obsahujicej n elementov je oznaceny veli¢i-
nou C(n,r).

Vytvorte vietky mozné 2-kombindcie elementov z mnoZiny A ={a,b,c,d} . Po-

tom existuje C(4,2) = 6 2-kombinécii, ktoré si reprezentované podmnoZinami
{a,b}, {a,c}, {ad}, {bc}, {bd} a{cd].

Pocet r-kombindcii z mnoZiny n objektov (alternativny ndzov je kombindcie r-tej
triedy z n prvkov) je

C(n,r)z[ng(nL (4.17)

r —r)ir!

Dokaz tejto formuly je jednoduchy a je zaloZeny na tom, Ze podl'a vety 4.8 po-
zname pocet r-permuticii N(n,r), pretoZe permuticie si zavislé na poradi r ele-
mentov, musime ¢islo N(n,r) podelit’ N(r,r) = r!
N(n,r) nlY(n-r)! ! n
C(nr)= ( )= /( )= n _ )
N(rr) rY(r=r)t rli(n-r)t \r
Tymto sme dokdzali, Ze pocet r-kombinicii nad mnoZinou, ktord obsahuje n ele-

. Y c 1 . . n
mentov, je uréeny binomickym koeficientom [ ) .
r

Jeden z fundamentilnych pojmov kombinatoriky je ,kombinatoricky dokaz™, je
to taky dokaz, ktory minimalizuje pouzitie algebraickych metéd (napr. formuil
Specifikujicich vlastnosti binomickych koeficientov), ale skor je zalozeny na
argumentoch ,spocitania®“ a ,zahrnutia“ elementov, pricom sa vychadza
z elementarnych pojmov kombinatoriky, akymi si permutécie a kombinécie. Nie
vzdy je tento postup pouZitelny alebo Kkonceptudlne jasny, preto aj
v kombinatorike sa v mnohych pripadoch obraciame na Standardné algebraické
metddy zaloZené na dprave formil a dplnej indukcii.

Gymndazium X sa dohodlo s partnerskym gymnéziom Y, Ze usporiadaji spolo¢ny
tenisovy turnaj, na ktorom sa z kazdého gymnézia zucastni pit’ Studentov. Nech
gymnazium X (¥) ma k dispozicii 10 (15) hracov, kol’ko réznych spésobov obsa-
denia turnaja m6Zu gymnazia zostavit'?



92

4 Kombinatorika I

VETA 4.10.
PERMUTACIE
S OPAKOVANIM

&

MULTIMNOZINA

Gymnazium X mdZe zostavit' C(10,5) roznych timov a gymndzium Y mdZe zos-
tavit C(15,5) roznych timov, sidin tychto &isel ndm poskytuje pocet roznych

spOsobov obsadenia turnaja
10)(15
C(10,5)xC(15,5) =[ 5 J[ 5 j =756756

t. j. mdZu zostavit’ 756756 spdsobov obsadenia tenisového turnaja.

V mnohych pripadoch mame riesit' kombinatorické problémy, kde je povolené
opakovanie urcitych elementov. Ako priklad moZeme uviest’ retazec 6 znakov
AABBCC, stojime pred tlohou vypocitat’ vSetky moZné a neekvivalentné ret'az-
ce, ktoré moZu byt’ zostrojené z tohto ret'azca permuticiami jeho elementov. Prvé
intuitivne rieSenie tohto problému je, Ze existuje 6! r6znych ret'azcov, ktoré mézu
byt zostrojené permuticiami povodného retazca AABBCC. Této odpoved’ nie je
spravna, pretoZe ignoruje skuto¢nost, Ze retazce obsahuje tri dvojice (AA, BB a
CC) rovnakych znakov, ktoré nie st medzi sebou rozliSiteI'né. Preto musime po-
vodny vysledok opravit’ tak, aby obsahoval aj moznost’ opakovania tychto sym-
bolov, potom celkovy pocet neekvivalentnych ret'azcov je
6/(2!-21-21)=(2-3-4-5-6)/(2-2-2) =90

Pod permutéiciou s opakovanim budeme rozumiet’ len vytvaranie takych usporia-
danych n-tic z objektov mnoZiny A, ktoré si rozne, CiZze opakovanie n-tic
v dosledku prehodenia poradia rovnakych elementov v A je vylicené.

Pocet permutacii s opakovanim n objektov, medzi ktorymi je n; nerozliSiteI'nych
objektov prvého typu, n, nerozliSitelnych objektov druhého typu,..., a n, nerozli-
SiteI'nych objektov p-teho typu, pricom n, +n, +...+n, =n, je ureny

n!
(4.18)

mtl.n!
nlnyl.n!

Kombinatoricky dokaz je pomerne I'ahky, je zaloZeny na skuto¢nosti, Ze celkovy
pocet permutécii n objektov, ktory je rovny n!, je podeleny poctami permutacii
1. typu, 2. typu, ... , tymto sa implementuje skuto¢nost’, Ze objekty rovnakého
typu nie st odliSiteI'né. Naznaky nekombinatorického dokazu (4.18) boli pouzité
pri dokaze vety 4.7.

Problém zavedenia r-permuticii s opakovanim vyZaduje tento komentar:
Z definicie mnoZiny vyplyva, Ze kazdy element sa v mnoZine vyskytuje prave
jedenkrét. Nech a€ A, potom a¢ (A—{a}). Avsak pri §pecifikdcii r-permutdcif
s opakovanim pripiStame moZnost’, Ze niektoré elementy sa vyskytuji v mnoZine
aspon dvakrat. Tato konceptudlna nekonzistentnost' zavedenia r-permuticie je
formalne odstranend postuldtom, Ze mnoZina A je multimnoZzina, v ktorej je pri-
pustné opakovanie niektorych elementov. Tak napr. A={a,a,b} je multimnoZi-

na, ktord obsahuje element a dvakrat. MultimnoZina méZe byt formalne chapana
ako obycajna mnozZina, ked’ zavedieme indexovanie elementov, ktoré sa opakuju,
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R-PERMUTACIE
S OPAKOVANIM
BEZ
ANALYTICKEHO
RIESENIA

VETA4.11. (B~

R-PERMUTACIE
PRE K ZNAKOV

PRIKLAD 4.13.

VETA 4.12.
R-KOMBINACIE

Z KZNAKOV (&

napr. A ={al,a2,b} ; tymto indexovanim sd elementy dobre navzdjom odliSené.
Obvykle sa v literatire tento problém s opakovanim nespomina, je vSak dobré,
aby kazdy vedel, o ¢o sa jednd a ako sa to d4 riesit’ na formdlnej drovni tak, aby
pouZité formulacie boli korektné.

Problém urcenia poctu r-permutécii s opakovanim nie je vo vSeobecnosti riesi-
telny analyticky pomocou formiil, ako je tomu napriklad pri ureni poctu permu-
tacii n objektov s opakovanim pomocou formule (4.18). Preto, ak chceme riesit
nejaky konkrétny priklad zistenia po¢tu r-permuticii s opakovanim, musime po-
uzit’ pocitacovi enumeraciu tychto permutacii.

Uvazujme tento zjednoduSeny pripad r-permuticii s opakovanim. Chceme zo-
strojit’ usporiadand r-ticu, (o,0,...ar, ), kde jej zlozky oy sd brané z mnoZiny ob-

sahujicej k znakov, B ={0,,0,,..,0,].

Celkovy pocet r-permutécii obsahujtcich k znakov je
k" (4.19)

Vytvorme 2-permuticie s opakovanim nad mnoZinou znakov B ={a,b}, touto

mnozinou.

R® =(aa), B =(ab),P” = (ba), P = (bb)
PouZitim formuly (4.18) dostaneme pocet 2-permuticii
2° =4

Kombinacia s opakovanim v zjednodusenom pristupe moze byt chapana ako vy-
tvaranie mnoZiny, ktord obsahuje n elementov, pricom elementy si odliSite'né
podl'a k druhov. Pre ilustriciu tohto pojmu pokisme sa vytvorit mnoZinu, ktora
obsahuje n = 3 prvkov, pri¢om tieto prvky sd troch druhov, oznacené napr. a, b
a c. Takto Specifikované mnoZiny st

S, ={a,a,a}, S, ={a,a,b}, S,={a,ac}, S, ={b,b,b}, S, ={a,b,b},

S, ={b.b,c}, S, ={c.c.c}, Sy ={a,c,c}, S,={b,c,c}, S, ={ab,c}

Celkovy pocet r-kombindcif z k znakov je

r+k-1 4.20)
k-1 )

Kombinatoricky dokaz tejto vety spociva v predstave, Ze prvky mnoZiny
r-kombindcie z k znakov su usporiadané linedrne tak, Ze najprv idd prvé znaky,
potom druhé znaky atd’. Skupiny rovnakych znakov v tomto linedrnom utvare st
oddelené ,,separdtormi®, ktorych je k — 1. Tak napriklad, mnoZiny z vysSie uve-
deného ilustracného prikladu mdZeme upravit’ pomocou separatorov

S, ={a,a,a||} , S, ={a,a,|b|}, S, ={a,a,||c}, S, ={|b,b,b|}, S ={a,|b,b|} ,

S, ={|b,b|,c}, S, ={||c,c,c} , S ={a||,c,c} . S, ={|b ,c,c} » S ={a, b|,c}
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PRIKLAD 4.14.

ZHRNUTIE

Teraz je uz zrejmé, Ze pocet r-kombindcii z k znakov sa rovnd poctu umiestneni
k-1 separatorov na r + k — 1 miest, tento pocet je uréeny binomickym koeficien-
tom (4.20).

Korlko je usporiadanych rozkladov ¢isla 10 na 4 kladné s¢itance?

Predstavme si ¢islo 10 ako rad 10 jednotiek, medzi ktoré umiestnime 3 separato-
ry, pocet jednotiek medzi dvoma separdtormi urcuje jednotlivé s¢itance. Stojime
vSak pred problémom, ako zabezpecit, aby kaZzdy scitanec bol nenulovy, alebo
aby dva separatory nestdli bezprostredne vedla seba. Toto zabezpecime tak, Ze
z 10 jednotiek odoberieme 4 jednotky a rozdelime ich medzi jednotlivé s¢itance.
Tym mdme zarucent nenulovost’ kazdého scitanca, rieSenie ulohy potom uz mu-
sime len rozdelit’ pomocou troch separatorov 10 — 4 = 6 jednotiek, ¢o je urcené
binomickym koeficientom
[6 +4- IJ
=84
4-1

BINOMICKY
KOEFICIENT

PERMUTACIA

Binomicky koeficient pre i > j >0 je definovany ako podiel

)57

Koeficient ma pomerne jednoduchi geometricki interpreticiu ako pocet ciest na
ortogondlnej mriezke z vychodiskového bodu (1,1) do koncového bodu
(1+,1+j). Alternativny spOsob definicie koeficientov je pomocou Pascalovho
trojuholnika. Binomické koeficienty urcuju koeficienty v binomickej vete

(x+y) = zn:[n)x""y"
j=0\J

ktord sa matematickou indukciou jednoducho zovSeobecni na multinomickd vetu

n '
n: non, np
(xl + X, +...+xp) =Z—xl X)X
mlnyl.n!

Binomické koeficienty vyhovuji r6znym rekurentnym vztahom, ktoré podstatne
ul’ahcuji ich vypocet.
Permutdcia mnoziny n r6znych objektov, A = {ol ,02,...,on} je usporiadana n-tica

1

objektov z tejto mnoZiny, P = (op 10, 100, ) Permuticia P byva v mnohych

pripadoch stotoZiiovana priamo s indexmi p; , preto budeme permuticiu aj ozna-

¢ovat’ takto
[1 2 .. nJ
P=
pl p2 pn
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R-PERMUTACIA

KOMBINACIA

alebo v zjednoduSenom tvare
P=(p,,ps.-p,)

Usporiadand r-tica (kde 1< r <n) objektov z mnoZiny A sa nazyva r-permuticia.
Pocet r-permuticii mnoZiny n objektov je

N(nr)=n(n-1)(n=2)...(n—r+1)= n!

(n—r)!

Pocet permutacii s opakovanim n objektov, medzi ktorymi je n; nerozliSiteI'nych
objektov prvého typu, n, nerozliSiteI'nych objektov druhého typu,..., a n, nerozli-
SiteInych objektov p-teho typu, priCom n, +n, +...+n, =n, je uréeny

n!
nln)l.n!
Celkovy pocet r-permutdcii obsahujicej k znakov je k.
Kombinacia s opakovanim moZe byt’ chdpana v zjednodusenom pristupe ako vy-

tvaranie mnoZiny, ktord obsahuje n elementov, pricom elementy si odliSite'né
podl’a k druhov. Celkovy pocet r-kombinacii z k£ znakov prvkov je

r+k-1
k-1

KrUCOVE POIMY

CVICENIA

permutdcie r-permutdcia

kombindcie r-kombindcia

binomicky koeficient ,,kombinatoricky dokaz
Pascalov trojuholnik permutdcie s opakovanim
Pascalova identita r-permutdcie s opakovanim
Vandermondeova identita r-permutdcie pre k znakov
multinomickad veta r-kombindcie 7 k znakov

generovanie permutdcii

4.1. Ngjdite rozvoj (x+ y)5 pomocou kombinatorickych tvah, kol'kymi spdsob-
mi vznikajd pri rozvoji (x+ y)5 =(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+y) suciny
iyi

x'yl.

4.2. Ndjdite koeficient x*y’ v rozvoji (3x+2 y)l7 :
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4.3. Nech riadok v Pascalovom trojuholniku obsahuje binomické koeficienty
(1]?) pre 0<k <10 ma tieto ¢leny: 1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10,

1. PouZitim Pascalovej identity (4.5d) zostrojte nasledujici riadok.

4.4. John byva v New Yorku na Manhattane na rohu 5th Avenue a Sth Street.
Akl minimdlnu vzdialenost’ prejde do price rdno, ak jeho drad sidli na rohu 8th
Avenue a 12th Street? Kol'ko r6znych ciest ma tito minimédlnu vzdialenost’?

1
4.5. Dokdzte platnost identity k [ZJ - n[z J .

. . . (n)[T n\(n—k
4.6. Dokézte platnost’ identity = .
r)\k k)\r—k

4.7. Pouzitim identity (4.11a) spocitajte postupne binomicky koeficient (ljj,

pricom vypocet je inicializovany ,,pociatocnou hodnotou* binomického koefi-

cienta 15 =1
o)=L

4.8. Postup vypoctu binomického koeficientu z cvicenia 4.7 zovSeobecnite do
tvaru algoritmu Specifikovaného napr. v PseudoPascale pre vypocet binomického

koeficientu [;J kde i> j=>0. Diskutujte vyznam tohto algoritmu vzhladom

k algoritmu, ktory pocita binomické koeficienty pomocou ich definicie,

4.9. V Pascalovom trojuholniku je pre n-ty riadok urend pociatocnd Cast’ ¢lenov,
zostrojte nasledujici Clen tejto postupnosti: 1, 9, 36, 84.

4.10. Zostrojte koeficient ¢lena )c3y2z5 Z T0ZVoja (x +y+ z)m .

4.11. Nech A={a,b,c,d}, vytvorte

(a) vSetky permutacie vzhl'adom k tejto mnoZine,
(b) vSetky permutécie, ktoré koncia znakom g,
(c) vSetky permutécie, ktoré majui znak a prave raz.

4.12. Aky je pocet 5-permutécii nad mnoZinou A, ktord obsahuje 8 elementov,
|A|=87?

4.13. Kol'’ko moznosti existuje pre prvé tri pozicie v konskych dostihoch pre
12 koni?
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4.14. Kol’ko existuje binarnych retazcov dizky 10, ktoré
(a) obsahuju prave jednu jednotku,
(b) maximadlne tri jednotky,
(c) minimadlne tri jednotky,
(d) rovnaky pocet jednotiek a nul.

4.15. Kol’ko existuje permutécii nad retazcom ABCDEFG, ktoré
(a) obsahuju podretazec BCD,
(b) obsahuju podretazec CFGA,
(c) dva podretazce BA a GF,
(d) dva podretazce ABC a DE,
(e) dva podretazce DEF a ABG.

4.16. Kol'kymi sposobmi mdZeme usporiadat’ 8 muzov a 5 Zien tak, aby dve Zeny
nestéli vedla seba?

4.17. Na skuaske z diskrétnej matematiky bolo nutné vyhodnotit’ 40 jednoduchych
otdzok tak, Ze musia byt oznafené ako pravdivé alebo nepravdivé, priCom
17 otdzok je nepravdivych. Kolkymi roznymi spdsobmi moZu byt’ oznacené jed-
notlivé priklady za pravdivé a nepravdivé?

4.18. Na Ustave kognitivnej vedy naSej fakulty je zamestnanych sedem Zien
a devit’ muzZov.

(a) Kol’kymi spdsobmi mdZeme vytvorit’ Stitnicovi komisiu, ktord ma Sest’
¢lenov tak, aby mala rovnaky pocet muZov a Zien?

(b) Kol’kymi sposobmi moZeme zostavit' pat'¢lennid vedecki radu ustavu,
tak, aby obsahovala aspon jedného muza a jednu Zenu?

4.19. Anglickd abeceda ma 21 spoluhldsok a 5 samohldsok. Kol’ko retazcov diz-
ky 6 mdZeme zostavit’ nad touto abecedou tak, aby

(a) obsahovali prave jednu samohldsku?

(b) obsahovali prave dve samohlasky?

(c) obsahovali maximdlne jednu samohlasku?

(d) obsahovali maximélne dve samohlasky?

4.20. Kolkymi sposobmi mdéZeme vytvorit’ postupnost’ piatich znakov nad mno-
Zinou, ktora obsahuje tri elementy, ak opakovanie je povolené?

4.21. Kolkymi spdsobmi moZeme vybrat pidt elementov do postupnosti
z mnoZiny obsahujicej pit’ elementov, pricom opakovanie je povolené?

4.22. Kol’ko retazcov obsahujticich Sest’ roznych pismen mdze byt’ vytvorenych?
4.23. Kolkymi spésobmi mdZeme vybrat' 8 minci z detskej sporitel'ni¢ky (pra-
siatka), ktord obsahuje 100 jednokorunovych minci a 50 dvojkorunovych minci?

(Mince st inak nerozliSiteIné a nezaleZi na poradi vyberu minci, iba na sume ich
hodn6t.)
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5 KOMBINATORIKA 11

REKURENTNE FORMULY ® ALGORITMY ,,ROZDELUJ A PANUJ“ ®
METODA INKLUZIE A EXKLUZIE

Tdto kapitola je pokracovanim predchddzajiicej kapitoly a je zamerand na rozne
netradicné enumeracné metody typu rekurentnych formil, algoritmov typu ,,roz-
deluj a panuj“ a metody inkliizie a exkliizie.

5.1 REKURENTNE VZTAHY

UKAZKA
REKURENTNEJ
FORMULY

PRIKLAD 5.1.

Mnohé enumeracné problémy nie su rieSiteIné pouZzitim Standardnych kombina-
torickych metdd, ktoré boli prezentované v predchidzajicej kapitole. Jeden
z tychto ,,obtiaznych* enumeracnych problémov je vypocet poctu bindrnych re-
tazcov dizky n+1, ktoré neobsahujii sekvenciu dvoch niil (t. j. podretazec 00" sa
v tychto bindrnych retazcoch nesmie vyskytovat’). Nech symbol a, vyjadruje po-
Cet takychto binarnych retazcov. Pomocou jednoduchych tvah (ktoré budd po-
drobne Specifikované neskor) odvodime formulu

a,=a,,ta,,
Tento vyraz sa nazyva rekurentnd formula, ktoréd spolu s pociatocnymi hodnota-
mi a, =2, a, =3 urcuje postupnost’ {an} . Z tejto postupnosti sme ¢asto schopni
odvodit’ aj analytickd formulu pre veli¢iny a, ako funkciu argumentu n. Ako uvi-
dime neskor, tento pristup zaloZeny na rekurentnej formule je aplikovate'ny na
rieSenie Sirokého spektra enumeracnych problémov.

Nech pocet baktérii sa zdvojndsobi kazdd hodinu. Ak kolénia obsahuje
v pociatocnom Case 5 baktérii, kol'ko ich bude mat’ za n hodin? Pre takto Specifi-

kovany systém plati rekurentnd formula a, =2a,_,, ktord spolu s po€iato¢nou

n-172
podmienkou a, =5 jednoznacne uruje veliCinu a, pre kazdé kladné celociselné
n. Postupnym pouZitim rekurentnej formuly dostaneme a, =5-2, a, =2a, =
= 5(2)2 s s @, = f(n)=5(2)". Z tohto rieSenia vyplyva, Ze pocet baktérif rastie

exponencidlne vzhl'adom k ,,Casovej diskrétnej premennej n.
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DEFINICIA 5.1.
REKURENTNA
FORMULA

&

REKURZzIA

PRIKLAD 5.2.

ALGORITMUS 5.1.

REKURZIVNY
ALGORITMUS PRE
VYPOCET
FAKTORIALU

PRIKLAD 5.3.

Rekurentnd formula pre postupnost {a,} je rovnica, ktord vyjadruje n-ty ¢len

postupnosti a, pomocou predchadzajicich ¢lenov postupnosti, a,_,,a a

n=1>"n=22""""n-k
(k je celé kladné cislo)

a,=f(a, ;.a, 1rna,;) (5.1
a pociato¢nych hodndt prvych k elementov postupnosti, aq,,q,,...,a,_, . Postup-
nost’ {an} sa nazyva rieSenie rekurentnej formuly, ak jej jednotlivé ¢leny vyho-

vuju tejto formule.

Existuje tzky vztah medzi rekurentnou formulou a rekurziou. Rekurzivny algo-
ritmus zostrojuje pre dand hodnotu ,,premennej* n rieSenie pomocou rieSeni rov-
nakého problému pre menSie hodnoty premennej n. Rekurzivny algoritmus sa
ukonci, ked’ sa dosiahnu hodnoty premennej n, pre ktoré rieSenie uZz pozniame
(napr. ako pociato¢nd hodnotu). Ked' analyzujeme zloZitost’ rekurzivneho algo-
ritmu, dostdvame rekurentné formuly, ktoré Specifikuji pocet operdcii (obvykle
sucinov) potrebnych k ziskaniu rieSenia problému s hodnotou premennej n, po-
mocou poctu operacii potrebnych k ziskaniu rieSenia problému s mensimi hodno-
tami premennej 7.

Studujme jednoduchy priklad rekurzivneho algoritmu pre vypocet faktorialu,
ktory vyuZiva rekurentnd formulu n!=n(n-1)!, s potiatoénou podmienkou
0!=1

1 (n=0)

n(n-1)! (n21)
Téato formula je implementovanid v Pascale pomocou jednoduchej funkcie
s rekurzivnym volanim svojho ndzvu.

funct io (n:integer) : integer;

begin if n=0 therXFactorial:=1 else

qctorial:=n*(Factorial

(n-1);

end;

A

Nech postupnost’ {a,} je rieSenie rekurentnej formuly a, =a, , —a,_,, pre n=2,

3, ..., a nech po€iato¢né hodnoty st ag=3 a a;=5. Prvé ¢leny postupnosti {a,} s
n a, n a,
0 3 5 -2
1 5 6 3
2 2 7 5
3 -3 8 2
4 5

S
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ZLOZITE
UROKOVANIE

Pokisime sa odvodit’ analytickd formulu a, = f(n).

an

(200}
a
a|— dp
—a=a;—dyp—a; =—do
a3 —ay=-ag—(a; —ag) = -a;
as—az = —a; — (=ap) = — (a1 —ap)
as—a=ag—a; - (-a) = ag
as—as=ayg—(ag—a)) = a
a;—as=a;—(a)) =a,—ao

D I AN N ||V = OIS

Z tejto tabul’ky vyplyva, Ze analytickd formula, ktord urcuje jednotlivé ¢leny po-
stupnosti ma tvar

S (3)=(-1)" 4,
f(3k+1)=(-1)"q
S (3k+2)=(-1) (a, -aq,)
pre k=0,1,2, ...
Do banky sme uloZili 10000 EUR na ro¢ny trok 11%. Kol'ko penazi budeme
mat’ na ucte po 30 rokoch?

Nech veli¢ina P, je vyska vkladu po n rokoch, tito veli¢ina je Specifikovana re-
kurentnou formulou

P=P +011P_ =L11P
s poCiato¢nou podmienkou F, =10000. Ak rekurentni rovnicu rieSime postupne
(iteracne), dostaneme prvé ¢leny postupnosti rieSeni {P”}
P =111F,
P, =111P =(111) P,
P =L11P =(L11)' P,
P =111P_ =(L11)" R,

Platnost’ poslednej formuly pre P, mdZe byt verifikovanid pomocou matematickej
indukcie. Ak poloZime n = 30, potom dostaneme

P, =(L11)"- B = (111)" -10000 = 228922,97 EUR
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Fibonacciho ¢isla

FIBONACCIHO'

CiSLA

REKURENTNA
FORMULA PRE
FIBONACCIHO
CiSLA

Fibonacci v knihe Liber Abaci formuloval tito sldvnu ulohu: Na ostrove je
umiestneny jeden par zajacov (opa¢ného pohlavia). Zajace sa m6Zu mnoZit' az
vtedy, ked’ dosiahnu dospelost’ v 2 mesiacoch, potom kazdy mesiac produkuji
novy pér zajacov, pozri tab. 5.1.

Tabulka 5.1. Fibonacciho model zajacov na ostrove

mesiac reprodukcné pdry nereprodukcné pary celkovy pocet
1 A 1
3 758 S 2
g ‘f\ ,\’ ¢< w;{
4 &S A0 ACTR 3
s @b ah 2% &% 2% 5
7. W (, -
¢ (2% a&hah | &habhad dha 8

Ozna¢me pocet parov zajacov v mesiaci n symbolom (Fibonacciho ¢islom) F,
potom populécia zajacov moZe byt modelovand pomocou rekurentnych formul.
Na konci prvého mesiaca pocet parov je Fy = 1, pretozZe tento par v priebehu dru-
hého mesiaca nemdze mat’ potomkov, potom taktiezZ F, = 1. Pocet parov po n
mesiacoch je ureny rekurentnou formulou

F,=F_+F_, (n23) (5.2)

spolu s pociatoénymi podmienkami. Podl'a tejto rovnice, pocCet parov v mesiaci n
sa rovnd suctu poctu parov v predchidzajicom mesiaci a poCtu parov z pred
dvoch mesiacov (pretoZe, kaZzdy novorodeny par zacne plodit’ potomkov az po
dvoch mesiacoch). Prvych 12 Fibonacciho ¢isel je uvedenych v tab. 5.2.

Tabulka 5.2. Fibonacciho ¢isla

n F, n F,
1 1 7 13
2 1 8 21
3 2 9 34
4 3 10 55
5 5 11 89
6 8 12 144

! Leonardo Pisano, nazyvany Fibonacci, (11702 — 12407?), taliansky stredoveky matematik, ktory sa stal zndmy svo-
jou knihou Liber Abaci — Kniha o pocitadle (vydanou v r. 1202), v ktorej zozndmil eurépsku civilizaciu s arabskou
a indickou matematikou.
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Binarne ret’azce

BINARNE RETAZCE
NEOBSAHUJUCE
PODRETAZEC ‘00’

V predchadzajicej kapitole boli Studované kombinatorické metddy, ktoré sd za-
loZené na niekol’kych jednoduchych principoch a st schopné riesit’ jednoduchsie
enumeracné ulohy. Existuji v§ak mnohé enumerac¢né problémy, ktoré nie su rie-
Sitelné kombinatorickymi metddami. Pre ilustrdciu tejto skutocnosti Studujme
problém enumerécie bindrnych retazcov danej dizky n, v ktorych sa nesmi vy-
skytovat’ dve nuly za sebou. Ozna¢me mnoZinu takychto retazcov R,, pre n = 2,
3, tieto mnoZiny obsahuji bindrne retazce
R, ={11,01,10}

R, ={111,011,101,110,010}
R, ={1111,0111,1011,1101,0101,1110,1010,0110}

R{=R;-1 RY=R,10

MnoZinu R4 zostrojime pomocou mnoZzin R, a R3
R,=(R,-1)U(R,10) (5.3)
kde symbol (R5-1) sa interpretuje tak, Ze retazce z mnoZiny R; su roz§irené
osymbol “1” z pravej strany. Analogickym sposobom sa interpretuje aj druhy
symbol (R,-10) z pravej strany (5.3), ako rozsirenie retazcov z R, o podretazec
“10” z pravej strany. PodmnoZiny (R3-1) a (R,-10) su disjunktné (preco?), potom
pre mohutnost’ R, plati
|R,|=|R, 1| +|R, -10|=|R,| =|R,| +|R,]
Podrobnou analyzou mozZe byt ukdzané, Ze formula (5.3) mdZe byt zovSeobec-
nend do tvaru
R =(R_ -1)U(R_,-10) (5.4)
Tato formula ndm poskytuje predpis, ako tvorit bindrne retazce dizky i, ktoré
neobsahuji podretazec “00°. Pre mohutnosti mnoZin z (5.4) plati
IR|=|R.|+|R.,| (i=45.6..) (5.5)

kde pociatoéné hodnoty mohutnosti si |R,|=3,|R,|=5. Aby sme zjednodusili
formuly, zavedieme oznacenie q; =|R,.|, potom z (5.5) dostaneme rekurentnii
Jormulu, ktora uréuje mohutnosti d’al$ich mnozin R;

a=a_+a,, (i=45.6,..) (5.6)
pre a, =3,a, =5 . Postupnym pouZitim tejto formuly dostaneme ¢iselné hodnoty
veli¢in q; , ktoré su uvedené v tabul’ke

i a; i a;
2 3 7 34
3 5 8 55
4 8 9 89
5 13 10 | 144
6 21
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Nasim kone¢nym cielom je zostrojit’ analytickd formulu a, = f (i), ktord Speci-

fikuje pocet bindrnych retazcov dizky i, ktoré neobsahujii podretazec 00”. Po-
stupnym aplikovanim rekurentnej formuly (5.4) dostaneme

i a; i a;

2 a, 7 3a, +3a,
3 a, 8 5a, +8a,
4 a, +a, 9 | 8a,+13aq,
5 a,+2a, |10 | 13a,+2la,
6

2a, +3a,

Ak porovname v tejto tabulke Cisla pred pociatocnymi koeficientmi a, a as
s Fibonacciho koeficientmi z tabul’ky 5.2, dostaneme vSeobecni formulu pre a,
a,=F, ,a,+F,_,a, (pren>4) (5.7)

n-3

Hanojské veze

EDOUARD LUCAS

OBRAZOK 5.1.
HRA “HANOJSKE

VEZE”

POPIS HRY

Populdrna hracka z konca 19. storocia, ktord bola navrhnutd francizskym mate-
matikom Edouardom Lucasom (1842-1891). Principy tejto hry sd vysvetlené na
obr. 5.1.

1. kolik 2. kolik 3. kolik
pociatocny
stav
1. kolik 2. kolik 3. kolik
konecny
stav

Hra “Hanojské veze” obsahuje zdkladnu dosku, na ktorej st umiestnené tri koliky. Obsahuje n
kruhovych diskov s r6znym priemerom a otvorom v strede, pomocou ktorého sa daji navliek-

disk na mensom disku. RozliSujeme dve pozicie, vychodiskova pozicia a kone¢nd pozicia. Hra
spociva v ulohe pretransformovat’ pociato¢ny stav na kone¢ny pomocou postupného premies-
tiiovanie diskov cez postupnost’ povolenych pozicii.

Hra obsahuje n diskov, ktoré su v pociatocnej pozicii (stave) umiestnené na pr-
vom koliku. Dany stav sa nazyva pripustny vtedy, ak na 'ubovol'nom koliku nie
tahy (elementarne operacie prenesenia vrchného disku z kolika na iny kolik) mo-
Zu byt pouZité, aby sme dosiahli konec¢ny stav (cielovd poziciu), v ktorej su
vsetky disky umiestnené na tretom koliku. NaSou tlohou je zistit’ kol’ko potrebu-
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OBRAZOK 5.2.
ENUMERACIA
POCTU KROKOV
PRE RIESENIE
HANOJSKYCH VEZi

REKURENTNA
FORMULA PRE
POCET KROKOV NA
RIESENIE
HANOJSKYCH VEZi

jeme tahov na to, aby sme v hre obsahujiicej n diskov pretransformovali pocia-
to&ny stav na koneény stav’.

PN -

l H, | krokov

A S

l 1 krok

. | = _

l H, | krokov

D i

Enumericia poctu krokov potrebnych k pretransformovaniu pociatocnej pozicie (diagram A)
na kone¢nu poziciu (diagram D). Prvy medzistav (diagram B) je vytvoreny tak, Ze pomocou
H, | krokov presunieme n-1 diskov na druhy kolik, priCom najvicsi disk zostdva na prvom
koliku. V d’alsom kroku (diagram C) presunieme najvacsi disk na treti kolik. Tento medzistav
je pretransformovany pomocou H,_; krokov na konec¢ny stav. To znamen4, aby sme premiestni-
li n diskov z prvého kolika na treti kolik cez povolené pozicie, musime vykonat’ asponl 2H,,_+1

krokov.

(2H,_+1) krokov

UkéZeme jednoduchy postup pre konStrukciu rekurentnej formuly, ktora Specifi-
kuje minimélny pocet krokov potrebnych na to, aby sme pretransformovali pocia-
tocnd poziciu na konecnu poziciu. Tito veliinu pre hru obsahujicu n diskov
oznacime H,,. Postup je zndzorneny na obr. 5.2, kde sa predpoklad4, zZe hru vieme
rieSit’ pre n-1 diskov. Potom pociatocny stav A pretransformujeme pomocou H,,_
tahov na medzistav B, v ktorom n-1 diskov je premiestnenych na druhy kolik,
pricom najvacsi disk zostdva na pdvodnom prvom koliku. Nasledujici medzistav
C dosiahneme tak, Ze najvacsi disk premiestnime na treti kolik. V poslednej Casti
hry dosiahneme koncovy stav D pomocou H,.; tahov. Poznamenajme, Ze trans-

forméacie A—B a C—D su z pohladu hry obsahujicej n-1 diskov ekvivalentné,

2 Legenda, ktord sprevadza hru ,,Hanojské veze“, hovori o tom, Ze v budhistickom chrame, umiestnenom na tajnom
mieste v dZungli vo vietnamskych horéch, sa snaZia mnisi ukon¢it’ tito hru obsahujicu 64 zlatych diskov uZ mnoho
storo¢i. Veria, Ze ak sa im podar{ hru dokoncit (t. j. dosiahnut’ kone¢ny stav), nastane koniec sveta.
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ANALYTICKA
FORMULA NA
POCET KROKOV
NA RIESENIE
HANOJSKYCH
VEZi

PRIKLAD 5.4.

postup, ktory vedie na prvi transformiciu je moZné pouZit’ aj k druhej transfor-
macii. Tymto sme ukdzali, Ze potrebny pocet krokov na transformaciu A—D pre
n diskov je urc¢eny jednoduchou rekurentnou formulou

H, =2H,  +1 (5.8)
s pociato¢nou podmienkou H; = 1, ktora Specifikuje pocet tahov potrebnych na
rieSenie hry obsahujicej jeden disk’.
Rekurentnt rovnicu (5.8) budeme riesit’ pomocou iteracného postupu

H =2H, ,+1

=2(2H, ,+1)+1=2"H,_, +2+1

=2°(2H, ,+1)+2+1=2"H _,+2° +2+1
) ) (5.9)

=242 42" 4+2°
=2"-1
kde na zaver sme pouZili formulu pre suméciu prvych n ¢lenov geometrickej po-
stupnosti
"—1
l+g+q +.+q =2
g-1
ktord sa jednoducho dokaze tak, Ze ju vynasobime clenom (g - 1) a vykondme

naznaGené su&iny na lavej strane. Toto bol priamy dokaz formuly’ H ,=2"-1,

ked’ uz pozname rieSenie rekurentnej formuly (5.8), méZeme opakovane dokazat
tito formulu pomocou matematickej indukcie.

Enumera¢nii metédu pre tlohy hanojskych veZzi mdzeme pouZit’ aj pre implemen-
taciu rekurzivneho algoritmu na rieSenie tejto tlohy. Algoritmus obsahuje tri za-
kladné kroky:

1. krok: prenesenie n-1 diskov z prvého kolika na druhy kolik,

2. krok: prenesenie jedného disku z prvého kolika na treti kolik,

3. krok: prenesenie n-1 diskov z druhého kolika na tretf kolik.

Z tychto 3 krokov prvy a treti sti rovnaké tilohy ako povodn4, iba s menSim poc-
tom kolikov. Druhy krok je elementarny, je to len presun jedného disku. Kroky
1. a 3. rieSime tak, Ze ich znovu rozlozime do troch podkrokov, ale uZ s mens$im
poctom diskov. Konéime vtedy, ked” podobnym rozkladom do 3 casti ako pri
povodnej tlohe dostaneme uZ len elementéirne kroky. Jednoducha implementécia
v Pascale je zndzornena v nasledujicom algoritme:

3 Pre &itatela, ktory md problémy s akceptovanim hry obsahujiicej len jeden disk, méZeme pociatoéni podmienku
formulovat’ pomocou H, = 3, ktord Specifikuje pocet tahov pre dva disky. Prvy tah premiestni mensi disk na druhy
kolik, druhy tah premiestni va¢si disk na treti kolik, treti tah premiestni mens{ disk na treti kolik.

* Teraz sa mdZeme vratit' k mytu z druhej poznamky pod Garou. Minimdlny pocet tahov, ktoré potrebuji mnisi na
rieSenie tlohy s 64 diskami je 2% — 1 = 18446744073709551615 = 1.84x10". Pre jednoduchost’ predpokladajme,
Ze jeden tah trvad jednu sekundu, potom na rieSenie hry potrebujeme vySe 500 milidrd rokov, ¢o viac ako
30-nasobne prekracuje sicasny odhad trvania nasho vesmiru.
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ALGORITMUS 5.2. = program TowerOfHanoi;
HANOJSKE VEZE var n : integer;

procedure Hanoi (n,Tfrom,Tto,Tusing : integer) ;
begin if n > 0 then
begin Hanoi (n-1, Tfrom, Tusing, Tto) ;
writeln('move',Tfrom:1,' -->',Tto:1);
Hanoi (n-1,Tusing, Tto, Tfrom) ;
end;
end;

begin write('n =?"');
readln(n) ;
writeln;
Hanoi(n,1,3,2)
end.

Enumeracia hesiel

HESLO s PARNYM  Predpokladajme pre ndzornost, Ze vstup do pocitacového systému je povoleny

POCTOM NUL heslom, ktoré md 10 ¢&islic, pricom obsahuje parny pocet nil. Tak napriklad ret’a-
zec 3214043201 moze byt pouzity ako platné heslo, zatial Co retazec
1020034387 nie je platné heslo. Nech a, je poet platnych hesiel dizky n. Pogia-
tocnd hodnota nech je a; = 9, pretoZe existuje 10 Ciselnych retazcov, z ktorych
jeden, “0” nie je platny. Odvodime rekurentnii formulu pre a, tak, Ze budeme $tu-
dovat’ moznost, ako vznikne platny retazec dizky n z refazcov dizky n-1. Existu-
ju dva spdsoby tvorby platnych retazcov:

(1) Platny retazec dizky n-1 roziirime o jedno nenulové &islo, toto rozsire-
nie mdZe byt urobené 9 réoznymi spdsobmi, t. j. prispevok k a, ma tvar
9(1,,_1.

(2) Retazec dizky n-1, ktory nie je platny, je rozsireny o nulu. Tento spdsob
tvorby retazca vytvdra z neplatného retazca platny retazec, pricom pri-
spevok k a, sa rovnd poétu neplatnych retazcov dizky n-1. PretoZe cel-
kovy poéet retazcov (platnych a aj neplatnych) dizky n-1 sa rovna 10",
potom neplatnych retazcov dizky n-1 je 10" "-ay.,.

REKURENTNA Potom, celkovy pocet platnych retazcov dizky n je uréeny rekurentnou formulou
FORMULA POCTU _ n-1 _ n-1
N HESIEL a,=9%, ,+(10"" —a, ) =8a, , +10 (5.10)
Itera¢nym rieSenim tejto rovnice dostaneme
a, =8a,  +10""

=8(8a,, +10"%)+10"" =8a, , +8-10" +10""

n-1

=8 (84, , +10"")+8-10"" +10"" =8'q, , +8°-10" +8-10" +10""



108

5 Kombinatorika II

ANALYTICKA
FORMULA POCTU
MOZNYCH HESIEL

=8"(8a,, +10"*)+8 10" +8-10"7 +10"" =

=8'a, ,+8 10" +8* 10" +8-10"> +10""
PouZitim formuly pre suméciu geometrického radu ziskame analytickd formulu
pre fin)
a, =8""a +87-10' +87-10° +...+8-10" > +10""

1 1 2 1 n—1
=8""aq +8"" [1+§0+8%+...+%]—8"‘
_ 8" +10"
2
Tento vysledok moZe byt verifikovany matematickou indukciou.

5.2 METODA ,,ROZDELUJ A PANUJ

PODSTATNA JE
UNIFIKACNA
(PANOVACNA)
FAZA

Metéda rozdel'nj a panuj patri medzi efektivne pristupy k rieSeniu niektorych
typov rekurentnych formil. Predpokladajme, Ze rekurzivny algoritmus rozdeluje
problém dimenzie n na a podproblémov, pricom dimenzia podproblému nech je
Specifikovand zlomkom n/b . Predpokladajme taktieZ, Ze potrebujeme g(n) doda-
tocnych operdcii k tomu, aby sme v unifikacnej (panovacnej) faze algoritmu po-
spdjali rieSenia podproblémov do celkového rieSenia. Potom, ak fin) vyjadruje
pocet opericii potrebnych na rieSenie celkového problému dimenzie n, funkcia f
je $pecifikovand formulou nazyvanou rekurentnd formula rozdel’'uj—a-panuj’

f(n)=af (n/b)+g(n) (5.11)
V nasledujicich ilustraénych prikladoch ukdZeme aplikdcie tejto metédy na rie-
Senie problémov vypoctovej zloZitosti niektorych jednoduchych algoritmov.

Binarne prehl’adavanie

REKURENTNA
FORMULA PRE
POCET POROVNANI

Tento typ prehladdvania je zaloZeny na tom, Ze ak hl'addme nejaky element x

n

v neklesajiicej postupnosti &isel {a,} , v prvom kroku testujeme podmienku

i=1’
x<a,,; ak plati (neplati), potom hl'addme element x v prvej polovici postupnosti

i=n

{a, }Z/ ? (v druhej polovici postupnosti {a;} 2

). Algoritmus vyzaduje vo vSe-

obecnosti dve porovnania, prvé je porovnanie x < a,,, druhym porovnanim urcu-

5 Odbornd americkd angliétina obsahuje mnoZstvo nézvov, ktoré nd¥mu uchu zneji vel'mi exoticky a nekonvenéne.
Zrejme nemd zmysel zavadzat’ pre tito americkd odbornd terminolégiu naSu Specifickd slovenski terminolégiu,
ktord by bola viac konven¢nejSia a menej exotickd, avSak potom by sme museli vytvérat’ slovniky slovenskej odbor-
nej terminoldgie s uvedenim jej ekvivalentov vo svetovych jazykoch.
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ZLozitosT

jeme, Ci este vobec ostdvaju v prehl'addvanej Casti postupnosti nejaké prvky. Po-
tom, ak f{n) je pocCet porovnani potrebny na rieSenie binarneho prehladavania
postupnosti dimenzie n

f(n)=f(n/2)+2 (5.12)

kde pre jednoduchost’ predpokladdme, Ze n je parne.

Jednoduché rieSenie rekurentnej rovnice (5.12), popisujice casovu zloZitost’ bi-
narneho prehladdvania, ziskame za predpokladu, Ze dimenzia problému je
n=2", pricom f{2) = 2. Iteraénym rieSenim (5.12) dostaneme
£(24)=2k (5.13)
To znamend, Ze Casovd zloZitost’ je linedrna vzhl'adom k exponentu k. Veli¢ina
k je urena formulou k =log, n=1Inn/In2, potom priblizna formula pre zloZitost’
algoritmu m4 tvar
f(n)=0(lnn) (5.14)
ktora je interpretovand tak, Ze uvadzame len dominantni funkénd zavislost' od
dimenzie n, ktora Specifikuje narast zloZitosti pri zvicSovani n. Z (5.14) vyplyva,

Ze zlozitost’ bindrneho prehl’adavania rastie ,,pomaly* ako In n , t. j. eSte pomalSie
ako linearna zavislost’ o(n).

Hladanie minimalneho prvku v postupnosti

PRINCiP
ALGORITMU A
zLozITosT

n

i=1"

UvaZujme neusporiadand postupnost P={a,} _, naSim ciefom je ndjst mini-
mélny prvok
amin :mln{al} (515)

Zlozitost’ (pocet potrebnych operacii — porovnani) algoritmu pre rieSenie tejto
ulohy oznacime f(n). V pripade, Ze n = 1, potom f(1) = 0, t. j. nepotrebujeme
Ziadnu operaciu porovnania, element a; je automaticky minimalnym elementom.

Nech n > 1, potom postupnost’ {ai} rozdelime na dve polovice. Ak tymto de-

i=1
lenim povodnej postupnosti vznikne postupnost, ktord ma dizku 2 alebo 1, po-
tom jednoduchym porovnanim zistime jej minimdlny element a ten porovname
s hPadanym minimdlnym elementom celej postupnosti, ak je mensi tak celkové
rieSenie nahradime tymto aktudlnym rieSenim. Tento proces sa rekurzivne opaku-
je a je ukonéeny vtedy, ked’ sa dosiahla dizka postupnosti 1 alebo 2. Po&tom po-
rovnani ale proces nie je efektivnej$i ako sekvencné prehl'addvanie. Ilustrativny
priklad tohto algoritmu je zndzorneny na obr. 5.3, kde rekurzivne delime postup-
nost” dizky 10.

Implementécia rekurzivneho algoritmu pre delenie postupnosti aZ na minimalnu
dlzku 1 alebo 2, je uvedend v pseudoPascal v Algoritme 5.3:
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OBRAZOK 5.3.
ZNAZORNENIE
REKURZIVNEHO
DELENIA
INTERVALU PRI
HLADAN{
MINIMALNEHO
PRVKU

ALGORITMUS 5.3.

REKURZIVNE
DELENIE
INTERVALU PRI
HLADAN{
MINIMALNEHO
PRVKU

OBRAZOK 5.4.
REKURZiVNY
ROZKLAD
INTERVALU

P=82469710153

S 82469 710153
S
oo
g.‘
g 824 69 7101 /53
= :

8@ 4. 710

Znazornenie rekurzivneho delenia intervalu dizky 10, v pripade, Ze algoritmus vytvori postup-
nost’ dlzky 1 alebo 2, tak tito testujeme ¢i neobsahuje minimalny prvok (zndzornené ¢iernymi
elipsami).

procedure divide(ig, i, integer) ;
begin A:=(i,-ig+1) div 2;
Jri=igtA-1; Jq:=3.+1;
Ap:i=g,-ig+1; Ap:i=i,-jg+1;
if A2 then

begin test interval<aiq,aj> for min. elem. end;
if A<2 then
begin test interval<ajq, air,> for min. elem. end;
if A;>2 then divide(iq, jr);
if A,>2 then divide(jqg,ir);
end;
<1,16>
<1,8> <9,16>
<1,4> <5,8> <9,12> <13,16>
<1,2> <34> <5,6> <7,8> <9,10> <l11,12> <13,14> <15,16>

Rekurzivny rozklad intervalu (1,16) na elementdrne intervaly dizky 2.

Tato rekurzivna procedira postupne deli interval <iq,i,,> ,kde |i —i q| >2,nadva
podintervaly <iq, j,> a < jq,i,> tak, ze j, = j, +1.V pripade, Ze interval vyhovu-
je podmienke |i, —i q| <1, potom delenie tohto intervalu uz neprebieha, ale ele-

su testované, ¢i ich minimdlna hodnota nie je mensia

i
T

menty postupnosti a, , g,

ako aktualna hodnota minima
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NIE JE
EFEKTIVNEJSIE
AKO SEKVENCNE
VYHIADAVANIE

(min{aiq ,air} < amin) = (amm = min{aiq .a, }) (5.16)
Priklad delenia intervalu <l,l6> algoritmom divide je zndzorneny na obr. 5.4.

Klasické rieSenie tohto problému spociva v jednoduchom algoritme, v ktorom
kaZdy €len postupnosti je porovnany s minimilnym elementom postupnosti, jeho
zloZitost’ je

f(n)=o(n) (5.17)
PouZitim metddy ,;rozdel'uj a panuj®, zaloZenej na rekurzivnom delen{ intervalu,
zloZitost’ algoritmu sa Zial’ nemen.

Usporiadanie so spajanim (merge sort)

RozDELIME
POSTUPNOST NA
PODPOSTUPNOSTI,
TIE REKURENTNE
USPORIADAME A
SPAJAME

OBRAZOK 5.5.
REPREZENTACIA
METODY
USPORIADANIA SO
SPAJANIM

PRINCIPIALNE JE
LNTELIGENTNE
SPAJANIE®

S POROVNAVANIM
PRVKOV

Cielom tohto algoritmu je usporiadat’ postupnost’ P ={a, }[_=1 tak, aby bola ne-
klesajica, a, <a, <a,... . Algoritmus rozdeli postupnost’ P na dve polovice P,
a P,, kazda polovica sa nezavisle usporiada a tieto usporiadané podpostupnosti
spojime (mergujeme) do novej usporiadanej postupnosti. Algoritmus ma rekur-
zivny charakter, v prvej fize dochddza k rekurzivnemu deleniu postupnosti na
polovi¢né casti, ak podpostupnosti obsahuji len jeden element, toto delenie sa
zastavi a zaCne prebiehat’ opacné rekurzivne spdjanie so sti¢asnym usporiadanim,
pozri obr. 5.5.

W 8\/2 7 10

82469 710153

pdjanie (merging)

' dekompozicia
o0
3}
B~
o
©
~
—
=)
—_
W
(98]

*

>

Reprezentacia metddy usporiadania so spidjanim. Diagram A zndzorfiuje prvd fazu algoritmu,
v ktorej dochadza k postupnému rozkladu neusporiadanej postupnosti na Casti, ktoré obsahuji
po jednom alebo po dvoch objektoch. Diagram B vyjadruje druhd fazu algoritmu, ked’ doché-
dza k postupnému spdjaniu fragmentov za sicasného usporiadania spojeného vysledku.

Pre efektivnu implementéciu tohto algoritmu je ddleZitd operécia spijania uspo-
7Ze mame dve usporiadané postupnosti P; a P,, ktoré spojime do novej usporia-
danej postupnosti P, zdkladné principy algoritmu sd zndzornené v tab. 5.3.
V tejto tabulke si na ¢iernom podklade uvedené tie Cislice, ktoré sd prenasané
sprava do postupnosti P (ktord bola pri zahdjeni algoritmu prazdna). Na zaver
algoritmu (riadok 6 v tabul’ke), postupnost’ P obsahuje spojené postupnosti P;
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REKURENTNA
FORMULA PRE
ODHAD
VYPOCTOVEJ
ZLOZITOSTI

ZLozitosT

a P,, v usporiadanom - neklesajticom tvare.

Tabulka 5.3. Usporiadané spajanie dvoch postupnosti P1=(2,3,5,6) a P;=(1,4)

postupnost’ postupnost’ spojend postupnost’ | porovnanie

#
P, P, P

1 2356 fl4 1<2
2 E§3 56 4 1 2<4
3 56 4 12 3<4
4 56 123 4<5
5 1234
6 123456

Z formulécie algoritmu spdjania postupnosti vyplyva jeho doéleZita vlastnost’, Ze
spojenie dvoch usporiadanych postupnosti P, a P,, dizky m resp. n, do usporia-
danej postupnosti P, vyZaduje menej ako m+n porovnani. Této vlastnost’ popi-
saného algoritmu spdjania vyplyva zo skuto¢nosti, Ze ak obe postupnosti su
usporiadané, potom k ndjdeniu minimélneho prvku sta¢i porovnavat len prvé
(najmensie) elementy oboch postupnosti P, a P;.

Nech symbol f(n) Specifikuje pocet porovnani, ktory je potrebny, aby postupnost’

{ai }i:l bola usporiadand do neklesajticej postupnosti. Podl'a algoritmu usporia-
dania so spajanim, postupnost’ {a; }:;l moZeme usporiadat’ tak, Ze ju rozdelime

na dve postupnosti {ai}:j

a {ai}fzn/zﬂ. Tieto podpostupnosti sa usporiadaji
a potom sa spoja do spolo¢nej usporiadanej postupnosti, pricom tento posledny
krok vyZaduje maximalne 2(n/2)—1 porovnani, potom

f(n)=2f(n/2)+n—1 (5.18)
Téato rekurentna formula spolu s pociato¢nou podmienkou f(2) = 1 tvori zéklad
pre odhad vypoctovej zlozitosti algoritmu usporiadania so spijanim. Pre jedno-

duchost’ polozme n = 2% a odpocet poslednej jednotky v (5.18) zanedbajme, po-
tom iteraCnym rieSenim (5.18) dostaneme

f(24)=27(2")+2"
= 2(2f(2k’2)+2"")+2" =22 f(2)+2.2"
=27 (2f(27)+ 27 )+ 2.2 =27 F (27) 432!
£(2)=2"F(2)+(k—1)-2 =2+ (k-1)- 2" <k-2!
Na zaklade tohto vysledku mdZeme zlozitost’ metédy usporiadania so spajanim
odhadnit’ takto
f(n) = o(nlnn) (5.19)

Vypoctova zloZitost’ jednoduchych metdd usporiadania je obvykle kvadraticka
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vzhl'adom k velkosti postupnosti, f (n) = o(nz) , takZe vysledok (5.19) mozZno

pokladat’ za viac ako uspokojivy.

5.3 PRINCIP INKLUZIE A EXKLUZIE

MOHUTNOST
MNOZINY
POMOCOU
ZJEDNOTENIA
PODMNOZIN

MOHUTNOST
MNOZINY
POMOCOU
PRIENIKU
PODMNOZIN

V tedérii mnozin (pozri kap. 2.1 a formulu (2.17)) bola diskutovana formula pre
mohutnost’” mnoziny $pecifikovanej ako zjednotenie podmnoZin A ,A,,.... A ,
uvedieme ju spolu s jej dudlnou formou

n n

RS 42 (5.202)

(i<J)
(-4 nA N4
n |A,. r\Aj|_ ZH: |Ai NA NA|+..
ij=1 i j k= ) (5.20b)

(i<j) Ez< Jj<
(-1)'[A NnA N..NA|
kde U je univerzdlna mnoZina nad ktorou si definované mnoZiny A;. Druh4 for-
mula je dudlnou formou prvej formuly (5.20a) a pochddza zo vztahu,
404, NN =[40a U 04 |=u]-a v 0| (52D
kde prava strana bola upravena pouZitim vSeobecného De Morganovho vztahu
pre komplement zjednotenia mnoZin a taktieZ pouZitim jednoduchej formuly pre

Mm@mmmM=M—2MH

~—

mohutnost’ komplementu mnoZiny |K| = |U | - |A| .

Postulujme pre elementy univerza U vlastnosti p,, p,,..., p, , potom vzhl'adom
k tymto vlastnostiam definujme n mnoZin A,A,,..,A CU tak, Ze elementy
mnoZiny A; majd vlastnost’ p; (prei=1, 2, ..., n)

A, ={xe U;vlasmost (x) = p,} (5.22a)
Potom, zjednotenie A, U A; obsahuje elementy, ktoré maji vlastnost' p; alebo
vlastnost’ p;. Analogicky, prienik A, M A; obsahuje elementy, ktoré maju stcas-

ne vlastnost’ p; a vlastnost’ p;. Této terminoldgia je jednoducho zovSeobecnitel'na
aj pre prieniky alebo zjednotenia viac ako dvoch mnoZin A;. Komplement

A, ={xe U;vlasmost (x) = p,} (5.22b)
obsahuje elementy, ktoré nemajii vlastnost’ p;, ¢o je oznacené symbolom p,. Po-
dobne, ako v texte za (5.22a) , zjednotenie A, UZ_,. obsahuje elementy, ktoré
nemajd vlastnost’ p; alebo nemaji vlastnost’ p;. Prienik A K\Zj obsahuje ele-

menty, ktoré nemaji sicasne vlastnost’ p; ani vlastnost’ p;.
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VETA5.1. (&

PRIKLAD 5.5.

Nech symbol N ( Pi» Py Dy, ) Specifikuje pocet elementov, ktoré maji sticasne
vlastnosti p,,p, ,...,p, , potom tento symbol je urCeny ako mohutnost’ prieniku
mnozin A NA, N..NA
N(py Db, )= |4 0 A 00 A (5.23)
Duélny tvar tejto formuly dostaneme zdmenou p; za p,
N(ﬁi],ﬁa,...,ﬁik):ﬁ NA, m...mZ,.k|=|U|—|A,.l UA, u...uA,.k| (5.24)
Princip inklizie a exkliizie

n n

N (PP B) = U= 2N () + 2 N(pops )= 2 N(Piopy by )+
i=1 ij= i\j (5.25)
)

_

i,jk=
J

(;’< j<

~ =

i<j

(=1 N (p» v,
Této veta je priamym dosledkom formuly (5.20b).
Korlko rieSeni ma rovnica
x +x,+x, =11

kde nezndme st nezdporné celé ¢isla x, <3,x, <4,x, <67

Postulujme tri podmienky, p, =(x,>3), p,=(x,>4) a p, =(x, >6). PouZi-
tim vety 5.1 celkovy pocet rieseni je urceny formulou
N (PP, py)=|U|=N(p,)=N(p,)-N(p;)
+N(p,.p,)+ N(ppp;)+N(pyp:s)=N(p. P2 ps)

Postupne budeme urcovat’ jednotlivé ¢leny z pravej strany tejto formuly:
(1) |U | = celkovy pocet nezdpornych celoCiselnych rieSeni. Nech 0<x, <11,

(%)

potom x, a x3 st urené rovnicou x, +x, =11-x, =p, kde 0< p<11. Rovnica
X, +x, = p md p+1 rieSeni ((0,p),(L, p-1),...,(p,0) ). To znamen4, Ze celkovy
pocet rieSeni rovnice x, +x, +x, =11 je

|U|=12+11+...+1=¥=78

2) N ( )2 ) =pocet rieSen{ s x, =4 . PouZijeme rovnaké argumenty ako v predos-
lom bode (1), potom celkovy pocet rieSeni je
N(p1)=8+7+...+1=9—;3=36

(3) N(p,)=pocetrieSeni s x, >5, potom celkovy podet rieSeni je

N(p2)=7+6+...+1=%=28

(4) N(p,)=pocetrieSeni s x, >7, potom celkovy podet riesent je
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N(p3)=5+4+...+1=6—;=15
(5) N(p,,p,)=pocet rieSeni s x, >4, x,>5, potom celkovy podet rieeni je

uréeny jednoduchou enumericiou: A1=(4,5), A= (4,6), As= (4,7), As= (5,5),
As=(5,6), Ag= (6,5)

N ( Dy Dy ) =6
(6) N(p,.p,)=poet rieseni s x, >4, x, 27, potom celkovy pocet rieeni je
ur¢eny jednoduchou enumericiou: A;=(4,7)

N(p.p;)=1
(7) N(p,,p,)=pofet rieSeni s x,>5, x,>7, k tymto podmienkam neexistujd
rieSenia

N ( DysDs ) =0
(8) N(p,,p, p;)=polet rieSeni s x, 24, x,>5, x, 27, k tymto podmienkam
neexistuju rieSenia

N(pl’pZ’p3)=0
Dosadenim tychto Ciastkovych vysledkov do (&%) dostaneme vyZadovany pocet
rieSeni, ktoré spliiaji podmienky x, <3,x, <4,x, <6
N(p,, P, p;)=78-36-28-15+6+1+0-0=6

Eratosthenovo sito®

KOLKO EXISTUJE
PRVOCISIEL<M

POSTUPNE
ODSTRANOVANIE

Kolko existuje prvocisiel, ktorych hodnota nie je vicSia ako M? Pripomenme, Ze
kazdé zlozené celé ¢islo 1<c=0of...<M (kde o,pB,...>1 si celé ¢isla) je deli-

.....

vlastnosti vychadza aj metdda nazyvana Eratosthenovo sito. Nech prvocisla, kto-
ré vyhovuji podmienke p, <M tvoria mnoZinu, obsahujicu prvych k prvocisiel,
{p.pPsyssp,}. MnoZinu prvych M-1 kladnych celych &isel oznacime
C={23,...,M}, kde sme zdmerne vynechali 1, pretoZe 1 priamo z definicie nie
je prvocislo. Metédu Eratosthenovho sita vyjadrime pomocou kdédu
v pseudoPascale, kde g = L\/ﬁ J .

Po skonceni algoritmu bude vyslednd mnoZina C = { D1 Pyreves pk} obsahovat’ len

prvocisla, ktoré nie su vicSie ako M. Hodnota mod(a,b) sa nazyva ,,a modulo b*.
V algebre sa oznacuje ,,a mod b* a je to zvySok po deleni ¢isla a ¢islom b; (@ mod
b) =0 prave vtedy, ked’ Cislo a je delite'né ¢islom b. V prvom kole (i = 2, prvé

® Eratosthenes (276—194 p.n.l.) vyznamny grécky vedec, matematik, geograf, astroném a filozof, ktory viedol znamu
staroveku kniZnicu v Alexandrii, svojim stc¢asnikom bol zndmy svojou chronolégiou starovekej historie a zmeranim
polomeru zemského glébu.
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DELITELNYCH
CiSEL POMOCOU
MODULO DELENIA

ALGORITMUS 5.4.

ERATOSTHE
-NOVO SITO

PRIKLAD 5.6.

preosievanie Eratosthenovym sitom) algoritmus odstrafiuje z mnoZiny C vSetky
Cisla, ktoré su delitelné p, = 2, okrem tohto ¢isla samotného. Podobne, v druhom
kole sa odstraiiuji ¢isla z C, ktoré su deliteI'né druhym prvocislom p, = 3, okrem
neho samotného, atd’. Po ukonceni ,,preosievania“ mnoZina C obsahuje prvocisla,
ktoré nie su vicsie ako zvolené ¢islo M , pozri tab. 5.4.
C:={2,3,...,M};
for i:=2 to g do
if ieC begin for jeC A(j>i) do
if (mod(j,i)=0) then C:=C-{j}
end;

.....

PouZijeme princip inklizie a exklizie (veta 5.1) na rieSenie tejto tlohy. Postuluj-
me Styri vlastnosti:

B, =(Cislo je delitelné p, =2), P, =(cislo je delitelné p, =3)

P, =(cislo je delitelné p,=5), P, =(Cislo je delitelné p,=1)
Potom pocet prvocisiel, ktoré nie su vicsie ako M = 100 je Specifikovany vyra-
zom

4+N(R.P,P,P)
Pouzitim vety 5.1 dostaneme
N(R.P.P,P)=99-N(R)=N(P)=N(P)=N(R)+N(R.B)+N(R.P)

304y

FN(B.P)+N(B.P)+N(B.P)+N(P,B)~N(E.P,P)

JERt 20143 201y
~N(P,B,P,)=N(B,P,P,)~N(B,P,P)+N(R,P,P,P)

Veli¢iny N(-) méZeme jednoducho vyjadrit’ takto: pocet celych cisiel, ktoré nie su

vicsie ako M a st delitelné podmnozinou prvocisel {2,3,5,7} je LlOO/xJ, t. j.

dolnou celou ast'ou (kde [1.3|=1 a |1.9]=1) podielu 100/x, kde x je sucin

prvocisiel z danej podmnoZiny. Potom
Tabul’ka 5.4. Prvocisla mensie ako 100

2, 3 4 53 6 T4 8 9 10
115 | 12 | 13, | 14 15 16 | 17, | 18 | 195 | 20
21 22 | 23, | 24 25 26 27 28 | 29, | 30
31y | 32 33 34 35 36 | 37, | 38 39 40
41,5 42 |43, | 44 | 45 46 | 47,5 | 48 49 50
51 52 | 536 | 54 55 56 57 58 | 59,7 | 60
615 | 62 63 64 65 66 | 679 | 68 69 70
Tl | 72 | 73, | 74 75 76 7 78 | 795, | 80
81 82 | 835 | 84 85 86 87 88 | 89, | 90
91 92 93 94 95 96 | 97,5 | 98 99 | 100
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(7,25 ) -o9-| 192 [ 10| 10 1o 100 100
; 2 3 5 7 2-3 2-5
VOOJ LIOOJ VOOJ LIOOJ L 100 J [ 100 J
|+ — |+|—= |+ — |- -
2-7 3.5 3.7 5-7 2-3-5 2-3-7
3 100 3 100 + 100
2-5-7 3.-5-7 2-3-5.7

=99-50-33-20—-14+16+10
+7+6+4+2-3-2

-1-0+0
=21
To znamend, Ze existuje 4+21=25 prvocisiel, ktoré nie su vicsie ako 100, pozri
tab. 5.4.
Derangementilne permutacie
DERANGEMEN- Nech P je permutécia n objektov
TALNA 1 2 .. n
PERMUTACIA
3 A A
= ZIADEN INDEX NA o . .
SVOJOM MIESTE Permuticia P sa nazyva derangementdlna vtedy a len vtedy, ak
PODLA PORADIA Vi(i#r)

Prikladom derangementélnej permutécie je (2, 3, 4, 5, 1) pdvodnych 5 objektov
v zdkladnom usporiadani (1, 2, 3, 4, 5). Nasim cielom je spocitat’ pocet D, de-
rangementilnych permuticii n objektov. Postulujme, Ze permuticia P ma vlast-
nost’ p; (kde i=1,2,...,n), ak v permutécii v i-tej pozicii je splnend vlastnost’ i =r,
(t. j. tito pozicia je zafixovand). Potom plati
Dn :N(l_jl’l_72"“’l_7n>
pouzitim principu inklizie a exkldzie (5.25) je ¢islo D,, urené
D, =n=Y N(p)+ X N(p.p,)= 2 N(p.p, )+
i i<j i<j<k (‘)
+(-1)"N(p,,pysepy)

Urcime jednotlivé veli¢iny N(-) z pravej strany:
(1) N(p)=(n-1)!

@ N(p.p;)=(n-2)!
3) N(p.p,.p;)=(n=3)!

Vo vSeobecnosti plati
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PRAVDEPODOB-
NOST NAHODNEJ
GENERACIE
DERANGEMEN-
TALNEJ
PERMUTACIE

RECONTRES,
DE MONTMORT

ZHRNUTIE

N(pl.] o ) =(n—m)!
Musime este pristipit’ k sumacii tychto vyrazov

ZN(pi)=[’11)(n—l)!
SN ()= o=

i<j

Vo vseobecnosti plati

S N(pp,eep, )= [:J(n—m)!

iy <iy <...<i,

Ak dosadime tieto formuly do vyrazu (a) pre pocet derangementdlnych permuta-
cif, po jednoduchych dpravich dostaneme konecny vyraz pre D,

Pocet derangementalnych permuticii n objektov je ureny
I 1 1 w1
D, =n!(1——+———+...+(—1) —) (5.26)
o2t 3 n!
V rdznych aplikacidch je zaujimavd otdzka, s akou pravdepodobnostou pri na-
hodnej generdcii permutécie n objektov dostaneme derangementdlnu permutéciu.
Této pravdepodobnost’ je uréend pomerom D, /n!, pouZitim (5.26) dostaneme

jednoduchi formulu pre tiito pravdepodobnost’

D n

- (1—l+l—l+...+(—1) —j%e‘l (5.27)
o2 3 n!

n!

Poznamka. Kartova hra recontres bola vel'mi populdrna vo Franctzsku v 17. a
18. storo¢i. Spocivala v tom, Ze 52 kariet (z ktorych bolo 26 parov rovnakych
kariet) sa rozdalo a usporiadalo do dvoch radov pod sebou tak, Ze vZdy dvojica
kariet tvorila par. Skére hry sa pocitalo podl'a mnoZstva rovnakych parov. Preto
v r. 1708 franctzsky matematik Pierre Raymond de Montmort (1678—1719) rie-
§il dlohu, s akou pravdepodobnostou dostane hrdc také karty, Ze neexistuje pri-
radenie medzi dvojicami kariet. Ako vyplyva z (5.27), pravdepodobnost’ udalosti,
Ze hra¢ vytiahne dve rovnaké karty sa priblizne rovna 1—(1/e)=1-0,368=

0,632. Téato pomerne vysoka pravdepodobnost’ (okolo 60 %) robila tito trividlnu
hru zaujimavou v urcitych kruhoch vtedajSej aristokracie starSieho veku.

REKURENTNE
FORMULY

Rekurentnd formula pre postupnost’ {a,} je rovnica, ktord vyjadruje n-ty ¢len

postupnosti a, pomocou predchadzajicich ¢lenov postupnosti, a,_,,a a

n=1°>""n=22""""n—k

(k je celé kladné ¢islo)
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ALGORITMY
,ROZDELUJ
A PANUJ“

METODA INKLUZIE
A EXKLUZIE

an = f (an—k’an—k+l"“’an—l )
a pociato¢nych hodndt prvych kelementov postupnosti, q,,q,,...,q,_, . Postup-
nost' {a,} sa nazyva rieSenie rekurentnej formuly ak jej jednotlivé ¢leny vyhovu-

ju tejto formule. Existuje uzky vztah medzi rekurentnou formulou a rekurziou.
Rekurzivny algoritmus zostrojuje pre dani hodnotu ,,premennej n rieSenie po-
mocou rieSeni rovnakého problému pre menSie hodnoty premennej n. Rekurzivny
algoritmus sa ukon¢i, ked’ sa dosiahnu hodnoty premennej n, pre ktoré rieSenie
uz pozname (napr. ako pociato¢nd hodnotu).

Metéda rozdel'nj a panuj patri medzi efektivne pristupy k rieSeniu niektorych
typov rekurentnych formil. Predpokladajme, Ze rekurzivny algoritmus rozdel'uje
problém dimenzie n na a podproblémov, pricom dimenzia podproblému nech je
Specifikované zlomkom n/b . Predpokladajme taktieZ, Ze potrebujeme g(n) doda-
tocnych operdcii k tomu, aby sme v unifika¢nej (panovacnej) faze algoritmu po-
spdjali rieSenia podproblémov do celkového rieSenia. Potom, ak fin) vyjadruje
pocet opericii potrebnych na rieSenie celkového problému dimenzie n, funkcia f
je Specifikovana formulou nazyvanou rekurentna formula rozdel'uj—a—panuj

f(n)=df (n/b)+g(n)

Metdda inklazie a exklizie je zaloZend na zndmych mnoZinovo-teoretickych
formuldch pre kardinalitu zjednotenia mnoZin, ktoré si zovSeobecnené tak, Ze
obsahuju aj komplementy jednotlivych podmnoZin
|AU B|=|A|+|B|-|ANB|
|2 B|=[v|-|A|-|B|+|An B
kde U je univerzilna mnoZina pomocou ktorej si definované komplementy jed-
notlivych podmnozin. Obe formuly je moZné jednoducho zovseobecnit’ pomocou

indukcie pre pripad troch a viacerych podmnoZin. Princip inklizie a exklizie je

zaloZeny na jednoduchom prepise druhej formuly do tvaru
N(ﬁA’ﬁB)=|U|_N(pA)_N(pB)+N(pA’pB)

kde Tava strana uréuje pocet elementov, ktoré sicasne nemaju vlastnost’ A a B

(nepatria do podmnoZin A a B) , jednotlivé vyrazy na pravej strane urcuju pocty

elementov, ktoré majui vlastnost’ A, vlastnost’ B, resp. sticasne vlastnost’' A a B.

KrUCOVE POIMY

rekurentné formuly algoritmus ,,rozdeluj a panuj“

vztah rekurentnej formuly a rekurzie usporiadanie so spdjanim-merge sort
faktoridl rekurzivne metoda inklizie a exkliizie

zloZité irokovanie Eratosthenovo sito

Fibonacciho cisla derangementdlna permutdcia

Hanojské veZe
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CVICENIA

5.1. Ngjdite prvych pit’ ¢lenov postupnosti, z ktorych kazd4 je definovana reku-

rentnou formulou a pociato¢nou podmienkou:
@) a,=6a,,,

®)a,=a’,,a =2,

n-17

a, =2,

() a,=a, +3a,,, a,=la =2,

n-1

- 2 —1g =
d) a,=na, +na,,, a=1a =1,

€)a,=a, +ta,,, a,=la =2,a,=0.

S5.2.Nech a, =2" +5-3" ,pren=0,1, 2, ...
(a) ngjdite a,,q,,a,,a,,a,,
(b) ukazte, Ze a, =5a, —6q,, a, =5a, —6qa, a a, =5a, —6a,,

(c) ukdzte, Zze a, =5a, , —6a, ,,pre n=2.

5.3.Ukézte, Ze postupnost {a,}] je rieSenim rekurentnej

a,=-3a,, +4a, , ak

(@ a,=0,
(b) a, =1,
©) a,=(-4)",

(d) a, =2(-4)" +3.

5.4. Do banky ste uloZili 1000 EUR na 3 % ro¢ny urok.
(a) Zostrojte rekurentnt formulu pre vypocet vel’kosti vkladu,
(b) zostrojte explicitni formulu na vel’kost’ vkladu po n rokoch,
(c) zistite, aka bude vel'kost’ vkladu po 100 rokoch.

formuly

5.5. Akd sumu v EUR musite vloZit' do banky na 3 % ro¢ny urok, aby ste si po
dobu 15 rokov mohli koncom kazdého roka vyberat’ z banky 12 000 EUR tak,

aby po 15 rokoch bol vklad dplne vybrany?

5.6. Kol’ko existuje bindrnych retazcov dizky 7, ktoré obsahujii parny pocet niil

(t.j.0,2,426)?

5.7. Vramci metédy ,rozdeluj-a-panuj bola odvodend rekurentnd formula
f(n)=5f(n/2)+3, s pociatotnou podmienkou f(1)=7. Najdite f(2"). kde

k je kladné celé Cislo. TaktieZ vyhodnot'te f(n), pre n— oo

5.8. Nijdite, kol’ko porovnani hl'adaného cisla s ¢islom v usporiadanej postup-
nosti je potrebnych pre bindrne prehl'addvanie v postupnosti, ktord obsahuje 64

elementov.
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5.9. Predpokladajme, Ze f(n)= f(n/3)+1, pri¢om n je delitelné 3 a f(1) = 1.
Nijdite
() f(3),
(b) f(27),
(c) f(729).
5.10. Predpokladajme, Ze f(n)=2f(n/2)+3, pricom n je parne a f(1) = 5. Na-
idite
(@) f(2),
(b) f(3),

() f(64),
(d) £(1024).

5.11. Najdite f(n), kde n=2", funkcia f je uréend rekurentnou reldciou
f(n) = f(n/2) +1, f(1)=1. Ako sa sprava funkcia f pre n—> oo ?

5.12. Nech na turnaji je 2" druzstiev, turnaj prebieha elimina¢nym sp6sobom, t. j.
do dalsieho kola postupujui len vitazi z predchadzajiceho kola. Zostrojte reku-
rentnd funkciu pre pocet vzajomnych zdpasov v turnaji a formulu, z ktorej pocet
zapasov spocitate naraz bez iterdcii.

5.13. Nech funkcia f vyhovuje rekurentnej funkcii f(n)=2f (\/1; ) +1, kde n je
vicsie ako 1 a je odmocnitel'né, pociatocnd podmienka ma tvar f(2) = 1. Njjdite
(a) f(16),

(b) asymptotickil formulu pre n — oo

5.14. Kol’ko elementov obsahuje zjednotenie A U A,, ak |A1| =12,

a plati
(@) AnNA =0,

(b) |4 N A,|=1,
© |[A NA=6,
d) A CA,.

A=18,

5.15. Na fakulte je 345 Studentov, ktori si zapisali predmet Matematickd analyza,
212 Studentov, ktorf si zapisali predmet Diskrétna matematika a 188 Studentov,
ktori si zapisali sicasne predmety Matematickd analyza a Diskrétna matematika.
Kol'ko Studentov md zapisany asponi jeden z predmetov Matematickd analyza
alebo Diskrétna matematika?



122

5 Kombinatorika II

5.16. Zistite, kol’ko elementov obsahuje zjednotenie A U A, UA,, ak kazda
mnoZina obsahuje 100 elementov, pri¢om
(a) mnoZiny su po dvojiciach disjunktné,
(b) kazda dvojica mnoZin obsahuje 50 spolo¢nych elementov a Ziadny ele-
ment, ktory by sa sti¢asne nachddzal vo vSetkych troch mnoZinéch,
(c) kazda dvojica mnozin obsahuje 50 spolo¢nych elementov a 25 elemen-
tov, ktoré sa nachidzaji sicasne vo vsetkych troch mnoZinach.

5.17. N§jdite pocet kladnych celych cisel, ktoré nie st vicsie ako 100 a ktoré nie
su stcasne delite'né 7 ani 5.

5.18. Nijdite pocet kladnych celych ¢&isel, ktoré nie si vicsie ako 100 a ktoré st
pérne alebo sd kvadratom nejakého celého cisla.

5.19. Kol’ko bindrnych retazcov dizky 8 neobsahuje podretazec “000000” ?

5.20. V kosi mdme 100 jabi¢ok, z ktorych je 20 &ervivych a 15 nahnitych. Nech
v kosi je 10 jablcok, ktoré su cervivé a nahnité, kol’ko jablcok v koSi nie je ani
cervivych a ani nahnitych?

5.21. Kolko nezdpornych celociselnych rieSeni mensich ako 6 md rovnica
X +x,+x,=137

5.22. Napiste vSetky derangementy 4 objektov.
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ALGEBRAICKE STRUKTURY ® GRUPOIDY ® GRUPY e
ZAKLADNE VLASTNOSTI GRUPY ® MORFIZMY

V tejto kapitole budeme Studovat elementdrne algebraické Struktiiry s bindrnou
operdciou — pologrupy, monoidy a grupy. Specidlna pozornost bude venovand
zdkladnym vilastnostiam griip, ktoré sii neobycajne doleZité v roznych aplikacnych
oblastiach matematiky, fyziky a informatiky.

6.1 BINARNE OPERACIE

ALGEBRAICKA
STRUKTURA =
MNOZINA A
PRAVIDLA

DEFINICIA 6.1.
BINARNA
OPERACIA

=
dlx

DEFINICIA 6.2.

GrupoiD (&

Jeden z Castych pristupov v matematike je kombinovat’ prvky (elementy) mnoZi-
ny, priCom sa pozaduji Specidlne vlastnosti kombinacie prvkov. Tedria algebra-
ickych Struktdr Studuje vSeobecné vlastnosti takychto systémov, ktoré obsahuji
mnoZinu prvkov, nad ktorou su obvykle definované bindrne opericie. Ako pri-
klad takejto algebraickej Struktiry je mnozina celych ¢isel, nad ktorou je defino-
vané binarna opericia suctu (alebo rozdielu, sti¢inu a pod.). Vo vSeobecnosti mo-
Zeme povedat, Ze tedria algebraickych Struktir obsahuje dve hlavné sucasti:
mnoZiny a pravidl4, pomocou ktorych sa z prvkov mnoZin tvoria prvky taktiez
z tychto mnozin.

Bindrna operdcia na mnozine X je funkcia

FiXxX X 6.12)
ktord dvom prvkom x,y€ X jednozna¢ne priradi prvok z=x*y= f(x,y)€e X
VavyAlz(z=x*y = f(x,y)) (6.1b)

Pozn.: zapis 3!x oznacuje, Ze existuje prave jeden prvok x, ktory splia dané
podmienky.

Usporiadana dvojica (X *) obsahujica mnoZinu X a bindrnu operdciu * nad
touto mnoZinou tvori najjednoduchs$iu algebraickit Struktiiru a Casto sa nazyva
grupoid.
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PRIKLAD 6.1.

BINARNA
OPERACIA
MULTIPLIKACNOU
(CAYLEYHO)
TABULKOU

DEFINICIA 6.3.
ASOCIATIVNA
BINARNA
OPERACIA

KOMUTATIVNA
BINARNA
OPERACIA

NEUTRALNY
PRVOK

INVERZNY PRVOK

&

(1) Algebraicka Struktdra (Z,+) obsahuje mnoZinu celych ¢isel Z a bindrnu ope-
riciu stcet nad touto mnoZinou. Podobnym spdsobom moZeme definovat’ d’alSie
dve algebraické Struktiry (Z,-) a (Z,X), ktoré si zaloZené na bindrnych opera-
ciach rozdiel, resp. sucin.
(2) Nech X =P(A) je potenénd mnoZina pre mnoZinu A. Operécia zjednotenia
a prieniku priradi dvom podmnoZzindm z A nejakd podmnoZinu z A
U:P(A)xP(A)— P(A)
N:P(A)xP(A)— P(A)
Potom existujd dve jednoduché algebraické truktiry (X,U) a (X,N).
Binarna operacia “*” mdZe byt Specifikovand pomocou multiplika¢nej tabul’ky
(ktord sa v anglosaskej literatire nazyva Cayleyho tabulka). Napriklad pre
X ={a,b,c,d} tito tabul’ka mdZe mat tvar

*

SN ESTI ST BN
IS SRR W

S So [o|S
(SN BTN E<T Ko W o)

a
b
c
d| d

N

Riadky a stipce tejto tabul’ky si oznadené prvkami mnoZiny X, potom riadok
oznaceny prvkom x a stlpec oznaceny prvkom y obsahuje vysledok bindrnej ope-
racie x*y.

(1) Bindrna operdcia * sa nazyva asociativna na mnoZine X vtedy a len vtedy,
ak pre kazdé x,y,ze X

(x*y)*z:x*(y*z) (623)

alebo
F(f(xy).2)=f(xf(3.2)) (6.2b)
(2) Binarna opericia * sa nazyva komutativna na mnozine X vtedy a len vtedy,
ak pre kazdé x,ye X
Xky=y*x (6.3a)
alebo
f(xy)=f(yx) (6.3b)
(3) Prvok ee X sa nazyva neutrdlny vzhl'adom k bindrnej operacii * na mnozi-
ne X vtedy a len vtedy, ak pre kazdé xe X
Xke=e*xx=x (6.4a)
(4) Prvok ye X sa nazyva inverzny vzhl'adom k prvku xe X a k binarnej ope-
ricii * na mnoZine X vtedy a len vtedy, ak
yEx=x*y=e

(6.4b)
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NEUTRALNY =
~JEDNOTKOVY* €I
ALNULOVY“ PRVOK

PRIKLAD 6.2.

Inverzny prvok y &asto oznaCujeme symbolom x', aby sme zddraznili jeho
vzt'ah k prvku x.

V casti (3) tejto definicie bol definovany ,,neutrdlny* prvok. V pripade, Ze binér-
na opericia * sa interpretuje ako sicin, potom neutrdlny prvok sa nazyva ,,jed-
notkovy* prvok, ak je bindrna opericia interpretovana ako sucet, potom neutralny
prvok sa nazyva ,,nulovy* prvok.

(1) Pre algebraicku Struktiru (Z,+) neutrdlny prvok je nula, pre kazdé celé ¢islo

x€ Z plati podmienka (6.4a)
O+x=x+0=x
Pre dané celé &islo xe Z existuje prvok (—x)e Z, ktory spiita podmienku
(6.4b)
(—x)+x=x+(—x)=0

Alternativne oznacenie pre tento inverzny prvok je x~ =(-x).

(2) Pre algebraicku Struktiru (Z,x) neutralny prvok je ¢islo jedna, pre kazdé celé

¢islo xe Z plati

xXl=1Ixx=x
ModZeme si poloZit’ otdzku, ¢i kazdy prvok xe Z ma inverzny prvok. Napriklad,
poloZzme x =35, potom inverzny prvok y vzhl'adom k tomuto prvku je taky, co
vyhovuje podmienke

Sxy=yx5=1
Tato podmienka nemd rieSenie v mnoZine celych ¢isel, formédlne

—3(ye Z)(5xy=yx5=1). Preto, v ramci algebraického systému (Z,x) nemé

PR

zmysel hovorit’ o inverznom prvku vzhl'adom k bindrnej operécii “sicin”.

(3) Studujme algebraickd §truktiru (P(A),m,u) , definovand pre potenénd
mnoZinu s dvoma bindrnymi operdciami ‘prienik” a “zjednotenie”. Neutrdlny
a inverzny prvok pre tento algebraicky systém musime zaviest’ separatne pre ope-
riciu zjednotenia resp. prieniku. Kazd4 z tychto operdcii ma svoj neutrdlny pr-
vok, pre kazdé xe P(A)

XNA=ANnx=x, xud=Fux=x
To znamend, Ze pre bindrnu operdciu prieniku (zjednotenia) ako neutrdlny prvok
je mnoZina A (prdzdna mnoZina ). Komplement X = A—x patri do potencnej
mnoZiny pre kazdé xe P(A), V(xe P(A))3(ye P(A))(y=%). Takto defi-
novany komplement X = A—x nie je inverzny prvok vzhladom k podmnoZine
xe P(A)

xNxX=xNx=J, xux=xUx=A
pretoZe na pravych strandch nemame neutrdlne prvky pre dand bindrnu operaciu.
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VETAG.1. (B

VETAB.2. (B~ “

PRIKLAD 6.3.

Nech * je bindrna opericia na mnozine X. Ak existuje neutrdlny prvok ee X ,
potom tento neutrdlny prvok existuje jednoznacne.

Predpokladajme, Ze existuji dva neutrdlne prvky e ,e, € X , potom stiCasne plati
e te,=e, te =e
e,*e =e *e,=e,
preto musi platit’ e, =e,.
Nech * je asociativna bindrna operdcia na mnoZine X, ktord ma neutrdlny prvok
ec X . Ak pre kazdy prvok xe X existuje inverzny prvok, x*x ' =x"'#x=¢,
potom tento inverzny prvok existuje jednoznacne.
Predpokladajme, Ze x ma dva inverzné prvky u a v, potom podla (6.4a) plati
X*u=u*x=e
X*y=vix=e
Potom u=u*e=u*(x*v)=(u*x)*v=e*v=v.
Poznamenajme, Ze v ddkaze jednoznacnosti inverzného prvku klicovi ulohu
hrala podmienka asociativnosti su¢inu *, ak tento sucin nie je asociativny, potom
nevieme zabezpecit’ tito jednoznacnost’ inverzného prvku.
Budeme Studovat’ bindrnu operdciu * nad mnoZinou X ={a,b,c,d}, ktoré je

ur¢end multiplika¢ni tabulkou

*la|bl|c|d
ala|b|c|d
bld|c|lala
clc|b|lald

Dokazeme, Ze takto definovand binirna operécia nie je asociativna.
b*(c*d)=b*d =a
(b*c)*d =axd=d
to znamend, Ze pre tento konkrétny vyber troch prvkov z mnoziny X sme dokéza-
li
b*(c*d)#(b*c)*d
t. j. bindrna operdcia nie je asociativna.

6.2 POLOGRUPY, MONOIDY A GRUPY

V tejto kapitole budeme Studovat’ jednoduché algebraické Struktdry, ktoré obsa-
huju asociativnu bindrnu operéciu. Jedna z takychto algebraickych Struktdr je
pologrupa.
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DEFINICIA 6.4.
POLOGRUPA,
KOMUTATIVNA =
ABELOVA

&

PRIKLAD 6.4.

Nech G je neprdzdna mnoZina a * je bindrna operécia nad touto mnoZinou. Al-
gebraicka Struktira (G*) sa nazyva pologrupa vtedy alen vtedy, ak binarna

operécia * je asociativna
(V3,2 G)((xx ) 2= (y+2)) 65

Ak binarna operécia * je aj komutativna, potom algebraické Struktira sa nazyva
komutativna pologrupa (alebo Abelova’ pologrupa).

(1) Algebraické Struktiry (/V,+), (NV,x) si komutativne pologrupy. Bindrne
operacie suctu a sucinu nad mnoznou celych ¢isel & su asociativne a komutativ-

ne. Tieto dve algebraické Struktiry mdéZeme zovSeobecnit’ na mnoZinu R redl-

nych &isiel, potom Struktiry (R,+), (R,x) s taktieZ komutativne pologrupy.

(2) Nech A={a,b,c,...} je kone¢nd mnoZina symbolov nasej abecedy. Retazce
di7ky n obsahujiice znaky tejto mnoZiny tvoria n-ndsobny karteziansky produkt
A"; napriklad mnoZina A® ={aa,ab,ac,....ba,bb,bc,...} obsahuje vietky retazce
dizky 2. Zjednotenim tychto mnozin, A" ={e} U A' U A® U..., ziskame mnoZinu,
ktora obsahuje vSetky moZné retazce nad A, vratane prazdneho retazca €. Nech
o,pe A" sd dva retazce, potom zavedieme bindrnu operéciu ,,zret'azenia®, ktord
vytvori novy retazec y = (oc + B) € A". Priklad tejto operacie je spojenie retazcov
oo=ab a P=caa na novy retazec Y=o+ =ab+ caa=abcaa. Téito bindrna

operdcia je asociativna a nekomutativna (ot +p #p+ o, pre o # 3 ). Algebraicka

Struktira (A*,+> je nekomutativna pologrupa.

(3) Pre mnozinu A= {a,b, c} definujme bindrnu operaciu pomocou multiplikac-

nej tabul’ky

*

a
b
clclalb
Téato multiplikacna tabulka je symetrickd podl'a hlavnej diagondly, z ¢oho plynie
skutocnost’, Ze bindrna opericia je komutativna. Dokaz asociativnosti bindrnej
operdcie je netrividlna zaleZitost, pre vSetky mozZné usporiadané trojice
s opakovanim musime dokazat’, Ze plati zdkon asociativnosti

V(x,yz€ A)(x*(y*z)=(x*y)*z>,

oSS

C
C
a

SRR

! Niels Henrik Abel (1802-1829), nérsky matematik, prispel k teérii algebraickych rovnic a nekoneénych &iselnych
radov. Pred¢asne umrel na tuberkulézu, rok po jeho smrti mu parizZska Akadémia udelila Velkd cenu za matemati-

ku.
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&o vyzaduje 3° = 27 kontrol pre rozne trojice prvkov. Potom, algebraické $truktd-
ra (A,*) je komutativna pologrupa.

DEFINICIA 6.5. Pologrupa (A*) sa nazyva monoid vtedy a len vtedy, ak ma neutralny prvok.
MoNoib (F—
PRIKLAD 6.5. (1) Algebraicka Struktdra (N+,><), kde mnoZina /&, obsahuje kladné celé Cisla

je monoid, existuje neutrdlny (jednotkovy) prvok ‘17, ktory zachoviva sicin
x#1=1%x=x. Podobnd algebraické Struktira (/V,,+), ktora je pologrupou, nie

je monoid, pre operdciu sicet neexistuje v rdmci mnoZiny /v, neutrdlny prvok

‘07 (pretoze 0¢ NV, ), ktory zachovédva sicet x+0=0+x=x.

(2) V priklade 6.4.2 bola popisand nekomutativna pologrupa (A*,+) retazcov

zmnoziny A", ktord obsahuje vietky moZné ret'azce znakov nad abecedou A,
pricom tito mnoZina obsahuje aj prdzdny znak €. Binarna opericia je definovana
ako spojenie dvoch retazcov do nového retazca. Tato algebraickd Struktira ma
prvok g, ktory je neutrdlny vzhI'adom k bindrnej operacii spojenia retazcov

V(xe A*)(8+x=x+8=x)

Preto, algebraicka Struktira (A*,+) je monoid.

(3) Algebraicka Struktdra z prikladu 6.4.3 je monoid, neutrdlny (jednotkovy) pr-
vok je prvok a, z multiplika¢nej tabulky vyplyva, Ze je neutrdlny vzhladom
k zvolenej binirnej operacii

V(xe A)(a*x=x*a=x)

(4) UvaZujme algebraické Struktiry (X,U) a (X,n) zprikladu 6.1.2, kde
X =P(A) je potentnd mnoZina pre mnoZinu A. Obe tieto Struktdry sd pologru-
py, pretoZze mnozinové opericie zjednotenia a prieniku s asociativne. Tieto
Struktiry tvoria monoidy, pretoZze prva (druhd) Struktiira méa ako neutrdlny prvok
prazdnu mnozinu & (mnoZinu A)

V(XeP(A)(QUuX=XUB=X)

V(XeP(A)(ANX=XNA=X)

Mnohé algebraické Struktiry, ktoré maji asociativnu bindrnu operéciu
a neutrdlny prvok vzhl'adom k tejto operacii (t. j. monoidy), maji eSte dodato¢nid
vlastnost’, ku kazdému prvku z mnoZiny existuje inverzny prvok. Potom takyto
monoid sa nazyva grupa. Algebraické Struktdry tohto typu nasli Siroké uplatnenie
nielen v mnohych oblastiach matematiky a informatiky, ale aj vo fyzike, chémii
a pod.
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DEFINICIA 6.6.

GruPA (&

NEUTRALNY A
INVERZNY PRVOK
JEDNOZNACGNE

PRIKLAD 6.6.

Monoid (G,*) sa nazyva grupa vtedy alen vtedy, ak ku kazdému prvku

x€ G existuje inverzny prvok x' € G . Plati teda, Ze algebraicka Struktira (G,*)

je grupa vtedy a len vtedy, ak st splnené tieto tri podmienky:

(1) bindrna operacia * je asociativna,

(2) existuje neutralny prvok e€ G,

(3) prekazdé xe G existuje inverzny prvok x' € G .
Mohutnost’ mnoZiny G sa nazyva rad grupy (G*) , oznacuje sa |G| .

Pripomenime, podl'a vety 6.1 plati, Ze ak existuje neutrdlny prvok, potom tento
neutralny prvok je uréeny jednoznaéne; podobne, podla vety 6.2 ak ma algebra-
icka Struktdra asociativnu bindrnu operéciu a neutrdlny prvok, plati, Ze ak existu-
je ku kazdému prvku inverzny prvok, potom je uréeny jednoznacne. Obe tieto
skutocnosti su platné pre algebraicku Struktdru grupa, kde sa postuluje existencia
neutrdlneho prvku a inverzného prvku.

(1) Algebraicka Struktdra (Z ,+) , kde Z je mnoZina celych ¢isel, je komutativna

grupa. Bindrna operécia stucet "+~ je asociativna a komutativna, ¢islo 0€ Z ma
charakter neutrdlneho prvku vzhl'adom k operacii +°, 0+ x=x+0=x, pre kaz-
dé &islo x ; podobne, pre kazdé &islo xe Z existuje “inverzné” &islo (-x)e Z

také, 7e (—x)+x=x+(-x)=0.

(2) Nech algebraické Struktira (R,,x), kde R, =(0,e°) je mnoZina kladnych

redlnych ¢isel, pouZiva ako bindrnu operaciu Standardny stcin. Této algebraicka
Struktdira je komutativna grupa, bindrna opericia je asociativna a komutativna,
existuje neutrdlny prvok 1€ &, , 1xx=xx1=x, pre kazdy prvok x, a taktieZ ku

kazdému x existuje inverzny prvok  x' =1/x, pre ktory plati
xx(1/x)=(1/x)xx=1.

(3) Nech algebraicka Struktira (Z >*<) ma binarnu operaciu definovani vztahom
x*y=x+y+l
Dokazte, ze tato Struktira je grupa.

Binéarna opericia * je komutativna. DOkaz jej asociativnosti je zaloZeny na pod-
mienke, aby pre l'ubovolné x,y,ze Z bola splnena rovnost’ tychto dvoch formiil
(xxy)xz=(x+y+1)sz=x+y+l+z+l=x+y+z+2
x#(yrz)=x*(y+z+l)=x+y+z+l+l=x+y+z+2
Porovnanim ich pravych strdn dostaneme, Ze bindrna opericia * je asociativna

na mnoZine Z. Neutralny prvok e€ Z vyhovuje defini¢nej podmienke
exx=x*e=x=>et+txtl=x=e=-1
pre kazdé xe Z . To znamend, Ze prvok (—1)€ Z pdsobi ako neutralny prvok na
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VETA6.3. (B

VETA 6.4.

&

VETA 6.5.

&

mnoZine Z, pre kazdé xe Z plati (—1)*x=x#*(-1)=x. Na zéaver, zostrojime

pre kazdé xe€ Z inverzny prvok x' € Z ,

x#x ! =x+x+l=-1=x'=2-x
Potom, pre kaZdé x€ Z existuje inverzny prvok x~' =(-2-x)€ Z , ktory vyho-
vuje podmienke x*x'=x"'#*x=e=-1. Tymto sme dokazali, e algebraickd
Struktira (Z,*) tvori komutativnu grupu.

Ak algebraickd Struktdra (GX) je grupa, potom existuje ,kritenie” zlava
a sprava, pre kazdé a,x,ye G plati
(a) kratenie zl'ava

arx=a*xy=x=y (6.6a)
(b) krétenie sprava

x*ra=y*a=>x=y. (6.6b)

Predpokladajme, Ze plati a*x=a*y, existuje inverzny prvok a ', potom
a >1<(a>l<x)=(fl >1<(a>1<y):>((fl >l<a>*x=(a’l *a)*y:>x= y. Podobne by

sme dokdzali aj kratenie sprava. Tato veta podstatne ul'ahcuje algebraické tpravy
v tedrii grip, moéZzeme jednoducho kratit’ prvky vo vyrazoch, ktoré sa vyskytuju
zl'ava alebo sprava.

Ak algebraickd Struktdra (G,*) je grupa, potom pre f'ubovolné a,be G plati

(a) rovnica a*x=>b md jednoznaéné rieSenie x=a "' *b,

(b) rovnica x*a=b md jednoznacné rieSenie x =b*a".

Nech plati a*x =5, postupnymi Gpravami dostaneme
as*x=b=a"' *(a*x):cfl >1<b:>(a’l *a)*x=a’l *h=>x=a'*b

Jednoznac¢nost' tohto rieSenia vyplyva zo skutocnosti, e inverzny prvok a'

existuje jednoznacne. Podobnym sposobom ziskame rieSenie aj druhej rovnice.
Ak algebraicka Struktuira (G*) je grupa, potom v multiplikacnej tabul’ke binar-

nej opericie * sa v kazdom riadku alebo stipci vyskytuje kazdy prvok z G préve
len raz.

V multiplikaénej tabulke si vyberme jeden riadok adva rdzne stipce (pozri
obr. 6.1). Predpokladajme, Ze a*x=a* y, pouzijeme vetu 6.3 o kriteni, potom

predpoklad mbZeme zjednodusit’ do tvaru x =y, o je vSak v spore s tym, Ze

stipce maji byt rézne. Tymto sme dokézali, 7e v kazdom riadku multiplikaénej
tabul’ky sa nem6zu opakovat’ prvky grupy. Dokaz pre stlpce je podobny.



6 Algebraické Struktiry I 131

OBRAZOK 6.1.
MULTIPLIKACNA
TABULKA BINARNEJ
OPERACIE *
GRUPY

V MULTIPLIKACNEJ
TABULKE GRUPY
SA V RIADKU
ALEBO STLPCI
NEOPAKUJU PRVKY

DEFINICIA 6.7.

PODGRUPA (B~

TRIVIALNE
PODGRUPY =
JEDNOTKOVY
PRVOK A SAMOTNA
GRUPA

VETA 6.6.
(LAGRANGEOVA)

&

axx

axy

Multiplika¢na tabulka binarnej operdcie * grupy (G,*) . 'V tabulke je vybrany riadok patriaci

prvku a a dva stipce patriace prvkom x a y, pric¢om x # y .

Z vety 6.5 vyplyva jednoduché kritérium toho, i algebraickd Struktira (G,*) je

grupa, ak v prislusnej multiplikatnej tabulke sa v nejakom riadku alebo stipci
opakujd prvky, potom 3truktira (G,*) nie je grupa. Poznamenajme viak, sku-

toénost, Ze v tabulke v kazdom stipci alebo riadku sa neopakuji prvky, nie je
postacujiicim ddévodom k tomu, aby Struktira (G*) bola grupou.

Hovorime, Ze algebraickd Struktira (H,*) je podgrupa grupy (G,*) vtedy alen
vtedy, ak H C G a (H,*) je grupa, o budeme zapisovat' (H,*) C (G,*).

Poznamenajme, e ak (H,*)C (G,*), potom obe Struktiry sii grupy a obe binar-
ne operacie sd rovnaké. Kazda grupa ma aspon dve trividlne podgrupy. Prva je
s mnoZinou H ={e} adruhd s mnoZinou H =G, vietky ostatné podgrupy (ak
existuji) nazyvame netrividlne.

Nech (H,*)c(G,*), potom rdad mnoZiny |G| je delitelny radom podmnoZiny
|H

, teda existuje také kladné celé &islo k, Ze |G| = k|H]|

(%)= (G.%)) = 3k (] = k[ ) 67

Nebudeme dokazovat’ tito vetu, jej dokaz vyZaduje mnoho d’alSich pomocnych
pojmov, ¢o presahuje ramec tejto prirucky. Je zaujimava tym, Ze nim poskytuje
jednoduché kritérium toho, ¢i nejaka podmnoZina H moZe tvorit’ podgrupu. Ako

2 M2

vyplyva z vety podiel |G| / |H | musi byt kladné celé Cislo; ak nie je, potom H ne-
mdZe tvorit’ podgrupu grupy (G,*).

Nasledujuca veta rieSi problém ako efektivne verifikovat’, ¢i grupa (H *) je

podgrupa grupy (G,*).
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VETA6.7.

=

OBRAZOK 6.2.
PRVKY SYMETRIE
ROVNOSTRAN-
NEHO
TROJUHOLNIKA

Nech algebraicka Struktiira (G*) je grupa anech H € G je kone¢nd podmnoZi-
na. Algebraickd Struktira (H,*) je podgrupou vtedy alen vtedy, ak
V(x,ye H)(x*ye H), t. j. podmnoZina H je uzavretd vzhladom k bindrnej
operacii *.

Dokaz tejto vety spociva v tom, Ze vychddzajic z jej predpokladov ukdzeme, Ze
pre kazdy prvok mnoZiny H existuje v tejto mnoZine aj jeho inverzny prvok.
Nech xe H, potom v dbsledku uzavretosti H vzhladom k operdcii * plati
x" € H , pre kazdé kladné cislo n. PretoZe mohutnost’ H je kone¢nd, v mocnindch
x" sa musia opakovat’ ¢leny. Nech pre r>s plati x" =x", alebo x'x"" =x".
Pouzijeme zdkon krétenia zl'ava (veta 6.3), dostaneme

r—s

X =e

Tymto sme dokézali, Ze mnozina H obsahuje neutralny prvok. TaktieZ plati
x*xr—s—l — xr—s =e

potom prvok x mé inverzny prvok x"°~'. Tymto sme dokdzali, Ze pre kazdy pr-

vok xe H existuje inverzny prvok v H.

Prvky symetrie rovnostranného trojuholnika, ktorého vrcholy si oznacené Cislicami 1, 2 a 3.
V Pavom stipci st uvedené tri operacie symetrie L, L, a Ly spo&ivajtice v zrkadlenf podla uve-
denych priamok, ktoré prechadzaji vrcholom a polia protilahli stranu. V pravom stipci si
uvedené tri operdcie symetrie C;, C, a Cs, ktoré spocivaju v roticii trojuholnika okolo taziska
proti smeru hodinovych ruci¢iek o 0 stupiiov, 120 stupniov a 240 stupiiov.
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PRIKLAD 6.7.

Zavedieme grupu obsahujicu geometrické transformdcie rovnostranného troj-
uholnika, ktord sa nazyva dihedrdlna grupa. V chémii je vel'mi popularna, popi-
suje symetrické vlastnosti niektorych molekul.

Uvazujme rovnostranny trojuholnik, ktorého vrcholy st oznacené Cislicami 1, 2
a 3, pozri obr. 6.2. MnoZina prvkov obsahuje 6 operdcii symetrie, z ktorych tri su
reflexie L,, L,, L aroticie Cy, C,, C3 . Ak zdkladnud poziciu trojuholnika vyjad-
rime pomocou postupnosti (123), potom aplikicie operdcii symetrie na tito po-
stupnost’ Specifikuji vysledny transformovany trojuholnik

L (123)=(132), L, (123) = (321), L, (123) = (213),

C,(123)=(123), C, (123) =(312), C, (123) = (231)

Potom mdZeme zostrojit’ multiplika¢nud tabul’ku

* G G G L, L, L;
C C &) G L, L, L;
&) &) G C L; L, L,
G G C &) L, L; L,
L, L, L, L; C &) G
L, L, L; L, G C &)
L; L; L, L, G G C

Z multiplikacnej tabulky plynie, Ze tito mnoZina operdcii ma prvok C;, ktory
moZeme klasifikovat’ ako neutrdlny. Z multiplika¢nej tabul’ky taktieZ zistime, ¢i
pre kaZdd operéciu symetrie existuje inverzny prvok

Cl_lzcl’cz_l:CyC}_l:Cz
L'=L, L' =L, L =L,

Podobnym spdsobom mbzeme dokazat, Ze bindrna operdcia sucinu tychto opera-
cif symetrie je asociativna. Potom, algebraicka Struktira

(Dy ={L1.L,,L;,C,.C,.C;} ) je grupa.

Grupa permutacii

SYMETRICKA
GRUPA

UkédZeme, Ze mnoZina permuticii n objektov reprezentovanych mnoZinou
A={1,2,...,n} pri vhodnej definicii bindrnej operacie * tvori symetrickii grupu
(Sn ={P1,Pz,...},>l<), kde S, je mnoZina tvorend vSetkymi permutdciami n ob-

jektov. Permuticie boli uz Specifikované v kapitole 4.2. Permuticiu P mdZeme
chédpat’ ako bijektivne zobrazenie P:A — A, ktoré kaZdému objektu ie A pri-
radi objekt p,€ A, pricom z podmienky bijektivnosti vyplyva podmienka

V(i je A)(i N j) . Permutdciu P vyjadrime formulou
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OBRAZOK 6.3.
SUCIN DVOCH
PERMUTACII

SUCIN PERMUTACIH]
JE ASOCIATIVNY

( 1 2 .. n )

P=

P Py - Py

alebo v kompaktnej forme tak, Ze vynechdme horny riadok ako redundantny
P=(p, p, - p,)

Mnozina S, obsahuje vsetky mozné permuticie n objektov, jej mohutnost je
|S,|=n!

Binéarna operécia * zobrazuje z dvoch permuticii novii permuticiu

¥:§ XS — S,
1 2 ... n , 1 2 ... n L
Nech P = a Pr= , , | si dve permutécie, ich
b P e Dy b P e Py

si¢in P”=P* P’ je definovany tak, Ze ak horny riadok v P~ preusporiadame tak,
aby bol totozny s dolnym riadkom permutécie P, potom dolny riadok takto upra-
venej permuticie Specifikuje permutdciu P”

. , (1 2 .. n 1 2 .. n
P :P*P = ES , , ,
P P, - D, P D, - D,
=( 1 2 .. n )*[pl Dy e pnj
p o b))\ P P,
_(1 2 . n)
p P, - D,

Priklad takto definovaného sucinu permuticii je ukdzany na obr. 6.3. Sdcin
dvoch permuticii méZeme interpretovat’ ako kompoziciu dvoch zobrazeni P a P".

B

B2l aG s
324043 12/ 312

Znazornenie siginu dvoch permutdcii (3 2 1)#(2 1 3). Dolny riadok ilustruje alterna-

tivnu mozZnost’ konstrukcie suc¢inu permutacii tak, Ze horny riadok pravej permutacie upravime
do poradia Specifikovaného druhym riadkom prvej permutécie. Dolny riadok takto upravenej
permutécie reprezentuje vysledok sicinu.
Binarna operacia sic¢inu dvoch permutacii musi byt’ asociativnou operaciou, pre
sti¢in l'ubovolnych troch permutacii B, FP,, P, plati

R#(P,*P)=(R*P)*P,
Lahko sa presved¢ime pomocou obrazka 6.4, Ze tito podmienka je splnend. Prob-
Iém existencie inverznej permuticie je riesiteI'ny jednoduchou ,,inverziou*
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OBRAZOK 6.4.
DokAz
ASOCIATIVNOSTI
BINARNEJ
OPERACIE SUCINU
NAD
PERMUTACIAMI

PRIKLAD 6.8.

Pz[ 2 . nj:P" :[pl Dy o an

D Py - D, 1 2 .. n
(P(l)*P<2)) « P(3) P“Zk (P(Z)* P(3))

P(l) P(Z) P(3) P(l) P(z) P(})

A A A A

n
3

Doékaz asociativnosti bindrnej operdcie si¢inu nad permuticiami. Lavy (pravy) diagram zné-

n n n
. °

zoriiuje zatvorkovanie (P1 * Pz) * P, , kde vysledok prvého sicinu je reprezentovany preruSova-
nou ciarou ( A *(Pz 43) , kde vysledok druhého stcinu je reprezentovany prerusSovanou ¢ia-

rou). V oboch pripadoch, vysledné zloZené zobrazenie je totoZné.

Zostrojte multiplika¢nud tabulku permutécii troch objektov. Jednotlivé permuticie
oznacime takto

B= (123), B, =(231), R = (312),
P =(132), B =(321), K, = (213)

Potom multiplika¢nd tabul’ka pre tieto permuticie ma tvar

* P, P, Ps P, Ps Py
Py Py P, P; P, Ps Pg
P, P, P; P, Ps P P,
P; P; Py P, P P, Ps
P, P, P Ps P, P; P,
Ps Ps P, P P, P P;
P P Ps P, P; P, P,

Z tejto tabulky vyplyva, Ze neutrdlny prvok je permuticia P;, inverzné permuti-
cie st urc¢ené takto

R'=PR,P'=P,P'=P,P'=P, P =P,F'=F,
Potom podmnoZina S; ={P, P,, B} C S, tvori podgrupu (S;,%) C(S;,*).

6.3 MORFIZMY

Porovnajme grupy z prikladov 6.7 a 6.8, ktoré majui dplne odliSnu interpreticiu,
prva grupa obsahuje prvky symetrie priestorovej dihedrdlnej grupy, zatial ¢o
druhd grupa obsahuje permuticie 3 objektov. Ich multiplika¢né tabul’ky maji
tvar
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DEFINICIA 6.8.

IZOMORFIMUS

&

PRIKLAD 6.9.

VETA 6.8.

&

* cC, G C L L, Ij * P P, Py P, Ps Pg
clC C C L, L, Ls|P, P, P, P, P, Ps P
G,|c, ¢ ¢, I, L, L,|P, P, P, P, Ps Py P,
c,lc, ¢, ¢ L, I, L |Py Py P, P, Py P, Ps
L |\L L, Ly C, C C3|Py Py P¢ Ps P P; P,
L, |L, s LA C;3 C, Cy|Ps Ps Py Pg P, P P;
Ly | L;s Ly L, Co C3 Ci|Ps Pg Ps Py Py P, P

Podrobnym porovnanim tychto tabuliek zistime, Ze ak medzi tabul’kami urobime
priradenie jednotlivych prvkov takto
C & R.COPCOR LR LOR LGP

potom multiplika¢né tabulky sd totoZné. Preto mdéZeme povedat, Ze aj grupy
(D;,*) a (S,,*) st si podobné.
Hovorime, Ze medzi grupami (G,*) a (G’,°) existuje izomorfimus (alebo, 7e
grupy sd izomorfné), o znatime (G,*)=(G’,¢), vtedy alen vtedy, ak existuje
bijekcia f:G — G’, pre ktord plati

V(xyeG)(f (xxy)=f(x)of(»)) (6.8)
Uvazujme dve grupy, (R,+) a (R,,x), kde R, =(0,0) je mnoZina kladnych
redlnych Cisel. Dokézte, Ze funkcia f (x) =2" definuje izomorfizmus medzi ty-

mito dvoma grupami, (R,+) = (R, ,x).

Funkcia f(x)=2" je rydzo rastica, &iZe je aj 1-1-zna¢nd. Funkcia ma zaujimavd

vlastnost, (Vx,ye R)f(x+y)=f(x)-f(y), pomocou ktorej sa jednoducho

zostroji izomorfizmus medzi grupami, f: R — R,

Ak f:G— G’ je izomorfizmus medzi grupami (G,*) a (G’,°), potom

(1) Ak e je neutrdlny prvok v grupe (G,*), potom f(e) je neutrdlny prvok
v grupe (G',0).

(2) Grupa (G,*) je komutativna vtedy a len vtedy, ak (G’,¢) je komutativna
grupa.

(3) Ak x™' je inverzny prvok vzhl'adom k prvku x v grupe (G,*), potom
f (x’l) je inverzny prvok vzhladom k prvku f(x) v grupe (G’,e).

(4) Inverzné zobrazenie f~' :G’— G definuje izomorfizmus z grupy (G’,°) do
grupy (G,*).

(5) Ak (H,*) je podgrupa grupy (G,*), potom (H’,c), kde
H’'={f(x);xe H}, je podgrupa grupy (G’,e) a (H,*)=(H’°).
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IZOMORFIZMUS
ZACHOVAVA NAPR.
KOMUTATIVNOST

PRIKLAD 6.10.

DEFINICIA 6.9.
HOMOMORFIZMUS

&

BEZ BIUEKTIVNOSTI
MOZEME STRACAT
DETAILY

PRIiKLAD 6.11.

Této veta ndm poméha zistit, ¢i medzi grupami (G,*) a (G’,°) existuje izomor-
fizmus. Napriklad, ak grupa (G,*) je komutativna a grupa (G’,) nie je komuta-

tivna, potom medzi tymito grupami nemdZe existovat’ izomorfizmus. Vo vse-
obecnosti teda plati, Ze ak chceme zistit, Ze dve grupy nie st izomorfné, musime
n4jst’ takd vlastnost’ prvej grupy, ktora sa nevyskytuje v druhej grupe.

Dokézte, Ze ak A={a,b}, potom monoidy (P(A),u) a (P(A),m) s izo-
morfné. (Izomorfizmus monoidov definujeme rovnako ako pre grupy.)

Poten¢nd mnozina md tvar P(A)={@,{a}.{b}.{a,b}} . Multiplikatné tabulky
pre tieto monoidy maju tvar

v | @ |{a} | {b} [{ab N
o | @ |[{a | {p} |{ab 2

}
}
{a} [ {a} | {a} [{ad] |{ab) {4}
}
}

{a} | {8} | {ab)
2| o | 2
{a}
@ | {p | {9

{a} | {b} | {ab}

{p} | {p} [{ab}| {b} [{ab {v}
{a,b} {a,b} {a,b} {a,b} {a,b {a,b}

STESIESYESEES
=

1-1-znaéna funkcia f:P(A)— P(A), ktord zobrazuje prvii tabulku na druhu
m4 tvar
f(@)={ab}, f({a})={a}, £ ({p}) ={b}. f ({a.b})=2

Potom medzi monoidami (P(A),u) a (P(A),m) existuje izomorfizmus.

Hovorime, 7e medzi algebraickymi Struktirami (G,*) a (G’,0) existuje homo-
morfizmus vtedy a len vtedy, ak existuje zobrazenie f:G — G’, ktoré zachova-

va relevantné vlastnosti Struktiry, ako neutrdlne a inverzné prvky, a pre binarne
operécie plati

V(xyeG)(f(x*y)=F(x)f(¥)) 69)
Ak medzi dvoma algebraickymi Struktdrami existuje izomorfizmus, potom tieto

Struktdry sd ,,skoro totozné*. Ak odstrdnime podmienku bijektivnosti funkcie
f:G— G’, potom této ,,skoro totoznost™ sa strdca, druhé algebraicka Struktdra

(G’,°) uZ nemusi mat’ vietky detaily prvej Struktiry.

UvaZujme mnoZinu A={a,b,c}, mnoZina A" obsahuje vietky moZné ret'azce
prvkov a, b, ¢ (vritane prazdneho retazca €). Potom algebraickd Struktira
(A*,*) , kde bindrna opericia * reprezentuje spijanie retazcov, je monoid (exis-
tuje neutralny prvok reprezentovany prazdnym ret'azcom €). Nech existuje funk-

cia f:A"— N, kde NV je mnoZina nezdpornych celych &isel, tdto funkcia je
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definovana takto
f(x) =dizka refazca x
UkaéZte, Ze toto zobrazenie f je homomorfizmus z (AV) na (NV,+).
Z definicie funkcie f vyplyva, Ze plati
flxxy)=F(x)+ 1 ()
t. j. diZka spojeného refazca x*y sa rovna siétu dizok jeho zloZiek x a y. Tato

funkcia evidentne nie je bijekcia, aj ked’ neutrdlny prvok sa zobrazenim zachovi-
va.

ZHRNUTIE

BINARNA Bindrna operdcia na mnozine X je predpis (funkcia)
OPERACIA fiXxX—>X
ktord dvom prvkom x,y€ X jednozna¢ne priradi prvok z=x*y=f(x,y)e X .
Bindrna operdcia mdzZe byt asociativna, komutativna. Prvok ec X sa nazyva
neutrdlny vzhladom k bindrnej operacii * na mnoZine X vtedy a len vtedy, ak
pre kazdé xe X
X*te=e*x=Xx
Prvok ye X sa nazyva inverzny vzhl'adom k prvku xe€ X a k bindrnej operacii
* na mnoZine X vtedy a len vtedy, ak
y kx=Xx% y =e
Inverzny prvok y ¢asto oznaCujeme symbolom x', aby sme zddraznili jeho
vzt'ah k prvku x.

ALGEBRAICKA Usporiadand dvojica (G,*) obsahujica mnoZinu G a bindrnu operéciu * nad

STRUKTURA touto mnoZinou sa nazyva algebraickd Struktira.

Algebraicka Struktura (G*) sa nazyva pologrupa vtedy a len vtedy, ak binarna

operdcia * je asociativna. Ak bindrna operécia * je aj komutativna, potom al-
gebraicka Struktira sa nazyva komutativna pologrupa.
Pologrupa (G*) sa nazyva monoid vtedy a len vtedy, ak ma neutralny prvok.

GRUPA Monoid (G,*) sa nazyva grupa, ak ku kazdému prvku x€ G existuje inverzny
prvok x™' € G. Plati teda, Ze algebraickd Struktira (G,*) je grupa vtedy, ak sd
splnené tieto tri podmienky: (1) bindrna operdcia * je asociativna, (2) existuje
neutrdlny prvok e€ G, (3) pre kazdé xe€ G existuje inverzny prvok x' € G.
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ZAKLADNE Ak algebraickd Struktira (G*) je grupa, potom existuje ,.kratenie* zl'ava a spra-

‘é;‘th;Y“‘OST' va, pre kazdé a,x,y€ G plati: (a) kritenie zlava a*x=a*y=>x=y a (b) kra-
tenie sprava x*a=y*a=>x=y.
V multiplikac¢nej tabulke grupy G, ktord zndzorfuje bindrnu operdciu * sa
v kazdom riadku alebo stlpci vyskytuje kazdy element z G prave len raz.
Algebraicka Struktira (H,*) je podgrupa grupy (G,*) vtedy, ak HCG
a (H,*) je grupa, ¢o sa zapisuje takto (H,*) C (G,*).

MORFIZMY Medzi grupami (G,*) a (G’,°) existuje homomorfizmus vtedy alen vtedy, ak

existuje zobrazenie f :G — G’, ktoré zachovéva bindrnu operaciu,

V(xyeG)(f (x*y)=F(x)f ().
Medzi grupami (G,*) a (G’,°) existuje izomorfimus (alebo, Ze grupy su izo-
morfné), o znatime (G,*)=(G’,0), vtedy, ak existuje 1-1-znacné zobrazenie

f:G — G’ ktoré zachovava bindrnu operaciu,

V(xyeG)(f(xxy)=f(x)e f(¥))-

KrUCOVE POIMY

algebraické Struktiiry komutativna pologrupa
grupoidy Abelova pologrupa
grupy monoid

zdakladné vlastnosti grupy krdtenie zlava
morfizmy krdtenie sprava
bindrna operdcia podgrupa

existuje prave jeden prvok x, 3!x trividlne podgrupy
multiplikacna (Cayleyho) tabulka Lagrangeova veta
asociativna bindrna operdcia rad grupy
komutativna bindrna operdcia dihedrdlna grupa
neutrdlny prvok grupa permutdcii
inverzny prvok symetrickd grupa
»jednotkovy“ prvok SUcin permutdcii
,hulovy“ prvok izomorfimus

pologrupa homomorfizmus
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CVICENIA

6.1. Pre kazdy uvedeny pripad rozhodnite, ¢i symbol x*y Specifikuje bindrnu
operéciu na mnozine A. Ak nie, tak vysvetlite preco.

(@ x*y=x-y, A=R, =(O,<>°).

(b) xxy=x+y,pre A=2Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} .

(c) x*y=x", A=R, =(O,<>°).

(d) x * y = maximdlny spolo¢ny delitel' x a y, A={1,2,3,4,6,8,24}.

6.2. Nech binarna opericia na mnoZine R obsahujicej redlne Cisla je definovana
ako rozdiel, x* y = x—y. Rozhodnite, ¢i tito opericia je
(a) asociativna,

(b) komutativna,
(c) existuje neutrdlny prvok.

6.3. Nech A je kone¢na mnoZina a nech pre tito mnoZinu A je bindrna operacia
definovana pomocou multiplika¢nej tabul’ky. Na zdklade ¢oho je moZné rozhod-
ndt’ pomocou tejto tabul’ky, ¢i

(a) bindrna opericia je komutativna,

(b) existuje neutrdlny prvok.

6.4. Nech bindrna opericia nad potencnou mnoZinou X = P(A) je definovana
ako prienik mnoZin, (Vx, ye P(A)) (x*y=xny), rozhodnite:
(a) Je binarna opericia komutativna?

(b) Co je neutralny prvok?

(c) Ktoré prvky majui inverzné prvky (ak existuji)?
6.5. Nech X = P(A) , bindrna operécia nad touto mnoZinou je definovand ako
symetricky rozdiel (Vx,ye P(A))(x#*y=(x-y)U(y-x)). PouZite Vennove
diagramy na odévodnenie odpovedi na nasledujiice otazky:

(a) Je operécia * bindrna operacia?

(b) Je tito operacia komutativna?

(c) Je tito operacia asociativna?

(d) Existuje neutralny prvok v mnozine X ?
(e) Ak existuje neutrdlny prvok, existuje potom ku kazdému prvku

xe P(A) inverzny prvok x™' € P(A)?

6.6. Nech mnozina X = {a,b,c,d } , bindrna operdcia pre tito mnoZinu je defino-
vand pomocou multiplikacnej tabul’ky
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L O

L O Q]
Q Q Q&
ST o0
o QU XX

(a) Je tato operacia asociativna?
(b) Je tato operacia komutativna?

6.7. Nech X je neprazdna mnoZina a bindrna operacia je definovania vztahom
x*y=x,pre kazdé x,ye X .
(a) DokéZte, Ze algebraickd Struktdra (X,*) je pologrupa.

(b) Rozhodnite, ¢i tato algebraickd Struktira je monoid.

6.8. Nech dve algebraické Struktdry (X,*) a (¥,o) si grupy. Definujte nad kar-
tezidnskym sic¢inom X XY bindrnu operdciu takto
(xl’yl).(XZ’yl):(xl Xy, Yy © yz)

pre kazdé x,x,€ X a y,y,€Y.
(a) Ukazte, Ze ® je bindrna operdciana X XY .
(b) Ako je definovany neutrdlny prvok na X xY ?

(¢) Ako je definovany inverzny prvok (x, y)fl ?
(d) Dokdzte, 7e algebraicka Struktira (X xY,e) je grupa.

6.9. Nech (/V,*) je algebraicka Struktira, kde NV je mnoZina obsahujica nezdpo-

z M2

rné celé ¢isla. Bindrna operécia je definovana takto
x*y=max{x,y}
(a) DokaéZte, Ze algebraickd Struktdra (/V,*) je pologrupa.
(b) Rozhodnite, ¢i (N,*) je monoid.

6.10. Uvazujme nestvorcovy obdiZnik, ktorého vrcholy s oznadené &islicami 1,
2,3a4.

Tento obdiZnik ma4 Styri operécie symetrie
C : rotacia o 0° stupnov okolo stredu obdiZnika,
C; : rotacia o 180° stupniov okolo stredu obdiZnika,
L, : reflexia priamkou L, a
L, : reflexia priamkou L,.
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PoDMONOID

STRED GRUPY

1 2
L,
4 3
L,
1 2 1 2 1 2 3 4
C, C,
— —
4 3 4 3 4 3 2 1
1 2 2 1 1 2 4 3
Ll LZ
— —
4 3 3 4 4 3 1 2

Na lepSie pochopenie tychto prvkov symetrie ich budeme Specifikovat’ ich apli-
kaciou na postupnost’ (1,2,3,4)

C (1,2,34)=(1,2,3,4)
C,(1,2,3,4)=(3,4,12)
L(1,2,3,4)=(2143)

L,(1,2,3,4)=(4321)

Pre takto definované prvky mozZeme zostrojit’ ich kompoziciu (bindrnu operaciu),
napriklad
C,*L(1,23,4)=C,(L(1,23,4))=C,(21,43)=(43,21)=1L,
(a) Zostavte multiplika¢ni tabul’ku pre kompoziciu dvoch operacii symetrie.
(b) Dokazte, Ze algebraickd Struktira (A={C,,C,,L,,L,}.*) je grupa.

6.11. Pred rieSenim tohto prikladu je potrebné dodefinovat’ pojem ,,podmonoid‘
v duchu tedrie grip. Nech algebraicka Struktdra (X >*<) je monoid, potom algeb-

raicka Struktdra (X ’,*) je taktieZ monoid, ak X’ je neprdzdna podmnoZina X,
X’C X . Hovorime, 7e (X’,*) je podmonoid, (X’,*)c(X,*). Nech (X,*) je
komutativny monoid. UkdZte, Ze mnoZina idempotentnych prvkov
X’ ={x;(xe X)A(x*x=x)} tvorf algebraicki Struktiru (X’,*), ktord je pod-
monoid.

6.12. Nech algebraicka Struktira (X ,*) je grupa. Stred tejto Struktdry je defino-
vany ako podmnoZina X, ktord obsahuje prvky komutujice so vSetkymi prvkami
X, X ={x:(x€ X) A(Vy(x# y=y*x))} . Dokéte, 7e algebraickd Struktira

center

(XL'L’ntL’V’*) je pOdgrupa grupy (X’*) ’ (XL'€)1t€V’*) g (X’*) N



7 ALGEBRAICKE STRUKTURY
I1

BOOLOVA ALGEBRA ® BOOLOVE FUNKCIE ® LOGICKE SIETE @
MINIMALIZACIA BOOLOVYCH VYRAZOV

Tato kapitola sa bude zaoberat jednou z najdoleZitejSich Struktir diskrétnej ma-
tematiky — Boolovou algebrou a Boolovymi funkciami. UkdzZeme jednoduché apli-
kacné moZnosti tejto teorie pri ndvrhu logickych obvodov a ich minimalizdcii do
tvaru, ktory obsahuje minimum ,,siciastok” pomocou Quinovej a McCluskeyho
metody.

7.1 BOOLOVA ALGEBRA

Elektronické obvody v pocitacoch a v podobnych zariadeniach st charakterizo-
vané bindrnymi vstupmi a vystupmi (rovnajicimi sa 0 alebo 1), transformdcia
vstupu na vystup sa uskutociiuje prostrednictvom elektronického obvodu, ktory
tvori jadro tohto ,transforma¢ného* zariadenia, pozri obr. 7.1. Elektronicky ob-
vod moZe byt formalne simulovany tzv. Boolovou' funkciou, ktord transformuje
m vstupnych bindrnych premennych na » vystupnych binarnych premennych.

OBRAZOK 7.1. )
ELEKTRONICKY
OBVOD m bindrnych elektronicky n bindrmych
S BINARNYMI vstupov obvod V¥stupoy
VSTUPMI

-

Znézornenie elektronického obvodu, ktory md m bindrnych vstupov a n binarnych vystupov.
Cinnost’ elektronického obvodu spociva v transformdcii bindrnych vstupnych hodnot na binar-
ne vystupné hodnoty.

! George Boole (1815-1864), anglicky matematik, ktory sa svojou knihou The Laws of Thought (1854) zasluzil
o moderny rozvoj vyrokovej logiky ako Specidlnej oblasti algebry, ktord je nazvana jeho menom — Boolova algebra.
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BOOLOVE FUNKCIE
A BOOLOVA
ALGEBRA

»,DUALIZMUS*
VYROKOVEJ
LOGIKY A TEORIE
MNOZIN

DEFINIiCIA 7.1.
BooLovA
ALGEBRA

&

Vieobecnd definicia Boolovej funkcie je f:{0,1}" —{0,1}", tdto funkcia trans-
formuje bindrny vektor dizky m na binarny vektor dizky n. MdZeme si polozit
otazku, ako realizovat' tito Boolovu funkciu, aby mala vopred Specifikované
vlastnosti? Tento problém je realizovany pomocou Boolovej algebry, ktord po-
mocou premennych s 0-1 ohodnotenim (t. j. bindrnych) premennych a pomocou
dvoch elementarnych algebraickych operécii a jednej unérnej algebraickej opera-
cie je schopna dostatocne vSeobecne modelovat’ Boolove funkcie s vopred $peci-
fikovanymi vlastnostami. Poznamenajme, Ze Boolova algebra ma dva zndme
modely, prvym je vyrokové logika a druhym algebra teérie mnozin. PretoZe obe
tieto zdanlivo odtaZité discipliny maji rovnakud ,,metateériu‘, existuje medzi za-
konmi vyrokovej logiky a formulami teérie mnozin ,,dualizmus®, pomocou kto-
rého ku kazdému zékonu vyrokovej logiky priradime jednozna¢ne formulu tedrie
mnoZin a naopak. Dobrym ilustrativnym prikladom tohto dualizmu st De Mor-
ganove formuly, ktoré vo vyrokovej logike a v tedrii mnoZin maju tvary

—(prg)=(-pv—q)e ANB=AUB
—(pvg)=(-pr—q)e AUB=ANB

V tychto formulich, vo vyrokovej logike unarna logicka spojka negéicie ma ekvi-
valent v tedrii mnozin v unirnej algebraickej opericii doplnku, a podobne, vo
vyrokovej logike binidrne spojky konjunkcie a disjunkcie maji ekvivalenty
v tedrii mnoZzin v bindrnych algebraickych opericiich prieniku resp. zjednotenia.
Na zaver je potrebné poznamenat, Ze vyrokova spojka ekvivalentnosti ma v ted-
rii mnozin ekvivalent v relédcii rovnosti. Tieto priradenia vo vyrokovej logike
a v tedrii mnozin méZeme zosumarizovat’ takto
vyrokové premenné p,q,r,... < mnoziny A, B,C,...

spojka negécie — < opericia doplnku B
spojka konjunkcie A < opericia prieniku M
spojka disjunkcie v < operécia zjednotenia U
spojka ekvivalentnosti = < reldcia rovnosti =
Boolova algebra je algebraickd Struktira Specifikovand usporiadanou 6-ticou
(B,+, . ,_,0,1), kde B={a,b,...,x,y,..} je neprizdna mnoZina prvkov (premen-

nych Boolovej algebry), ktord obsahuje dva Specidlne odliSené prvky — konStanty
0,1€ B anad ktorou su definované bindrne operacie stcinu a suctu

-:BXB—B (7.1a)
+:BxB—B (7.1b)

a undrna operdcia komplementu
BB (7.1c)

ktoré vyhovujui tymto podmienkam
(1) komutativnost’:
X-y=y-x, X+y=y+x (7.1d)
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ALTERNATIVNE
NOTACIE
BOOLOVEJ
ALGEBRY

X NEMA
VLASTNOST!
INVERZNEHO
PRVKU

PRIKLAD 7.1.

PRIKLAD 7.2.

(2) asociativnost’:
(x-y)-zzx-(y-z), (x+y)+z=x+(y+z) (7.1e)
(3) distributivnost’:
xo(y+z)=(x-y)+(x-2), x+(y-z)=(x+y)-(x+z) (71D
(4) vlastnost’ konstanty 0:

x=x+0, x-x=0 (7.1g)
(5) vlastnost’ konstanty 1 :
x=x-1, x+x=1 (7.1h)

V literatire existuje mnoho alternativnych notdcii Boolovej algebry. Napriklad
operacia sucinu sa alternativne vyjadruje symbolmi A alebo *, podobne, opericia
sictu symbolmi v alebo @ . Na zjednodusenie notdcie budeme vynechdvat’ sym-
bol sicinu, formulu x-y budeme zjednodusene pisat’ ako xy. Druhd formula z
(7.1f) sa nazyva tiez distributivny zdkon, ako je tomu pri klasickom pocitani
s Cislami, aj ked’ pre klasicky sucet asucin Cisel by tito formula neplatila.
Z formual (7.1g-h) vyplyva, Ze konsStanta 1 (0) ma tdlohu neutrdlneho prvku pre
sucin (sucet). Z bezného pohladu na formuly (7.1g-h) by niekto mohol odvodit
zaver, 7e vyraz x je inverznd formula pre x. Pripomenime si, Ze v kapitole 6 bol
inverzny prvok definovany pomocou vlastnosti x-x~' =e, kde e je neutrilny
prvok, teda by muselo platit x-x =1, avSak podl'a pravej formuly (7.1g) plati
x-x=0, z¢oho vyplyva, Ze vyraz X nemd vlastnosti inverzného prvku (tak
vzhl'adom k operécii stictu, ako aj sicinu).

Najjednoduchsia Boolova algebra (s vel'kym vyznamom v informatike a v logi-
ke) je zaloZend na dvojprvkovej mnoZine B ={0,1}. Bindrne opercie suci-

nu, sic¢tu a unirna operacia komplementu si pomocou multiplikaénych tabuliek
definované takto

o1 -jJ011 p

0j1 0]Jjo0j0 O
1j1j1 1jo0j1 1

Jednoducho sa méZeme presvedcit’, Ze pre takto Specifikované operécie su splne-

O[S

né podmienky (7.1a-h), t. j. algebraicka Struktira (B,+, . ,_,0,1) je Boolova al-
gebra.

Nech A={a,b,c,...] je neprizdna mnoZina, poloZme B =P (A). Opericie - a
+ st realizované pomocou mnoZinovych operdcii M resp. U, operdcia komple-
mentu je realizovand ako mnoZinovy komplement vzhladom k mnoZine A,
X = A—x . Potom plati:

(a) binarne opericie su asociativne, komutativne,

(b) medzi bindrnymi operdciami platia distributivne zdkony,

(c) prazdna mnoZina & ma vlastnosti neutrdlneho prvku pre operaciu U

(VXeB)(Xu@=0UX=X)
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PRIKLAD 7.3.

(d) mnoZina A ma vlastnosti neutrdlneho prvku pre operaciu M
(VXeB)(XNA=ANnX =X)
(e) pre kazdé X € B existuje komplement X € B taky, 7e
(VXeB)(XnX=0)
(VXeB)(X UX =A)
To znamend, Ze podmienky (7.la-h) sd splnené, t. j. algebraickd Struktira
(P(A),u, N ,_,Q,A) je Boolova algebra.

Nech B={p,q,r,..} je mnoZina vyrokovych formul, ktord je uzavretd vzhl'adom
k bindrnym operacidm konjunkcie (A), disjunkcie (v) a k undrnej operécii negé-
cie (—). Pre tito mnoZinu je definovand aj relacia ekvivalentnosti =", dve formu-
ly su ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak maji rovnaku pravdivostnud interpreticiu
(st logicky ekvivalentné). Z mnoziny B vyberieme formulu — kontradikciu (napr.
pA—p) aoznacime ju symbolom 0; podobne formula — tautolégia (napr.
p Vv —p) je oznacend symbolom 1. To znamend, Ze symboly 0 a 1 patria do mno-
Ziny B. Pre kazdi formulu p platia tieto vzt'ahy

pv0=0vp=p

pAl=1Ap=p
PretoZe logické spojky konjunkcie a disjunkcie st komutativne a asociativne, a
pre tieto opericie platia taktiez distributivne zdkony, podmienky z definicie 7.1
su splnené, t. j. algebraicka Struktdra (B,v, A ,—|,0,1) tvori Boolovu algebru.

7.2 VLASTNOSTI BOOLOVEJ ALGEBRY

DUALNA FORMA
o+, 4+ >
051,150

&

V tvodnej Casti kapitoly 7.1 bol zmieneny princip duality medzi algebrou tedrie
mnozin a vyrokovou logikou. UkdZeme, Ze tento princip je aplikovatelny aj pre
rozne Boolove algebry.

Postulujme nejaku rovnost, ktord je odvodite'na z axiém Boolovej algebry a je
v nej teda platnd. Dudlnu formu rovnosti dostaneme tak, Ze urobime zdmenu
symbolov

o>+, +—>,051a1-50

Napriklad, uvazujme vzdy (pre 'ubovolné x, y) platni formulu Boolovej algebry,
(X +y)-x-y=0, dudlny tvar tejto formuly je (X-y)+x+y=1. Axiémy Boo-
lovej algebry (7.1d-h) st uvedené po dvojiciach dudlnych formil. To znamend,
7e ak v rdmci Boolovej algebry odvodime nejaki formulu, tak potom aj jej dudl-
na forma je odvoditelnd pomocou postupu, ktory je ,,dudlny* k postupu prvej
formuly.
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VETA7.1. (™ “ (Princip duality). Kazda veta Boolovej algebry je taktieZ vetou aj v dualnej for-
me.

V predchddzajicej kapitole bola dokdzand vel'mi vSeobecnd veta 6.1
o jednoznacnosti neutrdlneho prvku. Tento ddkaz bol zaloZeny na predpoklade
existencie neutralneho prvku, rovnaky dévod moze byt pouzity aj pre dokaz jed-
noznac¢nosti neutralnych prvkov 1 a 0.

VETA7.2. (B~ | Neutrélne prvky 1 a 0 existuji jednoznaéne.
Podobne sa dd dokdzat aj jednoznacnost' existencie inverznych prvkov
v Boolovej algebre.

VETA7.3. (B~ Pre kazdy prvok xe B existuje jednoznaéne prvok xe€ B taky, Ze x-x=0 a
x+Xx =1 (t. . st splnené podmienky 7.1g-h).

VETA 7.4. Nech (B,+, . ,_, 0,1) je Boolova algebra, potom platia tieto formuly
& (1) Involutivnost komplementu
(Vxe B)(X =x) (7.2a)
(2) Idempotentnost’
(Vxe B)(x-x=x) (7.2b)
(Vxe B)(x+x=x) (7.2¢)
(3) De Morganove zdkony
(Vx,ye B)(x+y=x-y) (7.2d)

(Vx,ye B)()Tyzmy) (7.2¢)
(4) Nulitnost’ (univerzalne ohranicenia)
(Vxe B)(x+1=1) (7.29)
(Vxe B)(x-0=0) (7.2g)
(5) Absorpcia
(Vx,ye B)(x+(x-y)=x> (7.2h)
(Vx,ye B)(x-(x+ y)=x> (7.21)
(6) Komplementy konstant
0=1 (7.2)
1=0 (7.2k)
(7) Vlastnosti konstant vzhl'adom k bindrnym operacidm
0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=1 (7.21)
0.0=0,0-1=0,1-0=0,1-1=1 (7.2m)

Dékaz tychto vlastnosti prenechdme na cvicenie.
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7.3 BOOLOVE FUNKCIE>

DEFINICIA 7.2.
BooLovA
PREMENNA,
KOMPLEMENT

ALTERAL (B

DEFINiCIA 7.3.
BooLovA
FORMULA

&

V tvode k tejto kapitole bola Boolova funkcia definovana ako funkcia nad bi-
narnymi premennymi {0,1}. Tento pomerne zjednoduseny pohl'ad na Boolovu
funkciu bude teraz rozSireny tak, aby koncepcia Boolovej funkcie bola ¢astou
Boolovej algebry. Zakladny pojem pre definiciu Boolovej funkcie je pojem Boo-
lovej premennej. PouZijeme analogicky pristup, aky sa pouZiva pre definiciu re-
alnej premennej, je to veli¢ina, ktord moZe nadobuidat’ hodnoty z mnozZiny reél-
nych Cisel.

Nech (B,+, . ,_, 0,1) je Boolova algebra. Potom,

(1) Boolova premennad je taka premennd, ktord nadobida hodnoty z mnoZiny B,

(2) komplement premennej x, oznaeny x , je takd premenna, ktorej hodnota sa
rovnd komplementu hodnoty premennej x (t. j. ak x=be B, potom
Xx=beB,

(3) literal je Boolova premenna x alebo jej komplement X .

V d’alSom texte budeme pouZivat’ noticiu, ktord umozni rozlisit’ literal

x (pree=1)
X = (7.3)
x (pree=0)

Podobne ako pre redlnu premennt, aj Boolova premennd moZe byt kombinovana
do tvaru Boolovych formidl pouZitim bindrnych operacii stainu, suctu
a komplementu.

Nech (B,+, . ,_,0,1) je Boolova algebra. Potom Boolova formula, obsahujica

Boolove premenné x,,x,,...,x, , je definovana takto:

(1) konstanty 0 a 1 st Boolove formuly,
(2) Boolove premenné x,,x,,...,x, si Boolove formuly,

(3) ak X a ¥ st Boolove formuly, potom aj vyrazy (X-Y), (X+Y), X a Y
st Boolove formuly.

V d’alSom texte budeme pouZivat’ konvenciu, Ze ak bude jasné o aki formulu sa
jednd, tak termin ‘Boolova formula” budeme skracovat’ na “formula’. Podobne
ako vo vyrokovej logike, mdZeme si definovat rastticu prioritu operacii takto: (1)

sucet, (2) sucin a (3) komplement. Napriklad, formulu ((x y) + z) modZeme po-

mocou tejto konvencie vyjadrit’ v zjednodusenom tvare bez zatvoriek x-y+ z.

% Poznamenajme, Ze v tejto kapitole pouZivame terminolégiu prevzatii z vyrokovej logiky. Tento ,,zlozvyk* informa-
tikov (ktory je Casto tvrdo kritizovany matematikmi) sndd’ sa dd oddvodnit’ uz viac ako 50. ro¢nou literatirou
o pouziti Boolovej algebry a Boolovych funkcii v informatike, kde sa obvykle prezentujui ako urcita forma vyroko-

vej logiky.
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PRIKLAD 7.4.

DEFINICIA 7.4.
EKVIVALENTNOST

&

DEFINICIA
EKVIVALENTNOSTI
BooLovycH
FORMUL POMOCOU
TABULIEK

DEFINICIA 7.5.
BOOLOVA FUNKCIA

&

Dalej, podobne ako v §tandardnej algebre, budeme vynechdvat’ znak sd¢inu, na-
priklad predchddzajici ilustracny priklad ma tvar xy + z.

Zjednoduste formulu ((x +y)-(x+7)).

PouzZitim distributivneho zdkona a (7.1g-h)
((r+3)-(F+7)) = (x- %) +(x-7) + (y-X)+(y-7)
=¥+w+yx+2%=w+xy
Dve Boolove formuly ¢, (x,x,,...x,) a @,(x,x,,..,x,) st ekvivalentné,
¢, =¢,, vtedy a len vtedy, ak jedna formula je pomocou kone¢ného poctu apli-

kacii axiém Boolovej algebry pretransformovand na druhd formulu.

Existuje aj druhd alternativna forma definicie ekvivalentnosti dvoch Boolovych
formiil pomocou tabuliek ich funkénych hodndt

S N A I x, | @(x.%,,...x,) @, (X, Xy, )
........... u, v,

210 0 | e u, Vv,

n

1 1] . 1 i, v,

Potom ekvivalentnost’ dvoch formil je ur€end podmienkou Vi(u, =v,), alebo
((Pl =0, ) =def Vi(u,. = v,.)
Podr'a prikladu 7.4 formuly ¢, =(x+y)-(X+y) a ¢, =xy+Xy st ekvivalent-

né, pretoZe druhd formulu ziskame z prvej pouzitim kone¢ného poctu aplikacii
axiém Boolovej algebry, potom ¢, =@,.

Konecne sa dostdvame k definicii Boolovej funkcie f(x,,x,,...,x,) ako Boolo-
vej formuly, ktord obsahuje premenné x,,x,,...,x, . Napriklad
f(xl,xz,x3) =X, (x2 + 23)
Nech (B,+, . ,_,0,1) je Boolova algebra.
(1) Boolova funkcia f(x,x,,..,x,) premennych x,x,,..,x, je zobrazenie

f:B"— B, pricom f(x,x,,...x,) je3pecifikovand ako Boolova formula.

(2) Vsetky Boolove formuly, ktoré si navzijom ekvivalentné, definuji rovnaku
funkciu (im odpovedajtice funkcie su si rovné).
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EKVIVALENTNE
BOOLOVE
FORMULY

— ROVNAKA
BOOLOVA FUNKCIA

EKVIVALENCIA CEZ
LKANONICKU"
REPREZENTACIU
BOOLOVEJ
FUNKCIE

DEFINICIA 7.6.
SUCINOVA
KLAUZULA

DEFINICIA 7.7.

SUCETOVA
=

KLAUZULA

Z tejto definicie vyplyva, Ze ekvivalentné Boolove formuly Specifikuji rovnaku
Boolovu funkciu. Napriklad, mame dve funkcie

. p? (>
f:B*—>B  f(x.x)=x(X+x,)
. p? _
g:B°—>B  g(x.x)=xx,
Pouzitim distributivneho zakona l'ahko dokdZeme, Ze formuly sd ekvivalentné,
x, (X, + x,) = x,x, , potom funkcie fa g si si rovné.

PretoZe Boolova funkcia mdZe byt’ vyjadrena mnohymi roznymi formulami, kto-
ré su navzijom ekvivalentné, vznika otdzka, ako efektivne rozhodnit’, ¢i dve Bo-
olove formuly st ekvivalentné, alebo ¢i dve Boolove funkcie sd si rovné. Na-
miesto transformécie jednej formuly na druhd uvedieme ,kanonickd*
reprezentaciu Boolovej funkcie, podl'a ktorej méZeme jednoducho rozhodnit’, ¢i
dve Boolove funkcie su si rovné alebo nie.

Stcinovd klauzula premennych x,,x,,...,x, je Boolova formula, ktord obsahuje
sucin n literalov (t. j. premenni alebo jej komplement) pre kazdd premennd.

Ako priklad sucinovej klauzuly premennych x,x,,x, sd tieto formuly: xx,x;,
XXX, XX,X;, XX,X;,..., X,X,%,. Ak pouZijeme formalizmus x°, potom sti¢ino-
vé klauzula premennych x,x,,...,x, , ktord je Specifikovand bindrnym vektorom
e=(e.e,,....e,), ma tvar
— 4 ¢ €n
I, =x"xy..x] (7.4)

Napriklad, pre e =(11011) sucinové klauzula ma tvar

JES T S IS O R -
l(11011) = XXX Xy Xs = Xy Xy X3 Xy Xs
PretoZe binarnych vektorov e = (el,ez,...,en) je 2", potom aj réznych si¢inovych
klauzil je 2".
Stctova klauzula premennych x,,x,,...,x, je Boolova formula, ktord obsahuje
sucet n literdlov (t. j. premennu alebo jej komplement) pre kaZzdd premennd.
Podobne ako pre stucinovu klauzulu, moéZeme aj suctovd klauzulu pre premenné
X, X,,...,X, Specifikovat’ bindrnym vektorom e = (¢, e, ,....e, )
2 e e,
L =x"'+x?+..+x (7.5)
Pre ¢ =(10100) sictové klauzula md tvar
_ 0 1 0 0 _ - - =
L=x +x +x+x, +X, =x +X, +x,+X, +X
PretoZe kazda suctové klauzula premennych x,,x,,...,x, je Specifikovand bindr-

nym vektorom e = (¢, e,,....¢, ), potom pocet sictovych klauzil je taktiez 2".
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DISJUNKTIVNA
NORMALNA FORMA

DNF (&~

PRIKLAD 7.5.

VETA7.5. (B~

KONSTRUKTIVNY
DOKAZ VETY 7.5.

Tymto sa dostdvame k formulécii hlavného vysledku tejto kapitoly, Ze kazda Bo-
olova funkcia moZe byt’ jednoznacne vyjadrend ako sumdécia stcinovych klauzil
(tento tvar sa nazyva vo vyrokovej logike disjunktivna normdlna forma, DNF).

Vyjadrite Boolovu funkciu x,x, (x, +x,) pomocou siétu sicinovych klauzil
(DNF).
XX, (X +2,) = x00x + XXX

=X XX, + XX X5 = XX, + XX, X5
——

X
=x%1+xx,x, = XX, ()c3 +X; ) + XX, X,

= XXX + X1 Xy Xs + XX, X5
%f_J
X Xp X3

= XXX + X1 Xy X5

Kazda Boolova funkcia f (xl,xz,...,xn), ktord sa identicky nerovnd nule, mdZe

byt Specifikovand ako suma stc¢inovych klauzil

f(x,%,x,) = Z fle.e.e,)x x5 .x

ec{0,1}"

= Ze:f(el’eZ""’en)l(el,q,m,e“)
=> f(e)l,
= ez l(e)

(£(e)=1)

(7.6)

Presny dokaz tejto vety vykonany pomocou matematickej indukcie je pomerne
zdlhavy, preto ho nebudeme uvadzat. Nazna¢ime jednoduchy konStruktivny do-
kaz. Boolova funkcia f(x,x,,...x,) je vlastne 3pecifikovand jej funkénymi

f(e.e,....e,)

e=(¢.e,,....e,). Hovorime, Ze funkcia f je Specifikovand tabulkou funkénych

hodnotami pre vSetky hodnoty bindrneho  vektora

hodndt, ktord obsahuje 2" riadkov, napriklad

# e=(e,e,,....e) o

1 (00........ 00) 0
(00........ 01) 1

i @ e o) 1/0
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NEJEDNOZNAC-
NOST
PERMUTACIE
ARGUMENTOV

PRIKLAD 7.6.

Posledny stipec obsahuje funkéné hodnoty, ktorymi je $pecifikovana dand Boo-
lova funkcia (v danom pripade sme si ich zvolili ndhodne). St¢inova klauzula

)(xl,xz,...,xn )=x{"x;>..x" ma zaujimavd vlastnost’, jej funkénd hodnota

(e1,€2,0,
sa rovnd 1 len pre (x,,x,,...x,)=(e,e,,...e,), kde e,€{0,1}, pre vietky iné
pripady je funk¢énd hodnota rovna 0

1 (pre (X %000x,) = (€1,5....¢,))
leverrey (X000, ) = 1.7)
0 (pre(x,x,,....x,) #(e,.€,,...e,))
To znamena, Ze pre konstrukciu (7.6) sd pre nds dbleZité len funkéné hodnoty 1,
funkéné hodnoty 0 nie st podstatné pre nd$ konstruktivny dokaz. Zostrojime Bo-
olovu formulu ako suméciu tychto klauzul (t. j. v DNF tvare)

F(xl,xz,...,xn)z Z f(el,ez,...,en)l(el,epme”) (7.8)

(F(e)=1)
Z konstrukcie tejto Boolovej funkcie vyplyva, Ze jej funkéné hodnoty su Specifi-
kované tabulkou funkénych hodn6t Boolovej funkcie f(x,x,,....x,). To zna-

mend, Ze Boolove funkcie f(x,,x,,..,x,) a F(x,x,,...,x,) s ekvivalentné, t. j.

pre l'ubovol'nd sadu argumentov maji rovnaké funkéné hodnoty. Tymto sme za-
visili jednoduchy intuitivny konstruktivny dokaz vety 7.5.

Poznamenajme, Ze DNF tvar Boolovej funkcie je ureny jednoznacne aZ na per-
mutdcie argumentov v suctovych klauzuldch, alebo aZ na permuticie suctovych
klauzil. Tato nejednoznacnost DNF tvaru vyplyva zo skuto€nosti, Ze bindrne
operacie stuctu a stcinu si komutativne. M6Zeme teda konstatovat’, Ze DNF su
zakladné charakteristiky (nieco ako odtlacky prstov alebo zloZenie DNA) Boolo-
vych funkcii. Aby sme odstranili pripadné nejednoznacnosti, zapisujeme DNF
v tzv. kanonickom tvare, t. j. jednotlivé argumenty sa zapisuji postupne podla
rasticeho indexu (tym sme odstranili nejednoznacnosti v dosledku komutativnos-
ti sti¢inu) a potom jednotlivé sicinové klauzuly st pisané v poradi rasticej ¢isel-
nej hodnoty ,,indexu* e =(ee,,....¢, ).

Zostrojte Boolovu funkciu f(x,,x,)=x +x, v tvare DNF.

Podla vety 7.5 DNF tvar tejto funkcie je
f(x.x)=r(00)xx,+ f(0,1)xx, + £ (LO)xX, + f (L1)xx,
kde jednotlivé funkéné hodnoty st uvedené v tabul’ke

# x| x| fix,x)
11010 0
21011 1
31110 1
41111 1
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PRIKLAD 7.7.

VETA7.6. (B~

Potom funkcia f ma tvar
f(x.x,)=0x%, +1xx, + 1x X, + Lxx,
=Xxx, + XX, + XX,
Lahko dokdZeme, Ze takto definovand funkcia f(x,x,)=Xx, + XX, +xx, je
ekvivalentna povodnej Boolovej funkcii f (x,,x,) = x, +x,
f(x,x,)=%x, + XX, + x,x, = XX, + X, + XX, + XX, =
=(X +x)x%+x(%+x)=x+x,
- -

Zostrojte Boolovu funkciu f (x,,x,,x;) = x,x, + x,x, v tvare DNF.

Tato Boolova funkcia je uréena tabul’kou funkénych hodnot

# x| x| X3 | X0x3 | X1X3 XopX3+ X1X3
110]01]0 0 0 0
210101 0 0 0
3101110 0 0 0
417011 1 0 1
511010 0 0 0
6101 0 1 1
7111110 0 0 0
811|111 1 1 1

Potom funkcia f (xl,xz,x3) (uvazujeme len jednotkové funkéné hodnoty) mi

DNEF tvar
f (xl,xz,x3) = XXX, + X, XX, + X, X,X,

PouZijeme dudlny princip z vety 7.1, veta 7.5 ma potom tento dudlny tvar

Kazda Boolova funkcia f(x,x,,...,x,), ktord sa identicky nerovnd jednotke,

moZe byt Specifikovana ako sucin sumacnych klauzil

f(xx..x)=]] (f(el,ez,...,en)+xf' + x5 +...+x§’)

=l:[ (f(el,ez,...,en)+L(E]Ezy___f"))
=[1(f(e)+L) (7.9)

I
—
5

kde € =(¢,.,e,,...¢,)=(1-¢,1-¢,,...1-¢,).
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KONJUNKTIVNA
NORMALNA
FORMA,

KNF (&

PRIKLAD 7.8.

DNF KED JE VIAC
NUL

KNF KED JE VIAC
JEDNOTIEK

PRIKLAD 7.9.

Tato veta reprezentuje hlavny dudlny vysledok tejto kapitoly, Ze kazd4d Boolova
funkcia moZe byt jednoznacne vyjadrend ako siicin suctovych klauzil (tento tvar
sa nazyva vo vyrokovej logike konjunktivna normdlna forma, KNF).

Vyjadrite f(x,x,)=x (x +x,) vKNF tvare.

V prvom kroku zostrojime tabul’ku funkénych hodnot tejto Boolovej funkcie

# x| x| x1+x | x1(x1+x0)
110]0 0 0
2101 1 0
31110 1 1
4111 1 1

PouZitim (7.9) dostaneme Boolovu funkciu f (x,,x,)=x, (x +x,) v KNF

f(xl,x2)=( &(}£)+x1+x2 )( &?i}+xl+)_c2 )

( F(L,0)+% +x, )( F(L1)+% +7, )

1 1
1 1

=(x1+x2)-(x1+f2)

Z tohto prikladu vyplyva, Ze pre konStrukciu KNF sd dolezité nulové funkéné
hodnoty danej Boolovej funkcie. Této vlastnost’ je dudlna k vlastnosti DNF, kde
su relevantné jednotkové funkéné hodnoty Boolovej funkcie. Z tohto faktu vy-
plyva skuto¢nost, Ze si zvolime DNF tvar Boolovej funkcie vtedy, ked’ tabul’ka
obsahuje v prevaznej miere nulové funkéné hodnoty, KNF si zvolime vtedy, ked’
tabul’ka obsahuje v prevaznej miere jednotkové funkéné hodnoty. V pripade, Ze
tabul’ka obsahuje rovnaky pocet nulovych a jednotkovych funkénych hodnét,
z pohl'adu ,,zloZitosti* konstrukcie je jedno, aky tvar Boolovej funkcie sme zvoli-
li.

Zostrojte KNF Boolovej funkcie f(x,x,,x,)=(% +x,)-(% +X,).

Tabulka funkénych hodnot m4 tvar

#| x| x| X S I X, +x, X+ X (fl-l'xz)'(fl‘l'f_%)
110001 1 1 1 1
2100 (1|1 0 1 1 1
3101101 1 1 1 1
410|111 0 1 1 1
50110(0/| 0 1 0 1 0
6/1]0(1]0] 0 0 0 0
71111]0| 0 1 1 1 1
8|11 (10| 0 1 0 0
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VyuZivame len tri riadky s nulovou vyslednou funkénou hodnotou, KNF m4 po-
tom tvar
Flxxx)=(%+x+x) (% +x+%) (X +X, +X,)

7.4 SPINACIE OBVODY

SPINAC

SPINACE
ZAPOJENE
SERIOVO
—SUCIN
PREMENNYCH

Mnohé elektronické zariadenia, ako sd napr. pocitace, telefonne tstredne, zaria-
denia na riadenie dopravy, obsahuji ako Cast’ spinacie obvody. Spina¢ mdze byt
chipany ako taky spoj v obvode, ktory ak je uzavrety, potom nim prechiddza
elektricky prad, v opa¢nom pripade, ak je otvoreny, elektricky prid nim nepre-
chddza. Spina¢ mdZeme znazornit’ takto:

—/°_ (7.10)

A

Predpokladajme, Ze v spinacom obvode mdme spina¢ A. Stav tohto spinaca
oznac¢ime premennou x. Ak x = 1 (x = 0), potom spinac A je zopnuty (vypnuty)
a obvod je uzavrety (otvoreny).

O trochu zloZitejsi pripad spinacieho obvodu obsahuje dva spinace A; a A,

v v

Al AZ
Hovorime, Ze v tomto pripade sd spinace zapojené sériovo. Nech x; a x, su pre-
menné popisujice stavy spinacov A; resp. A,, ak sa tieto premenné rovnaji 1,
potom dany obvod je uzavrety. Ak ¢o len jedna z premennych je rovna 0, tak je
obvod otvoreny. Nech f (xl,xz) je funkcia, ktorej hodnota sa rovna 1 (0) pre tie

(7.11)

hodnoty x; a x,, ktoré umoznuji (znemoznuji) tok pridu. Tato funkcia moZe byt
chapana ako binrna funkcia f :{0,1}" —{0,1}, ktorej funkéné hodnoty sd ur-

¢ené tabulkou

# | x| x| f(x.x,)
110]0 0
2101 0
317110 0
4 1111 1

Z tejto tabul’ky vyplyva, Ze funkcia f je vyjadrend ako stacin premennych x; a x;
f(x.x,)=xx, (7.12)
Tato funkcia je definovana nad Boolovou algebrou ({O,l},+,-,_,0,1) , t. j. pre-

menné patria do mnoZiny {0,1}.
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SPINACE
ZAPOJENE
PARALELNE

— SUCET
PREMENNYCH

SPINACIE FUNKCIE

Novy druh spinacieho obvodu, ktory je podobny sériovému obvodu (7.11), ale
v paralelnom zapojeni, ma tvar

A

S I (7.13)

Ay

Podobne ako v predchddzajicom priklade (7.11), nech spinace A; a A, st popi-
sané premennymi x; a x, , tento obvod je popisany funkciou g(x;,x;) nad Boolo-

vou algebrou ({0,1},+,-,_,0,1) , ktor4 je $pecifikovand tabul’kou

# | x| x| g(x.x,)
1100 0
2 1011 1
31110 1
4 111 1

Potom funkcia g(x,,x,) je $pecifikovand ako sidet premennych
g(x.x,)=x+x, (7.14)

ktora je definovana nad Boolovou algebrou ({0,1},+,-,_,0,1)

Funkcie, ktoré podobne ako (7.12) a (7.14) popisuja stav spinacieho obvodu
pomocou stavov spinacov, zaradenych do daného obvodu, nazyvame spinacie
Junkcie. Majme n spinacov, ktorych stavy su Specifikované premennymi x;, x,,
..., X,. Spinacia funkcia f :{0,1}" —{0,1} popisuje spravanie sa spinacieho ob-
vodu pre vietky mozné (2") stavy spinadov. Ako uz bolo ukdzané na predchadza-
jucich ilustracnych prikladoch, funkcia f mdZe byt reprezentovana Boolovou
formulou a teda aj Boolovou funkciou.

Nasledujuci priklad spinacieho obvodu bude zloZitejsi spinaci obvod, ktory ob-
sahuje tri spinace v sériovo-paralelnom zapojen{

SR S

(7.15)

e

A,

Nech jednotlivé spinace A, A, a Aj su Specifikované premennymi xj, x; resp. xj.
Nech funkcia f (xl,xz) popisuje vlastnosti hornej Casti obvodu, ktory obsahuje

dva sériovo zapojené spinate A; a A,. Pomocou predchiddzajiceho prikladu
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PRiKLAD 7.10.

PRiKLAD 7.11.

(7.11) funkcia, ktoréd $pecifikuje takyto obvod mé tvar f, (x,,x,)=xx, . Celkovy

obvod potom mdZeme zloZit' z dvoch paralelnych podstruktiir, horna je reprezen-
tovand funkciou  f(x,x,)=xx, adolnd je reprezentovand funkciou

5 (xg) = x,. Spojenim tychto dvoch funkcii pomocou (7.14) dostaneme Boolovu

funkciu celého spinacieho obvodu (7.15)
f(xl,xz,x3)=fl(xl,x2)+f2(x3)=xlx2+x3 (7.16)

Zostrojte spinaciu funkciu f spinacieho zariadenia

] — (7.17)

3

A
A,
Nech x;,x,,x; a x, su premenné oznacujuce stavy spinaCov A, A,, A, resp. A, .
Potom celkova spinacia funkcia zariadenia ma tvar f (xl,xz,x3,x4). V prvom
kroku uréime pomocné spinacie funkcie f,(x,x,) a f, (x3,x4), ktoré su prira-
dené hornej Casti obsahujiicej spinace A,, A, resp. dolnej Casti obsahujtcej spi-
nae A,, A,. Tieto funkcie si urCené spinacimi funkciami (7.12) a (7.14),
fi(x,x,)=xx, resp. f,(x,,x,)=x,+x,. Hladand spinacia funkcia ma potom

tvar
F (2 x,x,x,) = f(%,2) + (x5, %,) = X0, +x, + X, (7.18)

Zostrojte spinaciu funkciu f zariadenia, ktoré vznikne malou modifik4ciou spina-
cieho zariadenia (7.17)

S

— A — (7.19)

kde povodné spinace A; a Aj su teraz spolu spriahnuté, t. j. oba su stcasne za-
pnuté alebo vypnuté (preto st oba oznatené A;). DalSie dva pdvodné spinace A,
a A4 su teraz spolu taktieZ spriahnuté, ale opacnym spdsobom, t. j. ak je jeden
spina¢ zapnuty, druhy je vypnuty a naopak (preto si oba oznacené A, a Kz ).
Spinaciu funkciu takto Specifikovaného zariadenia I'ahko zostrojime pomocou
spinacej funkcie (7.18) pdvodného spinacieho zariadenia, ked’ poloZime x, = x,

ax =X,
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g(x,%)=f(x.x,%.%)=xx+x +X, (7.20)

Tabul’ka funkénych hodndt tejto spinacej funkcie ma tvar

X1 | X2 | X, XX, XX, + X + X,
00 1 0 1
0|1 0 0 0
110 1 0 1
1 1 0 1 1

Ak pouzijeme vetu 7.6, zostrojime Boolovu funkciu v tvare KNF, ktord simuluje
tito tabul’ku, z ktorej si vyberieme riadok s nulovou funkénou hodnotou, potom
f(x.x,)=x +X,. Spinacie zariadenie (7.19) mi tito zjednoduSend spinaciu
funkciu

g(x.x)=x+%, (7.21)

Lahko dokaZeme, ze funkcie (7.20) a (7.21) st si rovné

g(x,x%)=xx, +x +7%, =£x2+ljxl+f2 =1x +X, =x +X,
1

Budeme riesit’ vel'mi praktickd tlohu, ktorej rieSenie je pre mnohych z nas zdha-
dou. Predstavme si schodiSte, na zaciatku a konci ktorého st umiestnené stenové
vypinace S; a S,, pomocou ktorych zapneme alebo vypneme svetlo nad schodis-
tom. Hlavna poZiadavka je takd, aby sa na jednom konci mohlo svetlo bud’ vyp-
nut, ak na druhom konci je zapnuté, alebo zapnit’, ak je na druhom konci vypnu-
té. Tato podmienku mdzeme formulovat’ alternativne tak, Ze ak st oba spinace
S;1 a S; vypnuté alebo zapnuté, potom zariadenim nepreteka prid, ale staci, aby
bolo zapnuté prave jedno, potom zariadenim preteka prid, co moéZeme vyjadrit’
touto tabul’kou

S 1 Sz prljd
zapnuté | zapnuté nie
zapnuté | vypnuté éno
vypnuté | zapnuté éno
vypnuté | vypnuté nie

Predpokladajme, Ze vypinace S; a S, su realizované pomocou dvoch spinacov
A a A,. Ak pouZijeme premenné x; a x, , ktoré oznacuju stavy spinacov A; a A,,
potom vysSie uvedend tabul’ka mdze byt prepisand do tvaru

X | X SGox0)
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Podrla vety 7.5, tato tabul’ka Specifikuje Boolovu funkciu v DNF
f(x.x,)=%x, +xX, (7.22)
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Spinaci obvod s takto Specifikovanou spinacou funkciou ma tvar

(7.23)

S e

Diagram (7.24) znazornuje realiziciu tohto spinacieho obvodu, kde vytienované
oblasti tvoria stenové vypinace, ktoré su spojené dvojvlaknovym kablom.

svetlo

ik

dvojvldaknovy kabel

zdroj
(7.24)

prvy druhy
vypinac vypinac

Tento jednoduchy priklad demonstruje uZitocnost’ tedrie spinacich obvodov vy-
budovanej pomocou Boolovych funkcii. VyrieSili sme prakticky priklad, ako
realizovat’ zapinanie a vypinanie svetla na schodisti (alebo na dlhej chodbe) tak,
Ze kazdym vypinacom modzZeme svetlo zapnit’ alebo vypnit, nezavisle od polohy
druhého vypinaca.

7.5 LOGICKE OBVODY

McCULLOCH A
PITTS: LUBOVOLNA
BOOLOVA FUNKCIA
SIMULOVANA
OBVODOM
(NEURONOVOU
SIETOU)

Na tomto mieste je vhodné pripomenu’lt’3 si pioniersku pracu McCullocha a Pittsa
zr. 1943, vktorej boli formulované teoretické zdklady neurénovych sieti
s logickymi neurénmi a ktord je v stcasnosti pokladané za jednu z prvych préc,
na zéklade ktorych vznikol novy informaticky vedny odbor umeld inteligencia.
Autori dokézali, Ze 'ubovol'nd Boolova funkcia mdéZe byt simulovand pomocou
obvodu (neurénovej siete) obsahujiceho elementirne obvody — neurény, ktoré
simuluju disjunktivne a konjunktivne klauzuly. V pripade logickych obvodov sa

jednd o abstrakciu, ktord ignoruje vnutorni architektiru neurénov a postuluje

3 Pozri nas ucebny text Matematickd logika [11), kapitola 4.
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LOGICKE BRANY
KONJUNKCIE
DISJUNKCIE
NEGACIE

PRIKLAD 7.13.

PRIiKLAD 7.14.

existenciu elementarnych logickych bran pre operdcie disjunkcie, konjunkcie
a negéicie.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ logickymi obvodmi, ktoré tvoria zdkladné
funkéné jednotky v pocitacoch. Logické obvody obsahuju logické brany typu
disjunkcie, konjunkcie a negécie, pozri tab. 7.1.

Tabulka 7.1. Logické brany

logickd brana konjunkcie  logicka brana disjunkcie logickd brdna

negicie
=X, X, 7=X,+ X, X 7=X
X, X5
X1 |xz | X1X2 X1 |X2 | X1+Xxo _
0| o0 0 0] 0 0 R
0 1 0 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1

Tak konjunktivna, ako aj disjunktivna brdna mé dva bindrne vstupy a jeden bi-
narny vystup, jednoduchsia brdna negicie ma jeden bindrny vstup a jeden binér-
ny vystup.

Zostrojte Boolovu funkciu pre logicky obvod

X, —

(7.25)

XX+ X3 X,

To znamen4, Ze Boolova funkcia priradend tomuto obvodu ma tvar

f(xl"X:Z’xfi’xAt):xle + X%,

Zostrojte logicky obvod, ktory simuluje Boolovu funkciu
f(xl,xz,x3,x4) = XXy + XXy
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Na ilustriciu zostrojime syntakticky strom tejto funkcie
X—= ~_

" \
K~ /

x3/

Logicky obvod zostrojime jednoducho z tohto syntaktického stromu, ktory inter-
pretuje Boolovu funkciu f(x,x,,x,,x,) = X.x, + x,x,, tak, Ze jednotlivé vrcholy

znazornujuce algebraické operacie nahradime prislusnymi logickymi branami

(7.26)

Sumator binarnych cisel

POLOSUMATOR

Technika logickych obvodov je aplikovatelna ku konStrukcii sti¢tu dvoch klad-
nych celych &isel, ktoré si v bindrnej reprezentécii. T4to konStrukcia obsahuje tri

etapy.

Prvd etapa spociva v navrhu logického obvodu (nazyvaného polosumdtor), ktory
s¢ita dve jednobitové Cisla x a y a vysledkom je bindrne ¢islo zloZené z bitovych

komponentov
X
y (7.27)

c s
Uvedieme tabul’ku vSetkych pripadov tejto schémy, ktoré mo6Zu nastat’

vstup vystup
X y c s
0 1 0 010 (7.28)
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Ak pouzijeme vetu 7.5, vystupné premenné z tejto tabul’ky si uréené pomocou
sumaécie klauzil (v DNF tvare)

s=f(x,y)=fy+x§=(x+y)()_c+i)=(x+y)(§) (7.292)
c=g(xy)=xy (7.29b)

kde pri konStrukcii alternativnej pravej strany Boolovej funkcie f bol pouZity
distributivny zdkon.
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5= (k) () x 5 (7.
L em_, o e
Xy Xy y c

c=Xxy

DVOJITY SUMATOR  Druhd etapa konstrukcie sumétora spoc¢iva v konstrukcii logického obvodu (na-
zyvaného dvojity sumdtor) pre sCitanie troch jednobitovych ¢isel

x
o (7.31)
uv
Vsetky moZzné pripady tejto schémy su uvedené v tabul’ke
vstup vystup
X y 2z u V
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 (7.32)
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Analyzou tejto tabulky by sme zostrojili DNF Boolove funkcie pre vystupy u
ava tieto by sme sa snaZili vyjadrit pomocou pomocnych funkcii (7.29)
z polovi¢ného sumatora. Takto by sme dospeli k obvodu, ktory simuluje suméciu
(7.31) pomocou polosumétora. Tento program, napriek jeho priamociarosti, nie
je algebraicky jednoduchy, preto ho nahradime intuitivnym pristupom, ktory je
zaloZeny na prepise (7.31) pomocou dvoch medzikrokov

i
U< =

(7.33)

<
< |~

kde bitové komponenty medzivysledku c s s spocitané pomocou polosumétora.
Druha sumdcia je taktiez realizovand pomocou polosumadtora, avSak pri kon-
Strukcii bitového komponentu u musime zahrnit aj bitovy medzivysledok c¢”
(vznika pri vypocte v ako druhy vystupny komponent polosumatora), ktory pou-
Zijeme pre vypocet vystupného bitového komponentu u ako sictu ¢ a ¢” (pozna-
menajme, Ze z podstaty Studovaného problému vyplyva, Ze ¢ a ¢” sicasne obsa-
huji maximdlne len jeden jednotkovy komponent, takZe pri ich sicte nevznika
prenos bitu do d’alSej pozicie). Tento heuristicky pohl'ad na uskuto¢nenie sum4-
cie troch jednobitovych &isel (7.31) pomocou jeho prepisu do tvaru (7.33) mbze
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POLOSUMATOR
A DVOJITY
SUMATOR NA
SUMACIU CiSEL
LUBOVOLNEJ
DLZKY

byt jednoducho vyjadreny tymto logickym obvodom, ktory uz vyuZiva blok pre
polosumator Specifikovany v (7.30)

N
 qp—
 —
y — v
L =P y— [, 734
, u
Z c —

ZavereCna tretia etapa vyuZije dvojity sumator (ako blok) na realizciu scitania
dvoch n-bitovych ¢isel 'ubovolnej dlzky n. Ako ilustracny priklad Studujme s¢i-
tanie dvoch trojbitovych ¢isel

Xo X Xy
Yo Vi Vs (7.35)
Uy Uy Uy Uy
kde idic postupne, z pravej do l'avej strany, uskuto¢iiujeme sumdciu pomocou
blokov polosumadtora (PS) a dvojitého sumatora (DS)

(uy,¢,)=PS(x,,y,) (7.36a)
(uy,¢,)=DS(x,v,.¢,) (7.36b)
(u,,uy) = DS (X, ¥,.C,) (7.36¢)

Tito postupnost’ prikazov mdZeme diagramaticky reprezentovat' ako logicky
obvod s polosuméatorom a s dvoma dvojitymi sumatormi

X, U
y -

2 uz
X (7.37)

c, ( ‘
M u,
—_/
‘xO
u

Yo !

Pomocou blokov pre polosumator a dvojity sumator mdZeme zostrojit’ logicky
obvod na suméciu dvoch digitdlnych ¢isel 'ubovol'nej dlZky.

7.6 OPTIMALIZACIA LOGICKYCH OBVODOV

AKO DOSTAT
MINIMALNY POCET
LITERALOV?

Efektivnost’ logickych obvodov zavisi od poctu a prepojeni ich logickych bran.
Proces navrhu logického obvodu za¢ina navrhom tabulky Specifikujicej Boolo-
vu funkciu, ktoré transformuje vstupné binarne veliiny na vystupné bindrne ve-
liciny. Boolova funkcia je zostrojend podl'a vety 7.5 pomocou st¢tu konjunktiv-
nych klauzil. Aj ked je tento pristup ku konStrukcii Boolovej funkcie
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OPTIMALNY TVAR
BOOLOVEJ
FUNKCIE —
OPTIMALNY
LOGICKY OBVOD

vSeobecny, veta 7.5 nezarucuje optimalnost’ zostrojenej funkcie. Pod optimal-
nostou rozumieme to, Ze Boolova funkcia, ktord simuluje danud tabulku funk-
¢nych hodnét pre vSetky kombindcie vstupnych hodnét je definovana formulou
s minimdlnym poctom literdlov.

Uvazujme logicky obvod, ktory ma vystup 1 vtedy a len vtedy, ak x=y=z=1
alebo ak x = z = 1 ay = 0. Formula Boolovej funkcie zostrojena podla vety 7.5,
ktord simuluje tento logicky obvod mé tvar f(x,y,z)=xyz+xyz, mdZe byt
podstatne zjednodusena takto
f(xyz)=xyz+xyz=x(y+y)z=x-1-z2=1xz

To znamend, Ze tito formula xz, ktord obsahuje dva literdly, je ekvivalentnd
s povodnou formulou obsahujicou 6 literdlov; moZeme teda povedat’, Ze opti-
mélny tvar Boolovej funkcie f(x,y,z)=xyz+zyz je nové funkcia g(x,z)=xz,
ktord ma podstatne mene;j literdlov.

Tento jednoduchy priklad dostatoc¢ne jasne ukazuje ddlezitost’ hl'adania optimal-
neho tvaru Boolovej funkcie, povodne zostrojeného podla vety 7.5, ak ma tato
sliZit’ ako podklad pre ndvrh logického obvodu. Optimdlny tvar Boolovej funk-
cie mbZe v Specidlnych pripadoch podstatne zjednodusit’ navrhovany logicky
obvod. Ako ilustracny priklad budeme Studovat’ logické obvody priradené Boo-
lovej funkeii f (x,y,2)=xyz+xyz ajej optimalnej forme g(x,z)=xz

XyZ+XyZ X—
)y“ )_l — z—jﬁ (7.38)

proces
optimalizacie

Logicky obvod zostrojeny pomocou optimilneho tvaru (vpravo), obsahujiceho
minimalny pocet literdlov je podstatne jednoduchsi ako logicky obvod (vl'avo),
ktory obsahuje Sest’ logickych hradiel.

Quinova a McCluskeyho metéda

ALTERNATIVNE
KARNAUGHOVE
MAPY

Této metdda patri medzi moderné pristupy k optimalizacii Boolovych funkcii, jej
hlavnou prednostou pred ostatnymi klasickymi pristupmi k tomuto optimalizac-
nému problému (napr. zndmej metéde Karnaughovych map) je jej konceptuilna
jednoduchost’ a priamociara algoritmizovatel'nost’.

Quinova a McCluskeyho metéda bude ilustrovana konkrétnym pripadom opti-
malizécie jednoduchej Boolovej funkcie

flxyz)=xyz+xz+Xz+Xy2+XyZ (7.39)
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QUINE 4,
MCCLUSKEY®

HAMMINGOVA
VZDIALENOST PRE
PODOBNOST
BINARNYCH
VEKTOROV

DVE KLAUZULY
SCITANE DO
JEDNEHO CLENU,
AK SA LiSIA ICH
BINARNE RETAZCE
PRAVE V JEDNEJ
POLOHE

Kazda sdcinova klauzula (pozri definiciu 7.6 a formulu (7.4)) moZe byt pre
3 premenné reprezentovand bitovym retazcom e = (¢, e,,e, )€ {0, 1}3
(7.40)

kde & =& ake=1, E°=E,ake=0, pre £=x,y,z. Pre takto definovani binér-
nu reprezentdciu mézeme pouZit’ metriku Hammingovej vzdialenosti ku kvanti-

L (xy,2)=x"y22% = (ee,0e,)

fikdcii podobnosti medzi bindrnymi vektormi. Nech e, =(el(i),e§i),...,e(i))

n

,eg" ) eg’ ) ) st dve binérne reprezentacie klauzdl, potom

dy ("i"’j)zi

k=1

o) — ol

(7.41)

Tato vzdialenost’ pre binarne vektory nam Specifikuje pocet poloh, v ktorych sa
bindrne vektory vzdjomne odliSuji. Napriklad, ak Hammingova vzdialenost’ me-
dzi dvoma binarnymi vektormi je 2, potom tieto vektory sa navzdjom odliSuji
na dvoch miestach bindrneho ret’azca.

KaZzda Boolova formula v DNF forme je 1-1-znacne reprezentovand pomocou
mnoZiny bitovych retazcov, ktoré si priradené jednotlivym klauzuldm Studova-
nej formuly. Pre ilustracny priklad (7.39) tdto mnoZina obsahuje 5 bindrnych
retazcov dizky 3

U, ={(111),(101),(011),(001),(000)} (7.42)

Tato moZnost’ reprezentovat’ Boolovu funkciu v DNF forme pomocou mnoZiny
bindrnych vektorov vyplyva zo skuto€nosti, Ze operdcia sumdcie je komutativna
a asociativna, C¢iZe nezdleZi vakom poradi scitame jednotlivé klauzuly
v Boolovej funkcii.

Dve klauzuly z mnoZiny Uy mdzu byt vzdjomne s¢itané do jedného sti¢inového
¢lenu vtedy a len vtedy ak sa li$ia ich bindrne retazce prdve v jednej polohe, CiZe
ak ich vzdjomnd Hammingova vzdialenost’ sa rovnd 1. Napriklad, z mnoZiny
(7.42) vyberieme prvu a druht klauzulu, ich binarne reprezentacie (111) a (101)
sa liSia len hodnotou bindrnej premennej v druhej polohe, d,, (1 1 1,101) =1. Tieto

dve klauzuly su s¢itané takto

xyz+ Xz =x(y+y)z=x2
1

V bindrnej reprezentécii tento proces zjednodusenia formalne vyjadrime takto

(7.43a)

Willard Van Orman Quine (1908-2000), americky logik a filozof. Patril medzi najvplyvnejsich filozofov 20. storo-

¢ia. Jeho fundamentdlne prispevky k teérii vedomosti, matematickej logike, tedrii mnozin ak filozofii logiky

.....

for Mathematical Logic (1937) zdsadnym sposobom ovplyvnil rozvoj matematickej logiky.

Edward J. McCluskey (1929), jedna z vedudcich osobnosti sicasnej americkej pocitacovej vedy. Zaslizil sa

o oddelenie pocitacovej vedy od elektrotechniky. Pomohol pocitacovej vede ustanovit’ sa ako samostatnd discipli-
na, ktord ma svoj Specificky predmet vyskumu — pocitace. Jeho vedecké aktivity si vel'mi rozsiahle, od pocitaco-
vych architektir po testovanie a navrh logickych obvodov.
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,PRAZDNY*
SYMBOL ‘#’

SCITAT MOZEME
LEN TAKE DVE
KLAUZULY CO
MAJU NA
ROVNAKYCH
MIESTACH #

(111)+(101)=sum((111|)—,(1(|)1))=(1#1) (7.43b)

kde bol pouzity novy ,,prdzdny* symbol “#°, ktory reprezentuje prazdne miesto
v bindrnej reprezenticii nového stic¢inového Elenu xz, pozri (7.43a). Takto zostro-
jené nové , klauzuly* obsahujice jeden symbol #” tvoria mnoZinu

U_(fl) ={(1#1),(#11),(#01),(0#1),(00#)} (7.44)
V dalSej etape vytvdrame z mnoZiny Uﬁ.l) novld mnoZinu Uf). T4 obsahuje
,klauzuly* s dvoma prizdnymi symbolmi “#°, ktoré boli vytvorené operidciou
st¢tu klauzil z mnoZiny U _(fl)
U ={(##1)} (7.45)
Proces scitania ,,klauzil* obsahujicich symboly “#” musi byt podrobnejSie Spe-
cifikovany:

(a) Scitat’ méZeme len také dve ,.klauzuly*, ktoré obsahuji rovnaky
pocet symbolov “#°, pricom tieto symboly v oboch pouZitych
klauzulach musia byt umiestnené v rovnakych polohdch v oboch
bindrnych reprezenticiich.
(b) ,,Klauzuly®, ktoré vyhovuji podmienke (a) mdZeme scitat’ len
vtedy, ak ich bindrne komponenty sa liSia len v jednej polohe.
UvaZujme dve klauzuly e, = (el(i),egi),...,eii)) ae; = (el("),eg"),...,ei")) , ktoré

chceme scitat’. Podla podmienky (a) musi existovat’ takd mnoZina indexov
1c{1,2,..,n}, Ze

(vkeI)(el =el” =#) a (Vke I)(e) el {0,1}) (7.46)
Ako priklad uvedieme dvojicu klauzil e, = (11#0#11) a e, =(11#0#10), pre
mnoZinu indexov [ = {3,5} platia obe podmienky. V pripade, Ze takdto mnoZina
neexistuje, potom klauzuly e, = (el(i),egi),...,efli)) ae, = (el("),eg" ),...,ei") ) nemozu

byt’ pouZité v procese scitania klauzil. Zavedieme zovSeobecneni Hammingovu
vzdialenost’ pre klauzuly, ktoré vyhovuji podmienke (a)

€ &
t. j. v sumdcii st aktivne len binarne ¢leny. Potom podmienka (b) pozaduje, aby
Hammingova vzdialenost’ medzi klauzulami bola rovna 1.

(7.47)

)

Zavedieme operator A , ktory Specifikuje prechod mnoZiny U _(fk na mnozinu

(k+1)
U;

Ul = A(ul) (7.48)

z w7

Musi existovat’ také kladné celé ¢islo n, Ze tento proces tvorby novych mnoZin je
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ETAPY PROCESU
TVORBY NOVYCH
KLAUZUL Z
POVODNEJ
MNOZINY —
PRIDAVAME
KLAUZULY S #

,POKRYTIE" -
RELACIA
CIASTOCNEHO
USPORIADANIA

ukonceny, t. j. plati U;’”') = A(Uﬁ") ) = . Rekurentny proces (7.48) je iniciali-

- N 0 AN : z -
zovany mnoZinou U g) =U,. MdZeme hovorit’ o etapach procesu tvorby novych

klauzdl z pdvodnej (pociato€nej) mnoziny klauzil. V 1. etape vytvorime proce-
som scitania dvoch klauzil z mnoZiny U}O ) =U ; klauzuly s jednym prazdnym
symbolom “#’, v 2. etape vytvorime z mnoZiny U _(fl) klauzuly s dvoma symbolmi

#. Tento rekurentny proces je ukonéeny vtedy, ak operdtor A aplikovany na

mnoZinu U ‘(f") produkuje prazdnu mnozinu, t. j. A (U ;.”) ) =0.

Ako ilustra¢ny priklad rekurentnej tvorby mnoZin U_(fk) pouZijeme mnoZinu

(7.42), vysledky je mozné uviest’ vo forme tabul’ky

0. etapa 1. etapa 2. etapa
1 (111) 1 | (1,2) (1#1) 1 | (1,3), (2,4 | (##1)
2 | (101) 2 | (1,3) (#11)
3 (011) 3|1 (24 (#01)
4 | (001) 4 | 34 (0#1)
5 (000) 5145 (00#)

V stipcoch pre prvi adruhd etapu si uvedené aj dvojice indexov klauzil
z predchadzajiceho stlpca, ktoré boli pouZité v sumacnom procese. V druhej
etape existuje aj druha moznost’ (1,2), (3,4), teda (1#1) a (0#1), ktora tieZ produ-
kuje (##1).
Stojime pred tlohou, ako vybrat' taky minimalny pocet klauzil zostrojenych
v prvej alebo v dalSich etapach, ktoré si odvoditeIné zo vsetkych povodnych
klauzidl z mnoZiny U;O) =U,. Napresnu Specifikdciu tohto posledného kroku
Quinovej a McCluskeyho metédy musime zaviest’ novy pojem ,,pokrytie®. Klau-
zula e’ pokryva klauzulu e, formalne e’ C e, vtedy a len vtedy, ak plati pre kazdé
i=1,2,...,n prave jedna z tychto podmienok
L. (e=1)=(¢=1)
2. (e/=0)=(¢=0) (7.49)
3. (e=#)=(e,e{0,1#})
Pre ilustriciu tejto reldcie uvedieme jednoduchy ilustracny priklad, ktory vyho-
vuje tymto podmienkam
0O 1 # 1 # 0 1 0 1] e
0O 1 # 1 # # 1 0 #| e
Lahko sa presvedc¢ime, Ze ide o reldciu ciastoéného usporiadania nad mnoZinou

vektorov e€ {0,1,#}" (pozri kapitolu 3.2). Potom mnoZina klauzil, ktord vznik-

ne zjednotenim mnoZin U ﬁ.o) , U }1) , U ;2) yeue
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CIELOM JE VYBRAT
MINIMALNE
KLAUZULY, ABY
POKRYLI POVODNU
MNOZINU

U, =up o uuiu

je CiastoCne usporiadand a diagramaticky zndzornend Hasseho diagramom

U’ 111)  (101)  (011)  (001)  (000)

U"  (#1)  #1)  (#01)  (0#1) (00#)

@
Uf

Z tohto diagramu vyplyva, Ze md 5 maximdlnych klauzil (klauzuly patriace do
mnoziny U_(fo)) a dve minimélne klauzuly (##1) a (00#), ktoré su na Hasseho

diagrame zvyraznené.
Pre kazdd klauzulu e obsahujicu aspot jeden prazdny symbol,

ee U;l) uUﬁ2 ) U..., zostrojime mnoZinu U (e)cU,, ktora obsahuje vietky po-
vodné klauzuly (neobsahujtice prazdne symboly #), ktoré si pokryté klauzulou e
Ule)={e’;(e’eU,)r(ece’) (7.50)

Na lepsie pochopenie tejto mnozinovej koncepcie uvedieme priklady tejto mno-
Ziny vychadzajice z vysSie uvedeného Hasseho diagramu
U (1#1)={(111),(101)}

kde posledné dve klauzuly st oznacené ako minimélne.

Nasim cielom je vybrat' také minimalne klauzuly, ktoré pokryvaju pdvodné
klauzuly z mnoziny U'”. MnoZinu tychto minimdlnych klauzil oznacime V,
potom v ramci tejto mnoZiny hladame taki podmnozinu V C V' , ktorej klauzuly

plne pokryvaji mnoZinu U ;0)
Uu(e)=0, (7.51)
ecV .

Podmnozina V je uréend podmienkou minimalnosti poétu literdlov, [V], ktoré
obsahuje
V =arg min[V’] (7.52)

vicv



7 Algebraické struktiry 11 169

EXPONENCIALNY
RAST ZLOZITOSTI

PRIKLAD 7.15.
,GREEDY“ METODA

Riesenie tohto optimalizacného problému je pre maly pocet premennych (pri-
blizne do pit) obvykle zvladnutelny rucne tak, Ze preberieme vsetky moZnosti,
ktoré pokryvaji mnoZinu Uy Na vicSie problémy moZe byt pouZzitd metdda pre-
hraddvania do hibky, ktord systematicky preskima vietky moznosti. Zial’, tento
pristup je nepouZitel'ny pre niekol’ko desiatok premennych, v dosledku exponen-
cidlneho rastu zloZitosti. V praxi sa pouZivaji rdzne heuristické metddy, ktoré
poskytuju kvalitné suboptimdlne rieSenie, ktoré sa Casto rovna optimdlnemu rie-
Seniu. V d’alsej Casti tejto kapitoly budeme diskutovat’ vel'mi jednoduchd metédu
uskuto¢nenia optimilneho pokrytia pdvodnych maximdlnych klauzil (bez
prazdnych symbolov #), ktord zo sti¢asného pohl'adu na algoritmy moZeme na-
zvat ,.greedy* metdda.

V tomto konkrétnom priklade ide o extrémne jednoduchy problém, méZeme vy-
brat’ obe minimdlne klauzuly (##1) a (00#), ktoré pokryvaji pdvodné klauzuly.
Potom modZeme pisat’ Boolovu funkciu (7.39) v ekvivalentnom tvare

f(xyz)=z+xy
¢o reprezentuje podstatné zjednoduSenie (optimaliziciu) pdvodnej Boolovej
funkcie (7.39), ktorej pocet literdlov klesol z 15 na 3.

Quinova a McCluskeyho metdda povodne nevyuZzivala algoritmus prehladdvania
do hibky, ale bola zaloZena na heuristickom pristupe naformulovanom v podobe
tabuliek, ktory v sicasnosti nazyvame ,.greedy” metéda. UvaZujme Boolovu
funkciu

f(w,x,y,2) = wxyZ + wXyz + Wxyz + WX)yZ + WxyZ + WXyz + WX )2

V nasledujicej tabul’ke je zndzorneny postup vytvarania vSetkych moznych su-
mécif medzi klauzulami (v bindrnej reprezenticii) k tejto Boolovej funkcie

0. etapa 1. etapa 2. etapa
1 | (1110) 1 | (1,4) (1#10) 1 (3,6),(5,7) (O#i#1)
2 | (1011) 2 2,4) (101#) alternativne
3 | (0111) 3 | (2,6) (#011) (3,5),(6,7)
4 | (1010) 4 | (3,5 (01#1)
5 | (0101) 5 | (3,6 (0#11)
6 | (0011) 6 | (5,7 (0#01)
7 | (0001) 7 | (6,7) (00#1)

V 0. etape mdme zoznam vsetkych klauzil z Boolovej funkcie, mnoZina U _(fo) mi
tvar

U;O) ={(1110),(1011),(0111),(1010),(0101),(0011),(0001)}

V 1. etape vytvorime sumdciami nové klauzuly, ktoré obsahuji jeden prazdny
znak # (tieto klauzuly st uvedené v Siestom stlpci vysSie uvedenej tabul’ky

Uﬁ.l) =A (U;O) ) = {(1#10),(101#),(#01 1),(01#1),(0#11) ,(0#01),(00#1)}
V 2. etape vytvorime mnoZinu U}z ) = A(Uﬁ.l))={(0##l)}. T4 obsahuje uZ len

jednu klauzulu (O##1), ktord vznikla dvoma alternativnymi spdsobmi, stctom
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klauzil 5 a 6 resp. 4 a 7 zo 6. stipca. Hasseho diagram ma tvar

U’ (1110) (1011 (o1yd) (1010) (0101) (0QLl) (00O1)

U [(#10) ([(101#) (#011) (O1%1) (OF1) (0#01) (00¥1)

U’ (OF#1)

Teraz stojime pred problémom ako vybrat’ taky minimalny pocet klauzil, ktoré
ndm budd pokryvat’ celi pdvodnid mnoZinu klauzidl. V prvom kroku vyberieme
takd minimalnu klauzulu, ktord pokryva najvacsi pocet maximdlnych klauzil.
V pripade, Ze existuje niekol’ko rovnocennych minimalnych klauzil, ktoré po-
kryvaji rovnaky pocet maximdlnych klauzil, tak vyberieme takd minimalnu
klauzulu, ktord ma minimdlny pocet literdlov. V tomto prvom kroku vyberieme
minimdlnu klauzulu (0##1), ktord pokryva Styri maximdlne klauzuly. Tato moZz-

nost’ je zndzornend na nasledujicej tabul’ke:

minimalne maximélne (pdvodne) klauzuly
klauzuly | (1110) (1011) | (0111) | (1010) | (0101) | (0O11) | (00OO1)
(1#10) 1 1
(101#) 1 1
(#011) 1
(O##1) 1 1 1 1

V d’alSom kroku mdme dve alternativne moZnosti, a to vyber minimélnej klauzu-
ly (1#10) alebo vyber minimélnej klauzuly (101#). V oboch pripadoch tieto mi-
niméalne klauzuly pokryvaji dve maximdlne klauzuly, pretoZe maju rovnaky po-
et literdlov, tak si rovnocenné. Predpokladajme, Ze vyberieme prvi mozZnost,
potom predchadzajiica tabul’ka m4 tvar:

minimalne maximélne (povodne) klauzuly
klauzuly (1110) (1011) (1010)
(1#10) 1 1
(101#) 1 1
(#011) 1
(O##1)

Ak ztejto tabul’ky odstrdnime novo pokryté klauzuly, potom sa tabulka d’alej
zjednodusi do tvaru:

minimalne maximdlne (pdvodne) klauzuly
klauzuly (1011)

(1#10)

(101#) 1

(#011) 1

(O##1)




7 Algebraické struktiry 11 171

ZHRNUTIE

Na z4dver mdme dve rovnocenné moZnosti vyberu minimilnych klauzidl (101#)
resp. (#011), vybrali sme prvi moZnost’ (101#), tym sme dok4zali, Ze sedem ma-
ximdlnych klauzil moéZe byt pokrytych pomocou troch minimdlnych klauzil
(O##1), (1#10) a (101#), ktoré maji dohromady osem literdlov. Ekvivalentny
(minimalny) tvar Boolovej funkcie urceny tymito klauzulami je

fi(w.x,y,2) = Wz + wyz + wxy
Ak by sme vybrali druhd alternativhu moZnost’ (#011), potom alternativny tvar
minimélnej Boolovej funkcie je

£ (W, x,9,2) =Wz +wyz + Xyz

BooLova
ALGEBRA

BOOLOVE FUNKCIE

Boolova algebra je algebraicka Struktira Specifikovand usporiadanou 6-ticou
(B,+, . ,_,0,1), kde B={a,b,..,x,y,..} je neprizdna mnoZina elementov (pre-

mennych Boolovej algebry), ktord obsahuje dva Specidlne odliSené elementy -
konsStanty 0,1€ B a nad ktorou si definované bindrne operécie sticinu a sictu
(ktoré si komutativne a asociativne a platia medzi nimi distributivne zédkony)

-:BXB—B (7.1a)
+:BxB—B (7.1b)

a undrna operdcia komplementu
:B—B (7.1c)

Konstanty 0 a 1 vyhovuji podmienkam x=x+0, x-x =0, x=x-1a x+x=1.
Boolova algebra mé dve zndme realizicie: algebru mnozin a vyrokovi logiku.
Nech (B,+, . ,_, 0,1) je Boolova algebra. Potom Boolova formula, obsahujica

Boolove premenné x,,x,,...,x

L R4l

je definovana takto: (1) konstanty 0 a 1 si Boo-
love formuly, (2) Boolove premenné x,,x,,...,x, si Boolove formuly, (3) ak X
a Y si Boolove formuly, potom aj vyrazy (X -Y), (X +Y), X a ¥ si Boolove
formuly.

Nech (B,+,-,_,0,1) je Boolova algebra. Boolova funkcia f(x,,x,,...,x,) pre-

mennych x,,x,,...,x, je zobrazenie f:B" — B, priom f(x,x,,....x,) je Speci-
fikovand ako Boolova formula. VSetky Boolove formuly, ktoré si navzijom ek-
vivalentné, definuji rovnaku funkciu.

Kazda Boolova funkcia f (x,,x,,....x, ), moZe byt Specifikovand ako suma sici-

novych klauzil
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LOGICKE SIETE

MINIMALIZACIA
BOOLOVYCH
VYRAZOV

(XX enx,) =D f ey, ) X X5 X0
e
= Zf (el’eZ""’en )l(el,q,”.,e”)
e
=2 f(e)l,
e
Kazdé Boolova funkcia f(x,,x,,....x,), mdZe byt $pecifikovand ako sdcin su-

macnych klauzul
f(xx..x)=]] (f(el,ez,...,e”)+xf" F X7 X )

= 1:[ (f(el,ez,...,e,, )+ L(zl,z,.“.ef,,))
=[1(f(e)+L)

kde € =(¢,,e,,...¢,)=(1—¢,1-¢,,...1-¢,)

V pionierskej praci McCullocha a Pittsa zr. 1943 boli formulované teoretické
zdklady neurénovych sieti s logickymi neurénmi. Prica je v sti€asnosti pokladana
za jednu prvych pric, na zdklade ktorych vznikol novy informaticky vedny odbor
umeld inteligencia. Autori dokéazali, Ze I'ubovol'na Boolova funkcia moze byt
simulovand pomocou obvodu (neurénovej siete) obsahujicej elementarne obvody
— neurdny, ktoré simuluji disjunktivne a konjunktivne klauzuly. V pripade logic-
kych obvodov sa jednd o abstrakciu, ktord ignoruje vntitornd architektiru neuré-
nov a postuluje existenciu elementarnych logickych bran pre operdcie disjunkcie,
konjunkcie a negécie.

Efektivnost’ logického obvodu zavisi od poctu a prepojeni jeho logickych bran.
Proces navrhu logického obvodu zac¢ina ndvrhom tabul’ky Specifikujicej Boolovu
funkciu, ktord transfomuje vstupné bindrne veliiny na vystupné bindrne veliCiny.
Boolova funkcia je zostrojend pomocou stctu konjunktivnych klauzil. Aj ked’ je
tento pristup ku konstrukcii Boolovej funkcie vSeobecny, nezarucuje optimalnost’
zostrojenej funkcie. Pod optimalnost'ou rozumieme to, Ze Boolova funkcia, ktora
simuluje dand tabul’ku funkénych hodndt pre vSetky kombindcie vstupnych hod-
ndt, md minimdlny pocet literalov.

Quinova a McCluskeyho metéda patri medzi moderné pristupy k optimalizécii
Boolovych funkcii, jej hlavnou prednostou pred ostatnymi klasickymi pristupmi
k tomuto optimaliza¢nému problému (napr. zndmej metéde Karnaughovych mép)
je jej konceptudlna jednoduchost’ a priamociara algoritmizovatel'nost’.
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KrUCoOVE POIMY

CVICENIA

Boolova algebra

Boolove funkcie

logické siete

minimalizdacia Boolovych vyrazov

dualizmus “ vyrokovej logiky a tedrie
mnoZin

komutativnost

asociativnost

distributivnost

viastnost konStanty 0

viastnost konsStanty 1

alternativne notdcie Boolovej algebry

multiplikacné tabulky

dudlna forma rovnosti

Jednoznacnost neutrdlnych a inverz-
nych prvkov

involutivnost komplementu

idempotentnost

De Morganove zdkony

nulitnost

absorpcia

komplementy konStdnt

Boolova premennd

literal

Boolova formula

ekvivalentnost formiil

—pomocou tabuliek

sucinovd klauzula

stictovd klauzula

disjunktivna normdlna forma (DNF)

konjunktivna normdlna forma (KNF)

spinacie obvody

sériové zapojenie — sucin premennych

paralelné zapojenie — siicet premen-
nych

spinacie funkcie

logické obvody

McCulloch a Pitts

umeld inteligencia

logicka brana konjunkcie

logickad brana disjunkcie

logicka brana negdcie

sumdtor bindrnych cisel

polosumadtor

dvojity sumdtor

optimalizdcia logickych obvodov

Quinova a McCluskeyho metdda

Karnaughove mapy

Hammingova vzdialenost

,prazdny“ symbol #°

»pokrytie “ klauziil

minimdlne klauzuly

»greedy metoda

Hasseho diagram

7.1. Aka je hodnota Boolovej premennej, ktord je ur¢end podmienkou

(a) x-1=0,
(b) x+x=0,
(c) x-1=x,
(d x+x=1,
(e) x-x=0.

7.2. Zostrojte tabul’ku funkénych hodndt Boolovej funkcie

@ f(xy2)=xy,
() f(xy.z2)=x+yz,
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© f(x.y.2)=x +xyz.
7.3. Znazornite Boolove funkcie f (x, y,z) z cvicenia 7.2 na 3-rozmernej kocke
tak, Ze hodnoty 1 (0) budu reprezentované na kocke ¢iernym (bielym) bodom.
7.4. Pre ktoré hodnoty x a y plati xy=x+y?
7.5. Zostrojte tabulku vSetkych mozZnych bindrnych Boolovych funkcii

a identifikujte v nej zndme Boolove binarne opericie sicinu a sictu. Vyjadrite
ostatné bindrne operdcie pomocou stctu, sicinu a komplementu.

7.6. Niekedy je vyhodné v Boolovej algebre definovat’ novd bindrnu opericiu
oznacenu symbolom @, jej tabul’ka funkénych hodnot ma tvar
0 1

S

0
1

-
(=

Poznamenajme, Ze vo vyrokovej logike, podobna logickd spojka je oznaCovana
»exkluzivna disjunkcia“ (XOR). Zjednoduste tieto vyrazy

(a) x®0,

(b) x&1,

(©) x®x,

(d x®x.

7.7. Dokézte, Ze platia rovnosti
(@) x®y=(x+y)(w),
(b) x® y=Xy+xy.

7.8. Zostrojte dudlne vyrazy k tymto Boolovym rovnostiam
(a) x+x=1,

(b) xy(x+y)=0,
() xyz+)_cy3=((x+z)z+f2)y.

7.9. Dokézte, Ze dudlny tvar f, (x,,x,,...x,) k Boolovej funkcii f(x,x,,...x,)

vyhovuje podmienke f, (x,,%,,....x,) = f (X.%,,...X, ).

n

7.10. Zostrojte Boolovu funkciu f (x,y,z) vo forme sumy si¢inovych klauzil

k premennym x, y a z, ktord ma hodnotu 1 vtedy a len vtedy, ak
(@ x=y=0,z=1,
(b) x=0,y=1,z=0,
() y=z=1.

7.11. Zostrojte Boolovu funkciu f (x,y,z) vo forme sumy si¢inovych klauzil

k premennym x, y a z, ktora je ekvivalentna s funkciou
(@) F(x,y,2)=x+y+2,



7 Algebraické struktiry 11 175

(b) F(x,y,2)=1Z.

7.12. Zostrojte spinacie funkcie pre spinacie obvody
(a)
—
A3J

(©

7.13. Ustredné kirenie v rodinnom dome je riadené troma termostatmi, ktoré st
umiestnené v kazdej izbe domu. Termostaty st nastavené na 18 °C, priCom
z dovodu Setrenia energiou sa poZaduje, aby systém ustredného kirenia bol za-
pnuty ked’ teplota aspont v dvoch izbach je mensia ako 18 °C, v opa¢nom pripade
je systém vypnuty. Navrhnite spinacovy systém, ktory prijima signdly
z termostatov a ktory riadi dstredné kidrenie. Pokiste sa minimalizovat’ navrhnuty
systém, aby bol ¢o najjednoduchsi.

7.14. Zostrojte tabul’ku vystupov logickych obvodov
(a)

X
y

(b)
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(©

= =

<
X

7.15. Zostrojte logické obvody, ktoré simuluji Boolove funkcie
(@) x+y,

() (x+)x,
(©) xyz+Xxyz,

d (X+2)(y+32).

7.16. Zjednoduste logické obvody

(a) )
;
b
=1
(©) g
C

7.17. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metdédy néjdite optimalne vyrazy
k Boolovym funkcidm

(a) wxyz + wxyz + wxy z + wxyz + wx yz ,

(b) wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wx yz,,

(c) wxyz +wxyz + wxXyz + wx yz+wx yZ + Wxyz + wxyz + wx yz.



S MATICOVA ALGEBRA |

DEFINICIA MATICE ® SPECIALNE MATICE ¢ MATICOVA
ALGEBRA ® HODNOST MATICE ® INVERZNA MATICA

Tdto kapitola sa bude zaoberat zdkladmi maticovej algebry — definiciou matice,
Specidlnymi maticami, maticovou algebrou, hodnostou matice a specifikdciou in-
verznej matice. Budii diskutované algoritmické problémy ndsobenia matic, ukd-
Zeme jednoduchy algoritmus na ndjdenie optimdlneho zdtvorkovania retazca si-
¢inu matic.

8.1 DEFINICIA MATICE

UKAZKA POUZITIA
MATICE

V mnohych pripadoch dita maji Struktiru dvojrozmernej tabulky, ktord ma m
riadkov a n stipcov. Jednoduchy priklad dét tohto druhu je tabulka, ktord pre pit
Studentov oznacenych A, B, C, D a E obsahuje zndmky v bodoch (v rozsahu 0 az
100) z predmetov Matematika, Logika a Programovanie.

predmet
Matematika Logika Programovanie
A 88 98 67
g B 75 91 73
=l C 92 81 75
2z D 98 100 98
E 55 61 82

v

Riadky tejto tabul’ky sd priradené jednotlivym Studentom, zatial’ ¢o stipce sd pri-
radené predmetom. Na priese¢niku daného riadku (Student — predmet) je uvedeny
pocet bodov, ktoré ziskal dany Student pre dany predmet. Ak z tejto tabul’ky od-
stranime redundantny popis riadkov a stipcov, dostdvame matematickd $truktiru,
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DEFINICIA 8.1.

MATICA, TYP
MATICE

&

OBRAZOK 8.1.

ZNAZORNENIE
MATICE

PRIKLAD 8.1.

88 98 67
75 91 73
A=192 81 75 8.1)
98 100 98
55 61 82

Nech I ={1,2,...,m} je mnoZina riadkovych indexov a J ={1,2,...,n} je mnoZina
stipcovych indexov, pric¢om m a n si kladné celé &isla, m,n>1. Maticou nazy-
vame mnozinu obsahujicu m-n Ccisel, ktoré si Specifikované riadkovym (i)
a stlpcovym (j) indexom

A={A, iel je T} (8.2)
Typ matice je usporiadand dvojica kladnych prirodzenych cisel, ktoré si rovné

mohutnostiam mnoZin indexov I a J
t(A)=(m,n) (8.3)

Struktdra matice A moZe byt jednoducho zndzornend pomocou tabulky, ktord
obsahuje m riadkov a n stlpcov, pri¢om na priese¢niku i-tého riadku a j-tého stlp-
ca je umiestneny prvok A, pozri obr. 8.1. a formulu (8.1).

J-ty _stipec

A = A T l_t}’/ riadok

)

Znézornenie matice A pomocou tabul’ky, ktord obsahuje m riadkov a n stipcov.

466

Niekedy sa pouziva aj ,,skratkové oznacenie pre maticu A = (A,.j), pricom sa
implicitne predpoklada pocet riadkov a stipcov tejto matice.
Urcite typ matice:

@ A=[2 4), ((4)=(2.2).

-1 0

(b) A=(_21 : ;j ((4)=(2.3).
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© B=(1 0 -3 2),(B)=(14).

1
(M X=| 1 [, ¢(X)=(31).
-3

Zakladna terminologia

STVORCOVA

A OBDLZNIKOVA M.

HLAVNA
DIAGONALA

NULOVA MATICA

DIAGONALNA
MATICA

JEDNOTKOVA
MATICA E

OBRAZOK 8.2.
ZNAZORNENIE
DIAGONALNYCH
PRVKOV V MATICI

TRANSPONOVANA
MATICA

(1) Ak m=n, matica sa nazyva §tvorcovd, v opaénom pripade sa matica nazyva
obdZnikovd.

(2) Prvky A; matice A sa nazyvaji diagondlne, vsetky diagonélne prvky tvoria
(hlavnat) diagondlu matice, pozri obr. 8.2.

(3) Ak vsetky prvky matice su nuly, potom sa matica nazyva nulovd matica.

(4) Stvorcové matica, ktord mimo diagonaly ma nulové prvky a na diagondle ma
aspoi jeden nenulovy prvok sa nazyva diagondlna matica.

(5) Specidlny pripad diagonélnej matice je jednotkovd matica (budeme ju znadit
E), kde vsetky diagondlne prvky st jednotky

1 (prei=j)

0 (prei#j)

ij_

\ J

Znézornenie diagondlnych prvkov v matici A, ktord je typu #(A) = (m,n). Diagondla zacina v
prvku Aq; akonéi v prvku A, (ak m<n), alebo v prvku A,,, (ak m > n). V pripade, Ze matica
je Stvorcova (m = n), potom diagondla za¢ina v 'avom hornom rohu a koné{ v pravom dolnom
rohu matice.

(6) Nech A je matica typu #(A) = (m,n), potom matica transponovand k tejto ma-
tici, oznadend A" | sa vytvori z matice A tak, 7¢ vzdjomne zamenime stipce za
riadky a naopak, potom t(AT) = (n,m) (pozri obr. 8.3). Ndzorne hovorime, 7Ze ma-
tica A" vznikla z matice A jej preklopenim (oto¢enim o 180°) okolo diagonaly.
Transponovand matica je ilustrovana prikladom

1
T
1 2 3
=2
210
3

S = N
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OBRAZOK 8.3.
VZNIK
TRANSPONOVANEJ
MATICE AT

SYMETRICKA
MATICA

TROJUHOLNIKOVA
MATICA

OBRAZOK 8.4.
SCHEMATICKE
ZNAZORNENIE
TROJUHOLNIKOVEJ
MATICE

RIADKOVY VEKTOR
STLPCOVY VEKTOR

—_— AT:

/

Schematické zndzornenie vzniku transponovanej matice A” pootogenim pdvodnej matice
A okolo diagondly.

(7) Stvorcova matica sa nazyva symetrickd matica, ak plati A'=A. Jednoduchy
priklad symetrickej matice je

1 0o 2Y (10 2
03 1| =/03 1
2 1 -1 2 1 -1

(8) Matica A typu (m,n) sa nazyva trojuholnikovd matica', ak pod diagonalou
ma nulové prvky a na diagondle ma nenulové prvky (pozri obr. 8.4)

0 (pre i > j, pod diagonalou sd nulové prvky)

a;

=0 (pre i = j, na diagondle sd nenulové prvky)

Tlustra¢ny priklad trojuholnikovej matice je

12100
02151
00210

e 3

A= 0

\ J

Schematické zndzornenie trojuholnikovej matice, ktorej prvky na diagondle st nenulové a pod
diagondlou ma len nulové prvky.

(9) Ak matica A typu t(A) = (m,n) ma pocet riadkov (m) alebo pocet stipcov (n)
rovny 1, potom takato Specidlna matica sa nazyva riadkovy vektor (m = 1) resp.
stlpcovy vektor (n = 1). Priklady riadkovej a stlpcovej matice si

'V anglickej literatire sa bezne ako trojuholnikovéa matica berie iba matica typu (1,n).
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0
B=(0 -1 2),A=|1
-1
Aplikdciou opericie transpozicie, stipcovy vektor sa meni na riadkovy vektor
a naopak, pre predchidzajice dve matice dostaneme
0
B'=|-1|, A"=(0 1 -1)
2
Pomocou riadkovych alebo stipcovych vektorov mézeme vyjadrit’ kazdi maticu

ako ,.kompoziciu* tychto elementdrnych matic. Nech A je matica (8.1) typu #(A)
= (5,3). Definujme pat’ riadkovych vektorov

r=(8 98 67)
r,=(75 91 73)
r,=(92 81 75)
r,=(98 100 98)
r,=(55 61 82)
a tri stipcové vektory

88 98 67
75 91 73

§,=192|,s,=| 81 |,8,=|75
98 100 98
55 61 82

Pomocou tychto vektorov vyjadrime maticu A (8.1) dvoma alternativnymi spo-
sobmi takto

S
Il
ity TS B |

. A=(s, s, s,).

K

o

8.2 OPERACIE NAD MATICAMI

Nad maticami je mozné definovat’ rdzne binarne operacie, pomocou ktorych sa
definuje tzv. algebra matic, ktord podstatne ul'ahcuje a zefektiviuje ich aplikacie
v matematike.
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DEFINICIA 8.2.

MATICE SA
ROVNAJU

a-NASOBOK
MATICE

SUCET, SUCIN
MATIC

&

OBRAZOK 8.5.

SUCIN MATIC

PRIKLAD 8.2.

(1) Nech matice A = (4;) a B = (B;)) su rovnakého typu, #A) = #(B) = (m,n). Ho-
vorime, Ze tieto matice sa rovnajii, A = B, vtedy a len vtedy, ak
V(ie I)V(jeJ)(4, =B,) (8.4)

(2) Nech matice A = (A;) a B = (B;;) su rovnakého typu, #A) = #(B) = (m,n). Ho-
vorime, Ze matica B je a~ndsobkom matice A, B = 0A, vtedy a len vtedy, ak

V(iel)V(jeJ)(B,=a4,) (8.5)
(3) Nech matice A = (A;), B = (B;;) a C = (C;;) st rovnakého typu, #A) = #(B) =
t(C) = (m,n). Hovorime, Ze matica C je sit¢tom matic A a B, C = A + B, vtedy
a len vtedy, ak

V(ieI)V(jeJ)(C;= A, +B;) (8.6)
(4) Nech matica A = (Aj) je typu #(A) = (m,k), matica B = (B})) je typu #B) = (k,n)
a matica C = (Cj) je typu #(C) = (m,n). Hovorime, Ze matica C je sit¢inom matic
A aB,C=AB, vtedy a len vtedy, ak

k
V(ieI)V(je J)[c,.j =Y A,B, =AB +A,B, +..+ AikBij (8.7)
p=1

C A B
m ©) - m i-ty riadok . .
5
n k ki =z
-~
n

Znézornenie sic¢inu matic C = AB pomocou stcinu riadkového vektora matice A a stlpcového
vektora matice B.

NajzlozitejSia bindrna operécia je sicin (nidsobenie) dvoch matic. Definicia (8.7)
suc¢inu dvoch matic A a B mdzZe byt podstatne zjednoduSena pouZitim riadko-
vych vektorov matice A a stipcovych vektorov matice B (pozri obr. 8.5). Nech r;
je i-ty riadkovy vektor matice A a s; je j-ty stipcovy vektor matice B, potom pr-
vok Cj; je zadany takto

B,
BZ./' .

C,=r-s,=(A, A, .. A) =Y A,B, (8.8)
| =
Bk/'

Nésobenie matic
A= a, a, — 1 2, B= bll blz _ -1 0),
ay Gy -1 3 b21 bzz 12
Definujme riadkové vektory matice A a stipcové vektory matice B
r=(1 2),r=(-1 3)



8 Maticova algebra I 183

SUCIN MATIC
NIE JE
KOMUTATIVNY

ZAKLADNE
VLASTNOSTI
SUCTU A SUCINU
MATIC

{3

Potom prvky matice C = AB su urcené takto

Co=nes =1 {700+

0

o= {3 =0 +(2)2)-4

Potom sicin AB je urceny

1 2)y(-1 0 1 4
AB = : =
-1 3){1 2 4 6
Podobnym spdsobom zostrojime aj maticu BA
-1 0y (1 2 -1 2
BA = : =
1 2){-1 3 -1 8
Vo vSeobecnosti plati, Ze si¢in matic nie je komutativna operacia (pozri pri-
klad 8.2)
AB # BA (8.92)
DalSia dolezitd vlastnost’ je, Ze jednotkovd matica E pdsobi ako ,,jednotka® pre
maticovy stcin
EA=AE=A (8.9b)

Zakladné vlastnosti suc¢tu a sucinu matic moZzno zosumarizovat® do tvaru tzv.
»~maticovej algebry*:

(1) Sucet matic je komutativny

A+B =B+A (8.10a)
(2) Sucet a sucin je asociativny

A+(B+C)=(A+B)+C, A(BC)=(AB)C (8.10b)

(3) Sucin je distributivny vzhl'adom k stctu matic
(A+B)C=AC+BC (8.11a)
A(B+C)=AB+AC (8.11b)
(0+P)A=0A+PA (8.11¢)
o(A+B)=0A+aB (8.11d)

(4) Asociativnost’ a komutativnost’ operdcie nasobenia nasobku matic ¢islom

a asociativnost’ vzhl'adom k operacii ndsobenia nasobku ¢isla a matice
A(oB)=0(AB) (8.12a)
o(BA)=(ap)A (8.12b)
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Algoritmus pre nasobenie matic

ALGORITMUS 8.1.
NASOBENIE MATIC

ZLozitost
ALGORITMU
UMERNE A

OBRAZOK 8.6.
SUCIN TROCH
MATIC PRE DVE
ROZNE
ZATVORKOVANIA

Nech matica A = (Aj) je typu #(A) = (m,k), matica B = (B;)) je typu #(B) = (k,n) a
matica C = (Cy) je typu #(C) = (m,n). Podl'a definicie 8.2 prvky matice C s urce-
né vzt'ahom (8.7), ktory mdzZe sliZit' aj ako algoritmicky podklad pre implemen-
tdciu programu pre ndsobenie dvoch matic (pozri algoritmus 8.1 napisany
v pseudokdde Pascalu).

procedure matrix_multiplication(A,B,C : matrices);

for i:=1 to m do

for j:=1 to n do
begin sum:=0;

for p:=1 to k do sum:=sum+A[i,pl*Blp,Jjl;
C[i,7j]:=sum;

‘end;

Vypocitat’ jeden prvok C; podla (8.7) vyZaduje k sicinov a (k—1) stctov (vysSie
uvedeny algoritmus ma pre p=1 zbyto¢ny sucet, ¢o je vyvaZené jednoduchost'ou
pseudokddu). PretoZe matica C ma mn prvkov, potom algoritmus vyZaduje kmn
sucinov a (k—1)mn suctov. MdZeme teda konStatovat, Ze zloZitost’ algoritmu ras-
tie imerne n’, pri¢om sa predpoklad4, Ze dimenzie matic sd si rovné, k = m = n.
Je prekvapujtice, Ze uz tak jednoduchy algoritmus ako tento moZe byt akcelero-
vany. V 60-tych rokoch minulého storo¢ia bol navrhnuty algoritmus, ktorého

zloZitost’ rastie nﬁ, pretoze J7< 3, tento novy algoritmus je o trochu efektiv-

nejSi ako nas algoritmus 8.1. Tento vylepSeny algoritmus sa stdva efektivnejSim
ako klasicky algoritmus 8.1 az pre dimenzie matic rddovo tisic.

Al Az A3 Al Az A3
23 G4 45 23) G4 &)
|24 60
(AIAZ) (A2A3)
(2,4) (3.5)

30
(A,A4,)A, A,(4,A))
2,5) 2,5)
2=24+40=64 2=60+30=90
A B

Vypocet stcinu troch matic pre dve rdzne zatvorkovania. V prvom pripade A je potrebnych 64
sucinov, zatial’ ¢o v druhom pripade B je potrebnych 90 sicinov. To znamend, Ze na vypocet
suc¢inu troch danych matic musime preferovat’ zatvorkovanie (A;A,) A3 , ktoré vyZaduje menej
elementarnych sticinov nez ako druhé zatvorkovanie A (A, A3).
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Problém nasobenia ret’azca matic

NASOBENIE MATIC  PretoZe nasobenie matic je asociativna operdcia, nezéleZi na zéatvorkovani jednot-

JE ASOCIATIVNE,  Jiyych medzivysledkov. Tak napriklad pre vypocet sti¢inu troch matic A A,A,
ALE OD N . R . . y . T
ZATVORKOVANIA  €Xistuji dva rdzne spdsoby zatvorkovania, avSak v dbsledku asociativity sicinu
ZAVIS| POCET matic musi platit' (A,A4,)A, =A (A,A,). Preto by sme sa mohli domnievat’, Ze
OPERACI

z pohl'adu algoritmizécie tohto problému vypoctu sicinu ret'azca matic (ktorych
dimenzie su také, e ich siéin existuje) je irelevantny sposob zitvorkovania. Zial
nie je to pravda, aj ked’ vyslednd matica je invariantna vzhl'adom k zatvorkovaniu,
numerickd narocnost’ (napriklad celkovy pocet elementarnych sicinov matico-
vych prvkov) vypoctu je uz zavisla od spdsobu zatvorkovania. Zvol'me tieto jed-
noduché typy matic: #(A,)=(2,3), t(A,)=(3,4) a 1(A,)=(45). Vypolet sici-
nov tychto troch matic je zndzorneny na obr. 8.6. Ztohto jednoduchého
ilustra¢ného prikladu vyplyva, Ze na vypocet sucinu ret'azca matic existuje opti-
malne zitvorkovanie medzivysledkov, ktoré poskytuje minimalny pocet elemen-
tarnych stucinov pre vypocet celého retazca matic.

AKO ZATVORKO- UvaZujme n matic A, A,, ..., A,, ktoré si typu #(A;) = (p,g;), priCcom pre susedné

VAT, ABY POCET matice A; a A;;; musia byt’ splnené podmienky, aby existoval ich sucin, g; = p;;1,

SUCINOV CISEL k(e typ sti&inu tychto matic je #(A; A1) = (pigis1). Na vypodet maticového stdinu
BOL MINIMALNY? A; A, je potrebnych

m(AiAi+l)=pixinqi+l (8.13)

elementarnych sucinov. Tymto sme dospeli k formulacii nasledujiceho problému:

Ako urdit’ zdtvorkovanie sucinu n matic AA,.. A, tak, aby pocet elementdr-

nych sudinov pri vypocte siiéinu tohto ret'azca matic bol minimdlny?

V prvom kroku upriamime nasu pozornost’ na enumera¢ny problém urcenia poctu
rdznych zatvorkovani retazca matic A A,...A, . OznaCme pocet moznych zitvor-

kovani retazca matic A A,...A, symbolom P(n). Vytvéranie zatvorkovania mo-

Zeme uskuto¢nit’ jednoduchym rekurentnym spésobom. Nech U, je mnoZina, kto-
rd obsahuje retazce k matic pre rdzne zatvorkovania, kde k = 1, 2, ..., n — 1.
Potom mnoZinu U, vytvorime tak, Ze pre vSetky moZné dvojice podmnoZin U,
a U, vytvorime moZné zitvorkovanie

i 1 | — 1
v, =v0U,,vu0U, ,u..0U_U,0U, U, (8.14)
Potom pocet r6znych zatvorkovani retazca n matic je
1 (pren=1)
P(n)= (8.15a)

n-1
D> P(k)P(n—k) (pren=1)
i=l1
Bolo ukézané, ze pocet zatvorkovani je uréeny pomocou binomického koeficientu

P(n)=l[2(n_l)J=M (8.15b)

n\ n-1 (n)!(n—1)!
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OBRAZOK 8.7.
REKURENTNY
POSTUP
KONSTRUKCIE
ZATVORKOVANI
PRI NASOBENI
VIACERYCH MATIC

OBRAZOK 8.8.
UPLNY STROM
RIESENI
ZATVORKOVANIA
A POSTUP
,GREEDY"
ALGORITMU

HEURISTIKA
,GREEDY”

Prvé hodnoty P(n) st
P(1)=LP(2)=LP(3)=2,P(4)=5P(5)=14,..

Na obrazku 8.7 je zndzorneny rekurentny postup konstrukcie mnozin U, U,, U; a

U=U, U,uU, U={¢ 64,63 ¢)
Ul ol ol Ued § i L el 8 it iy

Rekurentny postup konstrukcie prvych styroch mnoZzin U,, U,, Uz a U,.

(4,53,5.2) (4,53,5.2)
v
A —
‘/(4,\3,5',2' 24,5),‘5,2') “@532) Plg s < hhe oyt
452 (432 452 452 432 (‘452 / \
. V. A i B el ! et
60 30 50 100 60 30 60 30
y y | y V v
4.2) 4,2) 4.2) (4.2) 4,2) (4.2) l—l—lﬁ
W o [Ia “
40 24 40 40 24 40 N=100
N=160 N=114 N=165 N=215 N=114 (N=100

A B

(A) Lavy obrizok vyjadruje metédu prehladévania do hibky pre konstrukciu tplného stromu
rieSeni. Vo vrchole tohto stromu je retazec matic A A,A;A, bez zitvorkovania. Na d’alSej
drovni si vZdy zvolime dvojicu susednych matic AA;,; pre ktoré vykondme sicin (reprezento-
vany spojkou 1), vysledny pocet elementdrnych sticinov je uvedeny pod kazdym retazcom
matic. Tento proces opakujeme tak dlho, az si vykonané stuciny dvojic matic (v tomto pripade
tri). Kazda vetva stromu rieSeni nam Specifikuje jedno mozné zatvorkovanie pdvodného retazca
matic, jej vysledné ohodnotenie N je tvorené sumou poctu elementarnych sticinov na kazdej
urovni stromu. Zo stromu vyplyva, Ze optimdlne zatvorkovanie je (Al (AZ(A3A4))) , ktoré ob-

sahuje minimdlny pocet elementarnych sic¢inov N=100. (B) Pravy obrazok vznikol ako vysek
lavého uplného stromu rieSeni a reprezentuje podstatu ,.greedy* algoritmu, ktord podstatne
redukuje velkost’ stromu rieSeni. Na kaZdej drovni vyberieme lokdlne minimdlnu moZnost’ su-
¢inu susednych matic. Tymto spdsobom strom rieSeni mé len jednu tplnd vetvu, ktord repre-
zentuje vysledné rieSenie ,,greedy* algoritmu, v naSom pripade celkové ohodnotenie tejto vetvy
je N=100, ¢o je vysledok totoZny s presnym rieSenim z celkového stromu rieseni.

Konstrukciu optimélneho zatvorkovania budeme realizovat’ pomocou jednoduche;j
heuristiky, ktord sa nazyva ,.greedy” algoritmus. Pre hl'adanie optimalneho za-
tvorkovania spociva jeho podstata v tom, Ze postupne v danej etape vyberieme
také zatvorky, ktoré poskytuji minimalny vysledok, tento postup opakujeme tak
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dlho, aZz zostrojime kompletné zétvorkovanie celého retazca A/A,...A, . Tento
postup budeme ilustrovat’ pomocou retazca su€inu Styroch matic A A,A;A,, kto-

rych typy nech su $pecifikované takto
1(A4)=(45).1(4,)=(53).1(4,) = (35).1(4,) = (5.2)

Pre tieto matice vytvorime postupnost’ dimenzii matic (predpokladdme, Ze pod-
mienky ¢g; = pi+1 pre existenciu su¢inu matic A; A, sd splnené) (4,5,3,5,2), ktora
sa v priebehu algoritmu vyuZiva na vypocet aktudlneho poctu elementirnych su-
¢inov, pozri obr. 8.8. V texte, ktory spreviadza tento obrdzok, su Specifikované aj
zékladné myslienky ,.greedy* algoritmu. Z uvedeného ilustra¢ného prikladu vy-
plyva, Ze aj napriek jednoduchosti tohto algoritmu je v tomto pripade vysledok
totozny s optimalnym vysledkom, ¢o ale v podobnych pripadoch nemusi platit’.

EFEKTIVNOST Na zaver tejto podkapitoly poznamenajme, Ze heuristika ,,greedy* je vel'mi efek-
»GREEDY" tivna, v mnohych pripadoch ndm umoZiluje jednoducho a rychlo ziskat rieSenie,
HEURISTIKY

ktoré nie je vzdialené od optimélneho rieSenia. MoZno konStatovat’, Ze patri medzi
najefektivnejsie heuristiky, ako pribliZne rieSit’ zloZité kombinatorické problémy.

Binarne matice

Matica A, ktord obsahuje len bindrne prvky 0-1 sa nazyva bindrna matica. Al-
gebraické operdcie nad takymito maticami si zaloZené na logickych spojkach
konjunkcie a disjunkcie

a/\b={ - (8.162)

1 (aka=1lalebob=1)
avb= (8.16b)
0 (inc)

Nad bindrnymi maticami definujeme tri bindrne operécie:

KONJUNKCIA (1) Nech A = (A;) aB = (Bj) st bindrne matice rovnakého typu #(A) = #(B) =
(m,n), potom matica C = (C;) sa nazyva konjunkcia matic A aB, C = A A B, jej
maticové prvky su

v(ie I)V(jeJ)(C,:,:A]./\BU) (8.17)

DISJUNKCIA (2) Nech A = (A;) aB = (Bjj) st bindrne matice rovnakého typu #(A) = (B) =
(rm,n), potom matica C = (C) sa nazyva disjunkcia matic A aB, C =A v B, jej
maticové prvky sd

V(ie 1)V (je J)(C;=A; v B,) (8.18)
SUCINBINARNYCH  (3) Nech bindrna matica A = (A;) je typu #(A) = (m,k), bindrna matica B = (B;) je

MATIC typu #(B) = (k,n) a bindrna matica C = (Cj) je typu #(C) = (m,n). Hovorime, Ze
matica C je sétéinom matic A a B, C = A®B, jej maticové prvky st

V(ie 1)V(je J)(C;= (A AB,) V(A AB, )V .V (4 ABy))  (8.19)
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MOCNINA
STVORCOVEJ
BINARNEJ MATICE

MOCNINA AKO
KOMPOZICIA
RELACII

OBRAZOK 8.9.
MOCNINY RELACIE
R

PRIKLAD 8.3.

PretoZe sucin binarnych matic je asociativna operdcia, méZeme definovat’ r-td
mocninu Stvorcovej bindrnej matice A = (4;) , kde r je kladné celé Cislo r > 1
A =ARA®.®A (8.20)
%\/—/

r—krdt

Ako interpretovat’ operacie nad bindrnymi maticami? Bindrna matica mdze byt
chipand ako maticovd reprezenticia bindrnej reldcie RC X XX, kde
X ={x,%,,...x,} . Prvok A, #0 implikuje, Ze usporiadana dvojica (x,.,xj)e R
(pozri kapitolu 3.1). Jednoduchymi tvahami je mozZné dokdzat, Ze matica
A’=A®A je reprezenticiou kompozicie R’ =Ro R . Formulu (8.19) prepie-
me do tvaru

v(ic 1)V(je J)(C, =maxmin{4,,B,}) (8.21)

kde sme pouzili formule a Ab=min{a,b} a av b=max{a,b} (pozri kapitolu 11

v uebnom texte Matematickd logika [11]). Ak porovndme (8.21) s definiciou
kompozicie dvoch binarnych relécii (3.8), dospejeme k zaveru, Ze definicia sici-
nu bindrnej matice (8.19) je formalne totoZnd s kompoziciou R*> =R R . Pomo-
cou grafovej interpretdcie reldcie R a jej mocnin (pozri obr. 8.9) méZeme potom
alternativne interpretovat’ n-té mocniny matice A tak, Ze ak ma jednotkovy prvok
v pozicii (i,j), potom existuje postupnost’ n hran z i-tého vrcholu grafu do j-tého
vrcholu grafu.

R 1 R R
1 1 1 1 1 1
2 2 2%2 — 2
3 303 3 323
B
- .
1 R R 1 1 R 1
D

Grafové reprezentdcia relacie R (diagram A) a jej mocnin R (diagram B), R® (diagram C), R*
(diagram D) a R® (diagram E). Diagramy B — E obsahuju aj rekurentnd tvorbu relacii R"
z predchédzajiceho vysledku R™ .

&)

(&)

Nech A a B su binarne matice

Zostrojte su¢in A® B .
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PRIKLAD 8.4.

(IA1)V(0A0) (1A1)V(0AL) (1AO0)V(0AL)
A®B=|(0A1)v(1A0) (0A1)v(IAL) (0AO)v(1A1)
(IA1)v(0A0) (1A1)V(0AL) (1A0)V(0AL)
IvO 1v0 0vO 1 10
=/0v0 Ovl Ovl|=|0 1 1]
IvO 1v0 0vO 1 10
Zostrojte vSetky mocniny matice
0 0 1
A=|1 0 O
1 10
V prvom kroku spoéitame A’
1 10
A’=A®A=|0 0 1
1 01
Postupne v d’alsich krokoch spocitame vysSie mocniny matice
1 01 1 11 1 11
A'=A"®A=|1 1 0|,A'=A®A=|1 0 1|,A°=A"®A=|1 1 1
111 1 11 111

Poznamenajme, Ze tieto mocniny matice A mdZeme jednoducho ur¢it’ pomocou
grafovej interpreticie reldcie R, pozri obr. 8.9. Potom vysSie mocniny matice
A su ur¢ené

1
V(n25)| A=A’ =|1
1

[ W w—y
[ W w—y

8.3 HODNOST MATICE

DEFINICIA 8.3.
LINEARNE ZAVISLE
VEKTORY

Hodnost’ matice A je celé kladné ¢islo oznacené h(A), ktoré patri medzi doleZité
charakteristiky matic. NeZ pristipime k definicii tejto veliCiny, zavedieme d’alsi
dolezity pojem linedrnej zdvislosti/nezavislosti stipcovych (riadkovych) vekto-
rov. Pre jednoduchost budeme tieto tvahy uskutoGiiovat’ pre stipcové vektory,
automaticky budu platit’ aj pre riadkové vektory, a naopak.

Nech ay, a,, ..., a, je n stipcovych (riadkovych) vektorov z R” (t. j. vektory maju

p prvkov). Hovorime, Ze tieto vektory su linedrne zdvislé vtedy a len vtedy, ak
existuju také koeficienty (¢isla) oy, 0,..., O, z ktorych je asponl jeden nenulovy,
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&

VETAS.1. (&~

VETAB.2. (&~

PRIKLAD 8.5.

DEFINICIA 8.4.

Hopnost (&

VETA8.3. (&

aby ich linearna kombinacia bola rovna nulovému vektoru 0
oa +o,a,+..+o.a =0 (8.22)

Stipcové (riadkové) vektory ay, a,, ..., a, su linedrne zavislé prave vtedy, ak jeden
z nich méZeme vyjadrit’ ako linedrnu kombiniciu ostatnych vektorov, napr.

a =B,a,+..+0,a, (8.23)
Dokaz tejto vety je velmi jednoduchy. Na zdklade definicie 8.3 z predpokladu
linearnej zévislosti vektorov ay, a,, ..., a, vyplyva, Ze aspoil jeden koeficient je
nenulovy. Predpokladajme, Ze o, # 0, potom (8.22) mdZeme upravit’ do tvaru

n

o

a=——a,—..—
1

a

n
1

Tymto sme dokézali, Ze z predpokladu o, #0 vyplyva (8.23), ¢im je dokaz zavi-
Seny.
Stipcové (riadkové) vektory a,, ay, ..., a, su linedrne nezdvislé vtedy a len vtedy,
ak

oa +o,a, +..+oa =0 (8.24)
len pre nulové koeficienty, o, =0, =...=a, =0.
Této veta je jednoduchym dosledkom definicie 8.3.

Majme trojicu stipcovych vektorov

1 0 0
a=0|, a,=|1|, a,=|0
0 0 1

Lahko dokdZeme, Ze tieto vektory sd linedrne nezdvislé. Uvazujme podmienku
(8.24) z vety 8.2.

1 0 0 o, 0
oa +o,a, +oLa, =0, 0|+a,l1|+o,|0|=|a, [=0=|0
0 0 1 o 0

Porovnanim poslednych vektorov dostaneme, Ze o, =, = o, =0. To znamend,

7e tato linedrna kombindcia sa rovnd nulovému stlpcovému vektoru len pre nulo-
vé koeficienty, potom podl'a vety 8.2 vektory st linedrne nezavislé.

Hovorime, Ze matica A ma stlpcovii (riadkovii) hodnost’ rovni k vtedy a len vte-
dy, ak ma maximalne & linedrne nezavislych stlpcovych (riadkovych) vektorov.
hs(r) (A)=k (8.25)

Pre kazdd maticu A typu #(A) = (m,n) riadkova a stipcové hodnost’ st rovnaké,
pri¢om hodnost’ je zdola ohrani¢end O (pre nulové matice) a zhora ohrani¢end
miniméilnou hodnotou m a n

0<h (A)=h (A)=h(A)<min{m,n} (8.26)
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PRIKLAD 8.6.

DEFINICIA 8.5.
EKVIVALENTNE

MATICE (&~

Majme maticu

A=

(R e R
O = =
—_ = =

Riadkové vektory tejto matice maju tvar
r=(111),,=(01 1),n=(0 0 1)
Studujme linedrnu kombinéciu
o, (1 1 1)+0o,(0 1 1)+a,(0 0 1)=(0 0 0)

Koeficienty su uréené rovnicami

o, =0

o, +a,=0

o, +o, +0, =0
Postupnym rieSenim tohto systému dostaneme rieSenie o, =o, =, =0. To
znamend, Ze riadkové vektory su linedrne nezdvislé, maximalny pocet linedrne

nezdvislych vektorov je 3, t. j. riadkov4 hodnost’ matice je 3.

Stipcové vektory matice A st

1 1 1
$;=|0|,s,=|1],8,=|1
0 0 1
Ich linedrna kombindcia sa rovnd nulovému stipcovému vektoru
1 1 1 0
B, O+B,| L|+Bs|1|=]|0
0 0 1 0
Koeficienty su uréené rovnicami
B +B, +B; =0
B, +B,=0
B, =0

Riesenim tohto systému dostaneme P, =f, =B, =0. To znamend, Ze stlpcové
vektory su linedrne nezavislé, ¢iZze matica ma stlpcovi hodnost’ 3.

Tymto sme dokézali, Ze matica A ma stipcovii a riadkovii hodnost’ 3, &iZe hod-
nost’ matice je 3, h(A) = 3.

Hovorime, Ze matice A a B st ekvivalentné, A ~ B, vtedy a len vtedy, ak maji
rovnaku hodnost’, 2(A) = h(B).
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VETAB.4. (&

VETAB.5. (&~ “

Nech matica B vznikne z matice A pomocou jednej z tychto 4 operacii:
(1) vz4jomnou vymenou poradia dvoch riadkov (stipcov),
(2) vynasobenim riadku (stipca) nenulovym ¢islom,
(3) pripocitanim riadku (stipca) k inému riadku (stipcu),
(4) vynechanim riadku (stipca), ktory bud’ obsahuje len nulové prvky alebo
je linedrnou kombinaciou ostatnych riadkov (stipcov).
Potom matice A a B st ekvivalentné, h(A) = h(B).

Jednotlivé  kroky ztejto vety budeme ilustrovat pomocou matice
A=(s,,s,,...5,) , kde s; je i-ty stipcovy vektor:
(1) Vymena poradia dvoch stipcov

A= (sl,...,s,.,...,s_,.,...,sn ) —B= (sl,...,s_,.,...,s,.,...,sn)

vy

(2) Stipec je vynasobeny &islom 020

A=(8,....8,,...8,) > B =(s,,....08,,...,8,)
(3) Vynechanim stipca, ktory je bud’ linedrnou kombinéciou ostatnych stipcov
alebo je nulovy

A=(8,....5,_,.8,,8 $,) > B=(8,...8_,5,,,....5,)

[ESEERA)
(4) K stipcu pripoéitame iny stipec
A= (sl,...,s,.,...,sj,...,sn ) —B= (sl,...,s,.,...,sj + s,.,...,sn)

Podobné zndzornenie elementarnych operacii moze byt vykonané aj pre riadkové
vektory matice A.

Doékaz vety 8.4 vyplyva priamo zo skuto¢nosti, Ze 4 povolené opericie nad riad-
kami alebo stlpcami matice nemenia jej hodnost, t. j. zachovavaji pocet linedrne
nezdvislych riadkovych a aj stlpcovych vektorov.

Trojuholnikovd matica A typu #(A)=(m,n), kde m < n, m4 hodnost’
h(A)=m (8.27)

Pri dokaze tejto vety pre jednoduchost’ predpokladajme, Ze trojuholnikova matica
A ma rovnaky pocet riadkov a stlpcov, m = n. Vyjadrime ju pomocou riadkovych
vektorov

rl Al 1 AIZ o Alm
A = r2 = O A22 o Azm
r, 0O 0 .. A,

Pripomenme, Ze jej diagondlne prvky A, #0. Studujme linedrnu kombinéciu jej
riadkovych vektorov, ktort poloZime rovni riadkovému nulovému vektoru 0
o +oLr +...+ao,r, =0

Koeficienty sd ur¢ené systémom rovnic
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STANOVENIE
HODNOSTI MATICE

PRIKLAD 8.7.

oA, =0
o0y A, + 0,4, =0
oA, to,A +.+o, A =0

PretoZe, ako uz bolo poznamenané, diagondlne prvky trojuholnikovej matice su
nenulové, A, # 0, systém mdZeme postupne riesit, dostaneme

o,=0,=..=a,6 =0
Tymto sme dokézali, Ze riadky trojuholnikovej matice su linedrne nezavislé, Cize
plati h(A) = m.

Veta 8.5 v kombinécii s vetou 8.4 umoziuje implementéciu efektivneho algorit-
mu pre stanovenie hodnosti matice. Pre dand maticu A budeme pomocou vety 8.4
vykonavat’ také elementarne transforméacie (ktoré nemenia jej hodnost’), aby vy-
slednd matica bola trojuholnikovd, potom pomocou vety 8.5 hodnost’ vyslednej
matice sa rovné poctu riadkov.

Nech matica A ma tvar

S N O N
—_ = = O
S O O N
—_— N = O
S = O N

1. krok. Vykoname také elementarne transforméacie, ktoré budi viest’ k zaniku
nenulového prvku 2 v prvom stlpci pod diagondlou. Treti riadok vyndsobime
¢islom -1 a potom k tomuto riadku pripoc¢itame prvy riadok

2 020 2 2 0 2 0 2 2 0 2 0 2
01010 0 1 0 1 O 01 0 1 O
1 0 21 -2 -1 0 -2 -1 0 -1 2 21

01010 0 1 0 1 O 01 0 1 O

2. krok. Vykondme vynulovanie prvkov pod diagonalou v druhom stipci. Stvrty
riadok vynisobime ¢islom -1 a potom k tretiemu a k $tvrtému riadku pripoc¢itame
druhy riadok

20 2 0 2 (2 0 2 0 2)(202 0 2
01 0 1 0[]0 1010/ |010 10
0 2 2 1|10 -1 2 =2 1] ]00 2 -1 1
0 01 0/ o0 -10-10/10000 0

3. krok. V tomto poslednom kroku vynechdame Stvrty riadok, ktory obsahuje len
nulové prvky
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202 0 2
202 0 2

0101 0
~l001 0 1 0

002 -11

ST o0 2 -1

U U v U U

Postupnymi elementdrnymi dpravami sme pretransformovali pdvodnd maticu A
na trojuholnikovi maticu, ktora obsahuje tri riadky, potom

h(A)=3
Pri tychto tpravach treba dat’ pozor na pripad, kedy by sme dostali maticu, ktora
ma pod diagondlou nuly a na diagonéle tieZ nulu, ale v tom istom riadku mé eSte
nenulové prvky, potom treba prehodit’ stipce, aby na diagonale bol nenulovy pr-
vok.

8.4 INVERZNA MATICA

DEFINICIA 8.6.
REGULARNA

MATICA (&

DEFINICIA 8.7.
INVERZNA MATICA

&

Nech A je Stvorcova matica typu #(A) = (n,n), existencia takej matice B, pre ktord
plati AB = BA = E, kde E je jednotkova matica typu #A) = (n,n), nie je zarucena
pre l'ubovolnd Stvorcovi maticu, ale len pre urcité Specidlne matice, ktoré nazy-
vame reguldrne matice.

Stvorcova matica A, typu #A) = (n,n), sa nazyva reguldrna vtedy alen vtedy,
ked pre jej hodnost plati h(A) = n.

Z definicie regularnej matice plynie, Ze tak stipcové ako aj riadkové vektory si
linearne nezdvislé. MoZeme teda parafrazovat’ definiciu reguldrnej matice takto:
$tvorcovd matica A je reguldrna vtedy a len vtedy, ak jej riadkové (stipcové) vek-
tory sd linedarne nezavislé. Tento pohl'ad na reguldrnost’ matice A nam bude na-
pomocny, ked’ budeme hl'adat’ pomocou determinantov (pozri 9. kapitolu) algeb-
raické kritérium regularnosti.

Matica A™ sa nazyva inverznou maticou vzhl'adom k regularnej matici A vtedy
a len vtedy, ak spiiia podmienku AA" =A"A=E .

Definicia inverznej matice v mnohom pripomina definiciu 3.16 inverznej funk-
cie, kde sa pozaduje, aby funkcia bola bijektivna. MoZzno konstatovat’, Ze anal6-
giou k tejto podmienke v tedrii matic je podmienka regularnosti.

VETA8.6. (B~ “ Pre reguldrnu maticu A existuje prave jedna inverzna matica Al

Tento dbkaz jednoznacnosti inverznej matice vykondme nepriamo. Budeme
predpokladat’, Ze vzhl'adom k reguldrnej matici A existuji dve ro6zne inverzné
matice oznac¢ené B a C

AB=BA=E (s)
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VETAB.7. (&

KONSTRUKCIA
INVERZNEJ MATICE

AC=CA=E (%)
Zo vztahu () vyberieme BA = E , ktory vyndsobime sprava maticou C, dosta-
neme

BA=FE=BAC=EC=BE=C=B=C
¥ v F

Inverznd matica vyhovuje vztahom
(41) =4 (8.282)
(AB) ' =B'A™ (8.28b)

Vztah (8.28a) vyplyva priamo z defini¢nej podmienky AA™" = A™"'A = E , ktord
mdZeme interpretovat’ tak, Ze matica A je inverznou maticou k matici At J-

musf platit (A7) = 4.

Vztah (8.28b) dokdZeme pomocou vztahu (B_IA_l ) -AB = E . Pocitajme:
(B'A™")-AB=B"'(A"A)B=B"EB=(B'E)B=B'B=E. Tymio sme
dokdézali, 7e si¢in B"'A™" déva vysledky, aké by ddvala matica (AB)_I. Pretoze

podl'a vety 8.6 inverznd matica existuje jednoznacne, tak potom reldcia (8.28b)
ur¢uje inverznd maticu jednoznacne.

Zostavajicu cast’ tejto kapitoly venujeme metéde konsStrukcie inverznej matice,
ktord je velmi podobnd metéde stanovenia hodnosti matice. Budeme $tudovat

dvojicu matic (A |E ) , nad maticami tejto dvojice budeme vykonavat’ postupnost’

elementarnych operécii z vety 8.4 tak, Ze vybrand elementdrna opericia je sicas-
ne aplikovand na obe matice, pricom sa snaZime pouZivat’ také elementdrne ope-
récie, ktoré transformujd 'avi maticu A na jednotkovi maticu E. Kazda elemen-
tdrna transformdcia aplikovand na nejakd maticu X je vyjadritelnd pomocou
sucinu matic BX, formalne

X ele.transf . X/ — BX
Ked’ dvojicu (A|E ) transformujeme postupnostou n elementarnych transforma-

cif uréenych maticami B,,B,,...,B, , dostaneme

(A|E)—(B,..B,B/A|B,..B,BE)
Ako uz bolo povedané, tieto elementarne transformdcie si vykonané s cielom
transformacie matice A na jednotkovid maticu
B,..B.BA=E = A" =B,..B,B,
[ ——
A
Potom dostaneme

(A|[E)—>| B,..B,BA|B, .B,BE |- (E[A™)

E AL
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PRIKLAD 8.8.

Postupnost’ elementdrnych transformécii rozdelime na tri etapy:

1. etapa — nulovanie maticovych prvkov pod diagonalou (podobne ako v metéde
stanovenia hodnosti matice),

2. etapa — nulovanie maticovych prvkov nad diagondlou,

3. etapa — nasobenie riadkov ¢islami tak, aby na diagondle zostali len jednotkové
prvky.

V pripade, Ze tito postupnost’ nie je vykonate'na (napr. dostaneme nulovy ria-
dok), proceduru transformicie ukoncime, pretoZe matica nie je reguldrna (teda
ani invertibilnd). Naznaceny sposob konStrukcie inverznej matice mozZe byt pou-
zity ako konStruktivny dokaz vety 8.6, bez diskusie podmienky jednozna¢nosti

inverznej matice.
2 4
A p—
1 4

2 41 0
X, =
1 4|0 1
V prvej etape vykondme takd elementarnu operéciu, ktord nuluje prvok pod dia-

gondlou, vykoname elementarnu opericiu ep;, Ze druhy riadok vynasobime —2
a k takto upravenému druhému riadku pripocitame prvy riadok

ep,:r, ==2r, +r,
Dvojica X, sa pretransformuje na X;
2 401 0
X, =
0 41 -2
V druhej etape budeme nulovat’ prvky nad diagondlou, vykondme elementarnu
operaciu ep,, Ze k prvému riadku pripocitame druhy riadok

ep,:r=r +r,
Dvojica X; sa pretransformuje na X,
2 012 2
X, =
0 —41 =2

V tretej etape prvy riadok vyndsobime 1/2 adruhy riadok vyndsobime —1/4,

N4jdite inverzni maticu k matici

Zostrojime dvojicu matic

dostaneme findlnu dvojicu

Jro 1 -1
o 1-14 12

E A~

Potom inverzna matica ma tvar
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o

Lahko sa presved¢ime, Ze tato matica je inverzna

P
/4
el 2
/4 1

E

ZHRNUTIE

DEFINICIAMATICE ~ Nech  ={1,2,...,m} je mnoZina riadkovych indexov a J ={1,2,...,n} je mnoZina
stipcovych indexov, pricom m a n si kladné celé &isla, m,n>1. Maticou nazy-
vame mnoZinu obsahujicu m-n cisel (celoéigelnych, raciondlnych alebo reél-
nych), ktoré st Specifikované riadkovym (i) a stlpcovym ( j) indexom

A={4A, iel je T}

Typ matice je usporiadand dvojica kladnych prirodzenych c&isel, ktoré si rovné
mohutnostiam mnoZin indexov Ia J , t1(A)=(m,n) . Matice A mdZe byt jedno-

ducho znazornend pomocou tabul’ky, ktora obsahuje m riadkov a n stipcov, pri-
¢om na priese¢niku i-tého riadku a j-tého stlpca je umiestneny element A;;.

MATICOVA Pre matice definujeme tieto zdkladné algebraické operacie
ALGEBRA (1) Nech matice A = (A;) a B = (By) st rovnakého typu, #(A) = «(B) = (m,n). Ho-
vorime, Ze tieto matice sa rovnajit, A = B, ak
v(ieI)v(je J)(A/ = Bi/')
(2) Nech matice A = (4;) a B = (B;)) su rovnakého typu, #A) = #(B) = (m,n). Ho-
vorime, Ze matica B je a~ndsobkom matice A, B = 0A, ak
V(ieI)V(jeJ)(B;=04,)
(3) Nech matice A = (Aj), B = (B;;) a C = (C;;) su rovnakého typu, #(A) = #(B) =
t(C) = (m,n). Hovorime, Ze matica C je sit¢tom matic A aB, C = A + B, ak
v(ieI)v(je J)(Cz:/ =4, +sz/)
(4) Matica A = (A;) je typu H(A) = (m,k), matica B = (By) je typu #(B) = (k,n) a
matica C = (Cy) je typu #(C) = (m,n). Hovorime, Ze matica C je sitéinom matic A
aB,C=AB, ak

k
V(ieI)V(je J)[CU. =Y A,B, =AB +A,B, +..+ A,.kB,q)

p=1
Pre takto definované algebraické operacia plati algebra matic, podl'a ktorej sicin
matic je nekomutativna a asociativna operacia, zatial' ¢o stcet matic je komuta-
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tivna a asociativna operdcia. Sucin matic je distributivna operdcia vzhl'adom
na sicet matic, a operdcia ndsobenia matice ¢islom je asociativna vzhladom
na operaciu st¢inu matic.

HODNOST MATICE  Matica A ma stlpcovii (riadkovit) hodnost’ rovnii k vtedy a len vtedy, ak ma ma-

ximdlne k linedrne nezavislych stipcovych (riadkovych) vektorov, Iy, (A)=k.

Pre kazdd maticu A typu #(A) = (m,n) riadkova a stipcové hodnost’ st rovnaké,
pri¢om hodnost’ je zdola ohrani¢end O (pre nulové matice) a zhora ohrani¢end
minimalnou hodnotou m an, 0<h (A)=h, (A)=h(A)<min{m,n} .

Trojuholnikovd matica A typu t(A) = (m,n), pricom m<n, mad hodnost
h(A) = m. Této jednoducha veta ndim umoziuje zostrojit’ jednoduchy algoritmus
pre zistenie hodnosti matice, ktory je zaloZeny na postupnom nulovani elementov
leziacich pod hlavnou diagonélou.

INVERZNAMATICA  Nech A je reguldrna matica. Matica B sa nazyva inverznd matica (vzhladom
k matici A) vtedy alen vtedy, ak spiiia podmienku AB = BA =E , tito maticu
zna¢ime A~

Inverzni matica A~ moZe byt zostrojend z pdvodnej matice A pomocou jedno-
duchej metddy, ktord pripomina stanovenie hodnosti matice. V prvej etape nulu-
jeme elementy pod hlavnou diagondlou a v druhej etape nulujeme elementy nad
hlavnou diagonalou. Ciel'om tejto transformdcie je prepisat’ maticu A na jednot-
kovii maticu. Novym rysom algoritmu je, Ze sa sti¢asne vykondva aj nad maticou,
ktora povodne bola jednotkova, postupnostou opericii je tito matica pretran-
sformovand na inverznd maticu.

KrUCOVE POIMY

definicia matice
Specidlne matice
maticovd algebra
hodnost matice
inverznd matica

typ matice

Stvorcovd a obdlznikovd matica
hlavnd diagondla
nulovd matica
diagondlna matica
Jjednotkovd matica E
transponovand matica
symetrickd matica
trojuholnikovd matica
riadkovy vektor
stipcovy vektor

rovnost matic

a-ndsobok matice

sticet matic

sucin matic

zdtvorkovanie sucinu matic

»greedy* algoritmus

konjunkcia, disjunkcia, sicin bindrnych
matic

mocniny reldcie R

linedrne zavislé vektory

linedrna kombindcia vektorov

stipcovd (riadkovd) hodnost

ekvivalentné matice

reguldrna matica

konstrukcia inverznej matice
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CVICENIA

8.1. Stanovte typ matice a jej nazov

1 2
(a) [3 _J,
(b)[—z 1 0 1}
1 2 -11
©( 21 -1),
1

diyo
-1

8.2. Négjdite hodnoty a, b, ¢ a d tak, aby platilo
3 -b |\ (1 3
¢ 2d+1) (-1 2

8.3. Rozhodnite o pravdivosti tychto tvrdeni:
(a) {A; A je jednotkovd matica} ([ {A; A je symetrickd matica} ,
(b) {A; A je symetrickd matica} (- {A; A je diagondlna matica} ,

10 . .
() 01 €{A; A je jednotkovd matica},
(d) {A; A je Stvorcovd matica} C{A; A je diagondina matica},
(e) {A; A je jednotkovd matica} C{A; A je diagondlna matica} .
8.4. (a) Zostrojte matice A = (4;), B = (B;j) a C = (Cy), typu (3,2), pre ktoré plati
Aj=i—j, By=i=2j, C,=4i+3].

(b) Zostrojte maticu A = (A;) typu (4,4), ktora je symetrickd a m4 tieto vlast-
nosti:

.2
Ay =i, A=A, =0, A,=3, A,=A;=A,+A,, A, =A,-A,.
(¢) Zostrojte maticu, ktor4 je sicasne riadkovym a stipcovym vektorom.

(d) N4jdite x a y pre maticu

x+y 10
Az(Aij):(bc—y 4}

pre A, =4, a A, =A21/2'
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8.5. Zostrojte transponované matice k maticiam

1 4
(a) ’ , () (-1 1 2),(0)[1 ; 2}((1) 0

0 210 0
-1 2

8.6. Pre matice

(1 —1} [0 1) [1 0 3}
A= , B= , C=
2 0 2 2 1 22
vypocitajte matice (ak existuju)

(a) 24,

(b)y A+B,

(c) A+C,

(d) AC,

(e) CB,

() C'B.

0 1
8.7. Pre maticu B = [2 2) rieSte rovnicu

2X+B=E
kde X je matica typu (2,2) a E je jednotkova matica typu (2,2).

8.8. Pre riadkové vektory u a v spocitajte uv’ (ak existuje) pre
@u=(1 2 0 -1),v=(0 -2 0 2),
b u=(1 2 1),v=(-1 1 2),
©u=(1 0 -1),v=(-1 1 2).

8.9. Dokdzte, 7e pre u=(u, u, .. u,) plati uu’ >0, priCom rovnost' plati
len pre nulovy vektor.
8.10. Pre kazdd dvojicu matic A a B urcite ich typ a ¢i sicin matic existuje, ak
existuje, tak ho vypocitajte.

2 3

41 2
(@ A=|-1 2|, B= .
321
5 4
4
-1 0
(b) A= , B=|1 2
0 0
3 -1
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2 0
~ 141

(c) A=(1 4 2 -5), B= 3 3
-1 -1

2 3 4 1 .
8.11. Nech A = (O j a B =( J, vypocitajte

(a) A+2B,

(b) 3A-6B,

(c) AB,

(d) A%,

(e) BA,

() B(AB),

(g) (AB)A,

(h) A(A-B),

(i) A'B,

() AB)".

0 -1 0 0
OlaB=| 0 2 0] sddiagonilne matice, vypocitajte
3 0 01

8.12. Nech A =

S O =
S NN O

AB ,BA, A% a B’

8.13. Njjdite greedy algoritmom také zatvorkovanie produktu tychto matic, aby
sa vykonal ¢o moZno najmensi pocet elementdrnych sicinov (greedy algoritmus
nezaist'uje globdlne minimum).

(a) Nech matice maju typ #(A,)=(4,5), 1(A,)=(5.8), 1(A4,)=(83) a

1(4,)=(32).

(b) Nech matice maji typ 7(A,)=(2.3), 1(A,)=(38), t(4;)=(82),

1(A,)=(2.5), t(A5)=(5.4).

8.14. Ukazte, 7e ak A je §tvorcovd matica, potom A+A” je symetrickd matica.
8.15. DokaZte tieto vlastnosti transponovanej matice:

(@ (A7) =4,

(b) (A+B) =A" +B",

(c) (AB) =B"A".
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8.16. Stanovte hodnost’ matic

1 01

(@ A=[1 1 0,
01 1
2020 2
01010

(b) A= ,
210 21
01010

1
(c) pre ktoré hodnoty p, ma matica A = [

1

-1
d A=

—_— N = N
|
—_

(e) pre ktoré hodnoty parametrov p a ¢ ma matica A=

hodnost’ 2.

p

8.17. N4jdite inverznd maticu (ak existuje) k matici:

(a) A=

2 2 -6
-1 1 2

)

-3
1
(b) A=|2
4

(c) A= .
i

1
-1
1

5

-3

3

—

3 s

5

2
j hodnost’ 1,

_T NN

—_ = = O

-1 2

-3 3
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110
fH A=[1 0 0],
111
1 23
() A=[4 5 6|,
7 89
2 3 =2
(h)y A=l 1 2 -1].
21 0

8.18. Dokézte matematickou indukciou formulu (4,4,..4,) " = A;'..A;'A;".

8.19. Nech A, B a C su Stvorcové matice rovnakého typu (n,n). Dokdzte, Ze ak
A je reguldrna matica, potom zo vztahu AB =AC vyplyvaB =C.

8.20. Ukazte, Ze ak A a B st Stvorcové matice rovnakého typu (n,n) a A je regu-
larna matica, potom (A"BA)2 =A"'B’A.

8.21. Ukazte, Ze ak A a B st Stvorcové matice rovnakého typu (n,n) a A je regu-

2 w2

larna matica, potom (A"BA)H =A"'B"A , pre kazdé kladné celé &islo n.

8.22. Nech A je reguldrna matica, ukaZte, Ze ( A" )71 = (A'1 )”

8.23. Nech matice A a B maju blokovu Struktdru

1] 4
0 3 ]-1
4 212 1 3 —_— T
1 -3]0 -2 3
-1 412
1 011

Potom ich formalne moZeme pisat’ v tvare

B, B
A=(A A) a B=[ : ZJ
B3 B4

Vypocitajte AB a ukazte
AB=(AB +A,B, AB,+AB,)

BT — BIT B3T
B B/

Ukaézte taktiez
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11 0 1
8.24. Nech A = [0 J a B= [1 OJ su binarne matice, zostrojte

(a) AAB,
(b) AvB,
(c) A®B.

1
8.25.Nech A=| 1

0

(a) AAB,
(b) AvB,
(c) A®B.

su bindrne matice, zostrojte

S = O
—_— O =
o
=
Il
— = O
(R
—_— = =

8.26. Nech A je bindrna matica, dokd7zte AAA=A a AvVA=A.
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SUSTAVA LINEARNYCH ROVNIC ® FROBENIOVA VETA e

GAUSSOVA ELIMINACNA METODA ® DETERMINANTY @
CRAMEROVO PRAVIDLO

Tdto kapitola sa zaoberd siistavami linedrnych rovnic, Specifikdciou existencie
rieSenia pomocou Frobeniovej vety, jednoduchym algoritmom na konStrukciu rie-
Senia sustavy pomocou Gaussovej eliminacnej metédy. Na zdver kapitoly sii Stu-
dované determinanty a ich aplikdcia k ndjdeniu rieSenia sustavy linedrnych rov-
nic pomocou Cramerovho pravidla.

0.1 SUSTAVA LINEARNYCH ROVNIC

SUSTAVA
LINEARNYCH
ROVNIC

MATICA SUSTAVY
VEKTOR
NEZNAMYCH,
VEKTOR PRAVYCH
STRAN

Ststavu linearnych rovnic, ktora obsahuje m rovnic o n nezndmych budeme za-
pisovat’ v tvare
a,x, +a,x, +..+a,x, =b

ay X, +a,x, +..+a,,x, =b,

9.1
a,x +a,x,+..+a, x =b,
Zavedenim matic
all alZ aln xl bl
A — a21 a22 aZn x = x2 b — bZ (9 2)
am 1 am 2 o amn xn bm
prepiSeme sustavu (9.1) do kompaktného maticového tvaru
Ax=b (9.3)

kde A sa nazyva matica sustavy, x sa nazyva vektor nezndmych a b sa nazyva
vektor pravych strdn.
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RIESENIE SUSTAVY

OBRAZOK 9.1.
GEOMETRICKA
INTERPRETACIA
ROVNICE

POCET RIESENI

RieSenie ststavy (9.1) mbZe byt reprezentované stipcovym vektorom
c= 9.4)

ktory ked’ dosadime do (9.1), t. j. za x; dosadime c;, dostaneme maticovu identitu
Ac=b.

ax+a,y +a,z=>b
y ax+a,y=>b

/

A B

Geometrickd interpreticia rovnice zo ststavy linedrnych rovnic pre (A) n = 2, rovnica je inter-
pretovand priamkou, (B) n = 3, rovnica je interpretovand rovinou.

Geometricka interpretdcia rovnic zo sdstavy (9.1) je zndzornena na obr. 9.1. Rie-
Senie sdstavy je potom urcené prienikom tychto geometrickych dtvarov prirade-
nych jednotlivym rovniciam z (9.1). Ozna¢me ,,nadrovinu® priradend i-tej linedr-
nej rovnici z (9.1) symbolom G;, potom rieSenie je zadané ich prienikom

X=0,n0,Nn..N0o, 9.5)
Z geometrického pohladu vyplyva, Ze prienik (9.5) bud’ obsahuje (i) len jeden
prvok, (ii)) ma nekone¢ne mnoho prvkov, alebo (iii) je prdzdny. V pripade, Ze
mnoZina X je prazdna, potom sistava nemad rieSenie (mdZeme povedat’, Ze ststa-
va (9.1) je kontradiktérna). V pripade (i) siistava md prave jedno rieSenie, ktoré je
jednoznacne urcené sustavou rovnic (porovnaj priklad 9.1). V druhom pripade
(i1) existuje nekonecne mnoho rieSeni, ktoré tvoria ,,podrovinu‘. Této kvalitativ-
na diskusia rieSeni sdstavy linedrnych rovnic bude precizovana v d’alSej Casti tej-
to kapitoly.

Jeden z hlavnych ciel'ov tedrie sdstav linedrnych rovnic je rozhodniit, za ktorych
podmienok sdstavy maji alebo nemaju riesenie a v pripade, Ze ho maju, tak ako
ho zostrojit’.

Za predpokladu, Ze matica sistavy A je reguldrna, rieSenie ststavy linedrnych
rovnic mi tento explicitny tvar
x=A"b 9.5)
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PRIKLAD 9.1.

POCET RIESENI

1 RIESENIE

NEKONECENE VELA
RIESENI

NEMA RIESENIE

N4jdite rieSenie ststavy
2x, +4x, =1
x +4x,=2

pomocou inverznej matice.

it

Pomocou tychto matic prepiSeme tito sustavu do maticového tvaru (9.3).
V priklade 8.8 bola zostrojend inverznd matica vzhl'adom k A

O

Pouzitim (9.5) zostrojime rieSenie ststavy v tvare

x=Ah= [_11/4 1}3@ ) (’;J

Budeme Studovat’ tri elementdrne priklady, ktoré sd inStruktivne pre pochopenie
geometrickej interpretdcie linedrnych rovnic a s nim tzko stvisiaceho problému
poctu rieseni:

Zavedieme matice

(1) Sustava linearnych rovnic

x +x,=1

x—x,=0
mé préve jedno rieSenie x =(1/2,1/ Z)T , geometrickd interpreticia je zndzornend
na obr. 9.2, diagram A.
(2) Sustava linedrnych rovnic

x+tx,=1

X, —x, =-1

ma nekonecne mnoho rieSeni, ktoré mobZeme vyjadrit napr. vektorom
X = (t,l—t)T ,Vte R, geometrickd interpreticia je znidzornend na obr. 9.2, dia-
gram B.
(3) Sustava linedrnych rovnic

x+x,=1

x +x,=2
nema rieSenie, rovnice si vo vzdjomnom spore, geometricka interpreticia je znd-
zornend na obr. 9.2, diagram C.



208

9 Maticova algebra 11

OBRAZOK 9.2.
GEOMETRICKE
ZNAZORNENIE
SUSTAV — JEDNO
RIESENIE,
NEKONECNE
MNOHO, ZIADNE

ROZzSIRENA
MATICA

VETA 9.1.
(FROBENIOVA
VETA')

X, ) X,
3 3 \;
= 2 — — 2
X +X, 1 XI-XZ—O X1+X2—1} x1+X2=1 X1+X2:2
-x,-x,=-1
4 3 2 -1 Ne 3 4x, 4 3 2 -1 Ne 3 4y, 4 3 2 j NG 4,
2 2 -2
3]
A B C

Geometrické zndzornenie troch rdznych sidstav linedrnych rovnic pre n = 2. Diagram
A znizorfiuje pripad, v ktorom st priamky rdznobezné, ich priese¢nik jednoznacne urcuje
prave jedno rieSenie ststavy. Diagram B znazornuje situciu, ked’ obe priamky st totozné, ich
prienik je reprezentovany priamkou, existuje nekone¢ne mnoho rieSeni, ktoré leZia na priamke.
Diagram C znazornuje situdciu, ked’ priamky su rdzne ale rovnobezné, CiZe ich prienik je
prazdny, neexistuje Ziadne rieSenie.

Definujme rozsirenit maticu (sistavy) A' tak, Ze matica ststavy A je rozsirena
o stlpcovy vektor pravej strany

al 1 a12 aln bl
a, a a b
21 22 2 2
A'=(Ab)= "
aml amZ amn bm

Pomocou hodnosti matice sdstavy A a rozSirenej matice A” moéZeme stanovit’,
kedy ststava linearnych rovnic ma alebo nema rieSenie.

Ststava linearnych rovnic Ax =b pre #(A)=(m,n) ma rieSenie vtedy a len vtedy,
ak

h(A)=h(A’) 9.6)
Pri¢om, podrobnejSou analyzou tejto podmienky zistime, Ze
(1) ak h(A)#h(A"), potom siistava nema rieSenie,

(2) ak h(A)=h(A")=n, potom sdistava mé prave jedno rieenie,

(3) ak h(A)=h(A")<n, potom sistava md nekone¢ne mnoho rieseni.

Téato veta patri medzi fundamentélne teoretické vysledky tedrie linedrnych rov-
nic, Specifikuje nutné a postacujice podmienky pre existenciu rieSenia. Jej dokaz
je pomerne zdihavy a vyZaduje d’alie pojmy z linedrnej algebry, preto ho nebu-
deme uvadzat. Séria troch nasledujicich prikladov ilustruje jednotlivé pripady
z Frobeniovej vety. Vysledky tychto prikladov je potrebné porovnat’ s textom za
prikladom 9.1, kde st uvddzané aj rieSenia diskutovanych ststav linedrnych rov-
nic.

! Ferdinand Georg Frobenius (1849—1917) bol nemecky matematik, jeden zo zakladatel'ov teérie griip.
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PRIKLAD 9.2.

PRIKLAD 9.3.

PRIKLAD 9.4.

EXISTUJE
RIESENIE?
HobDNOST
ROZSIRENEJ
MATICE

RieSme stistavu linearnych rovnic
x +x,=1

x—x,=0

Matica koeficientov a rozSirend matica maju tvar

11 L (11 1
A= , A=

Hodnosti tychto matic vyhovuji podmienke
h(A)=h(A")=2
To znamen4, Ze sustava ma prave jedno rieSenie, x = (1/ 2,1/ 2)T .
RieSme ststavu linedrnych rovnic
x+tx,=1

-x, —x,=-1

Matica koeficientov a rozsirena matica maju tvar

11 (101 1
A= , A=

Hodnosti tychto matic vyhovuji podmienke
h(A)=h(A")=1<2

P P N s T
To znamena, ze sustava ma nekone¢ne mnoho rieSeni, x = (t,l — t) Ve R .

RieSme stistavu linearnych rovnic
x +x,=1

xtx,=2

Matica sustavy a rozsirend matica majd tvar

11 , (11 1
A= , A=
11 11 2
Hodnosti tychto matic vyhovuja podmienke
h(A)=1#h(A")=2
To znamena, Ze sustava nema riesSenie.

Frobeniova veta ndm len hovori ¢i sistava Ax =b mad, alebo nema rieSenie, ale
v pripade, Ze rieSenie existuje, neddva nim navod ako ho ndjst. Jej aplikécia vy-
zaduje stanovenie hodnosti tak matice koeficientov A, ako aj rozsirenej matice
A’. Stanovenie hodnosti mézZe byt uskuto¢nené sucasne tak, Ze stanovime hod-
nost’ rozsirenej matice, pricom nebudeme pouZzivat’ elementarne operdcie vymeny
stipcovych vektorov (menovite stipcového vektora pravych stran b so stipcovymi
vektormi matice siistavy, a taktieZ, aj stipcovych vektorov z matice A samotne;).
Tymto sa vyhneme zbyto¢nym problémom s korektnou interpreticiou ziskaného
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rieSenia (napr. oznaCenie neznamych mdze byt vzajomne poprehadzované). Na-
viac, upravend rozsirend matica v trojuholnikovom tvare je vhodna na konstruk-
ciu rieSenia pomocou metddy spédtnych substiticii. Tento pristup tvori obsah
Gaussovej elimina¢nej metédy (GEM), ktora patri k najefektivnej$im algoritmom
pre rieSenie ststavy linedrnych rovnic.

2 . . W Ve 2 4 . yd . Ve z
Gaussova“ elimina¢na metoda rieSenia sustavy linearnych rovnic

POVOLENE
OPERACIE —
TROJUHOLNIKOVY
TVAR

PRIKLAD 9.5.

Nad rozsirenou maticou A' sa vykondva postupnost’ nasledujicich elementarnych
operacii nad jej riadkami:

(1) vymena dvoch riadkov,
(2) vynasobenie riadku nenulovym ¢islom a
(3) pripocitanie nasobku vybraného riadku k inému riadku.

Cielom tychto dprav je pretransformovat roz§irend maticu na trojuholnikovy
tvar. RieSenie ziskame z takto upravenej rozSirenej matice metédou spitnych
substitticii.
Pouzitim Gaussovej elimina¢nej metddy rieste sistavu
2x, —3x, +x,=0
X +2x,—x,=3

2x, + x,+x, =12

Rozsirena matica ma tvar

2 3 1 0
A=|1 2 -1 3
2 1 1 12
1. krok. Vykondme vynulovanie prvkov pod diagonalou v prvom stipci
2 3 1 0 2 31 0
1l 2 -1 3(~0 =7 3 -6
1 1 12 0 4 0 -12

Trto operaciu vykondme tak, Ze druhy riadok matice vyndsobime -2 a treti riadok
vyndsobime -1 a potom k tymto riadkom pripocitame prvy riadok.

2. krok. Vykoname vynulovanie prvku pod diagondlou v druhom stipci

XXz

% Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemecky matematik, ktory je pokladany za jedného z najvicsich matematikov
v histérii. UZ ako Ziak elementarnej Skoly (v dnesnej terminoldgii je to 1. aZ 4. ro¢nik zdkladnej Skoly) objavil for-

mulu pre sicet prvych n prirodzenych &fsel, 1+2+...+n= n(n + 1) / 2. Tymto vysledkom fascinoval svojho uéi-

tel’a, ktory, aby mal pokoj od Ziakov, ¢asto im ddval dlohy typu spocitat’ napr. prvych 100 prirodzenych ¢&isel.
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PRIKLAD 9.6.

2 31 0) (2 31| o
0 73| —6|~|0 73] -6
o[4o| -12) lo[7] o] 2

kde sme treti riadok vyndsobili -7/4, potom k tretiemu riadku pripo¢itame druhy
riadok

2 31 0 2 =31 0

0 -7 3 —-6(~|0 =7 3 -6

o7 of 21) o o 3| 15

Poslednd matica znamend, Ze pdvodna sistava rovnic bola pretransformovany do
tvaru
2x, -3x,+ x,=0

-T7x,+ 3x,=-6
3x, =15
Z poslednej rovnice dostaneme x3 = 5, dosadenim tohto vysledku do predposled-

nej rovnice dostaneme x, = 3, dosadenim tychto vysledkov do prvej rovnice do-
staneme x; = 2.

Pouzitim Gaussovej eliminacnej metddy rieste sustavu
2x, —x, +5x,+3x, =5

X +x, +4x,+3x, =7
X, +3x,+2x, =4
X, +x;, +x,=3

Rozsirena matica ma tvar

— W A W

3
3
2
1

W A Q9 W

1. krok, nulujeme prvky v 1. stipci pod diagondlou
2 -1 5 3|5 2 -1 5 3 5

111 4 3|7 -2 2 -8 —6|-14
0324~—20—6—4—8~
o 1 1 1|3 o 1 1 1 3

2 -1 5 3|5
{0 11 1‘3}
(i) Vynasobime 2. a 3. riadok rozsirenej matice ¢islom —2
(i1) K druhému a tretiemu riadku pripocitame prvy riadok

DO D O N
|
w
|
w
|
w
|
O
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(iii) Posledné tri riadky su linearne zavislé, tak napr. 2. a 3. riadok ziskame vyna-
sobenim 4. riadku ¢islom -3 resp. —1, méZeme teda vynechat’ 2. a 3. riadok.

Procedira stanovenia hodnosti roz§irenej matice kon¢f, ziskali sme trojuholniko-
vi maticu. Roz§irend maticu mdZeme prepisat’ do tvaru sdstavy linedrnych rovnic
2x, —x, +5x,+3x, =5

x, +x, +x,=3

Maiame dve rovnice pre Styri nezname, t. j. dve nezndme moZu byt charakterizo-
vané ako vol'né parametre, x, =u, x, = v, potom upravenu ststavu prepiSeme do
formalneho tvaru dvoch linedrnych rovnic pre dve nezname

2x,—x,=5-5u—-3v

X, =3-u —v
Dosadenim druhej rovnice do prvej dostaneme konecné rieSenie pre nezndmu x;
X, =0.5(5—5u—3v+(3 -u —v))=4—3u -2v

Stlpcovy vektor rieSenia ma tvar

4—-3u—2v 4 3 2
3—u-—v 3 1
X = =| |-u -V =a—ub-vc
u 0 -1 0
v 0 0 -1
T b c

Mozeme teda uzavriet, Ze sustava ma nekoneCne mnoho rieSeni, ktoré tvoria
mnozinu
X={a-ub-vc;uve R}

Ak napriklad poloZime u = v = 1, potom vektor rieSeni ma tvar

4 3 2 -1
3 1 1 1
X = —_ —_ =
0 -1 0 1
0 0 -1 1
T b c

Dosadenim tychto hodn6t nezndmych do rieSenej sistavy linedrnych rovnic zis-
kame identity, t. j. rieSenie je korektné.

Homogénna sistava linearnych rovnic

HOMOGENNA
SUSTAVAAx =0

Ak stipcovy vektor pravych stran je nulovy, potom sistava (9.3) sa nazyva homo-
génna

Ax =0 9.7
Homogénna stistava ma vzdy tzv. trividlne rieSenie, x =0, sistava (9.7) potom je
automaticky splnend. MdZeme si polozit’ otdzku, kedy existuje netrividlne rieSenie
(ked’ aspoii jedna nezndma je nenulovd). Tento problém je taktieZ rieSeny Frobe-
niovou vetou 9.1.



9 Maticova algebra II 213

VETA9.2. (B~

PRIKLAD 9.7.

Homogénna sustava linedrnych rovnic ma netrividlne rieSenie vtedy a len vtedy,
ak hodnost’ matice koeficientov je menSia ako pocet neznamych

h(A)<n 9.8)

Jednoduchy dosledok tejto vety je, Ze ak hodnost’ matice sa rovna poc¢tu nezna-

£ec

mych, h(A) =n, potom homogénna sdstava ma len trividlne ,,nulové* riesenie.
Hrladajme rieSenie homogénnej sdstavy rovnic
2x, —x, +5x, +3x, =0
X +x, +4x,+3x,=0

X

] +3x,+2x,=0

x, +x;, +x,=0

Budeme hl'adat’ hodnost’ matice koeficientov tejto sustavy (pozri priklad 9.6)
2 -1 53 2 -1 5 3 2 -1 5 3

1 1(4](3 -2 2 -8 -6 =3—3— 2 -1 5 3
A= 02~—2 0 -6 —4| |[o—=t—=t—= ~[0 1 11}
0 1 11 o 1 1 1 0o 1 1 1
To znamend, 7Ze h(A) = 2 < 4, t. j. sistava m4 nekonecne mnoho netrividlnych
rieSeni. Pomocou trojuholnikovej matice, ktora je ekvivalentnd s pdvodnou mati-
cou koeficientov, zostrojime ekvivalentni homogénnu sudstavu linedrnych rovnic
2x, —x, +5x, +3x, =0
x, +x;, +x,=0
Tato sdstava obsahuje 2 rovnice pre 4 nezname, potom napriklad x; a x, mézu byt
zvolené ako volné parametre, x,=u a x, =v, pre u,v€ R . Z poslednej rovnice
ekvivalentnej sdstavy dostaneme x, =—u—v, ak tento vysledok dosadime do

prvej rovnice, ziskame x, = —3u —2v . Vektor nezndmych m4 tvar

—3u—2v 3 2
—u—-v 1 1

x= =-u -V =—ua —vb
u -1 0
y 0 -1
a b

Ak polozime u =v =0, potom dostdvame trividlne rieSenie (nulovy vektor), ak
polozime napriklad u =v = -1, dostaneme netrividlne rieSenie
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PRIKLAD 9.8.

VETA9.3. (B~

3 2 5
1 1
x= =a+b=
-1 0 -1
0 -1 -1
—
a b

MnoZinu rieSeni potom mdZeme vyjadrit’ takto
X ={—ua —vb;u,ve R}

N4jdite rieSenie homogénne;j stistavy
2x, —=3x, +x,=0
X +2x,-x,=0
2x,+ x,+x,=0
Stanovime hodnost’ matice ststavy (pozri priklad 9.5)
2 -3 1 2 31
A=|1 2 -1|~|0 -7 3
2 1 1 0 0 3
Hodnost’ matice koeficientov h(A) = 3, ¢o je aj pocet nezndmych, t. j. homogénna
sistava ma len trividlne rieSenie. O tejto skutocnosti sa 'ahko presvedcime, ked’
pomocou trojuholnikovej matice zostrojime ekvivalentnd homogénnu stistavu
2x, =3x,+ x,=0
—T7x,+3x,=0
3x,=0
Z poslednej rovnice dostaneme, Ze x; =0, dosadenim tohto vysledku do druhej
rovnice dostaneme x, =0, ak oba tieto vysledky dosadime do prvej rovnice, do-
staneme x, = 0. Tymto sme ukazali na konkrétnom priklade, Ze ak hodnost’ mati-
ce ststavy sa rovnd poctu neznamych, h(A) = n, homogénna sdstava mi len tri-
vidlne rieSenie. Tieto ivahy mdéZeme zosumarizovat’ do nasledujicej vety.
Homogénna sistava linedrnych rovnic md bud’ len jedno trividlne rieSenie, a to

vtedy alen vtedy, ak h(A) =n, alebo ma nekone¢ne vel'a netrividlnych rieSeni

vtedy a len vtedy, ak h(A)<n.

0.2 DETERMINANTY

Nech A je mnoZzina vSetkych moZnych matic. Hodnost’ matice méZeme forméalne

chépat’ ako zobrazenie mnoZiny matic .A na mnoZinu kladnych celych &isel
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DETERMINANT

PERMUTACIA

OBRAZOK 9.3.
PERMUTACIA AKO
BIJEKCIA

POCET INVERZI

PRIKLAD 9.9.

h:A—{12,.])
Analogicky, pod pojmom determinant budeme rozumiet' zobrazenie mnoZiny
Stvorcovych matic A5 € A na mnoZinu redlnych &isel
det: Ap;—>R 9.9)
Determinant matice A€ A budeme oznacovat symbolom |A] , je to redlne ¢islo

z R priradené Stvorcovej matici A.

Prv nez pristipime k definicii determinantu uvedieme zdkladné skuto¢nosti
o permutécidch (pozri taktieZ kapitolu 6.2, text za prikladom 6.7). Permutdciu P
priradenti n objektom budeme vyjadrovat’ symbolom

P=(p,.ps.-sp,)
kde prvky pi, pa...., pn st prirodzené ¢isla z mnoZiny {1,2,...,n} , ktoré vyhovuji

podmienke
I#]= D #D;

Ako ilustra¢ny priklad tohto pojmu uvedieme permutéciu Styroch objektov

P= (2,4, 1,3)
Permuticiu interpretujeme, ako 1-1-znacné zobrazenie mnoZiny obsahujicej pr-
vych n kladnych celych ¢isel na seba, graficka ilustracia permutécie je zndzorne-
nd na obr. 9.3.

Znézornenie permuticie 4 objektov ako bijekcie objektov na seba.

Celkovy pocet permuticii n objektov je n!, tieto permuticie tvoria symetrickd
grupu (mnoZinu) permutacii S,,.

2 M2

Ku kaZzdej permuticii méZeme priradit’ nezaporné celé ¢islo, ktoré sa nazyva po-
Cet inverzii: hovorime, Ze prvky p; a p; tvoria inverziu v permuticii
P=(p1,....Pis-.sPjs---Pn), Viedy a len vtedy, ak plati

i<j=p;>p,
Celkovy pocet inverzii v permuticii P je oznaceny I(P).

Zostrojte vSetky permutécie pre n = 2 a n = 3, charakterizujte kazdd permutéciu
poctom inverzii.

Permutécie pre n = 2 maji tvar
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DEFINiCIA 9.1.

DETERMINANT

&

PRIKLAD 9.10.

PRIKLAD 9.11.

SARRUSOVO
PRAVIDLO

P=(21), 1(P)=1
Permutécie pre n=3 maji tvar

P=(123), I(P)=0
P=(132), I(P)=1 (3>2)
P=(213), I(P)=1 (2>1)
P=(2,31), 1(P)=2 (2>1,3>1)
P=(312), I(P)=2 (3>1,3>2)
P=(321), 1(P)=3 (3>2,3>1,2>1)

Nech A = (A,.j) je Stvorcova matica typu (n,n), determinant tejto matice je

Al=Y (-1)" 4, 4,,..4, 9.10)

PesS,

kde sumdcia obsahuje vSetky mozZné permutécie z S, . Alternativne oznacenie
determinantu je det(A) alebo D(A).

[All AIZJ
A=
Ay Ay

Al= 3 (-1)" 4, 4,,

PeS,

1(1,2) 1(2,1)
:(_1) A Ay +(_1) ApA,y,
=A A, —ALA,
Diagramaticka interpreticia vypoctu determinantu matice typu 2x2

Ay An
A, MAZ =AA, —ALA), .11)

kde Sipka smerujica zl'ava doprava (sprava dol'ava) reprezentuje kladny (zépor-
ny) sicin maticovych prvkov.

Determinant matice

je podrla definicie urceny takto

Determinant matice

o An A
A= 4, A, A,
T

je podl'a definicie uréeny v tvare, ktory moéZeme jednoducho vyjadrit’ pomocou
diagramatickej interpretacie (Sarrusovo pravidlo)



9 Maticova algebra II 217

= 11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32 - (9.12)
A13A22A31 - A11A23A32 - A12A21A33

kde Sipky oznacuji suciny maticovych prvkov s rovnakou znamienkovou kon-
venciou ako v predchddzajicom pripade. Pozor, neplati pre matice vicSie ako
1(3,3)!

Zakladné vlastnosti determinantov

(1) Nech A je stvorcovad matica, potom

A =|a"| (9.13)
Dosledok tejto vlastnosti je, Ze l'ubovolna vlastnost’, ktord plati pre riadky deter-
minantu musi platit’ aj pre jeho stlpce (a naopak).
(2) Nech A je Stvorcovd matica a nech matica B vznikne z A vymenou dvoch
stlpcov (riadkov)

A= (sl,...,si,...,sj,...,sn) — B = (sl,...,sj,...,si,...,sn)

potom

|B|=-|4]| (9.14a)
Nech matica A obsahuje dva rovnaké stipce v polohe i a j

A= (sl,...,s,.,...,s_,._l,s,.,s_M,...,sn)

Potom jednoduchym dosledkom vlastnosti (9.14a) je, Ze determinant tejto matice

je nulovy
|A|=0 (9.14b)

(3) Nech A je $tvorcovd matica a nech matica B vznikne z A tak, Ze jeden stipec
(riadok) vynéasobime ¢islom o
A=(s,...8,,...8,) > B =(s,,....08,,...,8,)
potom
|B| = 0|A] (9.15)
Désledok tejto vlastnosti je, e ak matica A obsahuje nulovy stipec (riadok), po-
tom determinant matice je nulovy.
(4) Nech A je Stvorcova matica a nech matica B vznikne z A tak, Ze nidsobok vy-
braného stipca (riadku) pripoé¢itame k inému stipcu (riadku)
A= (sl,...,si,...,sj,...,sn) — B= (sl,...,sl. + ocsj,...,sj,...,sn)
potom
|B|=|A| (9.16)

(5) Nech A je §tvorcovéa matica a nech pre jej vybrany stipec plati s, =S +s/
A=(s,..5 +5/...8,)
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potom
|A| =47 +|A"] (9.17)

kde matica A' (A") vznikne z pdvodnej matice tak, Ze i-ty stipec s, je nahradeny

1 - ’ ”
stlpcovym vektorom s; (s, )
A =(8,008)008,), A"=(8,0087,0008,)

VETA9.4. (B~ || Nech A je $tvorcova matica typu nxn. |A|=0 vtedy a len vtedy, ak h(A)<n.

PRIKLAD 9.12.

PRiKLAD 9.13.

Désledkom tejto vety je, Ze Stvorcovd matica A ma nenulovy determinant vtedy a
len vtedy, ak jej hodnost’ sa rovna poctu riadkov

(4] #0)=(n(4)=n)
DokéZte, Ze vektory @, =(1 2 3),a,=(0 1 -1)aa,=(-1 1 1) si line-
arne nezavislé.

Tieto vektory moZeme formalne chédpat’ ako riadkové vektory matice A typu 3x3

1 2 3
A= 0 1 -1
-1 1 1

Na zdklade dosledku prechddzajicej vety vieme, Ze ak sa ndm podari dokazat’, Ze
determinant tejto matice je nenulovy, potom h(A) = 3, t. j. jej riadkové vektory
st linedrne nezavislé. Determinant matice spoc¢itame Sarrusovym pravidlom

1 2 3
0 1 -1=7
-1 1 1

Désledok vety 9.4 o tom, Ze tri riadkové (stipcové) vektory a, b a ¢ rovnakého
typu (1,3) su linedrne zavislé vtedy a len vtedy, ak z nich zostrojeny determinant
matice

A=

o 8

je nulovy, A| =0, bude pouZity na urCenie roviny ¢ v 3-rozmernom priestore,

ktord je urcend bodmi A, B a C, ktoré su reprezentované riadkovymi vektormi
(pozri obr. 9.4)
a=(a, a, ay), b=(b b, b)ac=(c ¢, c)

Ak vSeobecny bod X, reprezentovany vektorom x = ()c1 X, X ) , lezi v rovine

o, potom vektor AX =x —a mdze byt vyjadreny ako linedrna kombinéacia vek-

torov AC=c—a a AB=b-a,t. j. tieto tri vektory su linedrne zavislé
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OBRAZOK 9.4.
LINEARNA
ZAvisLosT
VEKTOROV

VETA9.5. (B~

x-a| |x,—a x,—a, x5 —a,
c—a|=|c,—a, c¢,—a, c¢;—a|=0
b-a| |b-a b,-a, b —a,
vypoéitanim tohto determinantu pomocou Sarrusovho pravidla dostaneme linedr-
nu rovnicu vzhl'adom k premennym xi, x; a x3
ax;+bx, +cx3+d=0
kde a, b, ¢ a d st koeficienty rovnice popisujicej rovinu G.

X: (‘xl"x2"x3)

C=(c,crcy)

>0
A=(a,a,a;) B=(b,,b,,;)

Rovina o je ur€end 3 bodmi A, B a C, ktoré neleZia na priamke. Ak bod X leZi v rovine G, po-
tom riadkové vektory (c-a), (b-a) a (x-a) leZia taktieZ v rovine G a preto musia byt’ linedrne
zavislé.

Nech A je Stvorcova trojuholnikova matica (v tomto pripade nevyZadujeme, aby
kazdy diagonalny prvok bol nenulovy)

All AlZ Aln
A — 0 AZZ Aln
0 0 .. A,
Determinant matice sa rovna si¢inu jej diagonalnych prvkov
|A|=A4,A,..A, (9.18)

Dokaz tejto vety vychadza z diskusie formuly (9.10), ktora Specifikuje determi-
nant pre [lubovolnd Stvorcovi maticu. KaZzdd neidentickd permuticia
P=(p,,p,.... p,) md aspoii jeden prvok p;, pre ktory plati p<i. Z vlastnosti troj-

uholnikovej matice vyplyva vlastnost A, , =0. Potom v rozvoji (9.10) je aktivna
len permuticia identity P = (1, 2n) , ktord poskytuje prave sucin diagondlnych
prvkov z (9.18).

Ako jednoduchy dosledok tejto vety je, Ze determinant jednotkovej matice E sa
rovnd jednej
|E|=1 (9.19)
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PRIKLAD 9.14.

Veta 9.5 umoziuje zostrojit’ efektivny algoritmus na vypocet determinantov l'u-
bovolnej dimenzie n (pripomenime, Ze v prikladoch 9.10 a9.11 sme odvodili
$pecidlne formuly pre vypocet determinantov, ked’ n = 2 a n = 3). Zial’, tieto for-
muly nie st zovSeobecnitel'né pre n > 3, takZe je ddlezité mat’ k dispozicii algo-
ritmus pre vypocet determinantu pre 'ubovolné n. PouZijeme jednoduchy algo-
ritmus, ktory je vel'mi podobny algoritmu stanovenia hodnosti matice a ktory je
zaloZeny na vlastnostiach determinantov (9.13-17). To znamen4, Ze nad stipcami
ariadkami budeme vykondvat jednoduché elementdrne opericie tak, aby sme
dostali trojuholnikovd maticu (t. j. nulujeme prvky pod diagondlou). Na rozdiel
od stanovenia hodnosti matice, pri tomto vypocte determinantu jeho hodnota sa
mbdZe menit,, tak napriklad po transpozicii dvoch stipcov (riadkov) dochadza
k zmene znamienka determinantu, alebo ak riadok vynasobime ¢islom o, tak po-
tom pred determinant musime vytknidt’ &islo /o . To znamend, Ze si¢ast'ou algo-

ritmu musi byt’ aj premennd, v ktorej sa kumuluje tdto zmena numerickej hodnoty
determinantu v priebehu aplikécii elementarnych operacii.

Vypocitajte determinant matice s n = 4

1 0 2 -1

2 1 -2 3
A=

-1 3 -2 4

2 -1 2 1

Postup transformdcie determinantu na trojuholnikovy tvar je prezentovany na
tejto schéme:

10 2 -1t o 2 -1 to 2 -l
|A|=2 12 3/ 01 -6 501 -6 5|
1| 3 2 4/ o[3] 0o 3/ oo 18 -12
2l -1 2 1| o -2 3| o o|-8] 8
A A Ay
10 2 -1 10 2 -l 10 2 -l
01 -6 5 01 -6 01 -6 5
=6-8 = 6-8-3 =6-8-3 =
00 3 - 00 1 -23 00 1 -23
0 0f[-1] 1 0 o0f-1] 1 00 0 13
\ J Nl
A, As 46

=6-8-3(1-1-1-%)=48

Transforméciu rozvrhneme na jednotlivé kroky:
1. krok, transformécia A, — A, vynuluje vyznacené prvky pod diagondlou v

1. stipci.
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VETA9.6. (5 “

VETA9.7. (B~ “

2. krok, transformécia A, — A, vynuluje vyznacené prvky pod diagondlou v 2.
stipci.

3. krok, transformdcia A, — A, vykondva pripravné upravy 3. a 4. riadku tak,
aby sa mohol vynulovat’ vyzna¢eny prvok pod diagonalou v 3. stipci; z 3. (4.)
riadku je vytknuté ¢islo 6 (8), tieto ¢isla st uvedené aj pred determinantom.

4. krok, transformicia A, — A, vynasobi treti riadok ¢islom 1/3, pred determi-
nant sa vytkne inverzna hodnota tohto ¢isla.

5. krok, transformdcia A; — A, vykona po pripravnych predchéadzajicich dvoch
krokoch vynulovanie prvku pod diagondlou v 3. stipci, vysledok je, 7e sme
dostali trojuholnikovd maticu.

6. krok, hodnota determinantu je vypocitand ako sucin diagondlnych prvkov

z w7z

matice krat kumulované ¢isla pred determinantom, ktoré vznikli ako dosledok
aplikdcie elementarnych pravidiel.

Mozno dokdzat, Ze tento algoritmus patri medzi najefektivnejSie pristupy
k vypoctu determinantu. V pripade, Ze pri nulovani prvkov pod diagondlou sa
ndm aj na diagondle vygenerovala nula, potom algoritmus moZeme ukoncit’, vy-
sledna hodnota determinantu je |A| =0.

Bez dokazu uvedieme doleZiti vetu o determinante si¢inu dvoch matic:

Nech A a B si Stvorcové matice rovnakého typu 7(A)=7(B)=(n,n), potom

determinant sicinu tychto matic sa rovna sucinu ich determinantov
|AB|=|A|-|B| (9.20)

Ako jednoduchy dosledok tejto vety je formula pre determinant inverznej matice

A™", ktord vyhovuje podmienke AA™ = E , pouZitim formuly (9.20) dostaneme
1
All=— 9.21
Ak tento vysledok spojime s vetou 9.4, potom determinant inverznej matice |A‘1|

existuje vtedy alen vtedy, ak hodnost’ matice A sa rovnd jej dimenzii n z typu
1(A)=(nn),t.j. h(A)=n.

Matica A je reguldrna vtedy a len vtedy, ak jej determinant je nenulovy
|A| =0 (9.22)

Jedna zo zédkladnych aplikdcif determinantov (pre malé dimenzie n) je ich pouZi-
tie k rieSeniu sustavy linedrnych rovnic

Ax=b (%)
ktory ma Stvorcovd areguldrnu maticu koeficientov A (t. j. |A| #0). Maticu

A vyjadrime pomocou stipcovych vektorov, potom ststavu (&) mdZeme prepisat’
do tvaru
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VETA 9.8.
(CRAMEROVO®
PRAVIDLO)

=

PRIiKLAD 9.15.

(sl,sz,...,sn)x=b:b=ixksk (a)
k=1

Ozna¢me symbolom A; maticu, ktord vznikne z matice A tak, Ze jej i-ty stipec
nahradime stlpcovym vektorom konstantnych ¢lenov b
A =(8,008,b,8,,,,08,)

]

Budeme pocitat’ determinant tejto matice

n
|Al.|=|s1,...,s,._l,b,si+1,...,s,1|= sl,...,sl._l,Zxksk,sm,...,sn =
k=1

le.|s1,...,si_l,sk,sm,...,sn =xl.|A|

k=l =0 pre k#i
kde sme pouzili vlastnost’ (9.17) a (9.14b). Za predpokladu, Ze A je regularna
matica, z poslednej rovnice vyplyva rieSenie sustavy linedrnych rovnic

v explicitnom tvare, tento poznatok sformulujeme ako vetu.

Ststava lineadrnych rovnic Ax =b, kde A je reguldrna matica, m4 rieSenie

]

x=(x,%,...x,), kde x, ="—

4]

N4jdite rieSenie sustavy linearnych rovnic pomocou Crameroveho pravidla

(prei=1,2,..,n) (9.23)

2x, = 3x, +x; =1
x +2x,—x,=0
2x + x, +x,=-1

Zostrojime jednotlivé determinanty z (9.23)

2 -3 1 1 -3 1
|Al=]1 2 -1j=12, |A|=l0 2 -1=2,
2 1 -1 1 1
2 1 1 2 -3 1
|A,|=[1 0 -1=-6, |A|=]1 2 0[=-10
2 -1 1 2 1 -l
Potom rieSenie je
2 1 -6 _ 1 -10_ 5
xl__:_’ xzz—:——, ="
12 6 12 2 12 6

3V 1. 1750 toto pravidlo bolo formulované $vaj&iarskym fyzikom Gabrielom Cramerom.
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ZHRNUTIE

SUSTAVA
LINEARNYCH
ROVNIC

GEOMETRICKA
INTERPRETACIA

FROBENIOVA VETA

GAUSSOVA
ELIMINACNA
METODA

DETERMINANT
MATICE

CRAMEROVO
PRAVIDLO

Ststava linedrnych rovnic, ktord obsahuje m rovnic o n nezndimych méze byt
pomocou matic prepisand do kompaktného tvaru

Ax =b
kde A sa nazyva matica koeficientov, x sa nazyva vektor nezndmych a b sa na-
zyva vektor pravych strdn. Riesenie tejto sistavy je reprezentované stipcovym
vektorom ¢, ktory ked’ dosadime do sustavy linearnych rovnic, x = ¢, dostaneme
maticovd identitu Ac =b .

Geometricka interpreticia ststavy linedrnych rovnic je zalozena na predstave, Ze
kazd4 linedrna rovnica zo sustavy Specifikuje ,,nadrovinu* v priestore neznidmych
premennych, prienik tychto nadrovin Specifikuje spolocné rieSenie sustavy line-
arnych rovnic.

Frobeniova veta hovori, Ze ststava linedrnych rovnic m4 rieSenie prave vtedy, ak
hodnost’ matice koeficientov sa rovna hodnosti rozsirenej matice (ktord vznikne
z matice koeficientov rozsirenim o stipcovy vektor pravych strdn). Podla tejto
vety, sdstava linearnych rovnic bud’ ma prave jedno rieSenie, nekone¢ne mnoho
rieSeni, alebo nema ziadne rieSenie.

Gaussova elimina¢nd metdda je efektivny algoritmus pre rieSenie sdstavy lineér-
nych rovnic, obsahuje tieto elementarne kroky: (1) transpoziciu dvoch riadkov,
(2) vynésobenie riadku nenulovym ¢islom a (3) pripocitanie ndsobku vybraného
riadku k inému riadku. Cielom tychto elementarnych transformaécii je pretran-
sformovat’ rozsirend maticu na trojuholnikovy tvar. RieSenie ziskame z takto
upravenej roz§irenej matice metédou spiatnych substitdcii.

Ku kaZdej Stvorcovej matici mdZeme priradit’ redlne Cislo, ktoré sa nazyva de-
terminant matice. VSeobecnd definicia determinantu ma tvar
4]=3 (-1)"" A, A, -4,
PeSs,

kde A je Stvorcova matica typu (n,n) a sumacia prebieha nad vSetkymi permuta-
ciami n objektov. Ak m4 Stvorcovd matica trojuholnikovy tvar (pod hlavnou dia-
gondlou mé nulové elementy), potom determinant takejto matice sa rovnd sicinu
jej diagondlnych elementov. Tato vlastnost’ sa dd vyuZit' pre numericky vypocet
determinantov, vykondvame nad maticou také transformdcie, ktoré zachovavaji
jej determinant, ale transformuju ju postupne na trojuholnikovy tvar. Na zdver
determinant spocitame ako sti¢in diagondlnych elementov trojuholnikovej matice.

Ststava linedrnych rovnic, ktorej matica koeficientov je Stvorcova a reguldrna,
mdZe byt rieSend pomocou Cramerovho pravidla, ktoré vyuziva tak determinant
matice koeficientov, ako aj determinanty matic, ktoré vznikli z matice koeficien-
tov nahradou vybraného stipca vektorom kongtantnych &lenov.
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KrUCoOVE POIMY

sustava linedrnych rovnic geometrickd interpretdcia rovnice
Frobeniova veta pocet rieSeni (jedno, nekonecne vela,
Gaussova eliminacnd metoda Ziadne)

determinant roz§irend matica

Cramerovo pravidlo homogénna stistava linedrnych rovnic
matica sustavy permutdcia

vektor nezndamych Sarrusovo pravidlo

vektor pravych strdan linedrna zavislost vektorov

rieSenie sustavy vypocet determinantov

CVICENIA

9.1. Definujte maticu koeficientov A, stipcovy vektor neznamych x a stipcovy
vektor pravych stran b pre ststavy
x +x,=1
(a)
2x,—x,=0

x, =1

x,=0

(b)

X +x,+x=0

X=X, +x =0
(©)

X +x,—x =1

X =X, —x,=-1

d) x, +x, +x,—2x, =1

9.2. Pomocou inverznej matice rieSte sistavu rovnic
2x+2y—-6z=4

-x +y+2z=3

—3x+5y+3z=-1
9.3. Pomocou Gaussovej elimina¢nej metddy rieste ststavy linedrnych rovnic
x +y +z = 2
(a)2x 2y -z = 2

3x 4y 2z = 2
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2x 2y +z = 4
b x -y -z = 2

3x  +y = 6
2x, —x, +5x, +3x, = 5
x  t+x, +H4x, +3x, = 7
(©) ‘
X, +3x, +2x, = 4
x, +x;, +x, = 3
2x -3y = -4
d x 2y =
—4x +6y =
3x 2y 4z = 4
()
x 4y 2z = 2
® x —x, +2x;, = 0
2x, +3x, -x, = 0

9.4. Vypocitajte determinanty matic:
010
(a A=1 0 0
0 01

(by A=/0 0 O

1 0

2 1 0 -1
© A 4 2 5 -1
C =

3 1/2 -1 2

0O 0 1 1

sino,  —cos .,
d A =[ . j

coso.  sind,
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9.5. Zistite pomocou determinantu, ¢i sustava linedrnych vektorov je linearne
z4visla alebo nezavisl4.

(a) a,=(0,1,2),a, =(1,11),a, =(-1,0,1)
(b) @, =(1,1,-2),a, =(p.,1,0),a, =(-111)
9.6. Pomocou Cramerovho pravidla rieste tieto stistavy linedrnych rovnic
X +x,+x,=6
@ x,—x,+x,=2

X +x,—x=0

X +x,=5
x +x,=3
X, —x,=-1
x,+x, =7

(c) sustava rovnic z prikladu 9.2.



10 TEORIA GRAFOV I

DEFINICIA GRAFU ® ZAKLADNE POJMY ® PODGRAF @ CESTY A
KRUZNICE V GRAFE ® ORIENTOVANE GRAFY ® EULEROVSKY
TAH ¢ HAMILTONOVSKA KRUZNICA

Teoria grafov je relativne mladd matematickd disciplina, ktord je casto vyuZivand
aj pre svoju ndzornost. Nejde ale o grafy ako priebehy funkcii, ale o grafy
ako Struktiiry, kde vrcholy sii prepojené (orientovanymi alebo neorientovanymi)
hranami. Vela problémov aj z praktického Zivota moZe byt formulovanych ako
tilohy teorie grafov. V tejto kapitole si uvedieme zdkladné pojmy z tejto teorie.
Specidlne sa budeme venovat tomu, ako sa da po hrandch prechddzat grafom,
ako sa dd vyuZit eulerovsky tah prechddzajici kazdou hranou prdave raz ¢i hamil-
tonovskd kruznica prechddzajiica kazdym vrcholom.

10.1 UVODNE POZNAMKY

EULER A MOSTY Tedria grafov ako matematickd disciplina vznikla v 18. storo¢i hlavne zéasluhou
KRALOVCA Svajciarskeho matematika Leonarda Eulera'. Ako prvy priklad aplikdcie teérie
grafov ukdZeme jeho rieSenie sldvneho problému mostov v Krilovci (vtedy Ko-
nigsberg v Prusku, teraz Kaliningrad v Rusku). Toto mesto malo 7 mostov, ktoré
spajali brehy rieky a 2 ostrovy. Niektorych obyvatel'ov mesta zaujal problém, ¢i
existuje takd prechddzka mestom, aby kazdy most presli prave raz a vratili sa
domov. Leonhard Euler rieSil problém nahradenim brehov a ostrovov (spojitych
tizemf) vrcholmi a mostov hranami, &im vytvoril graf s nasobnymi hranami. Ulo-

! Leonhard Euler (1707-1783) bol synom kalvinskeho kitaza v Bazileji vo Svajéiarsku. Na Zelanie svojho otca tam v
13. rokoch zacal Studovat’ na univerzite teolégiu. Pod vplyvom ucitel'a matematiky Bernoulliho zo sldvnej rodiny
matematikov zacal aj Euler Studovat’ matematiku, a vo svojich 16. rokoch tspe$ne ukon¢il univerzitné vzdelanie.
Na pozvanie Petra Velkého pracoval 14 rokov v Akadémii v Petrohrade, potom bol 25 rokov v Berlinskej Akadé-
mii, aby sa na koniec Zivota vrétil do Petrohradu. Euler bol neuveritel'ne tvorivy vo vSetkych oblastiach matematiky,
najmi tedrii Cisel, kombinatorike a analyze, rovnako ako v jej aplikdcidch, napr. v hudbe a stavbe lodi. Napisal
1100 publikécii, trvalo eSte 47 rokov po jeho smrti, kym ich vSetky uverejnili. Mal 13 deti, dokazal pracovat
a stCasne hupat’ deti na kolenach. Poslednych 17 rokov Zivota bol slepy, ale vd’aka fantastickej pamiiti to nespoma-
lilo jeho pracu, svoje vysledky diktoval. Publikdcia jeho sihrnného diela ma viac ako 75 zvizkov.
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OBRAZOK 10.1.
MosTY v
KRALOVCI A ICH
REPREZENTACIA
POMOCOU GRAFU

APLIKACIE —
TLACENE SPOJE,
CHEMICKE
VZORCE, SIETE

VRCHOLY, HRANY,
ORIENTOVANE
GRAFY,
MULTIGRAFY

DEFINicIA 10.1.
NEORIENTOVANY
GRAF

&

hou teraz bolo njst’ taky uzavrety tah v grafe, aby obsahoval kazdd hranu prave
raz. Euler dokazal, Ze pre danud ulohu je tento problém nerieSitelny (prislusnu
vetu uvedieme neskor).

a
NP\ /e
e : .-&/ Y %'//" d
B T m ", &“7\}
b 2?3}7_,
‘ /4 4.,.‘_!“; b
ij—;‘»m e

Mosty v Krdlovci a ich reprezenticia pomocou grafu. Uloha je prejst’ po vietkych mostoch
prave raz a vritit’ sa domov. Tento problém nemd rieSenie — ak z nejakého vrcholu chceme
vyjst’ a aj sa donho vritit' vZdy inou hranou a pritom pouzit’ vSetky hrany, musi vrchol byt
spojeny s parnym poctom hran. To musi platit’ pre vSetky vrcholy.

Okrem uvedeného ,,zdbavného problému‘ existuji aj vel'mi uZito¢né aplikicie
grafov — napr. pomocou tedrie grafov sa dd rozhodnit,, ¢i obvod mdZe byt vyro-
beny ako plosny tlaceny spoj. V chémii si chemické molekuly reprezentované
grafmi, pomocou nich sa daju odliSit’ tzv. izoméry, t. j. molekuly, ktoré maji rov-
naké chemické zloZenie, ale odliSuji sa svojou priestorovou Struktirou. Grafmi
sa reprezentuji aj pocitacové alebo transportné siete, kde sa grafovo-teoretické
algoritmy vyuZivaji na njdenie najkratSej cesty.

Grafy pozostdvaju z vrcholov (alebo, inak povedané, uzlov) a hran spdjajicich
tieto vrcholy. Podla druhov hran, ktoré méZu dvojice vrcholov spdjat’ (inak po-
vedané, si snimi incidentné), sa rozliSuji orientované, neorientované
azmieSané grafy (obsahuju iba hrany so Sipkami, neobsahuju hrany so Sipkami,
obsahuju tak hrany so Sipkami ako aj bez nich) alebo multigrafy (obsahujice
nasobné hrany, reprezentujiice napr. nisobné vizby v molekulich). Sipkou sa
pritom oznacuje smer hrany, teda z ktorého vrcholu vychddza (pociato¢ny vr-
chol) a do ktorého vrcholu vchidza (koncovy vrchol). Taky graf napriklad moze
byt pouzity na zobrazenie vysledkov Sportového turnaja, kde vrcholy su sit'aZia-
ci a kde Sipka je orientovand od porazeného k vitazovi (alebo naopak), a hrana
bez Sipky oznacuje remizu. Pod grafom bez privlastku beZne chdpeme neoriento-
vany graf. Budeme sa d’alej zaoberat’ iba kone¢nymi grafmi, ktoré maji kone¢ny
pocet vrcholov a hréan.

Neorientovany graf G=(V,E) je definovany pomocou neprazdnej mnoZiny vrcho-
lov V ={v,v,,...,v,} amnoZiny E={e,e,,...e,} neorientovanych hrén, pricom

kazda hrana ee€ E je reprezentovand neusporiadanou dvojicou vrcholov z V,
e={vy}icVv.

Neorientovany graf napr. mdzZe popisovat’ Zeleznicnu alebo telefénnu siet’.
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DEFINicIA 10.2.
ORIENTOVANY
GRAF

&

NASOBNE HRANY,
MULTIPLICITA

OBRAZOK 10.2.
GRAF

S NASOBNYMI
HRANAMI

PSEUDOGRAF

Orientovany graf G=(V,E) je definovany pomocou mnoZiny vrcholov
vV ={v,v,,..,v,} amnoZiny E={e,e,,..,e,} CVXV hran, pricom kazd4 hrana

e€ E je reprezentovand usporiadanou dvojicou e = (v,v') € VxV . Hovorime, Ze

hrana e =(v,v") je orientovana z vrcholu v do vrcholu v".

Hrany v grafe m6zu byt Specifikované ako ndsobné hrany. Budeme predpokla-
dat’, Ze definicia grafu je rozsirena o ohodnotenie hran kladnym celym ¢islom,
f:E—{L2..}. Potom, ak f(e)=1, hovorime, Ze hrana e je jednoduch4,

v opa¢nom pripade, ak f (e) > 2, hovorime, Ze hrana e je nasobn4, jej multiplici-

ta je Specifikovana cislom f(e), pozri obr. 10.2. Moznost' zavedenia nidsobnych
hran priblizuje matematickd koncepciu grafu k niektorym prirodovednym aplika-
ciam. Napriklad, matematické modelovanie Struktirneho vzorca v chémii vyza-
duje pouzitie grafu s ndsobnymi hranami (pripometime, Ze chemickd Struktirna
formula obsahuje aj ndsobné vizby — dvojné a trojné, ktoré st dobre formalizova-
tel'né pomocou nasobnych hran grafu).

3 3
1 2 1 e, 2 76
+—> e, e,
5 4 5 €s 4
A B

Diagram A zndzorfiuje graf s ndsobnymi hranami {1,5} a {2,4}, diagram B zndzoriiuje graf
s mnozinou hrin E = {e}, ey, e3, €4, €5}, kde zobrazenie f je Specifikované takto: f(e;) =1,

fled) =2, fle3) =1, fleq) =3, fles)=1.

Pseudograf je taky graf, ktory neobsahuje orientované hrany, ale ktory moze
obsahovat’ ndsobné hrany alebo slu¢ky (slu¢ka je hrana, ktord je vychadzajica a
vchddzajica do rovnakého vrcholu). Aj ked’ terminoldgia nie je ustdlend, vacsi-
nou sa pouZziva rozdelenie podla tab. 10.1

Tabulka 10.1. Nazvy grafov podl'a typu hran

Typ Hrany Nésobné hrany  Slucky
povolené povolené
obycajny graf neorientované nie nie
multigraf neorientované 4no nie
pseudograf neorientované 4no éno
orientovany graf orientované nie éno
orientovany multigraf  orientované 4no dno

Grafy sa vyuZivaju v najroznejsich oblastiach vedy a techniky. V ekoldgii napri-
klad orientované hrany mdzu predstavovat, ktory druh je potravou iného druhu.
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APLIKACIE:
PSYCHOLOGIA,
ANTROPOLOGIA,
SUTAZE

OBRAZOK 10.3.
GRAF PLANOVANIA
UDALOSTI

GRAF PLANOVANIA
UDALOSTI — PRE
PARALELNE
SPRACOVANIE

Ako uZ bolo uvedené vyssie, chemickd Struktirna formula je formélne reprezen-
tovand neorientovanym grafom s ndsobnymi hranami. V psycholdgii sa grafy
vyuZivaji na zndzornenie, kto je koho priatelom, alebo na zndzornenie dominan-
cie, v antropoldgii na zndzornenie pribuzenskych vztahov, v sitaZiach na vy-
sledky turnajov a napr. pri pocitacoch na zndzornenie ¢asového poradia uloh ale-
bo toho, ktoré dlohy moZu byt’ spustené siicasne.

R

[

L t!la t”a t”h U

Sl SZ

Priklad grafu pldnovania udalosti. Graf ukazuje, Ze prikaz S5 nemdZe byt vykonany pred pri-
kazmi Sy, S, a S4, ale dvojice prikazov {S;, S»}, {S3, S4} a {Ss, Sg} mdZu byt spracované para-
lelne.

Pocitacové programy mdZu byt rychlejSie spracované pri stiCasnom spracovani
niektorych prikazov. Je dolezité nevykonat’ prikaz, ktory vyZaduje vysledky eSte
nevykonanych prikazov. Zavislost’ prikazov na predchddzajucich prikazoch moze
byt reprezentovand orientovanym grafom. Kazdy prikaz je reprezentovany vr-
cholom, a z jedného vrcholu do druhého ide hrana, ked’ prikaz reprezentovany
druhym vrcholom nemdZe byt spracovany pred prikazom reprezentovanym pr-
vym vrcholom. Budeme tieZ poZadovat’, Ze premennd sa nemdzZe zaroven menit
a byt pouZivana v inom prikaze. Taky graf voldme graf pldanovania udalosti
(precedence graph), priklad grafu pre pocitacovy program je na obr. 10.3. Ukazu-
je, Ze prikaz Ss nemdZe byt vykonany pred prikazmi Sy, Sy, a Sy.

10.2 NIEKTORE ZAKLADNE DEFINICIE

SUSEDNE
VRCHOLY, HRANA
INCIDENTNA

S VRCHOLMI,
STUPEN VRCHOLU

Dva vrcholy u a v v neorientovanom grafe G sa volaji susedné (adjacent, neig-
hbours) v G, ked’ {u,v} je hrana grafu G. Ked’ e={u,v}, o hrane e sa hovori, Ze je
incidentna (incident) s vrcholmi u a v. O hrane e sa tieZ hovori, Ze spdja vrcholy
u a v. Stuperi vrcholu v neorientovanom grafe je rovny poctu hran s nim inci-
dentnych, s vynimkou faktu, Ze slu¢ka na vrchole prispieva dvakrat k stupiiu vr-
cholu. Stupeii vrcholu v sa oznacuje deg(v). Stupne vrcholov su ilustrované na
obr. 10.4.
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OBRAZOK 10.4.
STUPNE
VRCHOLOV GRAFU

IZOLOVANY
VRCHOL

&

VETA10.1. (B~

VSTUPNY A
VYSTUPNY
STUPEN VRCHOLU

VETA 10.2.

&

PosTuPNOST
STUPNOV
VRCHOLOV GRAFU

c d e

Stupne vrcholov grafu na tomto obrdzku su nasledujice: deg(a) = 1, deg(b) = 5, deg(c) = 4,
deg(d) =3, deg(e)=5

Vrchol stupiia O sa vola izolovany; taky vrchol nie je spojeny zo Ziadnym inym
vrcholom. Ked’ s¢itame stupne vsetkych vrcholov grafu, kaZzda hrana grafu pri-

spieva k siuctu dvojkou. Sucet stuptiov vrcholov je teda dvojndsobkom poctu
hrén. Pre neorientovany graf (mdZe mat’ aj ndsobné hrany a slucky) s |E| hranami

teda plati
2| = deg ()

veV

(10.1)

H Neorientovany graf mé parny pocet vrcholov neparneho stupia.

Dokaz: Nech V| a V, st mnoZiny vrcholov parneho, resp. neparneho stupiia neo-
rientovaného grafu G=(V,E). Potom

2|E|=) deg(v)=D deg(v)+ Y deg(v)

veV veV veV,

(10.2)

Pretoze deg(v) je parne pre ve V; , prvy Clen na pravej strane je parny. Stucet na
pravej strane musi byt’ tieZ parny, pretoZe l'ava strana je parna. Preto aj druhy
¢len na pravej strane musi byt parny. PretoZe vsetky séitance tejto sumy si ne-
parne, aby vytvorili parne ¢islo, musi ich byt parny pocet. m

Orientované hrany sa vyjadruji pomocou usporiadanej dvojice vrcholov, napr.
(u,v) pre orientovand hranu smerujicu z vrcholu u (zaciatocného vrcholu) do vr-
cholu v (koncového vrcholu). V grafe s orientovanymi hranami pomenujeme
vstupny stuperi vrcholu v pocet hran, ktoré maji vrchol v ako koncovy vrchol.
Tito hodnotu oznatujeme deg™ (v). Ako vjstupny stupeii vrcholu, deg*(v),
oznacime pocet hran, ktoré z vrcholu v vychadzaji, teda ho maja ako zaciatocny
vrchol.

Nech G = (V,E) je graf s orientovanymi hranami. Potom

|E|=2 deg* (v)= )" deg™ (v)

veV veV

(10.3)

Dokaz: PretoZe kazd4 orientovand hrana md svoj vstupny a vystupny vrchol, pri-
spieva rovnako jednotkou k sumdm vstupnych a vystupnych stuptiov vrcholov,
ktoré sa potom rovnaji poctu orientovanych hran. m

Pre dany neorientovany graf nie je zloZité nijst’ stupne jeho vrcholov a zoradit’
ich T'ubovol'ne do postupnosti, napriklad podl'a indexov vrcholov. Naopak, ked’ je
dana konecna postupnost’ celych nezdpornych cisel sy, 57, ..., S, je otdzka, ¢i mo-
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— HAvVLOVA

A HAKIMIHO VETA

VETA 10.3.

&

KONSTRUKCIA
GRAFU PRE
GRAFOVU
POSTUPNOST

OBRAZOK 10.5.

KONSTRUKCIA
GRAFU PRE
GRAFOVU
POSTUPNOST

Zeme zostrojit’ graf s vrcholmi, ktoré maji poporiadku stupne rovné tymto ¢islam,
ked postupujeme po indexoch vrcholov. Ak ano, postupnost’ volame grafovd
postupnost’. Aby postupnost’ bola grafova, musi pre kazdy index i platit’ s; <n-1

a samozrejme aj z;si je parne cislo. Nutnd a postacujica podmienka je vyjad-

rend v Havlovej vete (tieZ sa niekedy vola Hakimiho veta, podla autora, ktory
prisiel na rovnaky vysledok nezavisle o 7 rokov neskor):

Nech je dana nerastica postupnost’ nezapornych celych ¢isel pre n=>3
S1s 82y -oes S (10.4)
kde 1<5,<n-1. Postupnost’ (10.4) je grafova prave vtedy, ked’ je grafova tiez po-
stupnost’
s,=Lsy—L...,s, ., —Ls .S (10.5)

S5 +22°°2 0

Vetu nebudeme dokazovat’. Tato veta mdzZe byt pouZita rekurzivne k zisteniu, ¢i
dlhSia postupnost’ je grafova. Zakladny pripad je, Ze postupnost’ O je grafova.
Ked v akomkol'vek stadiu rekurzie je 'ubovol'ny prvok novej postupnosti zapor-
ny, ani pdvodna postupnost’ nie je grafovd. Poznamenajme, Ze skratené postup-
nosti mézu vyZzadovat’ preusporiadanie podl'a vel’kosti, kym sa na ne veta znova
pouZije. Veta sa dd pouzit' aj pre konStrukciu grafu pre mnoZinu vrcholov
s danymi stuptiami. Ked’ je postupnost’ grafova, zoberieme prvy vrchol o stupni s,
a spojime ho hranami s s; d’al§imi vrcholmi. Podobne postupujeme s d’alSimi vr-
cholmi. Touto konstrukciou vytvoreny graf nemusi byt jediny pre mnoZinu vr-
cholov s danymi stupniami, postupnost’ mdZe odpovedat’ aj vela inym neizomor
fnym grafom.

Ako priklad kontroly, ¢i je postupnost grafovd, si mdZeme uviest postupnost’
3,2,2,2,2,1. TG zmenime odobratim prvého cisla — trojky a odpocitanim jednotiek
od nasledujicich troch ¢isel na postupnost’ 1,1,1,2,1, t4 usporiadame, dostaneme
2,1,1,1,1, odobratim prvého ¢isla — dvojky a odpocitanim dvoch jednotiek dosta-
vame 0,0,1,1, ti usporiadame, dostaneme 1,1,0,0, odobratim prvého ¢isla — jed-
notky a odpocitanim jednotky od d’alSieho ¢isla dostdvame 0,0,0,0. Teda postup-
nost’ je grafova.

Graf odpovedajici tejto postupnosti zostavime ako na obr. 10.5.

a

e f

Konstrukcia grafu zodpovedajiiceho grafovej postupnosti 3,2,2,2,2,1.
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Niektoré Specialne typy grafov

KOMPLETNY GRAF  Kompletny graf (alternativne volany aj tplny graf) o n vrcholoch, oznacovany
ako K, je taky graf, ktory obsahuje prave jednu hranu medzi kazdou dvojicou
roznych vrcholov. Grafy K, pre n = 1,2,3,4,5,6 su zobrazené na obr. 10.6.

OBRAZOK 10.6.
KOMPLETNE
GRAFY
[ ] o —0
K K,

K, K, K, K,
Kompletné grafy
KRUZNICA KruZnica diiky n, alebo n-uholnik C,, n>3, pozostava z vrcholov vy, vy, ..., v, a
hran {vy, v2}, {v2, v3},.ors {Vi1, Vi), @ {vy, v1}. Na obr. 10.7 st n-uholniky Cs, Cy,
C5 a C6 .
OBRAZOK 10.7. Vy Vs
KRUZNICE
®
‘ \Z v,
- - Ve v
C, C, C. coc, "

KruZnice (oznacenie C je podl'a angl. cycle)

BIPARTITNE GRAFY  Graf, ktory ma vlastnost’, Ze jeho vrcholovd mnoZzina mdZe byt rozdelend na dve
disjunktné podmnoZiny V, a V; tak, Ze kazd4 hrana spdja vrchol z jednej z tychto
podmnozin s vrcholom z druhej z tychto podmnozin, sa vola bipartitny graf. Ako
priklad méZeme uviest’ graf existujicich a minulych manzelstiev na dedine, kde
hrana spdja vZdy manZela s manZelkou. Taky graf sa da rozdelit na mnoZinu
manzelov na jednej strane a mnoZinu manZeliek na strane druhej. Niektori z paru
modZu byt spojeni s viacerymi vrcholmi druhej podmnoZiny, ked’ boli viackrat
Zenati/vydaté za rozdielnych partnerov, ale aspon na Slovensku sa zatial’ nendjde
pér zosobasenych muZov ¢i Zien.

PRIiKLAD 10.1. St grafy Cg alebo K bipartitné?

Graf Cg z obr. 10.7. je bipartitny, Vi = {vi,v3,vs}, Vo = {vo,v4,v6}. Graf K¢ z
obr. 10.6. nie je bipartitny, pri kazdom moZnom rozlozeni na dve vrcholové pod-
mnoziny jedna z podmnoZin musi obsahovat’ aspon 2 vrcholy, ktoré podl'a defi-
nicie kompletného grafu musia byt spojené hranou. V skutocnosti, Ziadny graf o
viac ako dvoch vrcholoch nie je kompletny a st¢asne bipartitny. Dalej zmiefio-
vany ,.kompletny bipartitny*“ graf je Specidlny typ grafu, ktory nie je kompletny
ako taky, teda 'ubovol'na dvojica vrcholov v fiom nie je spojend hranou.
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BIPARTITNY GRAF
— HVIEZDICOVA
TOPOLOGIA SIETE

KRUHOVA
TOPOLOGIA

PODGRAF

Ako mozZné aplikdcie Specidlnych typov grafov si mdZeme uviest’ lokdlnu siet’
pocitaov. Takato siet’ moZe mat’ typicky jednu z dvoch topolégii. Prvou typic-
kou topoldgiou je hviezdicovd, kde vSetky zariadenia si prepojené s centrdlnym
riadiacim zariadenim. Tato topolégia moZe byt reprezentovand ako kompletny
bipartitny graf, ktory zna¢ime K, , , kde mnoZinu V; tvori jeden vrchol, mnoZinu
V, tvori n vrcholov, a slovo kompletny tu znamend, Ze vSetky vrcholy z jednej
mnoZiny si prepojené so vSetkymi vrcholmi z druhej mnoZiny. Indexy u K sa
rovnaji poc¢tom vrcholov v danych dvoch mnoZinach.

Druhou typickou topoldgiou je kruhova topoldgia, kde kazdé zariadenie je spoje-
né presne s dvoma d’al$simi. Takéto topoldgie sa modeluji pomocou r-uholnikov
C,, ako na obr. 10.7. Samozrejme existuju aj ich rdzne kombinicie.

Ked’ chceme modelovat’ iba podproblém vicSieho problému (napr. dopravného),
moZeme z grafu odstrdnit’ uzly (mestd), ktoré nds nezaujimaju, a vSetky hrany
s nimi spojené. Tak dostdvame z pdvodného grafu (dopravnej siete) jeho podgraf.

Podgraf a zjednotenie

OBRAZOK 10.8.
ZJEDNOTENIE
DVOCH GRAFOV

Podgraf grafu G = (V,E) je grat H = (W,F), kde WC V a F CE, kde hrany z F st
incidentné iba s vrcholmi z W. Zjednotenie dvoch grafov G, = (V,E)) a
G,=(V,,E;) je graf svrcholovou mnoZinou V; UV, ahranovou mnoZinou
E, U E,. Zjednotenie tychto grafov sa znac¢i G; U G, pozri priklad na obr. 10.8.

a b f a b f a b f
[ J
c Z e d e c d e
G, G, G,UG,

Priklad zjednotenia dvoch grafov. Grafy G, a G, su sticasne podgrafmi zjednoteného grafu
GLuUG,

10.3 REPREZENTACIA GRAFOV A IZOMORFIZMUS

PRIRADENIE 1-1
VRCHOLOV, KTORE
ZACHOVAVA
HRANY — GRAFY SU
IZOMORFNE

Niekedy dva grafy sd rovnaké v tom zmysle, Ze ked’ vhodne posunieme vrcholy
jedného grafu nad druhy tak, aby sa prekryvali, aj vSetky hrany sa budd prekry-
vat’. Tuto vol'ne povedani definiciu mdzeme preformulovat’ tak, Ze existuje me-
dzi grafmi priradenie 1-1 vrcholov, ktoré zachovava hrany. V tom pripade hovo-
rime, Ze grafy st izomorfné. UrCit, ¢i su grafy izomorfné, byva niekedy vel'mi
zlozity problém. Aby sa grafy dali pocitatovo spracovat’, potrebujeme ich repre-
zentovat’ aj inak ako grafickym obrazkom.
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REPREZENTACIA:
ZOZNAM SUSEDOV

OBRAZOK 10.9.
PSEUDOGRAF A
ORIENTOVANY
GRAF

MATICA
SUSEDNOSTI
(ADJACENCY
MATRIX)

MATICA
SUSEDNOSTI PRE
NASOBNE HRANY A
SLUCGKY

Jednou z moZnosti reprezenticie obycajného grafu je vypisat’ vSetky vrcholy a
hrany tohto grafu. Inou moZnostou zdpisu je zoznam susedov (adjacency list),
ktory Specifikuje susedné vrcholy pre kazdy vrchol grafu. U orientovaného grafu
sa tak daju pre kazdy vrchol pripisat’ vSetky koncové vrcholy hran zacinajicich u
daného vrcholu grafu (obr. 10.9 a tab. 10.2).

a b a b
G, G,
Pseudograf a orientovany graf na ukdZku reprezenticie grafu.

Tabulka 10.2. Zoznam susedov pre grafy z obr. 10.9

g\rggl 21 Susedné vrcholy gY;ﬁlgz Susedné vrcholy
a b a
b acde b ae
¢ b d c a b d
d bc e d b
€ b, d, e e b, e, d

Predpokladajme, Ze G = (V,E) je oby¢ajny graf, kde |V| = n. Predpokladajme, Ze
vrcholy G st zoradené ndhodne ako vy, vy, ..., v,. Matica susednosti A grafu G
vzhl'adom k danému zoradeniu vrcholov, je nxn matica obsahujica iba nuly
a jednotky, s prvkom a; rovnym 1 vtedy, ked’ su vrcholy v;, v; susedné, a rovnym
0, ked’ nie si spojené hranou. Teda A = (a;), kde
. 1 pre{vi,vj}e E grafu G
" olo ina

Vzhl'adom k tomu, Ze matica susednosti je zaloZend na zoradeni (oc¢islovani) vr-
cholov, pre graf o n vrcholoch moZe existovat’ az n! r6znych matic susednosti.
Matica susednosti pre obyCajny graf je symetrickd, teda a;=aj; pre V i,j. Dalej,
ked’Ze obycCajny graf nemd Ziadne slucky, prvky a; na hlavnej diagondle st
rovné 0.

Takato matica sa di zovSeobecnit’ ako matica susednosti pre ndsobné hrany a
slucky, kde namiesto 1 ako vstupu a;; pre vrcholy v;, v; spojené hranou sa mdZe
nachddzat’ ndsobnost’ hrany, a na diagonéle sa méZe nachadzat’ 1, ked’ ma vrchol
slu¢ku (pozri obr. 10.10).
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OBRAZOK 10.10.

GRAF A JEHO
MATICA
SUSEDNOSTI

MATICA
SUSEDNOSTI PRE
ORIENTOVANY
MULTIGRAF

INCIDENCNA
MATICA

OBRAZOK 10.11.

GRAF A JEHO
INCIDENCNA
MATICA

INVARIANT
VZHLADOM NA
IZOMORFIZMUS

PRiKLAD 10.2.

01000 1 2
101 12
01110
01101
02011 . e 3

Graf a jeho matica susednosti.

Matica susednosti sa rovnako dd zovSeobecnit’ pre orientovany multigraf, kde
nenulovy vstup a;; pre vrcholy v;, v; spojené hranou oznacuje ndsobnost’ oriento-
vanej hrany vychddzajucej z vrcholu v; a vchadzajicej do vrcholu v;. Pre grafy
obsahujice orientované hrany matica nemusi byt’ symetricka.

Pre obyc¢ajné grafy sa tieZ pouZiva incidencnd matica (pozri obr. 10.11). Pre ne-
orientovany graf G = (V,E) s n vrcholmi a m hranami je incidencnd matica pre
dané indexovanie hrén a vrcholov vyjadrend ako nxm matica M = (m;), kde

1 ked hrana e; je incidentnd s vrcholom v,
{0 inak

Incidenénd matica mdZe byt tieZ pouZitd na reprezentovanie nasobnych hran ale-
bo sluciek.

m,.j=

e e e e e ¢

v (1 00 0 0 0
v, |1 1 1 1 0 0
v, 101 0 0 1 0
v, 1000 1 0 1 1
v l000o 0 1 01

Graf a jeho inciden¢nd matica.

Na zistenie, ¢i su dva grafy izomorfné, musime ndjst’ takd bijekciu medzi ich
vrcholmi, ktord zachovdva hrany (aj ich multiplicitu). V opa¢nom pripade, ak
chceme dokdzat, Ze dva grafy nie sd izomorfné, staci Casto ukazat, Ze sa liSia
v nejakej vlastnosti, ktord musia izomorfné grafy mat’ rovnakd. Taka vlastnost’ sa
vold invariant vzhladom na izomorfizmus obycajnych grafov. Izomorfné grafy
musia mat’ rovnaky pocet vrcholov, hrdn, multimnoZinu stupfiov vrcholov.

Zistite, ktoré z grafov na obr. 10.12 st navzdjom izomorfné.

Graf G je izomorfny s grafom G,, pretoZe existuje funkcia f mapujiica vrcholy
grafu Gy na vrcholy grafu G,, ktord zachovdva hrany. Ked’ ozna¢ime vrcholy gra-
fu G, ako v; a vrcholy grafu G, ako w;, kde f(v)) = wy, f(v2) = wa, f(V3) = wy,
f(va) = ws, f(vs) = w3, pre ktorikol'vek dvojicu vrcholov v;, v;, ktord bola (nebola)
spojend hranou, plati, Ze je spojend (nie je spojend) hranou aj zodpovedajica
dvojica wy, wy, kde f(v;) = wy, f(v)) = w;. Graf G; nie je izomorfny s grafmi G, a
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G,, pretoZze mu zodpovedajice vrcholy maju stupne 2,3,3,4,4, zatial' Co stupne
vrcholov grafov G| a G, si 3,3,3,3,4. Takéto a iné pomdcky a heuristiky sa vyu-
Zivaju pri zistovani izomorfizmu. Aj ked’ m4 algoritmus na zistenie izomorfizmu
dvoch grafov v najhorSom pripade stile exponencidlnu zloZitost’, existuji algo-
ritmy, ako napr. NAUTY, ktoré zvlddnu udlohu pre 100 vrcholové grafy beZne
rieSit’ za menej ako 1 sekundu.

OBRAZOK 10.12.

KTORE DVOJICE 1 2 1 2 1 2
GRAFOV SU
NAVZAJOM
IZOMORFNE?
3
3 4 5 4 5 4 5
G, G, G,

Ktoré dvojice grafov si navzajom izomorfné? (Pozor, ked sa hrany kriZia, neznamena to, Ze je
tam automaticky vrchol!)

10.4 SUVISLOST V NEORIENTOVANYCH GRAFOCH A
EULEROVSKE TAHY

SLED, TAH, CESTA, Nech G = (V,E) je graf. Postupnost’ (vo, €1, V1, €2, ...,ex,V) nazyvame sled, ak v,

UZAVRETY SLED, Vis s EV, ey, ..., ;€ E, ae; = {viy, v;} pre kazdé i = 1,....,k. Sled, v ktorom s

E;ﬁ;ﬁ'ﬂ: TAH, vSetky hrany navzdjom rdzne nazyvame f'ah a sled, v ktorom st aj vSetky vrcho-

EULEROVS:KY say 1y navzdjom r}f)zne nazyv?me cesta. l{zavret?’r sled/ je taky sled, v k.torom, je prvy
vrchol zhodny s poslednym. Uzavrety fah je taky tah, v ktorom je prvy vrchol
zhodny s poslednym. KruZnica je uzavrety tah, v ktorom st vSetky vrcholy na-
vzdjom rozne, s vynimkou prvého a posledného, ktoré si zhodné. Tah je eule-
rovsky 'ah, ked obsahuje kazdi hranu (priklady pozri na obr. 10.13)%

SUVISLY GRAF Neorientovany graf sa vola sawvisly, pokial’ existuje cesta medzi kazdou dvojicou
rozdielnych vrcholov grafu (pozri napr. obr. 10.14). Napriklad v pocitaovej sieti
modZu l'ubovol'né dva pocitace vzdjomne komunikovat’ prave vtedy, ked je graf
siete suvisly.

KOMPONENT Graf, ktory nie je suvisly, je zjednotenim dvoch alebo viacerych suvislych gra-

fov, z ktorych Ziaden par nema spoloc¢ny vrchol. Tieto stvislé podgrafy (ktoré su
maximalne v tom zmysle, Ze neexistuje Ziaden d’alsi vrchol, ktory by bol spojeny
s ich vrcholmi hranou v povodnom grafu a kazda ich dvojica vrcholov musi byt

2 Mozno zaviest' aj zodpovedajiice pojmy pre orientované grafy, kedy mame tieto dvojice: sled — spojenie, tah — trat’,
cesta — orientovand cesta (drdha), kruznica (n-uholnik) — okruh, cyklus
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OBRAZOK 10.13.
SLED, TAH, CESTA,
UZAVRETY SLED,
UZAVRETY TAH,
KRUZNICA,
EULEROVSKY TAH

MosT,
ARTIKULACIA

OBRAZOK 10.14.
SuvisLy
A NESUVISLY GRAF

UZAVRETY
EULEROVSKY TAH

VETA10.4. (B~ ”

v podgrafu spojena hranou, pokial’ bola spojend v povodnom grafu) sa volaji
komponenty grafu.
vychodiskovy cesta 1
graf

sled 1

tah 1

eulerovsky 1
tah

uzavrety 1

Postupnosti vrcholov vychodiskového grafu: Sled (6,2,1,2) — opakuji sa vrcholy aj hrany, tah
(4,6,2,1,3,6) — neopakuju sa hrany, cesta (4,6,2,1,3) — neopakuji sa vrcholy ani hrany, uzavre-
ty sled (6,2,1,2,6) — posledny vrchol totoZny s prvym, uzavrety tah (4,6,2,1,3,6,5,1,4) — po-
sledny vrchol totoZny s prvym, kruznica (6,2,1,3,6) — t'ah, posledny vrchol totoZny s prvym,
inak sa neopakuju, eulerovsky tah (4,6,2,1,3,6,5,1,4,3) — prejde cez vSetky hrany

Niekedy odstranenim hrany alebo vrcholu z grafu sa graf rozpadne na viac kom-
ponentov. Takd hranu voldme most a vrchol volame artikuldcia. Napr. v obr.
10.14 u grafu G su artikul4dciami vrcholy v4 a vs a mostmi st vSetky hrany, zatial
¢o u grafu G, neexistuju ani artikuldcie, ani mosty.

3
1 2
3
4 5 4 N8 5
G, G,

Priklad sdvislého a nesuvislého grafu (graf G, je nesivisly, md dva komponenty s vrcholovymi
mnoZinami {vy, v, V3, V4, Vs} a {vs, V7, v3}, medzi dvojicami vrcholov z r6znych mnoZin nee-
xistuje cesta.

Uzavrety eulerovsky t'ah je taky eulerovsky tah, kde posledny vrchol je totoZny
s prvym. Eulerova veta, prva veta tedrie grafov zr. 1736, ktora rieSi problém
z obr. 10.1:

Stvisly graf ma uzavrety eulerovsky tah prave vtedy, ked ma vSetky vrcholy
parneho stupnia.
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VETA10.5. (&

DOkAz VETY 10.5.

DOkAZ VETY 10.4.

PRikLAD 10.3.

OBRAZOK 10.15.
MOHAMEDOVA
SABLA

Na dokaz tejto vety si najprv dokdZeme pomocnu vetu:

Kazdy vrchol grafu G suzavretym eulerovskym tahom je incidentny s hranou
aspon jednej kruzZnice tohto grafu.

Dékaz vety 10.5. Nech x je 'ubovolny vrchol a xy hrana s nim incidentnd. Hrana
xy nemdze byt mostom grafu G, pretoZe po jej odstraneni by sme dostali nestvis-
ly graf a komponent s uzlom x by mal 1 vrchol neparneho stupiia, co odporuje
vete 10.1. Existuje teda kruZnica prechddzajica hranou xy ateda tieZ vrcho-
lom x.m

Dokaz vety 10.4 vychadza z predpokladu, Ze ked’ sa graf G da zostrojit’ jednym
uzavretym tahom, je sivisly. V grafe nemdZe existovat’ vrchol v neparneho stup-
fia, pretoZe tahom do v prave tol'kokrat vstupujeme, kolkokrat z neho vystupu-
jeme. Predpokladajme stivisly graf s vrcholmi parneho stupfia. Zvol'me I'ubovol-
ny vrchol w. Podla vety 10.5 existuje v naSom grafe kruZnica, ktord obsahuje
vrchol w, tito kruZnica ndm urcuje uzavrety tah zacinajici a kon¢iaci vo w
(presnejsie, v zdvislosti od smeru, ktorym sa po kruznici pohybujeme, méZeme
vybrat’ z 2 takych tahov). Zo vSetkych tahov zainajicich a konciacich uzlom w
si zoberme tah T,,,, s najvicSou dizkou. Ukézeme si, Ze to je nas Zelany uzavrety
eulerovsky t'ah. Predpokladajme, Ze by niektora hrana grafu nepatrila do T,,.
Zostrojme podgraf G, grafu G, do ktorého ddme vSetky hrany grafu G nepatriace
do T4y @ vrcholy s nimi incidentné. Je vidno, Ze G, je graf so vSetkymi vrcholmi
parneho stupiia, ktory sa da rozloZit' na suvislé podgrafy. Teda aj G, obsahuje
aspon jeden uzavrety t'ah (dovod je podobny ako v ddkaze vety 10.5). Teraz ale
jednoducho zostrojime z 7,,,, novy tah tym, Ze doniho ,,vnorime* uzavrety tah
grafu G;. Tento novy tah mi ale dizku vicsiu, ako bola dizka T,,,, ¢im docha-
dzame ku sporu. Preto T,,,, obsahuje kazdd hranu grafu G a tym je veta dokéza-
na. m

Moze byt tzv. Mohamedova Sabl'a, ukdzand na obr. 10.15, nakreslend jednym
tahom, ktory zac¢ina a kon¢i v rovnakom bode (a Ziadna ¢iara nie je zdvojend)?

Graf nazyvany Mohamedova $abl’a.

Vsetky vrcholy grafu G na obrdzku 10.15. st parneho stupiia, teda graf mé uzav-
rety eulerovsky tah. Pouzijeme na jeho konStrukciu konStruktivny postup
z dokazu vety 10.5. Najprv zostrojime 'ubovolny uzavrety tah v grafe, napr. tah
T:a,b,d, c,b,e,li,f, e a KedZe sme takto nenasli Zelany uzavrety eulerovsky
tah, zostrojime podgraf G, grafu G, do ktorého dame vsetky hrany grafu G ne-
patriace do T a vrcholy s nimi incidentné. Potom v G, vytvorime t'ah d, g, A, j, i,
h, k, g, f, d, ktory prechddza cez vSetky hrany grafu G,. Vnorenim tohto t'ahu do
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VETA10.6. (& “

PRiKLAD 10.4.

APLIKACIE TAHOV
V SIATACH AJ PRI
SEKVENOVAN(
DNA

PRiKLAD 10.5.

ALGORITMUS
10.1.
KONSTRUKCIA
UZAVRETEHO
EULEROVSKEHO
TAHU
PREHIADAVANIM
DO HLBKY

prvého tahu na vhodnom mieste dostdvame tah a, b, d, g, h, j, i, h, k, g, f, d, c, b,
e, i, f, e, a, ktory prechddza cez vSetky hrany.

Stvisly graf mé otvoreny (= nie uzavrety) eulerovsky tah prave vtedy, ked’ ma
dva vrcholy nepédrneho stupiia.

Dokaz: Ked’ ma suvisly graf otvoreny eulerovsky t'ah, zrejme ma 2 vrcholy ne-
parneho stupna. Opacne, ked mame graf s dvoma vrcholmi neparneho stupiia,
sta¢i ich spojit snovym vrcholom x a vSetky vrcholy maji parny stupei
a existuje uzavrety eulerovsky tah. Po odstraneni vrcholu x a s nim incidentnych
hran dostavame otvoreny eulerovsky tah. m

Daju sa grafy na obr. 10.8 nakreslit' jednym tahom? KedZe grafy G;, G, na
obr. 10.8 obsahuji dva vrcholy neparneho stupiia, uzavrety eulerovsky t'ah v nich
neexistuje. Existuje v nich ale otvoreny eulerovsky t’ah, ktory existuje v sivislom
grafe prave vtedy, ked’ ma prave dva vrcholy neparneho stupia.

Aplikécie eulerovskych tahov a uzavretych tahov sa daji néjst’ v planovani roz-
loZenia obvodov, v posielani paketov po sieti, alebo aj v molekuldrnej bioldgii,
kde sa eulerovské cesty pouZzivaja pri sekvenovani DNA.

PouZitim techniky prehl'addvania do hibky navrhnite algoritmus pre konstrukciu
uzavretého eulerovského t'ahu.

PouZijeme algoritmus z kapitoly 4.2, kde bola metéda prehl'addvania do hibky
pouziti pre konStrukciu permutécii n objektov. Jeho jednoduchou modifikaciou
dostaneme algoritmus pre konStrukciu uzavretého eulerovského tahu (ak existu-
je)
Up:= J; wi:=1; Uy:=I'(1); d:=2; m=polet hrén;
while d>1 do
if Us# J then
begin wy:=get_element (Ug) ; Ugq:=Ug-{wgql};
if d<m then
begin d:=d+1;
Ug:=I"(wg-1) ;
Z mnoziny Ug odstrédnime tie vrcholy
iel'(wg.1), ktorych hrany {i,wg.1} sa vy-

skytuju v aktudlnom tahu (wi,wy, ..., Wg.1);
end else
if W1=Wg then
begin print (wi,wy, ..., Wpei) ;

d:=d-1;

end;
end else d:=d-1;

Algoritmus je inicializovany tym, Ze za prvy vrchol je vybrany vrchol indexova-
ny 1. Pokial’ uzavrety eulerovsky tah existuje, potom je jedno, ktory vrchol bol
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OBRAZOK 10.16.
STROM RIESENI
PRE UZAVRETY
EULEROVSKY TAH

PRiKLAD 10.6.

ALGORITMUS
10.2.
KONSTRUKCIA
OTVORENEHO
EULEROVSKEHO
TAHU
PREHIADAVANIM
DO HLBKY

zvoleny za vychodzi. Symbol I'(i) reprezentuje mnoZinu vrcholov, ktoré si su-
sedné s vrcholom i. Pri predlZovani tahu (vnitorny blok zaéinajici prikazom
d:=d+1), z mnoZiny kandiditov Uq musime odstranit’ tie vrcholy, ktoré tvoria
hrany vyskytujice sa v predchadzajicej Casti tahu. Algoritmus je ilustrovany
jednoduchym prikladom z obr. 10.16.

1
Strom® rieseni (diagram B) pre uzavrety eulerovsky tah zostrojeny algoritmom prehladavania
do hlbky z prikladu 10.5 pre obycajny graf (diagram A).

PouZitim techniky prehl'addvania do hibky navrhnite algoritmus pre konstrukciu
otvoreného eulerovského t'ahu.

Tento algoritmus vznikne jednoduchou modifikaciou algoritmu z prikladu 10.5.

U;:={vrcholy s nepdrnym stupnom}; d:=1; m=pocet hrén;
while d>0 do
if Us# J then
begin wy:=zober_ prvok (Ug); Ug:=Ug-{wgl};
if d<m then
begin d:=d+1;
Ug:=I"(wg-1) ;
Z mnoziny Ug odstrédnime tie vrcholy
iel'(wg.1), ktorych hrany {i,wgq.1} sa vysky-

tuju v aktudlnom tahu (wi, Wy, ..., Wg.1);
end else
begin print(wi,wy, ..., Wni1) ;

d:=d-1;

end;

‘end else d:=d-1;

V tomto pripade algoritmus uZ musi byt inicializovany mnoZinou U;, ktord obsa-
huje obidva vrcholy grafu s neparnym stupfiom. Algoritmus je ilustrovany na
obr. 10.17.

3 Strom je stdvisly graf bez kruZnic, podrobnejsie sa nimi budeme zaoberat’ v 12. kapitole.



242

10 Tedria grafov I

OBRAZOK 10.17.
STROM RIESENI
PRE OTVORENY
EULEROVSKY TAH

ORIENTOVANA
CESTA (DRAHA),
OKRUH

SILNO SUVISLY
GRAF

SLABO SUVISLY
GRAF

PRiKLAD 10.7.

OBRAZOK 10.18.
SILNO A SLABO
SUVISLY GRAF

A B

Strom rieSeni (diagram B) pre otvoreny eulerovsky tah zostrojeny algoritmom prehl’'addvania
do hlbky z prikladu 10.6 pre obycajny graf (diagram A).

Orientovand cesta (draha) z a do b v orientovanom grafe G je sekvencia jedne;j
alebo viac hran (x,x1), (x1,x2), (X2,%3),..., (x,-1,X,) vV G, kde xo= a a x,= b, teda
koncovy vrchol jednej hrany je poc¢iatoénym vrcholom nasledujicej hrany. Takéa-
to cesta je oznacena Xo,X1,X2,X3,..., Xp.1,X, & M4 di7ku n. Orientovana cesta, ktord
zacina a kon¢i v rovnakom vrchole, sa vola okruh (alternativne cyklus). U okru-
hov mdZeme rozliSovat’, v ktorom vrchole za¢inaji a v ktorom koncia, a aj kto-
rym smerom idud, potom také okruhy povazujeme za navzajom rozne. Ked’ vsetky
hrany povaZujeme za neorientované, pre obycajny graf vrcholy a hrany kazdého
z tychto okruhov tvoria ale ten isty typ podgrafu daného grafu — kruznicu.

Pre orientované grafy je situdcia zo suvislostou zloZitejSia, mdZeme si definovat’,
Ze graf je silno suwvisly, ked’ pre 'ubovolné dva vrcholy a, b grafu existuje tak
orientovand cesta z a do b, ako aj cesta z b do a.

Orientovany graf je slabo suvisly, ked existuje cesta medzi 'ubovol'nymi dvoma
vrcholmi v neorientovanom grafe, vzniknutom z orientovaného grafu odstrane-
nim orientécie hran.

St grafy na obr. 10.18. silno alebo slabo suvislé?

Graf G, je silno savisly, pretoZe existuje cesta medzi l'ubovolnymi dvoma vr-
cholmi v tomto orientovanom grafe. Preto je tento graf sucasne aj slabo stvisly.
Graf G, je slabo suvisly, neexistuje cesta z vrcholu @ na vrchol b.

a b a b

d
G, G,

Priklad silno sdvislého grafu G, a slabo sivislého grafu G,.
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VETA10.7. (& “

OBRAZOK 10.19.
GRAF K PRIKLADU
10.8.

PRiKLAD 10.8.

Pocet ciest medzi dvoma vrcholmi v grafe mdZe byt’ uréeny pomocou jeho mati-
ce susednosti.

Nech G je graf s maticou susednosti A vzhl'adom na usporiadanie vrcholov vy, v,,
...V, (s orientovanymi alebo neorientovanymi hranami a povolenymi slu¢kami a
nasobnymi hranami). Poet rozdielnych sledov dizky r z vrcholu v; do vrcholu Vi,
kde r je kladné celé ¢islo, sa rovnd prvku a; matice A”.

Dokaz: Nech G je graf s maticou susednosti A vzh'adom na usporiadanie vrcho-
lov vy, v,, ...v,. PoCet ciest diiky 1 vrcholu v; do vrcholu v; sa rovna prvku a;
matice A, ¢o je pocCet hran z vrcholu v; do vrcholu v;. Pouzime indukciu. Predpo-
kladajme, Ze prvok a; matice A" sa rovnd poctu roznych sledov dizky r z vrcholu
v do vrcholu v; . Pretoze A™"'= A" A, prvok a; matice A™' sa rovnd by a+b;
ay+...by, a,j , kde by je (i,k) prvok matice A’. Podl'a indukénej hypotézy, by je
pocet rozdielnych sledov dizky r z vrcholu v; do vrcholu vy.

Sled dizky r+1 z vrcholu v; do vrcholu v; sa vytvori zo sledu dizky r z vrcholu v;
do nejakého vrcholu v, a z hrany z vrcholu v, do vrcholu v;. Pocet takychto sle-
dov je nasobok poétu sledov dizky r z vrcholu v; do vrcholu vy , teda by, a poétu
hrén z vrcholu v do vrcholu v;, teda a;. Ked’ sa tieto nasobky scitaju cez vSetky
mozné vrcholy v, dostdvame Zelany vysledok odpovedajici vyslednému prvku
matice vzniknutej ndsobenim matic A" A. m

a b

Graf k prikladu 10.8.
Kor'ko sledov dizky 4 z vrcholu a do vrcholu d existuje pre graf z obr. 10.19?

Matica susednosti a jej Stvrtd mocnina vyzerajui takto

0110 8 0 0 8

1 0 01 . |0 8 80
A= A=

1 0 01 08 8 0

0110 8 0 0 8

a pocet sledov o diZke 4 od vrcholu a do vrcholu d sa rovna prvku a4 matice AY,
teda 8. Konkrétne ide o sledy a, b, a, b, d; a, b, a, ¢, d; a, b, d, b, d; a, b, d, c, d,;
a,c,a,b,d;a,c,a,c,d,a,c,d, b,d,aa,c,d,c,d.

Veta 10.7. mdZe byt’ pouZita na najdenie dizky najkratiej cesty a tieZ na zistenie,
¢i je graf suvisly.
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10.5 HAMILTONOVSKE CESTY A KRUZNICE

PREJST PRAVE
RAZ CEZ VSETKY
VRCHOLY?

HRA: PO HRANACH
DODEKAEDRA

OBRAZOK 10.20.
DODEKAHEDRON

HAMILTONOVSKA
CESTA A KRUZNICA

POSTACUJUCE
PODMIENKY NA
EXISTENCIU
HAMILTONOVSKEJ
KRUZNICE

V prvom probléme tedrie grafov bolo skiimané, ¢i sa dd v multigrafe prejst’ prave
raz cez vSetky hrany a pripadne sa aj vratit’ na vychodzi vrchol. Tento problém
bol elegantne vyrieSeny. Existuje aj podobny problém pre vrcholy grafov: dé sa
po hranéch v grafe prejst’ prave raz cez vsetky vrcholy a pripadne sa aj vratit’ na
vychodzi vrchol? Takyto problém uz Zial’ nie je jednoducho rieSiteI'ny.

Problém bol prvy krat presne definovany v roku 1857, kedy irsky matematik Sir
William Rowan Hamilton® navrhol hru zvanii "cesta okolo sveta". Bolo treba né-
jst’ cestu po hranach dodekaédra (pravidelného dvanést'stenu) vSetkymi vrcholmi
predstavujiicimi mesta vo svete tak aby sa preSlo cez vSetky mesta az do vycho-
dzieho po najmensom pocte hran (pozri obr. 10.20). Ked’ ma taka cesta mat’ mi-
nimdlny pocet hran, vrcholy sa v nej nesmi opakovat, s vynimkou prvého, ku
ktorému sa ddjde na konci. Takychto ciest je pre dodekaédr (dodekahedron) sa-
mozrejme viac.

Dodekahedron v priestore a ako graf, spolu s hamiltonovskou kruZnicou.

Formalne sa d4 definovat' analogicky k eulerovskému tahu a k eulerovskému
uzavretému t'ahu aj hamiltonovska cesta a kruZnica: Cesta vy, ..., v, v grafe G =
(V,E) o n vrcholoch sa vold hamiltonovskd cesta, ked v; # v; pre 1<i<j<n. Kruz-
nica vy, vy, ..., v, v1 (s n>2) v grafe G = (V,E) sa vola hamiltonovskd kruZnica.

Nie st zial’ zndme Ziadne nutné a zaroven postacujice kritérid na existenciu ha-
miltonovskej kruznice. AvSak existuje dostatok viet, ktoré stanovujui postacujice
podmienky na existenciu hamiltonovskej kruznice, a niektoré vlastnosti nim zasa
urcujud, Ze graf nemdZe mat’ hamiltonovsku kruZnicu. Napriklad graf s vrcholom

* William Rowan Hamilton (1805-1865) sa narodil v Dubline v rodine pravnika. UZ ako 3-ro&ny vedel vyborne &itat
a zvladol pokrodild aritmetiku. Preto ho poslali byvat’ s jeho strykom, vynikajicim lingvistom. V 8. rokoch Hamil-
ton vedel po latinsky, grécky a hebrejsky. Dalej zvladol talianginu, franctizitinu a orientalne jazyky, pysil sa tym, Ze
poznd tol’ko jazykov, kol'’ko mé rokov. V 17. rokoch sa ale zameral na matematickui astrondmiu. Do vstupu na vy-
soku $kolu Trinity College v 18. rokoch Hamilton nechodil do Ziadnej Skoly, vzdeldvali ho sikromi titori. Po Skole
bol menovany Kralovskym astronémom a v tejto funkcii zotrval cely Zivot. NajvyznamnejSie objavy urobil, ked’
mal 20 rokov, predovsetkym v optike, abstraktnej algebre (vynasSiel objekty zvané quarterniény). Ku koncu Zivota
trpel alkoholizmom, Zil odlic¢ene a ostali po nom stohy nepublikovanych prac, premieSané s taniermi so zvyskami

jedla.
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PRikLAD 10.9.

VETA 10.8. &=

(DIRACOVA
TEOREMA)

VETA10.9. (B~

(OREHO
TEOREMA)

PRikLAD 10.10.

OBRAZOK 10.21.
TAHY KONOM A
GRAF

stupfia 1 nemdZe mat’” hamiltonovskd kruZnicu, v kruZnici musi byt’ kazdy vrchol
incidentny s dvoma hranami. Naopak, obidve hrany pri vrchole stupnia dva musia
byt sticast'ou kazdej hamiltonovskej kruZnice, pokial’ nejakd v grafe existuje.

Vo vSeobecnosti, ¢im viac hrdn ma graf, tym pravdepodobnejsie je, Ze bude mat’
hamiltonovsku kruZnicu.

Ukazte, Ze K, ma hamiltonovsku kruZnicu pre n>3.

Hamiltonovski kruZnicu mdZeme zacat’ v 'ubovol'nom vrchole. Takato kruZnica
moZe byt skonstruovand, ked’ ideme po vrcholoch v 'ubovol'nom poradi, pokial
skon¢ime v rovnakom vrchole ako sme zacali a vnutri cesty navStivime kazdy
vrchol prave raz. To je moZné preto, Ze v K, existuje hrana medzi 'ubovol'nymi
dvoma vrcholmi.

Ked G je obycCajny graf s n vrcholmi pre n>3 taky, Ze stupeni kazdého vrcholu
v G je aspoii n/2, potom md graf G hamiltonovski kruZnicu.”

Ked G je obycajny graf s n vrcholmi pre n=3 taky, Ze deg(u)+deg(v)=n pre kazdu
dvojicu nesusednych vrcholov u# av v G, potom mé graf G hamiltonovsku kruZz-
nicu.

Tieto teorémy ale nepodavaji nutné podmienky pre vyskyt hamiltonovskej kruz-
nice, napriklad podmienky z viet 10.8 a 10.9 neplatia pre Cs, ktory hamiltonov-
sk kruznicu celkom isto ma. Teorémy nebudeme dokazovat'.

Nakreslite graf, ktory reprezentuje hamiltonovskd cestu koflom na Sachovnici
3x4, pripustné tahy koflom st na obr. 10.21.

(-1j2) (251 (24D (i-1,+2)
i-2 . ‘
i-1 o o
l ..
= (i,))
i+1 . .
i+2 . .
2§l g+l 2 (i+1,4-2)  (+24-1)  (+2,j+1)  (i+1j+2)
A B

(A) Pripustné tahy kofiom na Sachovnici a (B) odpovedajuci graf (vychodzi vrchol je oznaceny
Stvorcom)

5V pripade nepérneho n samozrejme zaokrihl'ujeme n/2 nahor.
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OBRAZOK 10.22.
TaH KONOM

A TABULKA
POSTUPNOSTI
TAHOV

PRiKLAD 10.11.

GRAYOV KOD

OBRAZOK 10.23.
HAMILTONOVSKA
KRUZNICA PRE Qs
A GRAYOV KOD

Kon je Sachovd figurka, ktord mdze tahat’ alebo dve policka vodorovne a jedno
zvisle, alebo dve policka zvisle a jedno vodorovne. Teda, kil na policku (x, y)
mdZe tahat' na policka (x + 1, y£2) a (x+ 2,y £ 1), pokial nie si tieto policka za
okrajom Sachovnice. Cesta kofiom je postupnost’ legalnych tahov, ktord navstivi
kazdé policko prave raz. Ked sa da legalnym tahom dostat’ z posledného policka
tejto cesty na prvé, hovorime o uzavretej ceste koniom. Cestu kofiom mdZeme
modelovat’ grafom, ked’ kazdé policko na Sachovnici zodpoved4 vrcholu a hrana
spdja tieto vrcholy, pokial’ existuje povoleny t'ah koflom medzi zodpovedajicimi
poziciami. Uzavretd cesta konom tak zodpovedd hamiltonovskej kruZnici
a otvorend cesta kofilom hamiltonovskej ceste. Napriklad graf, ktory reprezentuje
cestu kottiom (hamiltonovsku cestu) na Sachovnici 3 X 4 je na obr. 10.22.

3169112
8111141
512 17]10

Tah kofiom na Sachovnici 3x4 a zodpovedajtica tabulka postupnosti tahov
Ako suvisi Grayov kéd s hamiltonovskou kruznicou?

Grayov kéd pozostdva z n bindrnych retazcov pre vSetky mozné kombinéacie bi-
tov, kedy ret'azce sd usporiadané po rade tak, Ze sa liSia vZdy o 1 bit, napr. 000,
001, 011, 010, 110, 111, 101, 100 a prvy sa tieZ liSi od posledného o 1 bit. Gray-
ov kéd bol pomenovany po Frankovi Grayovi, ktory ho vymyslel v 40. rokoch
20. storo¢ia v AT&T Bell laboratdridch, aby minimalizoval chyby v prenose sig-
ndlu. Hodnoty bitov v retazcoch méZzu definovat’ hodnoty stradnic, a tak sa da
postupnosti vrcholov definujicej hamiltonovski kruznicu na kaZdej n-rozmernej
hyperkocke priradit’ Grayov kéd. Dovodom je, Ze u susednych vrcholov hyper-
kocky sa stiradnice vZdy liSia iba v jednej hodnote, teda o 1 bit (pozri obr. 10.23).

110 111

100" | 10 /

000 001

0,

Hamiltonovskd kruZnica pre Qs.
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PRiKLAD 10.12.

OBRAZOK 10.24.
4 MOZNE
PROGRAMY
PRACKY

OBRAZOK 10.25.
8 MOZNYCH
PROGRAMOV
PRACKY
HAMILTONOVSKOU
KRUZNICOU A
UZAVRETYM
EULEROVSKYM
TAHOM

Automatick4 pracka a eulerovskd a hamiltonovskd kruZnica

Na obr. 10.24 je zndzornend schéma na nastavenie jedného zo Styroch programov
automatickej pracky. Program je uréeny zapojenim/nezapojenim dvoch kontak-
tov A a B. Ota¢anim gombika sa prepoja (oznacené 1) alebo neprepoja (oznacené
0) kontakty, pre ktoré mame Styri kombindcie: 00,01,10,11. Na rozdielne zopnu-
tie kontaktov vSetkych moZznych kombinicii A, B ale netreba 2x4=8 miest, kde
sa prepoja ¢i neprepoja kontakty A a B (teda 00011011 po okraji gombika), ale
stacia iba 4 miesta. Ked’ si totiZ zoberieme cyklickd postupnost’ 0011, ak berieme
vzdy dve susedné Cislice, a postivame sa o jedno miesto, vytvorime pod BA dvo-
jice 00, 01, 11, 10 (pozri obr. 10.24).

Treba zostrojit’ analogickd schému pre osem programov.

A B
® [ )

Nastavenie 4 moZnych programov pracky.

A
[ ]

o C 100 110
o -

001 011

Nastavenie 8 moznych programov pracky, najdenie retazca pomocou hamiltonovskej kruZnice
a pomocou uzavretého eulerovského t'ahu.

Analogické rieSenie k rieSeniu na obr. 10.24 je na obr. 10.25, kde je pouZitd cyk-
licka postupnost’ 00011101 a bert sa vZdy tri susedné ¢islice; ked’ sa postivame o
jedno miesto, vytvorime pod CBA trojice 000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100.
Cyklickd postupnost’ mozno ziskat' pomocou hamiltonovskej kruznice v prvom
grafe obr. 10.25, kde st spojené bindrne retazce, ktoré dostaneme jeden
z druhého pridanim ¢islice dopredu a odobratim poslednej ¢islice, alebo naopak,
pridanim ¢islice dozadu a odobratim prednej ¢islice. Pridana cislica mdzZe byt 0
alebo 1. Rovnaké rieSenie moéZeme ziskat’ z druhého grafu, kde vrcholy tvoria
spolo¢né podretazce binarnych retazcov a hrany tvoria prekryv binarnych ret'az-
cov vrcholov. V takom grafe ndm staci ndjst’ uzavrety eulerovsky t'ah, aby sme
dostali cyklickd postupnost’.
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PRikLAD 10.13.

PROBLEM
OBCHODNEHO
CESTUJUCEHO

ALGORITMUS
10.3.
ALGORITMUS PRE
KONSTRUKCIU
VSETKYCH
MOZNYCH
HAMILTONOVS-
KYCH CIEST

OBRAZOK 10.26.
STROMY RIESENI
PRE
HAMILTONOVSKU
CESTU

Pouzitim techniky prehl'addvania do hibky navrhnite algoritmus na kongtrukciu
vsetkych moZnych hamiltonovskych ciest.

Podobne ako v prikladoch 10.5 a 10.6 pouZijeme metédu prehladdvania do hib-
ky. Jednoduchou modifikaciou tychto algoritmov dostaneme algoritmus pre kon-
Strukciu hamiltonovskej cesty. Poznamenajme, Ze v operacnom vyskume (vedny
odbor zaoberajici sa matematickymi metédami ekondmie) sa podobny problém
nazyva problém obchodného cestujiiceho, kde je potrebné navrhnit’ takd cestu,
aby obchodny cestujici navstivil kazdé mesto prive raz, na zdver cesty sa vratil
do vychodzieho mesta a celkova diZka cesty bola minimalna. Podmienka uzavre-
tosti znamend, Ze konS$truovana cesta je hamiltonovska kruznica.

n=pocet vrcholov; U;:={1,2,..,n}; d:=1;
while d>0 do
if Uy #J then
begin wy:=get_element (Ug); Ug:=Ug-{wga};
if d<n then
begin d:=d+1;
Ug:=I"(wg_1) ;
Ug:=Ug—{wy, Wy, ..., Wg-1};
end else

if w;=wg then
begin print (w;,wy, ...
d:=d-1;

 Wn) ;

end;
end else d:=d-1;

Algoritmus je inicializovany tym, Ze mnoZina U; obsahuje vSetky moZné vrcholy
grafu. Pri predlzovani cesty (vnutorny blok zacinajici prikazom d:=d+1) mu-
sime z mnoZiny kandidatov U4 odstranit’ tie vrcholy, ktoré tvoria hrany vyskytu-
juce sa v predchéddzajicej Casti cesty. Algoritmus je ilustrovany jednoduchym
prikladom z obr. 10.26.

A

Dva stromy rieSeni (diagramy B a C) pre hamiltonovsku cestu zostrojené algoritmom prehl’a-
davania do hlbky z prikladu 10.13 pre obycajny graf (diagram A). Cesty, ktoré koncia vrcho-
lom v kriZku su uzavreté (hamiltonovska kruznica).



10 Tedria grafov I 249

ZHRNUTIE

GRAF

CESTY V GRAFE

Neorientovany graf G = (V,E) je definovany pomocou neprdzdnej mnoZiny vr-
cholov V ={v,,v,,..,v,} a mnoZiny E={e,e,,...e,} neorientovanych hrdn,
pricom kazda hrana e€ E je reprezentovana neusporiadanou dvojicou vrcholov
zV, e={v,v} cV .V pripade usporiadanych dvojic hovorime o orientovanjch

hrandch a orientovanom grafe, pre e= {v,v} cV hovorime o slucke

a pseudografe. Stupeii vrcholu sa rovna poctu hran s nim incidentnych, neorien-
tovany graf ma parny pocet vrcholov neparneho stupia. Podgraf vznika odstra-
nenim vrcholov a/alebo hran z pdvodného grafu. Grafova postupnost’ je postup-
nost’ stupiiov vrcholov (Havlova-Hakimiho veta). Graf mdZeme reprezentovat
napriklad maticou susednosti, kde A; = 1 pre (v;,v))€ E. Dva grafy su izomorfné,
ked’ mdzeme u jedného nijst’ také indexovanie vrcholov, Ze ma rovnakd maticu
susednosti ako druhy graf.

Postupnost’ vzdjomne susednych (maji spolo¢ny vrchol) hran je sled, ked sa
v lom neopakuji hrany, je to fah, ked’ ani vrcholy sa neopakuju, ide o cestu
(ked sa prvy vrchol rovna poslednému, ide o kruZnicu). Pocet rozdielnych sle-
dov dizky r medzi vrcholmi v; a v; v grafe je rovny hodnote prvku A; z matice A".
Eulerovsky fah obsahuje kazdu hranu, ked’ sa prvy vrchol rovna poslednému,
ide o uzatvoreny eulerovsky t'ah. Graf ma taky tah prave vtedy, ked’ ma vsetky
vrcholy parneho stupiia. Eulerovsky tah, kde prvy vrchol nie je totoZny
s poslednym, existuje prave vtedy, ked’ ma graf prave tieto dva vrcholy neparne-
ho stupna. Hamiltonovska cesta prechadza vsetkymi vrcholmi prave raz, hamil-
tonovskad kruznica sa vriti do vychodzieho vrcholu. Grayovo kédovanie zodpo-
ved4 nijdeniu hamiltonovskej kruZnice v hyperkocke.

KrUCOVE POIMY

graf grafovd postupnost
podgraf kompletny graf
eulerovsky tah kruZnica
hamiltonovskd kruZnica bipartitny graf

Leonhard Euler

mosty Krdlovca

tlacené spoje

chemické vzorce

pocitacové, transportné siete
vrcholy

hrany

obycajny graf

orientovany graf

zjednotenie dvoch grafov

matica susednosti

incidencnd matica

invariant vzhladom na izomorfizmus
sled

tah
cesta
uzavrety sled

uzavrety tah
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CVICENIA

neorientovany graf
zmieSany graf

multigraf

ndsobné hrany

multiplicita

pseudograf

graf planovania udalosti
susedné vrcholy

hrana incidentnd s vrcholmi
stupen vrcholu

izolovany vrchol

vstupny stupern vrcholu
vystupny stuper vrcholu
postupnost stupnov vrcholov grafu
Havlova a Hakimiho veta
izomorfizmus

zoznam susedov

kruZnica

suvisly graf

komponent

most

artikuldcia

uzavrety eulerovsky tah
orientovand cesta

okruh, cyklus

silno suvisly graf

slabo suvisly graf
dodekaédr (dodekahedron)
hamiltonovskd cesta
Diracova teoréma

Oreho teoréma

Grayov kod

problém obchodného cestujiiceho

PRIENIKOVY GRAF

OBRAZOK 10.27.
GRAF
OVPLYVNOVANIA

10.1. Prienikovy graf (intersection graph) siboru mnoZin A, A,, ..., A, je graf,
ktorého vrcholy reprezentuji tieto mnoZiny a hrana spdja tieto vrcholy,
ked’ im odpovedajice mnoZiny maji neprdzdny prienik. Skonstruujte prie-
nikové grafy pre nasledujice stibory mnoZin.

(a) A1={0,2,4,6,8},A,=1{0,1,2,3,4}, A5 ={1,3,5,79}, Ay = {5,6,7,8,9},
As5=1{0,1,8,9}

(b) A1 ={...,74,-3,-2,-1,0}, A, = {...,-2,-1,0,1,2,...}, A5 = {...,-6,-4,
-2,0,2,4,6,...}, Ag={...-5,-3,-1,1,3,5,....}, As = {...,-6,-3,0,3,6,...}

() A= {x|x<0},A;={x]|-1<x<0}, A; = { x| O<x<1},
Ayg={x|-1I<x<1},As={x|x>-1},A¢=R

10.2. Koho v nasledujicom grafe vplyvu na obr. 10.27 ovplyviuje Karol a kto
vplyva na Karola?

Jano Karol
Viera Iveta Denisa

Graf ovplyviiovania vyuZivany v psycholdgii.
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KOLESO

N-KOCKA

OBRAZOK 10.28.

N-ROZMERNE
KOCKY

10.3.

104.

10.5.

10.6.

SkonStruujte graf planovania udalosti pre nasledujici program:

Sll 0
S2:
S3Z
S4Z =y

Ssixi=x +2
Se:yi=x +2

+1

I
DS

Mobze existovat’ oby€ajny graf s 15 vrcholmi, pricom kazdy z nich m4 stu-
pent 5?

Ked’ pre kazdého ¢lena spolocnosti spocitame, s kol’kymi 'ud’'mi si potria-
sol rukou a tieto pocty s¢itame, ukazte, Ze sucet je parny. Predpokladajte,
7Ze nikto si nepotriasol rukou sdm zo sebou.

Pre ktoré hodnoty n st nasledujice grafy bipartitné?

(a) K,

(b) C,

(c) W, o je oznacenie tzv. kolesa, ¢o je hviezda so stredovym vrcholom,
kde obvodové vrcholy su prepojené kruhom ako u C,

(d) Q,, tzv. n-kocky (alebo n-rozmerna kocka, n-cube), kde vrcholy repre-
zentujii bindrne retazce diZky n. Vrcholy sd spojené hranou vtedy, ak sa
im odpovedajice bitové retazce liSia prave v jednej pozicii, pozri
obr. 10.28.

110 111

10

(=) ]
—_
(=)
S

0, 0, 0,

Prvé tri n-rozmerné kocky (pre n =1, 2 a 3).

10.7.

10.8.

Korlko hrdn ma graf, ked’ ma vrcholy stupna 4, 3, 3, 2, 2? Nakreslite taky
graf.

Existuje obycajny graf o piatich vrcholoch nasledujicich stupiiov? Ked’
ano, nakreslite ho.
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PRAVIDELNY GRAF

DOPLNKOVY GRAF

10.9.
10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

) 0,1,2,2,3
 1,1,1,1,1

Korl’ko podgrafov bez izolovanych vrcholov maju grafy K, K5 a W3?

s Lo

Nech G je graf o |V| vrcholoch a |E| hrandch. Nech M je maximélny stupefi
vrcholov z G a nech m je minimdlny stupeii vrcholov z G. UkéZte, Ze
2|E[|VI2 m a 2|E|/|VIE M.

Obycajny graf sa vola pravidelny (regular), ked’ kaZzdy z jeho vrcholov ma
rovnaky stupen. Kol'ko vrcholov stupiia 4 ma pravidelny graf o 10 hra-
nach?

Doplnkovy (prip. komplementarny, complementary) graf G ku grafu G ma
rovnaki vrcholovii mnoZinu ako G. Dva vrcholy st spojené hranou v G
vtedy, ked’ nie su spojené v G. Nijdite

(a) K,

(b) K

m,n

(© C,

@ 0,

Ked je G oby&ajny graf o 15 hrandch a G ma 13 hran, kol’ko vrcholov ma

graf G?

Ked’ je G oby¢ajny graf o |V| vrcholoch a |E| hrandch, kol’ko hrdn mé graf

G?

Ukézte, Ze ked’ je G oby&ajny bipartitny graf o |V] vrcholoch a |E| hrandch,
2

potom |E|<|V[/4.

N4jdite inciden¢né matice pre

(a) K,

(b) CI‘L

(c) W, o je oznacenie tzv. kolesa, ¢o je hviezda so stredovym vrcholom,
kde obvodové vrcholy su prepojené kruhom ako u C,

(d) Km,n

Predpokladajme, Ze G a H sd obycajné izomorfné grafy. UkaZzte, Ze ich
komplementarne grafy G a H si tieZ izomorfné.

Ukazte, Ze vrcholy bipartitného grafu s dvoma alebo viac vrcholmi m6zu

0 A
byt indexované tak, Ze ich matica susednosti ma tvar {B O}’ kde Styri

vstupy st obdiznikové bloky.
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SAMOKOMPLE-
MENTARNY GRAF

OBRAZOK 10.29.
SuTO
JEDNOTAZKY?

10.19.

10.20.

10.21.
10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.
10.27.

10.28.

10.29.

i

Obycajny graf sa vold samokomplementarny (selfcompementary), ked’
grafy G a G st izomorfné. Ukate, Ze cesta na Styroch vrcholoch je samo-
komplementéarna.

Ukdzte, Ze ked’ je G samokomplementarny oby&ajny graf s |V| vrcholmi,
potom |V| modulo 4=0 alebo 1.

Pre ktoré celé ¢isla je C, samokomplementdrny?

Korl’ko neizomorfnych obycajnych grafov s n vrcholmi existuje pre n rovné
(a) 2
(b) 3
(c) 4

Kol’ko neizomorfnych obycajnych orientovanych grafov s n vrcholmi exis-
tuje pre n rovné 2?

Ked’ vyndsobime maticu susednosti pre neorientovany graf s maticou k nej
transponovanou, ¢o je vysledkom vynasobenia?

Zistite, ¢i grafy zadané maticou susednosti st izomorfné

0 0

—_— O O =

1
0
1
1

S o = O
- o = O
S = = O

1
1 1
0 1
1 0

- O O

Definujte izomorfizmus pre orientované grafy.

Kol’ko pamiti (aky pocet celo¢iselnych premennych) je potrebné na repre-
zentaciu obyc€ajného sivislého grafu o |V| vrcholoch a |E| hranich, ked’ po-
uZijeme

(a) zoznam dvojic vrcholov

(b) maticu susednosti

(c) inciden¢nd maticu

N4jdite dvojicu obycajnych grafov srovnakou multimnoZinou stupiiov
vrcholov, ktor€ ale nie su izomorfné.

Ktory z grafov na obr. 10.29 sa da nakreslit’ jednym t'ahom?

G,

4

St to jednotazky?
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10.30.

10.31.

OBRAZOK 10.30.
NAJVACSIE SILNO
SUVISLE
PODGRAFY?

Pomocou algoritmov z prikladov 10.5 a 10.6 nijdite uzavreté a otvorené
eulerovské tahy pre prvé tri grafy z obr. 10.29 cvicenia 10.29.

Néjdite také najvicsie silno sivislé podgrafy (také, ku ktorym sa neda pri-
dat’ vrchol, aby neprestali byt’ silno sivislé), ktoré zaroven maji spomedzi
najvicsich silno sdvislych podgrafov aj najviac vrcholov, pre grafy z
obr. 10.30.

a b a b C
C b d e B e b f
G, G,

a b c d e
1 h g f
G,

N4jdite najvicsie silno suvislé podgrafy.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

Néjdite pocet tahov dizky n medzi dvoma réznymi vrcholmi u K33 pre n
rovné

(a) 2, ak st oba vrcholy v jednej mnoZine biparticie Ks 3

(b) 3, ak st oba vrcholy v réznych mnoZinich biparticie K3 3

(c) 4, ak si oba vrcholy v jednej mnoZine biparticie K 3

(d) 5, ak st oba vrcholy v réznych mnoZinich biparticie K3 3

Nijdite pocet sledov dizky n medzi dvoma rdznymi vrcholmi u K, pre rov-
naké hodnoty n ako v predchddzajicom pripade

Ukazte, Ze v akomkol'vek obycajnom grafe existuje cesta z l'ubovol'ného
vrcholu neparneho stupnia do nejakého iného vrcholu neparneho stupia.

N4jdite vSetky artikulacie grafov z obr. 10.31.
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OBRAZOK 10.31.

NAJDITE
ARTIKULACIE

OBRAZOK 10.32.
MosTY?

a b c a b [¢ d
[ [
d e f e f g h
G, G,
a b c d
[ o
® ' )
e f g h
G,

Néjdite artikuldcie

10.36. N4jdite vSetky mosty pri grafoch z obr. 10.31.

10.37. Dokazte, ze kazdy vrchol mostu obycajného grafu je artikulaciou, pokial

.....

10.38. Komunikac¢nd linka v komunikacnej sieti by mala byt zdvojend, ked jej
nefunk¢nost’ znemoziuje prenosu signil medzi nejakou dvojicou vrcholov.
Ktoré spoje by mali byt’ zdvojené v grafoch na obr. 10.32?

7 8

Ktoré hrany by mali byt’ zdvojené pre dvojité zabezpecenie suvislosti komunikacénej sieti?

10.39. Ukazte, Ze obyc€ajny graf o n vrcholoch je suvisly, pokial obsahuje viac
ako (n-1)(n-2)/2 hran.

10.40. Ukazte, ako sa da veta 10.7. vyuZit' na ndjdenie diZky najkratsej cesty me-
dzi dvoma vrcholmi.

10.41. Ukazte, ako sa da veta 10.7. vyuZit’ na zistenie, ¢i je graf sivisly.
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10.42.

10.43.

10.44.

10.45.

Ukazte, Ze obyc€ajny graf je bipartitny prave vtedy, ked’ nema Ziadne kruZz-
nice neparnej dlzky.

Ukazte, Ze graf reprezentujici pripustné tahy konom na Sachovnici m X n
(kde m, n su kladné celé Cisla), je bipartitny graf.

Ukazte, Ze neexistuje uzavretid cesta koflom pre Sachovnicu m X n, kde
m, n st neparne Cisla.

Ukazte, Ze existuje Grayov kéd dizky n bitov pre akékol'vek pozitivne &fs-
lo n, alebo, ekvivalentne, ukdZte, pomocou matematickej indukcie, Ze
n-kocka Q, ma vzdy hamiltonovskud kruZnicu.



11 TEORIA GRAFOV II

CESTY V GRAFOCH ® PLANARNE GRAFY ® EULEROVA FORMULA
e KURATOWSKEHO VETA ® FARBENIE GRAFOV A MAP

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ praktickejsimi vilohami z tedrie grafov. Po
prvé to bude hladanie najkratSej cesty v ohodnotenom grafe zodpovedajiicom na-
priklad transportnej sieti. Dalej to bude otdzka, kedy je graf plandrny, teda sa dd
nakreslit bez toho, aby sa hrany — spojnice vrcholov kriZili ¢i dotykali inde ako vo
vrcholoch, ¢o je zdsadne doleZité napriklad pri tlacenych spojoch. Konecne je tu
problém, ako zafarbit' vrcholy grafu réznymi farbami, aby Ziadne dva vrcholy
spojené hranou nemali rovnaki farbu, ¢o sa dd vyuZit pri navrhu mdp alebo pri-
radovani frekvencii mobilnym telefonom.

11.1 PROBLEMY NAJKRATSEJ CESTY

VAHA HRANY
PRI SIETACH

DLZKA CESTY

Existuje vela problémov, pri ktorych je uZitoéné priradit’ hrandm grafu redlne
Cislo, ktoré volame vaha (weight). Typicky mdZe ist’ napr. o Zelezni¢nd (pozri
obr. 11.1), cestnu alebo leteck siet’, kde st hrandm priradené vzdialenosti medzi
mestami. Dal§ou moZnostou je napr. priradenie triedy cesty (1 aZ 3.), &as potreb-
ny na cestu, cena cestovného listku. Pri poc¢itacovych a telefénnych siet’ach také-
to uzitocné hodnoty pri hrandch mdzu predstavovat’ rychlost’ odozvy, priepust-
nost’ linky alebo cenu jej prenajmu. Grafy s ¢islom priradenym kaZdej hrane sa
volaji ohodnotené grafy (weighted graphs). ZvyCajne prepojenia v siet’ach nie
sd jednosmerné, preto beZne pouZivame obyc¢ajné grafy, nie orientované.

Pri takychto typoch grafov sa Casto vyskytuje niekol'’ko typov problémov. Najcas-
tejiim je asi zistit' dicku cesty v ohodnotenom grafe, ktora sa bude rovnat’ stiétu
véh hran tejto cesty (tito diZka je rozdielna od diZky cesty neohodnoteného gra-
fu, ktord predstavuje pocet hran cesty, formélne si méZeme predstavit, Ze kazda
hrana mé vahu rovnud jednej). Typické otdzka je: Ktor4 cesta medzi dvoma vr-
cholmi je najkratSia, teda, akd je najmensSia vzdialenost, ktord musime prejst’,
aby sme sa dostali z Bratislavy do Medzilaboriec? Ked'Ze niekedy kratka cesta
mdZe byt zla (povedzme s obmedzenim rychlosti), ktord cestu mame vybrat’, aby
sme Vv cieli boli ¢o najrychlejsie? Ktord cestu mame vybrat’, aby sme sa do ciel’a
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OBRAZOK 11.1.
MAPA
ZELEZNIENEJ
SIETE —
OHODNOTENY
GRAF

PROBLEM
OBCHODNEHO
CESTUJUCEHO

NAJKRATSIA
CESTA
DIJKSTROVYM
ALGORITMOM

dostali za ¢o najmenej penazi? V pocitaCovych sietach sa mdzeme spytat’, ktoré
teleféonne dstredne mdme prepojit, aby sme dostali o najlacnejSie spojenie?
A ktoré, aby sme mali ¢o najrychlejSiu odozvu?

Zjednodusend mapa Zeleznicnej siete Slovenska s o¢islovanim koridorov tvori ohodnoteny
graf (hranice republiky do grafu nepatria).

Dal§im sldvnym problémom je problém obchodného cestujiiceho, kedy mame
navstivit kazdy vrchol (mesto) prave raz a vratit sa do vychodzieho vrcholu
s cielom precestovat’ pritom ¢o najkratSiu trasu (v zmysle ohodnoteni hrén).

Na n4jdenie najkratSej cesty existuje viac algoritmov. Tu uvedieme algoritmus
objaveny holandskym matematikom Edsgerom Dijkstrom r. 1959 pre ohodnotené
neorientované grafy so vSetkymi vdhami ohodnotenymi kladnym ¢islom. Adap-
tacia tohto algoritmu na orientované grafy by mala byt’ jednoducha.

Predpokladajme, 7e hlPadime cestu najkratSej di’ky medzi vrcholmi
a a 7 zadaného grafu G. Dijkstrov algoritmus najde dizku najkratej cesty z a do
najblizSieho vrcholu, potom do druhého najbliZsieho vrcholu atd’., dokial’ nenaj-
deme dizku najkratsej cesty od a do z.

Dijkstrov algoritmus spoc€iva v sérii iterdcii. Pri kazdej iterdcii priddvame novy
vrchol do mnozZiny vrcholov S so stanovenou najkratSou vzdialenost'ou od zada-
ného vrcholu a. Pri kazdej iteracii sa robi nové ohodnocovanie vrcholov.

Vrchol w je ohodnoteny diZkou najkratiej cesty z a do w obsahujiicej iba vrcholy
zmnoZiny S. Vrchol pridany do tejto mnoZiny pri kaZzdej iterdcii je ten
s minimédlnym ohodnotenim, ktory eSte nie je v S.

Algoritmus za¢ina ohodnotenim vrcholu a hodnotou 0 a ohodnotenim vsetkych
ostatnych vrcholov v; momentélne zndmou vzdialenostou od vrcholu a rovnou ee,
L(Vi) (=00,
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ALGORITMUS
11.1.
DIJKSTROV
ALGORITMUS

OBRAZOK 11.2.

PRIEBEH
DIJKSTROVHO
ALGORITMU

ZLOZITOST PRE
DIJKSTROV
ALGORITMUS

procedure Dijkstra(G: ohodnoteny suvisly obycajny graf
so vdetkymi vdhami pozitivnymi)

{G m& wvrcholy a=vy,vi,...,Vvp=2z a vahy w(v;, vy;) kde
w(vi, vy) =, ked (v;,v;) nie je hrana G}

for i:=1 to n

L(v;y) := o0
L(a) := 0
S :=
{vrcholy su teraz ohodnotené vsSetky hodnotou ¢, okrem
vychodzieho a, ktory mé& 0, a mnoZina vrcholov S

s nédjdenou najmensSou vzdialenostou od a je préazdna}
while z¢ S
begin
u := vrchol nepatriaci do S s minimdlnou L(u)
S := Su{u}
for vsetky vrcholy v nepatriace do S
if L(u)+ w(u,v)< L(v) then L(v) := L(u)+ w(u,v)

{takto do S priddvame vrchol s najmensSou vzdialenostou
'a upravujeme hodnoty vrcholov nepatriacich do S}
end { L(z) je najkrats8ia cesta z a do z }

Na obrazku 11.2 je ukdzany priebeh Dijkstrovho algoritmu, s tym, Ze hl'addme
najkratSiu vzdialenost’ od vrcholu vlavo. Vrchol vyznaceny kosoStvorcom pred-
stavuje aktudlne spracovdvany vrchol, vrcholy v kriZku patria do mnoZiny S, pre
tieto vrcholy bola najkratSia cesta uZ vypocitand a ich ohodnotenie sa uZ nebude
menit’.

Priebeh Dijkstrovho algoritmu pre hfadanie dizky najkrat3ej cesty.

Najhorsi pripad Casovej zloZitosti pre Dijkstrov algoritmus s n vrcholmi a m hra-
nami je O(n®). Tato hodnota modZe byt podstatne vylepSend pre grafy s malo
(,,riedko rozmiestnenymi‘‘) hranami.

Problém obchodného cestujticeho je ekvivalentny ndjdeniu hamiltonovskej kruz-
nice s minimdlnym sic¢tom vih v kompletnom ohodnotenom neorientovanom
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PROBLEM
OBCHODNEHO
CESTUJUCEHO —
HAMILTONOVSKA
KRUZNICA

S MINIMALNYM
SUCTOM VAH
APROXIMACNE
ALGORITMY

grafe. Ked’ si zvolime 'ubovol'ny Startovaci bod, ked’Ze kruznica (a, b, c, d, a) je
pre nés totozna s kruznicou (b, c, d, a, b), mdme (n-1)! moZnosti permuticii, vy-
jadrujicich kruZnice, a ked’ si zoberieme, Ze ndm nezéleZ{ u kruZnice na smere,
kedZe (a, b, c, d, a) je pre nds rovnaka kruznica ako (a, d, c, b, a), mame (n-1)!/2
mozZnosti, ¢o je stile NP-tplny problém. V praxi sa problém obchodného cestu-
juceho pre vela vrcholov rieSi aproximacnymi algoritmami, ktoré nemusia nutne
ndjst’ najlepSie rieSenie, ale nijdu rieSenie blizke najlepSiemu. Napriklad, pokial
graf spiha trojuholnikovii nerovnost, existuje polynomidlny algoritmus, ktory
ndjde prinajhorSom o 50 % dlhSiu cestu ako je najlepSia moZnd. V praxi sa vyu-
Zivaju algoritmy, ktoré si schopné ndjst’ rieSenie pre problém s 1000 vrcholmi v
priebehu niekol’ko miniit a také rieSenie bude v priemere do 2 % horSie ako ide-
alne.

11.2 PLANARNE GRAFY

OBRAZOK 11.3.
Rozvoby
TELEFONU,
ELEKTRINY

A PLYNU BEZ
KRIZENIA?

PLANARNY GRAF

Predstavme si tri domy, ku ktorym je potrebné doviest’ telefon, od elektrického
rozvodu elektrické vedenie a od plynového rozvodu vedenie plynu (pozri
obr. 11.3). Je mozné jednotlivé vedenia poloZit’ tak, aby sa nekriZili?

Této otdzka sa d4 preformulovat’ takto: D4 sa bipartitny kompletny graf K3 5 pre-
kreslit’ tak, aby sa Ziadne dve hrany nekriZili?

@

Podobni otizka je naliehava napriklad pri tlacenych spojoch, a formalne sa rieSi
ako otazka, ¢i je graf planarny.

Daju sa rozvody viest’ tak, aby sa nikde nekriZili?

Graf volame plandrny, ked moZe byt zakresleny v rovine bez toho, Ze by sa jeho
hrany kriZili (pod kriZenim hran rozumieme pretatie priamok alebo oblikov re-
prezentujicich hrany na inom mieste ako su s nimi incidentné spoloc¢né vrcholy).
Taky nékres sa vola rovinna (plandrna) reprezenticia grafu.

Graf moZe byt’ planarny, aj ked’ sa zvycajne zakresl'uje s prekriZenymi hranami.
Ako priklad si moZeme uviest kompletny graf na Styroch vrcholoch Kj
a trojrozmernd hyperkocku Q3 na obr. 11.4.
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OBRAZOK 11.4.
K;AQs

BEZNY NAKRES
A ROVINNA
REPREZENTACIA

OBRAZOK 11.5.
K33 NEPLANARNY

DokAz
NEPLANARITY K33

N =Y

Kompletny graf K, a hyperkocka Q5 s beZznym ndkresom a v rovinnej reprezentacii.

Plandrnost’ grafu méZeme ukdzat’ jeho zakreslenim, ako na obr. 11.4. Je o dost’
tazsie ukazat, Ze graf nie je plandrny. To si moZeme ukdzat’ na grafe Kj 3.

a b c a e a e
d e f d b d b
G, G, G,

Preco je kompletny bipartitny graf K; ; neplandrny?

V kazdej rovinnej reprezentdcii pre Ks; musia byt prepojené vrcholy a,b
s vrcholmi d,e. Tieto 4 hrany vymedzujui rovinu na dve oblasti, R; a R,, ako je
ukdzané na grafe G, z obr. 11.5. Vrchol ¢ je alebo v jednej, alebo v druhej oblas-
ti; oblast’, v ktorej je, rozdel'uje na dve Casti, ako je to vidno pre R,; a Ry, v grafe
G; zobr. 11.5. Potom nie je mozné umiestnit’ vrchol f bez toho, aby sa kriZili
hrany. Ked’ je f v oblasti R}, nie je moZné vytvorit’ hranu {f,c} bez kriZenia. Ked’
je f voblasti R, nie je mozné vytvorit hranu {f,b} bez kriZzenia. Ked je f
v oblasti Ry, nie je mozné vytvorit’ hranu {f,a} bez kriZenia. Podobné argumenty
by sa dali pouZzit, keby bod ¢ bol v oblasti R;.

Podobny rozbor mdzZe byt urobeny aj pre kompletny graf na piatich vrcholoch
Ks.

Planarita grafov hrd velkd rolu pri ndvrhu elektronickych obvodov, ktoré maji
byt realizované plosnym spojom. Elektronicky obvod si mdZeme abstrahovat’
ako graf, kde jednotlivé suciastky tvoria vrcholy a spojenia medzi nimi sd repre-
zentované hranami. Elektronicky obvod mdZeme vytlacit’ na jednu dosku, pokial
dokazeme pre jemu odpovedajici graf nijst’ rovinnid reprezentdciu. Ked graf nie
je planarny, mdZeme pouzit' zloZitejSie rieSenia. Napriklad mdZeme vrcholovi
mnozinu grafu rozdelit’ na disjunktivne podgrafy, ktoré uz budd planarne. Potom
mdzeme skonstruovat’ obvod prepojenim viacerych vrstiev. DalSou mozZnost'ou je
pri kriZeni hrdn pouZzit’ izolovany drdt; v tomto pripade sa budeme snaZit’ navrh-
nit’ reprezentéciu s ¢o najmenej prekriZeniami.
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Eulerova formula

VETA 11.1.
(ROZSIRENA = “

EULEROVA
FORMULA)

PRikLAD 11.1.

VETA11.2. (B~ “

STUPEN STENY =
DLZKA OBLASTI

&

PRiKLAD 11.2.

Rovinnd reprezenticia plandrneho grafu rozdel'uje rovinu na Casti, ktoré nazyva-
me steny, resp. oblasti. Za stenu povaZujeme aj vonkajSiu, neohrani¢end oblast’.
Sthrn vrcholov, hrdn a stien (rovinnej) reprezenticie (plandrneho) grafu tvori
(rovinni) mapu.

Nech G je plandrny oby¢ajny graf s |E| hranami, |V| vrcholmi a |K| komponentmi.
Nech |R| je pocet stien jeho rovinnej reprezentdcie. Potom
|R| = |E-|VI+|K]| +1 (11.1)

Dokaz: PouZijeme indukciu na pocet hran pri fixnom poéte vrcholov. Ak |E| = 0,
potom |[R| =1, |V| = |K| a rovnost’ (11.1) plati. Nech (11.1) plati, ak |E| = m, kde m
je celé nezaporné Cislo. Majme mapu M; s m+1 hranami. Odstraiime z nej l'ubo-
vol'nd hranu e. Vznikne mapa M, s m hranami. Ozna¢me pocet stien, resp. kom-
ponentov mapy M; ako |R|, resp.|K|, podobne pre M, ako |R,|, resp. |K;|. Podl'a
induk¢éného predpokladu plati |R;| = m - |[VH|K;| +1. Ak e je most, potom
|R1| = |Ra), |Ki| = |K3| -1. V opacnom pripade |R|| = |RyJ+1, |Ki| = |K3|. V obidvoch
pripadoch |R|= (m+1) - |V|+|Ki| +1, ¢o sme mali dokédzat'. m

Predpokladajme, Ze planarny obyc€ajny stvisly graf ma 20 vrcholov, kazdy stup-
fla 3. Na kol’ko stien rovinnd reprezentécia tohto grafu rozdeluje rovinu?

RieSenie: PretoZe suma stupniov vrcholov je rovnd dvojndsobku poctu hrén,
2|E|=) deg(v), 2|E| = 20x3 = 60, |E| = 30. Z Eulerovej formuly vyplyva

veV

IR| = |EHVI+|K| +1 = 30-20+1+1 = 12.
Z Eulerovej formuly vyplyvaji aj nasledujice vety:

Nech G je sivisly plandrny oby¢ajny graf s |E| hranami a |V] vrcholmi, kde |[V|>3,
potom |E| < 3|V]-6.

Dokaz: Suvisly plandrny oby&ajny graf rozdel'uje rovinu na |R| stien. Poget hran
ohranidujiicich stenu R (ktory budeme volat’ stupeii steny, resp. dizka oblasti
deg(R)) je najmenej 3. (Do stupiia pocitame ako prirastok 2 tie hrany, ktoré st
v stene ,,z obidvoch stran®.) Suma stupiiov stien sa teda presne rovnd dvojnd-

.....

(musf platit’ pre stvisly graf s aspofi troma vrcholmi), dostdvame
2E[= 2. deg(R)Z3[R]
vSetky steny R
Odtial’ (2/3) |E[> |R|. Pouzitim Eulerovej formuly dostdvame (2/3) |E]2|E|-|V]+2,
z ¢oho vyplyva |E|/3<|V]-2 a teda |E|<3|V]-6. m

UkéZzte pomocou Vety 11.2, Ze K5 nie je planarny graf.

Graf Ks md 5 vrcholov a 10 hran. KedZe podmienka |E|<3|V]-6 neplati pre
10<3x5-6, K5 nie je planarny.
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VETA11.3. (5~

VETA11.4. (B~ “

PRikLAD 11.3.

KURATOWSKEHO
GRAFY

OBRAZOK 11.6.
UKAZKA
KURATOWSKEHO
GRAFOV

VETA11.5. (5~

(KURATOWSKEHO
VETA)

Nech G je suvisly plandrny obyCajny graf, potom obsahuje vrchol stupiia men-
Sieho alebo rovného 5.

Dokaz: Ked by bol stupen kazdého vrcholu asponi 6, potom podla vzorca
2|E|=) deg(v) by sme mali 2|E]>6|V]. To je ale v kontradikcii s nerovnostou
veV

podla 11.2, 2|E|<6|V]-12. m

Nech G je stvisly plandarny oby¢ajny graf s |E| hranami a |V] vrcholmi, kde |V|23,
a neobsahuje Ziadnu kruznicu dizky 3, potom |E|<2|V]-4.

Dokaz vety je podobny dokazu vety 11.2, je zadany ako cvicenie 11.10.
Pouzite vetu 11.4 na dokaz toho, Ze K3 3 nie je planarny.

RieSenie: PretoZe K33 nemd Ziadnu kruZnicu dizky 3, ¢o je zrejmé z toho, Ze je
bipartitny, mdZeme pouZit’ vetu 11.4. K53 ma 6 vrcholov a 9 hrén, teda nerovnica
|E|<2|V]-4 nie je splnend.

Je jasné, Ze ked’Ze ani K33 ani Ks nie su plandrne, nebudd plandrne ani grafy,
ktoré ich maja ako podgrafy. Je ale prekvapujice, Ze vSetky neplanarne grafy
nutne obsahuji podgraf, ktory mdze byt skonstruovany z K3 ; alebo K5 pomocou
urcitych povolenych opericii.

Z grafov K33 a K5 mdZeme vytvorit’ d’alSie neplandrne grafy, ak ich hrany rozde-
lime na viac hrdn pomocou vrcholov druhého stupfia (pozri obr. 11.6). Vsetky
grafy, ktoré takymto sposobom ziskame, vritane samotnych K33 a Ks, voldme
Kuratowského' grafy.

Ukéazka Kuratowského grafov.

Konec¢ny graf je plandrny prave vtedy, ked’ neobsahuje ako podgraf nijaky Kura-
towského graf.

Dokaz toho, Ze ked graf obsahuje Kuratowského podgrafy, tak nie je planarny, je
jednoduchy. Opacnd strana dokazu, Ze kazdy neplanarny graf obsahuje ako pod-
graf Kuratowského graf, je nato’ko komplikovany, Ze ho tu nebudeme uvédzat’.

! Kazimierz Kuratowski (1896-1980) bol pol'sky matematik, ktory §tudoval pred 1. svetovou vojnou v Glasgowe v
Skétsku, potom pracoval v Evove a na VarSavskej univerzite. V priebehu 2. svetovej vojny kvoli prenasledovaniu
vzdelanych Poliakov za okupdcie nacistami vyucoval tajne. ZasliZil sa o pol'skii matematiku, publikoval viac ako
180 ¢lankov, pracoval v tedrii mnoZin a v topoldgii, r. 1930 navrhol charakterizdciu neplanarnych grafov.
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PRiKLAD 11.4.

OBRAZOK 11.7.
PETERSENOV
GRAF A Kj 3

Je Petersenov graf na obr. 11.7 plandrny? (Julius Petersen bol ddnsky matematik,
graf navrhnuty r. 1891 je Casto pouZivany na Stidium.)

RieSenie: Vzhl'adom nato, Ze sa z grafu da vytvorit’ odstrdnenim vrcholov a s nim
spojenych hran a nasledovnym odstranenim vrcholov stupiia 2 (s tym, Ze dvojica
hrén, s ktorymi bol taky vrchol incidentny, vytvori jednu hranu) graf izomorfny
s grafom Kj 3, Petersenov graf nie je plandrny.

Petersenov graf, jeho podgraf ziskany odstranenim vrcholu b a Kj 3, z ktorého sa dé ziskat’ graf
izomorfny s prostrednym grafom pridanim vrcholov a, ¢ a g medzi hrany {e, f}, {d,h} a {i, j}.

11.3 FARBENIE GRAFOV

POLITICKE MAPY —

CEZ HRANICE
ODLISNE FARBY

OBRAZOK 11.8.
MAPA A JEJ
FARBENIE

DUALNY GRAF K
MAPE

Politické mapy sa zvycajne kreslia tak, Ze Staty, ktoré zdiel’aji hranice, su vyfar-
bené odlisnou farbou. (Ked’ sa hranice $tatov dotykaji iba v jednom bode, potom
moZu Staty byt vyfarbené rovnakou farbou.) Na obr. 11.8 je ukdzana jedna moz-
nd mapa a sposob, ako ju vyfarbit’ piatimi farbami.

A C

(J

o

o ®
O

P o
.5
....

E o

Mapa a jej farbenie (namiesto farieb st pouZité odlisné cerno-biele vzory).
Otézka je, dokdZeme zafarbit’ tito mapu aj menej ako piatimi farbami?

TakzZe, o to ma o spolo¢né s grafmi? Farbenie mdp je otdzka susednosti — ktoré
Staty zdielajd netrividlnu hranicu. VSetky ostatné informacie (ako velkost” alebo
tvar Statu) sd nepodstatné. TakZe mdZeme odstranit’ tito zvysSnd informéciu na-
hradenim Stdtu vrcholom a spojenim vrcholov, ked’ im zodpovedajice krajiny
zdiel'aji hranicu. Inak povedané, umiestnime vrchol do kazdej mapy Stitu
a spojime vrcholy, ked’ Staty zdielaji spolo¢nii hranicu. Vysledny graf sa vola
dudlny graf k danej mape.
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OBRAZOK 11.9.
DUALNY GRAF
ODPOVEDAJUCI
MAPE

OBRAZOK 11.10.
ZAFARBENIE
VRCHOLOV

PRiKLAD 11.5.

OBRAZOK 11.11.
MAPA A JEJ GRAF

C A C
A E
F
b E
D E F

Dudlny graf odpovedajici mape, jeho vybratie z mapy a pravidelnejSie zakreslenie.

Ked mame takyto graf, ako je na obr. 11.9, je mozZné jeho vrcholy zafarbit’ menej
farbami tak, aby susedné vrcholy neboli zafarbené rovnakou farbou? Odpoved’ je
na obr. 11.10.

A C
09
3
Q—D—O3

D E F

Zafarbenie vrcholov grafu menej farbami (farby nahradené ¢islami), mapa by vyZadovala iba 3
farby.

Kolko farieb je potrebnych na zafarbenie mapy na obr. 11.11?

CaC )
6. 0.60.00066
00606606060
..............

e

o
(@)

(o)
©

(¢
S

P
o
o
Q

%

Mapa a jej prevedenie na graf.

Na obr. 11.11 je sicasne s mapou uvedeny jej prevod na graf. Namiesto pdvod-
nej otazky sa teda moZeme pytat, najmenej kol’kymi farbami zafarbime vrcholy
grafu, aby susedné vrcholy mali réznu farbu? Zodpovedajici graf mame znova
na obr. 11.12, spolu s dvoma d’al§imi grafmi, pri ktorych sa tieZ spytame na naj-
mensi pocet farieb na zafarbenie ich vrcholov. Ako vidno na obr. 11.13, na za-
farbenie prvého grafu a teda pdvodnej mapy postacuji dve farby, zatial’ ¢o na-
podiv u druhého, jednoduchSieho grafu ziskaného odstranenim vrcholov sd
potrebné 3 farby. Treti graf z obr. 11.12 je izomorfny s prvym grafom, a teda mé
rovnaké minimdlne zafarbenie — pamatajte si, Ze pri grafoch si musite predstavo-
vat’ vrcholy ako koraliky, a hrany ako kdsky gumy, ktoré je moZno I'ubovolne
natahovat a krutit’.
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OBRAZOK 11.12.
KOLKO FARIEB NA
ZAFARBENIE
VRCHOLOV?

OBRAZOK 11.13.
PRVY GRAF S VIAC
VRCHOLMI SI
VYZIADAL MENEJ
FARIEB

CHROMATICKE
CiSLO GRAFU y(G)

x(G) PRE
PETERSENOV
GRAF, Ky, Ky

%(G) PRE PARNE
Cy

x(G) PRE
NEPARNE C,,

VETA 11.6. (B

Kolko farieb je potrebnych na zafarbenie vrcholov grafov?

Napodiv, prvy graf s viac vrcholmi si vyZiadal menej farieb.

Kol'ko farieb by bolo potrebnych na zafarbenie kompletného grafu K,? Samo-
zrejme n, ked’Ze kazdy vrchol je spojeny s kazdym.

Chromatické cislo grafu je pocet farieb nutnych na zafarbenie vrcholov tak, Ze
susedné vrcholy maji réznu farbu. Chromatické ¢islo grafu G sa zvy€ajne ozna-
cuje x(G).

Napriklad Petersenov graf na obr. 11.8 ma chromatické ¢islo 3. Chromatické

¢islo grafu K, je n, a chromatické ¢islo bipartitného grafu K, ,, je 2 (dve mnoZiny
vrcholov zafarbime kazdu inou farbou).

s v

Chromatické ¢islo grafu C, pre parne n je dva. Na skonStruovanie takého farbe-
nia sta¢i vybrat’ vrchol a zafarbit’ ho jednou farbou, a postupovat’ po kruhu v
smere hodinovych ruciciek a farbit’ vrcholy vZdy alternativnou farbou. N-ty vr-
chol musi byt zafarbeny druhou farbou, pretoZe prvy a (n-1)prvy boli zafarbené
prvou z farieb.

2 w2

Chromatické ¢islo grafu C, pre nepérne n je tri. Na skonStruovanie takého farbe-
nia staci vybrat' vrchol a zafarbit’ ho jednou farbou, a postupovat’ po kruhu po
smeru hodinovych ruci¢iek a farbit’ vrcholy vZdy alternativnou farbou. N-ty vr-
chol musi byt’ zafarbeny tretou farbou, pretoZze prvy a (n-1)prvy boli zafarbené
prvou, resp. druhou z farieb.

(R. L. Brooks, 1941): Nech je najvicsi zo stupiiov vrcholov grafu G rovny d. Ak
d # 2 a graf G neobsahuje kompletny podgraf s d+1 vrcholmi, tak y(G) < d (inak
x(G) = d+1). Ak d = 2 agraf G neobsahuje kruZnicu neparnej dizky, tak
x(G) = 2, inak y(G) = 3.

Vetu uvadzame bez ddkazu.

Jedna z najzndmejsich viet matematiky je veta o Styroch farbach:
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VETA11.7. (5~ “ KaZdy plandrny gratf ma chromatické ¢islo maximaélne 4.

VETA O STYROCH
FARBACH — DOKAZ
POCITACOM

FARBENIE MA
EXPONENCIALNU
zLozITosT

ALGORITMUS
11.2.
ZAFARBENIE
OBYCAJNEHO
GRAFU GREEDY
ALGORITMOM

Prva pisomné zmienka o tomto probléme pochddza z listu Augusta De Morgana
nidm znadmemu sirovi Hamiltonovi z r. 1852. Po sade netispesnych pokusov bola
tato teoréma dokdzand pomocou pocitaov r. 1976, pomocou skontrolovania nie-
kol’ko tisic $pecidlnych pripadov. To vyvolalo diskusiu, pre tak rozsiahle pouZitie
pocitadov v dokaze. Co ked’ bola chyba v programe?

Najlepsi zndmy algoritmus na farbenie grafov ma v najhorSom pripade exponen-
cidlnu zlozitost’ v zavislosti od poctu vrcholov v grafe. Aj ndjst’ aproximéciu
chromatického ¢isla je zlozité.

Jeden z moznych algoritmov na zafarbenie obyc€ajného grafu s greedy (pazra-
vym) pristupom:

1. Zorad vrcholy vy, vy,..., v, podla velkosti ich stupiiov, tak, Ze deg(v,)=
deg(vy) 2... deg(v,); i=0

2. Prirad farbu i+1 prvému esSte nezafarbenému vrcholu v zozname. Po-
stupne prirad farbu i+1 vrcholom v zozname, ktoré este neboli zafarbené
a nesusedia s vrcholmi, ktorym uz bola priradena farba i+1.

3. Opakuj krok 2, dokial’ vSetky vrcholy nebudi zafarbené

Uvedeny algoritmus vSak nezaruc€uje ziskanie zafarbenia vrcholov s minimalnym
poctom farieb.

Pouzitie farbenia grafov

PRIKLAD 11.6.
RozvRH

PRiKLAD 11.7.
PRIRADENIE
FREKVENCI{

Ako mdzu byt’ rozvrhnuté skisky na univerzite, aby Ziaden Student nemal napla-
nované dve skisky naraz?

Riesenie: Vrcholy budd reprezentovat’ kurzy, hrana bude spajat’ vrcholy vtedy,
ked’ existuje Student, ktory ide na obidve skusky. KaZzdé casové priradenie skiske
je reprezentované rozdielnou farbou. Rozvrh skisok potom zodpoveda zafarbe-
niu zodpovedajiceho grafu. (Pozri cvic¢enie 11.22.)

Frekvencné kanély st priradené vysielaCom (nech uZz rozhlasovym, televiznym, ¢i
inym) tak, Ze Ziadne dva vysielace vzdialené do 100 km nemdZu pouZivat’ rovna-
ky kanal. Ako priradenie kanalov riesit’ farbenim grafov?

RieSenie: KaZzdému vysielacu bude priradeny vrchol. Dva vrcholy sd spojené,
ked’ st menej ako 100 km vzdialené. Priradenie kandlov zodpovedd zafarbeniu
grafu, kde kazda farba reprezentuje iny kanal (obr. 11.14).
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OBRAZOK 11.14.

DosAH
VYSIELACOV A
GRAF

PRiKLAD 11.8.
INDEXOVY
REGISTER

“K-TUPLE”
FARBENIE

A PRIRADENIE
FREKVENCI{

OBRAZOK 11.15.

»K-TUPLE"
FARBENIE

Dosah vysielacov A,B,C,D.E,F,G je zniazorneny kruhmi, mozZnost interferencie spojenim vy-
sielacov hranami a ako je na grafe napravo, na vysielanie bez interferencie stacia 3 frekvencie
reprezentované farbami (v obrazku napravo si vyznacené iba ¢isla farieb).

V efektivnych kompilatoroch je vypocet slu¢ky programu zrychleny, pokial’ su
pouzité premenné ukladané docasne v indexovych registroch v CPU namiesto
regularnej pamiti. Kol'ko indexovych registrov je potrebnych pre dand sluc¢ku
programu?

Riesenie: Kazdy vrchol grafu bude reprezentovat’ premennt v slu¢ke. Hrana me-
dzi dvoma vrcholmi existuje, ked’ im zodpovedajiice premenné musia byt uloZe-

né v indexovom registri v rovnakom case vypoctu. Potom chromatické ¢islo gra-
fu dava pocet potrebnych registrov (pozri cvicenie 11.23).

K aplikaciam sdvisiacim s priradenim frekvencii patri aj ,,k-tuple* farbenie gra-
fu, ¢o je priradenie mnoziny k r6znych farieb kazdému z vrcholov grafu, takze
Ziadne dva susedné vrcholy nemaju priradent spolo¢nu farbu. Pre graf G sa zvy-
Cajne oznacuje Xi(G) také najmenSie prirodzené Cislo n, Ze graf G md k-tuple
farbenie s pouZitim n farieb. Napriklad, y,(Cy4) = 4. Sta¢i ndm teda pouzit’ 4 farby
tak, aby sme priradili dve farby kaZdému vrcholu grafu C,, tak, aby Ziadne dva
susedné vrcholy nemali priradent ani jednu rovnaki farbu. Dalej, menej ako
4 farby nestacia, pretoZe dva susedné vrcholy musia mat’ priradené po dvoch far-
bach, ktoré su rozne (pozri obr. 11.15). Toto farbenie sa vyuZiva, pokial mame
priradit’ vysielaom viac kanalov, aby nenastala interferencia — jednotlivé kanély
¢i frekvencie su reprezentované farbami.

{Cervend, modrd} v, v, {zelend, zIta}

{zelena, zIta} v, v, {cervend, modra}

,k-tuple* farbenie x,(C,) = 4
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HRANOVE
ZAFARBENIE

OBRAZOK 11.16.
HRANOVE
ZAFARBENIE

SHANNON

VETA 11.8. (B— “

INVARIANTY

MINIMALNA
DOMINUJUCA
MNOZINA

Okrem vrcholového zafarbenia grafov existuje aj hranové zafarbenie, kedy hra-
ny, ktoré su incidentné srovnakymi vrcholmi, musia mat rdzne farby, pozri
obr. 11.16.

o.
e
‘e
*e
.
'@  J
3
I |
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o—e

Hranové zafarbenie grafu (farby si nahradené r6znym ciarkovanim).

Claude Elwood Shannon (zakladatel' teérie informicie a informatiky) poloZil
ulohu: Majme elektrické zariadenia, v ktorom su urcité miesta prepojené drotmi.
Aby sme droty vychadzajice z uritého miesta rozliSili, pouZijeme droty rozli¢-
nych farieb. Aky najmensi pocet farieb na to potrebujeme? Tento problém sa da
rieSit’ ako problém hranového chromatického &isla.

Hranové chromatické ¢islo %,,u.0,¢(G) je najmensi pocet farieb, ktory moze byt
pouZity v hranovom zafarbeni grafu G.

(Vizing, V. G., 1964) Ked’ G je kone¢ny graf bez sluciek, ktorého najvicsi stupeni
vrcholu je r, potom <Y ,anovs(G) <r+1.

Vetu uvadzame bez dokazu.

Kazdy graf sa da ohodnotit mnohymi d’al§imi ¢iselnymi charakteristikami, ktoré
st rovnaké pre izomorfné grafy a ktoré preto volame invarianty. Uvedieme si dve
také zdkladné charakteristiky, ato velkost minimdlnej dominujicej mnoZiny
a vel’kost’ ¢isla vrcholovej nezdvislosti.

Dominujiica mnoZina (dominating set) je mnoZina vrcholov taka, Ze vSetky
ostatné vrcholy st spojené hranou aspon s jednym vrcholom dominujicej mnoZi-
ny. Dominujica mnoZina s najmen$im poc¢tom vrcholov sa vold minimdlna do-
minujiica mnoZina (minimum dominating set).

Tito mnoZinu si ukdZeme na Sachovom priklade. Na ur¢enie minimalneho poctu
dam na Sachovnici, tak, aby kazdé voI'né pole bolo ohrozené aspon jednou da-
mou, mdZe byt pouZity oby&ajny graf. Sachovnica n x n méd n” §tvorcov v n X n
konfigurdcii. Ddma v danej pozicii ohrozuje vSetky Stvorce v danom rade,
v danom stlpci a na obidvoch diagondlach prechddzajiicich $tvorcom pozicie da-
my. Zodpovedajici oby&ajny graf ma n* vrcholov, jeden za kazdy $tvorec a dva
vrcholy st spojené hranou, ked’ ddma umiestnend na Stvorci zodpovedajicemu
jednému z vrcholov ohrozuje Stvorec reprezentovany druhym vrcholom. Sada
pozicii minimalneho poctu dim umiestnenych na Sachovnici, tak, aby kazdé vol-
né pole bolo ohrozené aspon jednou damou, zodpoveda v grafe minimélnej do-
minujiicej mnoZine.
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OBRAZOK 11.17.
DAMY
DOMINUJUCE 4 x 4
SACHOVNICU

CisLo
VRCHOLOVEJ
NEZAVISLOSTI

OBRAZOK 11.18.
KOLKO DAM, ABY
SA
NEOHROZOVALI?

DAMY KTORE
NEOHROZUJU
OSTATNE DAMY

Priklad minimélneho poctu ddm dominujticich 4 X 4 Sachovnicu je uvedeny na
obr. 11.17.

|
_J
|

Priklad minimdlneho poc¢tu ddm dominujicich 4 x 4 Sachovnicu.

MnoZina vrcholov v grafe sa vold nezavisl4, ked nie su Ziadne dva vrcholy z tejto
mnoziny spojené hranou. Cislo vrcholovej nezdvislosti grafu je maximalny pocet
vrcholov v nezdvislej mnoZine vrcholov grafu.

&

&
&

&
&

&
&

bl

Kol'’ko ddm moZno umiestnit’ na Sachovnicu, aby Ziadna neohrozovala nijakd d’al§iu?

Toto ¢islo si mdZeme ilustrovat’ na obdobnej tlohe, ako bola predchadzajuca.
V polovici 19. storocia sa objavila v Sachovej rubrike jedného nemeckého obraz-
kového Casopisu dloha: Na prazdnu normdlnu Sachovnicu mdme postavit’ osem
dam tak, aby Ziadna neohrozovala nijakd d’al§iu. Cielom bolo vysetrit’, kolko
rieSeni md tato uloha, a hned’ vtedy bola dana aj odpoved’ — 92 rieSeni. Pre nés je
vSak zaujimava inak poloZend dloha: Kol'ko ddm moZno umiestnit’ na Sachovni-
cu, aby Ziadna neohrozovala nijakd d’al§iu? Na rieSenie méZeme vyuZit’ rovnaké-
ho typu grafu ako v predchddzajicom pripade, iba teraz hl'addme najvicSiu mno-
zinu vrcholov tak, aby Ziadna dvojica znich nebola spojend hranou. Ako
vysledok potom modZeme dostat’ graf odpovedajici napr. Sachovnici na
obr. 11.18.
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ZHRNUTIE

CEsTY V sietach, napriklad dopravnych, je uZito¢né kazdej hrane koreSpondujiceho

V OHODNOTENOM  orafu priradit’ &islo, ktoré volame vdha, a ktoré reprezentuje napr. vzdialenost'.

GRAFE V takto ohodnotenych grafoch je ¢astym problémom zistit' vzdialenost’ medzi
dvoma vrcholmi ako minimélny sicet vah hran cesty medzi dvoma vrcholmi, ¢o
rieSi Dijkstrov algoritmus. Podobne problémom obchodného cestujiiceho je
ndjst’ hamiltonovskd kruZnicu s najmensim siétom véh.

PLANARNY GRAF Plandrny graf je taky, ktory sa da zakreslit’ v rovine bez toho, Ze by sa jeho hra-
ny krizili. Taky graf nesmie obsahovat’ ako podgrafy Kuratowského grafy, Co st
grafy K33 a Ks alebo grafy z nich vytvorené ,,navlecenim‘ vrcholov stupiia 2 na

ich hrany.
EULEROVA Nech G je plandrny obyc¢ajny graf s |E| hranami, |V| vrcholmi a |K| komponentmi.
FORMULA Nech |R| je pocet stien jeho rovinnej reprezenticie. Potom dostdvame rozsirenit

Eulerovu formulu |R|=|E|-|V|+|K| +1 .

STUPEN STENY Suvisly plandrny obyc¢ajny graf rozdel'uje rovinu na |R| stien. Pocet hran ohrani-
&ujicich stenu R (ktory budeme volat’ stuperi steny, resp. dizku oblasti deg(R)) je

najmenej 3. Plati 2|E| = Z deg(R)2 3|R| .

vSetky steny R
DUALNY GRAF A Ked’ umiestnime vrchol do kazdej mapy Statu a spojime vrcholy, ked’ Staty zdie-
FARBENIE lajd spolo¢nd hranicu, dostaneme dudlny graf k danej mape. Zafarbenie $titov

v mape zodpoveda zafarbeniu vrcholov grafu tak, aby susedné vrcholy mali r6z-
nu farbu. Najmensi pocet potrebnych farieb sa vola chromatické cislo grafu a
kazdy plandrny graf ma chromatické ¢islo maximalne 4. Farbenie sa dd vyuZit’ pri
zostavovani rozvrhov, prirad'ovani vysielacich frekvencii, alebo zisteni najmen-
Sieho poctu potrebnych registrov v programe. Hranové chromatické dislo je
najmensi pocet farieb, ktorymi mdZeme zafarbit’ hrany, aby kazdy vrchol bol in-
cidentny iba s rozne zafarbenymi hranami.

INVARIANTY Dominujiica mnoZina (dominating set) je mnoZina vrcholov taka, Ze vSetky
ostatné vrcholy st spojené hranou aspon s jednym vrcholom dominujicej mnoZi-
ny. Minimdlnu dominujicu mnoZinu si pripomenieme minimdlnym poctom ddm
potrebnych na ohrozenie kazdého vol'ného pol'a Sachovnice. Ked naopak zobe-
rieme maximdlny pocet didm rozostavenych tak, aby sa navzdjom neohrozovali,
odpoveda to najdeniu ¢isla vrcholovej nezdvislosti. Tieto premenné su invarian-
ty, izomorfné grafy majui ich hodnoty rovnaké.

KrUCoOVE POIMY

cesty v grafoch dudalny graf k mape
plandrne grafy chromatické cislo grafu x(G)
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Eulerova formula veta o Styroch farbdch
Kuratowského veta , k-tuple“ farbenie

farbenie grafov a mdp hranové zafarbenie

vdha hrany Shannon

ohodnoteny graf invarianty

dika cesty hranové chromatické cislo grafu
problém obchodného cestujiiceho Xnranove(G)

Dijkstrov algoritmus dominujiica mnoZzina

stupen steny = dlZka oblasti minimdlna dominujiica mnoZina
Kuratowského grafy cislo vrcholovej nezavislosti

Petersenov graf

CVICENIA

11.1.  Upravte Dijkstrov algoritmus na nijdenie najkratSej vzdialenosti medzi
dvoma vrcholmi a a z v oby¢ajnom sivislom ohodnotenom grafe tak, aby
bola ndjdena diZka najkratiej cesty od vychodzieho vrcholu a ku kazdému
inému vrcholu.

11.2.  Vyrieste problém obchodného cestujiceho pre graf na obr. 11.19 nédjde-
nim celkového suctu véh pre vSetky hamiltonovské kruZnice a urcenim
kruznice s najmenSim celkovym sictom.

OBRAZOK 11.19. a 3 b
HAMILTONOVSKE
KRUZNICE A ICH
DLZKY? 2 . 6
d 7 ¢
Hradajte hamiltonovské kruZnice a ich dizky (véhy).

11.3.  VyrieSte problém obchodného cestujiceho pre graf na obr. 11.20 néjde-
nim celkového suctu véh pre vSetky hamiltonovské kruZnice a urcenim
kruznice s najmenSim celkovym sictom.

OBRAZOK 11.20.
HAMILTONOVSKE
KRUZNICE A ICH
DLZKY?

Hradajte hamiltonovské kruZnice a ich dizky (véhy).
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11.4.

11.5.

11.6.

OBRAZOK 11.21.
ROVINNA
REPREZENTACIA?

Navrhnite ohodnoteny graf tak, Ze celkovd suma vah uzavretého sledu,
ktory navstivi kazdy vrchol aspoii raz, je minimélna pre sled, ktory navsti-
vi niektoré vrcholy viackrét.

Daju sa z piatich domov viest’ cesty ku dvom studniam tak, aby sa Ziadna
z ciest nekriZila?

Zistite, ¢i je graf na obr. 11.21 planarny. Ked ano, nakreslite ho bez kriZe-
nia hran.

d e f

Da sa ndjst’ rovinna reprezentdcia daného grafu?

11.7.

OBRAZOK 11.22.
ROVINNA
REPREZENTACIA?

Zistite, ¢i je graf na obr. 11.22 planarny. Ked’ ano, nakreslite ho bez kriZe-
nia hran.

a b
f >’C
B d

Da sa najst’ rovinna reprezentacia daného grafu?

11.8.

11.9.

11.10.
11.11.

Ukazte, Ze kompletny graf K5 nie je plandrny pri pouZiti podobnych argu-
mentov, aké boli pouZité v priklade s oblastami R pre K3 3.
Predpokladajme, Ze stvisly planarny graf ma Sest’ vrcholov, kazdy stupna
4. Na kolko stran (oblasti) je rovina rozdelena planarnou reprezentaciou
tohto grafu?

Dokazte vetu 11.4.

Predpokladajme, Ze sdvisly plandrny obycajny graf s |E| hranami a |V
vrcholmi neobsahuje kruznice dlzky 4 alebo kratSie. Dokazte, Ze
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PRIESECNIKOVE
¢isLo

HRUBKA

OBRAZOK 11.23.

DUALNY GRAF
A ZAFARBENIE
MAPY?

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.
11.16.

11.17.

11.18.
11.19.

Ktory z nasledujicich neplanarnych grafov ma vlastnost’, Ze po odstraneni
I'ubovol'ného vrcholu a vSetkych s nim incidentnych hran dostdvame pla-
narny graf?

(a) K5 (b) K6 (¢) K35(d) K34

Prieseénikové cislo (crossing number) obyCajného grafu je najmensi
moZzny pocet pretati dvoch hrdn inde ako v s nimi incidentnych vrcholoch
(pri¢om Ziadne tri hrany sa nesmi pretnit v spolo¢nom bode). Vo vSe-
obecnosti ide o vel'mi zloZity problém, dbleZity na ndvrh elektronickych
obvodov (definuje pocet izolovanych drdtov potrebnych na pridanie
k plosnému obvodu). VaSou tlohou je ukdzat’, Ze K33 mé prieseCnikové
¢islo rovné jedne;j.

Hriabka (thickness) jednoduchého grafu je najmensi pocet planarnych
podgrafov, ktoré maju graf G ako ich zjednotenie. To je doleZité pre ndvrh
elektronickych obvodov, aby bolo mozné zistit’, koI'’ko najmenej vrstiev je
potrebné na stavbu obvodu. UkdZte, Ze graf K53 ma hribku 2.

Néjdlte hribku grafOV (a) KS (b) K6 (C) K7 (d) K3y4 (e) K4y4 (f) K575
Ukézte, Ze ked’ je G stvisly obycajny graf s |V| vrcholmi a |E| hranami,

potom jeho hribka je najmene;j HE|/(3|V| - 6)—' .

Pouzite cvicenie 11.16 na to, aby ste ukazali, Ze hrdbka pre K, je najmene;j
L(n +7 ) / 6J .
Nakreslite K33 na torus, aby sa hrany neprekryvali.

Skonstruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.23. Ngjdite pocet farieb po-
trebnych na zafarbenie mapy tak, aby Ziadne dve susedné steny (oblasti)
nemali rovnaku farbu.

Najdite dudlny graf a zafarbenie mapy.

11.20.

Skonstruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.24. Ngjdite pocet farieb po-
trebnych na zafarbenie mapy tak, aby Ziadne dve susedné steny (oblasti)
nemali rovnaku farbu.
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OBRAZOK 11.24.
DUALNY GRAF

A ZAFARBENIE
MAPY?

N4jdite dudlny graf a zafarbenie mapy.

11.21.
11.22.

11.23.

11.24.

z w2

Aké je chromatické ¢islo grafu typu ,.koleso* W,,?

Navrhnite rozvrh na skdasky z predmetov Analyza algoritmov (A), Mode-
lovanie a simulicia (M), Pocitacovéa grafika (P), Databizy (D), Umela in-
teligencia (U), Neurénové siete (N), Evolu¢né algoritmy (E), Operacné
systémy (O), ked’ Ziadni Studenti nemaju naraz zapisané predmety Analyza
algoritmov a Operacné systémy, nemaju naraz zapisané predmety Mode-
lovanie a simuldcia a Operacné systémy, nemaji naraz zapisané predmety
Databédzy a Umel4 inteligencia, nemajd naraz zapisané predmety Databazy
a Neur6nové siete, nemaju naraz zapisané predmety Analyza algoritmov a
Modelovanie a simulécia, nemaji naraz zapisané predmety Analyza algo-
ritmov a Pocitacova grafika, nemaji naraz zapisané predmety Pocitacova
grafika a Databdzy, ale existuji Studenti, ktori maji zapisané vSetky ostat-
né mozné kombin4cie.

V slucke pocitacového programu sa objavuje 7 premennych. Premenné a
kroky, v priebehu ktorych musia byt’ uloZené su:

t kroky 1-6

u krok 2

v kroky 2-4
wkroky 1,3 a5
xkroky 1 a6

y kroky 3-6

z kroky 4-5

Kolko rozdielnych indexovych registrov potrebujeme na uloZenie tychto
premennych v priebehu vypoctu?

Frekvencie mobilnych telefénov st priradované podla zén. Kazdd zéna
ma priradend sadu frekvencii, ktoré mézu byt pouZité mobilnymi telefén-
mi v tej zone. Rovnaka frekvencia nemdze byt pouzitd v zénach, kde by
bol problém s interferenciou. Vysvetlite, ako k-tuple zafarbovanie moze
byt’ pouZzité na priradenie k frekvencii kaZzdému mobilného telefénu.
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11.25. N4jdite minimalne dominujice mnoziny grafov na obr. 11.25.

OBRAZOK 11.25. a b a e

MINIMALNE
DOMINUJUCE
MNOZINY?

Minimélne dominujtice mnoZiny?

11.26. N4jdite minimalny pocet dim dominujuicich n X n Sachovnicu
(@)pren=3,(b)pren=4,(c)pren=5

11.27. Ukazte, Ze pocet vrcholov obycajného grafu je mensi alebo rovny nasobku
¢isla vrcholovej nezdvislosti (= maximdlneho poctu vrcholov nezavislej
mnoziny vrcholov, t. j. independence set) a chromatického Cisla grafu.
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STROMY AKO MODELY ® VLASTNOSTI STROMOV ® BINARNE
PREHCADAVANIE ® PREFIXOVE KODY ® STROMY
ALGEBRAICKYCH VYRAZOV @ HRY

V tejto kapitole sa pozrieme podrobnejSie na Specidlnu triedu grafov ato na
stromy. Stromy su suvislé grafy bez kruZnic, medzi dvoma vrcholmi v nich existuje
prdave jedna cesta. ZasliZia si Specidlnu pozornost, pretoZe su Siroko vyuZivané
na ukladanie a rychle vyhladdvanie informdcii, pri rozhodovani, napriklad pri
hrdch, alebo aj na vyjadrenie algebraickych vyrazov.

12.1 STROMY AKO MODELY A ICH ZAKLADNE
VLASTNOSTI

STROM, CAYLEY A
ALKANY

Strom je suvisly graf bez kruZnic. Prvykrat boli stromy pouZité uz anglickym
matematikom Arthurom Cayleym1 r. 1857 na spocitanie druhov istého typu che-
mickych zlicenin — alkdnov (pozri obr. 12.1). Alkdny sa inak volajd nasytené
uhl'ovodiky a maji sumarnu formulu C,Hy,,,. V grafovom modeli je kazdy atém
uhlika reprezentovany vrcholom stupiia 4 a kazdy vodikovy atém vrcholom stup-
na 1. V oby€ajnom grafe reprezentujicom alkiny je teda je 3n + 2 vrcholov,
akedZe pocet hrin je polovicou sumy stupiiov vrcholov, ich pocet je
(4n +2n + 2)/2 =3n + 1 hran. (Ddkaz faktu, Ze taky stvisly graf nemd kruznice,
je ponechany na cviCenie 12.5.) Neizomorfné stromy o n vrcholoch stupiia 4
a o 2n + 2 vrcholoch stupnia 1 reprezentuja rozdielne izoméry C,Hy,.,» (pozri cvi-
Cenie 12.8).

! Arthur Cayley (1821-1895) vystudoval v Cambridgi, ale pretoZe nebola volnd pozicia matematika, dal sa na prav-
nickd kariéru, kde sa stal odbornikom, napriek tomu, Ze v priebehu 15 ro¢nej kariéry pravnika napisal 300 matema-
tickych ¢lankov. Potom, ¢o sa v Cambridgi uvolnilo miesto matematika, Cayley sa nail prihlasil, aj ked” iSiel so z4-
robkom podstatne dolu.
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OBRAZOK 12.1.
REPREZENTACIE
CHEMICKEJ
ZLUCENINY

LES

OBRAZOK 12.2.
STROM,

GRAF

S KRUZNICOU,
LES

VETA 12.1. (B™ ”

H

priestorovy model Struktdrny vzorec graf

UkéZka roznych typov reprezentécie chemickej zluc¢eniny metanu, ktory patri medzi alkdny.

Od Cayleyho doby boli stromy pouZité na rieSenie problémov v mnozstve discip-

lin. V beznom Zivote sa s pouZitim stromov mdZeme stretnit’ od genealdgie —

stromu pribuznosti pri rodokmeni, klasifikaénom strome Zivocichov a rastlin,

stromu Sportového turnaja azZ po organizacnu Struktiru hierarchie podniku, kde

vrcholy st jednotlivé organiza¢né jednotky a hrany predstavuji vztahy nadriade-

nosti-podriadenosti medzi nimi. Najobyc€ajnejSim vyuzitim stromov v pocitaci je

Struktira adresdrov. Stromy sa ale nepouzivaji iba na opis Struktir, ale predo-

vSetkym ako pomdcka na manipulécie s informéciou. Je to napriklad:

— rozmiesthovanie prvkov v databézach,

— efektivne kédy na ukladanie a prenos informécif,

— rozhodovacie stromy,

— modely hier na uréenie vyhravajicej stratégie,

— néjdenie najlacnejSieho prepojenia uzlov komunikacne;j siete,

— prehladdvanie stromov (napriklad rieSenie problému rozmiestnenia dam na
Sachovnici, aby sa neohrozovali).

Nesuvisly graf bez kruznic ako podgrafov (sklada sa zo stromov) voldme les (po-
zri obr. 12.2).

strom graf s kruZnicou les

Ukdzka stromu, grafu s kruZnicou, ktory teda nie je strom alesa, skladajiceho sa z dvoch
stromov. Aj ked’ zvycajne sa stromy zakresl'uju bez kriZenia hran, kedZe vSetky stromy su
plandrne grafy, strom ostdva stromom bez ohl'adu na graficku reprezentéciu.

Neorientovany graf je stromom iba vtedy, ak existuje prave jedna cesta medzi
T'ubovol'nou dvojicou jeho vrcholov.
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KOREN,
KORENOVY
STROM,
PREDCHODCA,
NASLEDOVNIK,
PREDOK,
POTOMOK, LIST,
VNUTORNE
VRCHOLY,
PODSTROM

OBRAZOK 12.3.
STROM

A KORENOVE
STROMY

Dékaz: Predpokladajme, Ze T je strom. Potom T je stivisly graf bez kruZnic. Nech
x ay st dva vrcholy z T. Pretoze T je stvisly, medzi x ay existuje cesta. Tato
cesta musi byt jedind, pretoZe keby existovali 2 rozne cesty, dala by sa zobrat’
cesta z x do y a naspit’ z y do x, a z rozdielnych hran tychto ciest by sa dala zos-
tavit’ kruZnica. To je v spore s predpokladom, Ze T je suvisly graf bez kruZnic.

Teraz predpokladajme, Ze existuje prave jedna cesta medzi 'ubovolnymi dvoma
vrcholmi grafu. Potom je graf stivisly a neobsahuje kruZnicu. Aby sme to ukdzali,
predpokladajme, Ze existuje kruZnica obsahujica body x a y. Potom by medzi x a
y existovali dve cesty, pretoZe kruZnica obsahujica body x a y sa d4 rozdelit’ na
cestu z x do y ana druhi cestu zy do x. Z toho vyplyva, Ze graf s prave jednou
cestou medzi l'ubovol'nou dvojicou jeho vrcholov je strom. m

V mnohych aplikdcidch sa vyuZiva strom so $pecidlne vyznaCenym vrcholom
volanym koreri. Taky strom sa vold koreriovy (alebo zakoreneny) strom (rooted
tree). Ked’ mame vybraty takyto koren, moéZeme priradit’ kazdej hrane orientciu
smerom od koreia. Vyberom koretia moZeme z jedného stromu vytvorit’ dva r6z-
ne korefiové stromy, pozri obr. 12.3. Koretiové stromy preberaji d’alSiu termino-
l6giu tak z genealdgie, ako z bioldgie, pozri obr. 12.4. Predpokladajme, Ze T je
koreniovy strom a v je jeho vrchol rézny od koreta. Predchodca (alebo rodi¢ —
parent) vrcholu v je prive jeden vrchol u, kde (u, v) je orientovand hrana na ceste
z korena do vrcholu v. Vrchol v sa potom vola nasledovnik (syn, dieta — child)
vrcholu u. Predok (ancestor) vrcholu v je okrem korena tieZ kazdy vrchol na ces-
te od koretia k danému vrcholu v, s vynimkou samotného vrcholu v. Potomok
(descendant) vrcholu v je 'ubovol'ny vrchol, ktory ma vrchol v ako predka. Vr-
chol stromu sa vola list, ked’ nemd Ziadnych nasledovnikov. Vrcholy, ktoré maji
nasledovnikov, sa volaji vniitorné vrcholy. Ked’ b je vrchol stromu, podstrom
s koretiom b je podgraf stromu zostaveny z vrcholu b, vSetkych jeho potomkov
a vSetkych hran incidentnych s potomkami, napr. na obr. 12.3 pri druhom grafe
by to bol podstrom urceny vrcholovou mnoZinou {b,e,c,d}.

a b a b

¢ d a re d
[ )
e f f ¢
strom s koreniom a s korenom b

UkéZzka stromu a roznych korenovych stromov vytvorenych z povodného stromu rdznym vybe-
rom korenia.
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OBRAZOK 12.4.
TERMINY

U KORENOVYCH
STROMOV

UROVEN
VRCHOLU, HLBKA
STROMU

OBRAZOK 12.5.
PLNE BINARNY

A PLNE TERNARNY
STROM

USPORIADANY
KORENOVY
STROM, LAVY A
PRAVY
NASLEDOVNIK

a - koren

b - predchodca, rodi¢ predokF~
. A A
| |

Ay

q Y

vnitorné vrcholy 1
1

P . 1

d - nasledovnik, syn, dieta ;
Y

‘O

o list g

= -
c potomok(— mmm—-—

UkéZzky pre terminy pri korefiovych stromoch.

Uroveri vrcholu je dizka cesty od vrcholu ku koreiu. Hibka stromu (height, teda
vyska) je maximdlna uroven vrcholov. Korefiovy strom sa vold n-drny strom ked
kazdy vrchol ma maximdlne n nasledovnikov. Koreilovy strom sa vola plne n-
drny strom, ked’ kazdy vnitorny vrchol ma prave n nasledovnikov. Pre n = 2 sa
n-arny strom vola bindrny strom, pre n = 3 sa n-arny strom vola ferndrny strom
(pozri obr. 12.5).

bindrny strom ternarny strom

Plne bindrny a plne terndrny strom.

Usporiadany koreriovy strom je korenovy strom, kde nasledovnici kazdého vnu-
torného vrcholu sd usporiadani, kreslia sa poporiadku zlava doprava.
V bindrnom strome sa vrchol nal’avo vola Pavy nasledovnik, vrchol napravo pra-
vy nasledovnik. Napriklad pri obrazku 12.4 je vrchol e 'avy nasledovnik a vrchol
d pravy nasledovnik vrcholu b.

VETA12.2. (B~ || Strom o n vrcholoch ma n-1 hrén.

Dokaz: PouZijeme matematicki indukciu. Ked n = 1, strom s jednym vrcholom
nemd hranu, veta plati. Induktivny krok: Predpokladajme, Ze veta plati pre
k vrcholov, kde & je kladné celé Cislo. Predpokladajme, Ze strom T mé k +1 vr-
cholov a Ze v je list a w je rodi€ vrcholu v. Odstranenim vrcholu v a hrany {v,w}
z T vytvorime strom 7' Podla indukénej hypotézy strom 7' ma k -1 hran. Preto
strom 7 musi mat’ k hran, pridanim hrany {v,w} zvyS§ime k-1 0 1. m
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CYKLOMATICKE
CiSLO GRAFU

VETA123. (5™ |

VYVAZENY
KORENOVY STROM

VETA 12.4. (B~ “

VETA 12.5. (B~ “

PRiKLAD 12.1.

Pre Tubovolny graf existuje cyklomatické &islo grafu, pre ktoré plati: C(G) = |E|
— |V| + p, kde E je mnoZzina vietkych hréan, V je mnoZina vietkych vrcholov a p je
pocet komponentov grafu. Cyklomatické ¢islo C(G) znali pocet ,,nezdvislych*
kruZnic v grafe, teda minimdlny pocet hrdn, ktoré musime odstrnit, aby sme
zrusili vSetky kruZnice v grafe. Ked” C(G) = 0, potom graf neobsahuje kruZznice

a je teda stromom alebo lesom.

Plne m-4rny strom s i vnitornymi vrcholmi md n =m x i + 1 vrcholov.

Dokaz: Kazdy vrchol, okrem koreia, je nasledovnikom vnitorného vrcholu. Pre-
toZe kazdy z i internych vrcholov ma m nasledovnikov, existuje m X i vrcholov
inych ako koren. Preto strom obsahuje n=m X i+ 1 vrcholov. m

Koreiiovy plne m-arny strom hibky 4 je vyvdZeny (balanced), ked’ vietky jeho
listy st na tdrovni h alebo A-1.

V m-nérnom strome hibky / je maximalne m'" listov.

Dokaz: Je pouZitd matematicka indukcia na hibku. UvaZujte m-arny strom hib-
ky 1. Tieto stromy pozostdvaji z korefia s maximalne m nasledovnikmi, kde kaz-
dy z nich je list. Preto v strome hibky 1 je maximalne m' = m listov.

Teraz predpokladajme, Ze veta plati pre vietky m-ndrne stromy hibky mensej ako
h. Nech T je m-arny strom hibky &. Listy T st listy podstromov stromu 7 ziska-
nych odstranenim hran incidentnych s koreiom. Kazdy z tychto podstromov ma
hibku maximalne % - 1. TakZe, podl'a induktivnej hypotézy, ma maximalne m'"!
listov. Pre m podstromov dostavame m x m"" = m" listov. m

Ked' m-arny strom hibky 4 mé [ listov, potom 4> log,,[ |. Pre plne m-arny vyvaze-
ny strom plati rovnost’.

Dokaz: Z vety 12.4 vieme, Ze | < m'". Po zlogaritmovani pri zdklade m dostdvame
log,,l < h . KedZe h je celé &islo, plati h > |_10g,,,l-|. Predpokladajme, Ze strom je
vyvazeny. Potom je kaZdy list v drovni & alebo h-1, a pretoZe hlbka je ki, asponi
. . . . . . . Y . h-1 q- ~
jeden list je na urovni A. Potom musi existovat’ viac ako m"  listov. PretoZe
[<m", dostavame m"'<l < m", po zlogaritmovani pri zdklade m dostdvame
h-1<log,l < h. Preto h =1 log,,/ |.m

Predpokladajme, Ze spravu o novom viruse rozposle kazdy prijemca o minitu po
prijati 10 kamaratom a nikto nedostane sprdvu dvakrit. Za ako dlho presiahne
pocet prijemcov mnoZstvo 'udi na Slovensku?

Pri pouZiti vety 12.4 dostavame [ 1og;,5000000 | = 7 minit.
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12.2 BINARNE PREHCADAVACIE STROMY

NA UCHOVAVANIE
INFORMACIE

POSTUP TVORBY

NAJDENIE
ZAZNAMU

ALGORITMUS
12.1.
PREHIADAVANIE
BINARNEHO
STROMU, RESP.
PRIRADENIE
NOVEHO ZAZNAMU

Bindrne stromy st s vyhodou vyuZivané na uchovivanie informicie tak, aby
mohla byt 'ahko nijdend. Vyhladanie nejakého zdznamu je sndd’ najCastejSie
pouZivand operacia v informatike. Chceli by sme vytvorit’ algoritmus, ktory ndm
najde zaznam, ked’ mdme zdznamy jednoznacne zotriedené (indexované). To sa
da uskutocnit’ pomocou binarneho prehl'addvacieho stromu. Bindrny prehl'adava-
ci strom je binidrny usporiadany strom, kde kaZzdému vrcholu je priradeny za-
znam. Zaznam vrcholu musi mat’ via¢si index ako sd indexy zaznamov vrcholov
v jeho 'avom podstrome a mensi index ako maji indexy zdznamov v jeho pra-

vom podstrome.

Takyto strom mdzZeme vytvorit’ z l'ubovol'ného doposial’ nezotriedeného zozna-
mu zdznamov nasledujicim algoritmom. Zoberieme si prvy zdznam, priradime
ho korefiu. Na pridanie d’al§ieho zdznamu porovnidme zdznam s uZ umiestnenymi
zdznamami v strome. Zac¢iname od korena, ideme dolava ked’ zdznam je mensi
ako vrcholu uz priradeny zdznam, v opa¢nom pripade ideme doprava. Ked’ ideme
dolava (doprava) a na danom mieste nie je uz Ziaden l'avy (pravy) nasledovnik,
vytvorime ho a priradime mu na$ zarad’ovany zdznam (pozri zarad’ovanie za-
znamu d na obr. 12.6).

Na njjdenie zdznamu pouZivame prakticky rovnaky pristup. Nasledujici algo-
ritmus ndm déva navod, ako ndjst zdznam v bindrnom prehladdvacom strome
alebo ho tam zaradit’, ked’ tam zdznam eSte nie je. Na zistenie zdznamu, ktory je
priradeny vrcholu v, budeme pouzivat funkciu zdznam(v); samotnd hodnota v

odkazuje na umiestnenie vrcholu, teda smernik.
T:=bindrny prehladdvaci strom; x:=hladany z&znam;
v:=koren T;

{vrcholy neexistujice v T maju hodnotu umiestnenia

null, ked je strom prdzdny, aj jeho koren m& hodnotu
null}

while v#null and zaznam(v)#x

begin

then

if Tavy_nasledovnik(v)#null

then v=Iavy_nasledovnik(v)

else lavy_nasledovnik(v)= novy_vrchol a v:=null
else

if x<zdznam(v)

if pravy nasledovnik(v)#null

then v=pravy_nasledovnik (v)

else pravy_nasledovnik(v)= novy_vrchol a v:=null
end
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POKRACOVANIE
ALGORITMU 12.1.

MAXIMALNE
[LoGo(N+1)]
POROVNANI

OBRAZOK 12.6.
PRIRADOVANIE
ZAZNAMU DO
BINARNEHO
STROMU

if koren T=null

then pridaj novy _vrchol, t.j. koren do T a prirad mu
zdznam X

else

if v=null or zdznam(v)#x

then prirad pre novy_vrchol zdznam x a v=novy_vrchol

{v=vysledok, umiestnenie z&znamu x}

Aka4 je narocnost’ vyssie uvedenej procediry? Najvacsi pocet porovnani potrebny
na pridanie nového zaznamu je di7ka najdlhgej cesty v bindrnom prehladdvacom
strome z korenia do listu. Pre n zdznamov ma taky strom n vrcholov, a takému
stromu mdZeme pridat’ list do n+1 pozicii (za porovnanie povaZzujeme aj zistenie,
¢i potomok vrcholu existuje). PouZitim vety 12.5 dostdvame, Ze vySka stromu je
[loga(n+1) ] pre plny vyvazeny strom. Z toho vyplyva, Ze pre najdenie alebo pri-
danie prvku do vyvdZeného bindrneho stromu potrebujeme maximdalne
|_log2(n+l)-| porovnani. KedZe toto je najlep$i moZny vysledok pre bindrne stro-
my, snazime sa udrZat’ zdznamy vo forme vyvaZeného stromu, na ¢o existuji
$pecializované algoritmy.

Prirad’'ovanie zdznamu d do bindrneho prehl'addvacieho stromu s vrcholmi ohodnotenymi pis-
menami abecedy predstavujicimi zdznamy. Porovnanie x<zaznam(v) v algoritme 12.1
znamend, Ze porovndvame, ¢i pismeno uloZené v premennej x je v abecede pred pismenom
uloZenym vo vrchole v.

12.3 ROZHODOVACIE STROMY

Koretiové stromy mdZu byt pouZité na modelovanie problémov, v ktorych rad
diskrétnych rozhodnuti vedie k rieSeniu. Koretiovy strom, v ktorom kazdy vnu-
torny vrchol zodpoveda rozhodnutiu, s podstromami tychto vrcholov pre vsetky
mozné vysledky tohto rozhodnutia, sa vold rozhodovaci strom. MoZné rieSenia
problému zodpovedaji cestdm k listom tohto koretlového stromu. To je ilustro-
vané napr. na obr. 12.7.
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PRIiKLAD 12.2.

OBRAZOK 12.7.
RozHODOVACI
STROM NA
ROZPOZNANIE
LAHSEJ FALOSNEJ
MINCE

VETA 12.6. (B— ”

Maiame 8 minci, z ktorych je 1 falo$nd, l'ahSia. Ako ju rozoznat' ¢o najmensim
poctom vdzZeni rovnoramennych vah?

e o 2 9« X e o

Rozhodovaci strom na rozpoznanie I'ah$ej faloSnej mince spomedzi 8§ minci. Mince sd odliSené
farbou a umiestnené na miskdch rovnoramennych véh. Postupné oznacenie u hran znamena, Ze
lavd miska vah je l'ahSia, resp. Ze obidve misky su v rovnovahe, prip., Ze pravd miska véah je
lahsia. Kotuiciky v dolnom riadku s uréené falosné mince.

RieSenie: Pre kazdé vdZenie na rovnoramennych vdhach si mozné 3 vysledky:
prva miska bude l'ahSia, obidve budd v rovnovéhe, pravd miska bude l'ahSia (po-
zri obr. 12.7). Rozhodovaci strom pre sériu vaZeni je teda terndrnym stromom.
Strom musi mat’ aspon 8 listov, pretoZe je 8 moZnych rieSeni — kazd4 z minc{
mdZe byt lahSia. Najvacsi pocet vdZeni potrebny na urcenie faloSnej mince je
hibka rozhodovacieho stromu. Z vety 12.5 vyplyva, Ze tito hibka je najmenej
|_log38-| = 2. Su teda potrebné aspoil dve vdZenia. Rozhodovaci strom, ktory uka-
zuje, Ze sa problém fakticky da rieSit’ dvoma vdZeniami, je na obr. 12.7. Ako n4-
jst’ takyto rozhodovaci strom je uZ ind otdzka.

Pomocou modelu rozhodovacieho stromu sa dé riesit’ aj zloZitost’ algoritmov na
triedenie. D4 sa takto ndjst’ napriklad najmensi pocet porovnani pre najhorsi pri-
pad postupnosti na usporiadanie pre taky algoritmus.

Kazdy triediaci algoritmus vyZaduje na triedenie n zdznamov v najhorSom pripa-
de” aspori |_10g2(n!)-| porovnani dvoch prvkov, ¢o odpoveda zloZitosti’ Q(n log n).

Doékaz: Algoritmus na triedenie zdznamov zoberie vo vSeobecnosti sekvenciu
zdznamov ki, ky, ... k,, a vrati permutdciu ich indexov, ktord odpoveda utriedene;j
sekvencii. Pre dané n si moZeme predstavit optimdlny algoritmus ako bindrny

% Najhor$im pripadom sa mieni také usporiadanie vstupnych dét, na ktorom algoritmus zle funguje. Najlep3i pripad
by bola permuticia zodpovedajica uz usporiadanym zdznamom.

3

Velké grécke pismeno omega sa pouZiva ako mierka zloZitosti algoritmu, zvycajne v zavislosti od potrebného ¢asu

alebo pamiti, pre vel'kost’ problému n, ¢o je zvyCajne pocet prvkov. Zlozitost’ algoritmu ¢asto zavisi nie len od vel-
kosti, alebo mnoZstva dat, ale priamo od ich hodn6t. PouZiva sa teda viac znaceni: O( f(n)) — Omikron notdcia —
horny odhad alebo horsie uzZ to nebude, ¢asové naroky algoritmu nikdy nebudu rast’ rychlejsie ako f(n); ®( f(n)) —
Theta notdcia — priemerny odhad; Q( f(n)) — Omega notdcia — dolny odhad alebo lepSie uz to nebude. Neformal-
ne, platnost’ f (n)e Q(g(n)) znamend, Ze hodnota f (pocet porovnani) je vicsia ako g(n) vyndsobené nejakou kon-
Stantou. Formadlne, f(n)e Q (g(n)) znamend, Ze existujui kladné konStanty c¢ a k, také Ze 0 < cg(n) < f(n) pre vSetky
n > k. Hodnoty c¢ a k musia byt konstantné pre funkciu f'a nesmu zavisiet’ od n.
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rozhodovaci strom: interné vrcholy zodpovedaji porovnaniu dvoch zdznamov,
a listy zodpovedaju korektnym permutdcidm. Triedenie danej sekvencie zodpo-
vedd ceste po strome od korena k listu. Poet porovnani sa prinajhor§om rovna
hibke stromu.

Dana sekvencia ma n! permuticii, takZe strom ma n! listov. Preto musi byt hibka
stromu podla vety 12.5 rovnd najmene;j |_log2(n!)-|. Podla Stirlingovej formuly
plati, Ze n!>n"e", Co je ekvivalentné k log, (n!) > n log, n - n log, e. TakZe naj-
hor§i pripad zloZitosti je viac¢Si alebo rovny konStantou ndsobenej hodnote
|_log2(n!)-| >nlog, n - n log, e, &o zodpoveda zloZitosti Q (n log n). (Clen n log, e
zanedbdme v porovnani s ¢lenom 7 log, n a na zdklade logaritmu nezaleZi, preto-
Ze hodnoty logaritmov pri réznych zédkladoch saliSia iba o nisobok konstan-
tou.)m

12.4 PREFIXOVE KODOVANIE

NAJEASTEJSIM
ZNAKOM PATRI
NAJKRATSIE

ZAKODOVANIE

NESTRATOVE
KODOVANIE
ABECEDY

JEDNOZNACNOST
KODOVANIA?

PREFIXOVY KOD

Kdéd je zobrazenie, ktoré kazdému znaku alebo postupnosti znakov daného stibo-
ru znakov (vzorov) jednoznacne priradi znak alebo postupnost’ znakov (obrazov)
z iného suboru znakov. Postavme si problém, ako zapisat’ viac informdcii pomo-
cou menSieho poctu bitov? Odpovedou je priradit’ znakom alebo vstupnym in-
formécidm, ktoré sa opakuji najcastejSie (pravdepodobnost’ vyskytu), ¢o najkrat-
§f kéd. Taky princip mdZeme pouZit' tak pri stratovom kédovani (ako je MP3,
kedy znesieme maly Sum vymenou za krati sibor), tak i pri nestratovom kédo-
vani (ako je winzip ¢i rar kéd, kedy by sa ndm nepécilo, aby zmizli pismenka zo
skomprimovanej diplomove;j prace).

Kdédovanie si ukdzme na priklade nestratového kédovania, ked” mdme pomocou
ret’azca bitov zakddovat’ sekvenciu pismen anglickej abecedy a nebudeme rozli-
Sovat’ medzi malymi a velkymi pismenami. KedZe sa budeme bavit’ iba o 26
znakoch, na ich rozliSenie by nam sta¢ilo 5 bitov, pretoZe 16=2"<26<2’=32. Ked’
ale zoberieme do uvahy frekvenciu vyskytu jednotlivych pismen, moéZeme pomo-
cou lepSieho zakddovania priemernt spravu odvysielat’ menej bitmi, aj ked’ nie-
ktoré pismenka pritom mdZu byt zakédované aj dlh§im retazcom bitov ako je
5-bitovy. NajfrekventovanejSie pismenka budu ale zakédované najkrat$im ret'az-
com bitov.

Aké znacky mdme priradit’ jednotlivym znakom? Treba dat’ pozor. Predstavme si
spravu AAABBC. Co keby sme priradili znacky zle? Napriklad znaku A by sme
dali retazec 0 a znaku B retazec 1, a znaku C retazec O1. Postupnost’ bitov
0001101 brana zaradom by bola preloZzend ako AAABBAB, ale my sme tak za-
kédovali AAABBC. D4 sa v tomto pripade vobec zakédovat AAABBC?

Chceme, aby Ziaden binarny retazec nezodpovedal viac ako jednej sekvencii
pismen, teda aby l'ubovolny korektne zakdédovany bindrny retazec bol jedno-
znacne dekddovatelny. Jednym zo spdsobov, ako zarucit’ dekdédovatelnost, je
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REPREZENTACIA
BINARNYM
STROMOM

OBRAZOK 12.8.
BINARNY STROM
ZODPOVEDAJUC
PREFIXOVEMU
KODU

DEKODOVANIE

HUFFMANOVE
KODOVANIE

Z FREKVENCIE
ZNAKOV

ALGORITMUS
HUFFMANOVHO
KODOVANIA

pouZit’ prefixovy kod. Jeho podstatou je, Ze Ziaden retazec zodpovedajici jed-
nému pismenu sa neobjavi ako pociatocna Cast’ retazca zodpovedajiceho inému
pismenu.

Prefixovy kéd mozZe byt reprezentovany bindrnym stromom, kde pismend su listy
stromu. Hrany stromu si oznacené tak, Ze hrana iddca k l'avému nasledovnikovi
je oznacend 0 a hrana iddca k pravému nasledovnikovi je oznafend 1. Bindrny
retazec odpovedajici pismenu je sekvencia oznaceni hrdn na ceste od korena
k danému pismenu. Strom reprezentujici kod mdze byt pouZity na dekédovanie
bindrneho retazca. Napriklad pre strom na obr. 12.8 dostivame pre spravu
AAABBC binarny retazec 000101011.

0 1
A 0/\1
B C

Binarny strom zodpovedajuci prefixovému kédu pre prvé tri pismend abecedy.

Pri dekédovani postupujeme takto. Zacneme v koreni, zoberieme prvy bit, je to 0,
ideme teda dolava, je to koniec tejto vetvy? Ano je, Ziadne d’aliie z nej uZ neve-
dd. Teda napiSeme si pismeno A. Znovu za¢neme v koreni, zoberieme bit, je to 0,
teda opat’ si zapiSeme A. Znovu ideme do korena, zoberieme d’alsi bit, je to O
teda opit’ si zapiSeme A. Znovu ideme do korena, zoberieme d’als{ bit, je to 1,
ideme z korena doprava, je tam nie¢o uloZené? Nie, nie je, d’alej sa to vetvi, tak
zoberieme d’al§i bit, aby sme videli, ako sa to vetvi. Dal3i bit je 0, teda ideme
dol’ava, tam narazime na B. Znova zopakujeme od korena. A takto postupujeme,
kym méame nejaké bity na dekédovanie.

Prefixovy kod mdzeme zostrojit’ pre akykol'vek bindrny strom s hranami iddcimi
dolava oznacenymi jednou binarnou hodnotou, s hranami iddcimi doprava kom-
plementirnou bindrnou hodnotou a s listami stotoZnenymi so znakmi.

David Huffman (1925-1999) ako Student na MIT r. 1951 opisal v semestralne;
praci algoritmus, zndmy od tej doby ako Huffmanove kédovanie. Tento algorit-
mus ma ako vstup frekvencie (pravdepodobnost vyskytu) znakov v sprave
a vytvéra prefixovy kéd, ktory kéduje spravu najmensim moznym poctom bitov
spomedzi vSetkych moznych binarnych prefixovych kédov pre dant sadu symbo-
lov.

Algoritmus Huffmanovho kédovania ma za ciel’ vytvorit’ bindrny koreniovy strom
so znakmi ako s listami. Algoritmus zacina s lesom jednovrcholovych stromov
oznacenych pismenami abecedy a s vdhami stromov rovnymi frekvencii prirade-
ného pismena. Pri kazdom kroku sa kombinuji dva stromy s najmensou celkovou
vdhou do jedného stromu pridanim nového korefia a umiestnenim stromu
s vi¢Sou vdhou ako l'avého podstromu a stromu s mensSou vdhou ako pravého
podstromu. Takto vytvorenému stromu priradime vahu rovnd sictu vah obidvoch
stromov. Algoritmus kon¢i, ked’ je pdvodny les pospajany do jedného stromu.
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ALGORITMUS
12.2.
HUFFMANOVE
KODOVANIE

PRiKLAD 12.3.

OBRAZOK 12.9.
BINARNY
KORENOVY STROM
PRE HUFFMANOV
KOD

F:=les zZ n korenovych jednovrcholovych stromov
s priradenymi symbolmi abecedy a; a vdhami w; odpove-
dajucimi frekvencidm;
while F nie je strom

begin
nahrad koreriové stromy T a T’ s najnizdimi wvadhami
z F s w(T)2w(T’) stromom s novym koreniom a s T a T’

ako lavym, resp. pravym podstromom. Hranu k T oznad
0, hranu k T’ oznac¢ 1.
Prirad korenu nového stromu vdhu w(T)+w(T’)

end

Majme nasledujice symboly s frekvenciami A: 0,29; E: 0,26; B: 0,13; D: 0,12;
F: 0,11; Q: 0,09. Ako zostrojit Huffmanove kédy symbolov?

Najprv spojime F a Q do stromu T; s vdhou (u korena) 0,20. Potom B a D do
stromu T, s vdhou 0,25. Nasledovne stromy T; a T, do stromu Tj s vdhou 0,45,
potom A a E do stromu T4 s vdhou 0,55, a nakoniec stromy T3 a T4 do vysledné-
ho stromu (pozri obr. 12.9).

Binarny koretiovy strom pre Huffmanov kéd.

Na aplikéacie Huffmanovho kédovania existuje vel'a variantov, napriklad namies-
to jednotlivych symbolov mdzeme kddovat dvojice symbolov, alebo obecne
n-tice symbolov.

12.5 KORENOVE STROMY REPREZENTUJUCE
ALGEBRAICKE VYRAZY

Majme mnoZzinu S, na ktorej si definované dve bindrne opericie, @ a ®. Bez
toho, aby sme vedeli, ktord z nich m4 prednost, tak moZeme napriklad vyraz
x®@y®z chipat’ ako (x@y)®z alebo x®(y®z). Také vyrazy moéZeme jednoznacne
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OBRAZOK 12.10.
BINARNE STROMY
PRE VYRAZY
(x®Y)®zA
XD(Y®2)

INFIXOVA A
PREFIXOVA
(POLSKA) NOTACIA

POSTFIXOVA
(REVERZNA
POLSKA) NOTACIA

GENETICKE
PROGRAMOVANIE

reprezentovat’ bindrnym stromom. Vyraz mdzZe byt rekurzivne definovany ako
XaY, kde o je symbol pre bindrnu operdciu a X a Y st bud’ prvky z mnoZiny
Salebo vyraz. Taky vyraz modZe byt reprezentovany bindrnym stromom
s koretiom o, 'avym podstromom X a pravym podstromom Y. Hore uvedené
vyrazy potom mdZu byt’ reprezentované stromami ako na obr. 12.10.

® @
< N N,
A TA

Bindrne stromy pre vyrazy (x®y)®z a x®(y&®z).

Bezny zépis vyrazu, napr. x®y®z sa vold infixovd notdcia. Vyraz mdZeme rov-
nako dobre rekurzivne definovat’ v tzv. prefixovej (alebo pol’skej) notdcii ako
0oXY Co by namiesto vyrazu (x®y)®z dalo vyraz ®@®xyz anamiesto vyrazu
x®(y®z) vyraz ®x®yz. Tento zdpis mdZe vyzerat’ mitdco, ale je jednoznacnejsi
v tom zmysle, Ze na rozdiel od beZzného infixového zapisu nepotrebujeme poznat’
precedenciu operdtorov alebo ju mat’ ur€ent zatvorkami. Okrem tejto prefixovej
noticie existuje aj postfixovd (reverznd pol’skd) notdcia, kedy je symbol pre
operaciu pisany za prvkami, ktoré spdja, ako u XYa €o by namiesto vyrazu
(x®y)®z dalo vyraz xy®z&® anamiesto vyrazu x®(y®z) vyraz xyz®®. Volne
povedané, vyraz v prefixovej noticii sa zo zodpovedajiceho bindrneho stromu
urobi tak, Ze ked’ ideme po vrcholoch grafu, ako by sme ho prehl'adavali do hib-
ky, zapiSeme operdtor vZdy prvykrat, ked vrcholom prechddzame, rovnako ako
pre premennu pri liste, pri infixovej notécii to urobime pri druhom prechode vr-
cholom, pri postfixovej notécii pri treom priechode vrcholom.

Koretiové stromy vyjadrujice algebraické vyrazy sa pouZivaju napriklad pri
symbolickej regresii pri genetickom programovani.

12.6 KORENOVY STROM AKO MODEL HRY

VRCHOLY =
POZiCIE HRY

HRANY = TAHY

Stromy mdZu byt pouZité na analyzu urcitého typu hier ako sd piskvorky (angl.
tic-tac-toe), ddma, Sach alebo odoberanie zdpaliek (anglicky ekvivalent hra
nim).V tychto hrich sa dvaja hraci postupne striedaji v tahoch. Kazdy hrac vie,
aky tah urobil jeho protihra¢ a do hry nevstupuje prvok ndhodnosti. Také hry sa
dajd modelovat’ pomocou stromu hry. Vrcholy takého stromu reprezentuji mo-
mentélne pozicie hry a hrany reprezentuji legilne tahy medzi poziciami. Vrcholy
reprezentujlice rovnaké pozicie sa v takom strome mdZu nachddzat’ viackrat, po-
kial’ k nim vedu rozdielne postupnosti tahov. Koren reprezentuje Startovnu pozi-
ciu. Listy reprezentuji koncové pozicie hry. Listy moZeme ohodnotit’ 1, ked’
zodpovedaji vyhre prvého hraca, 0 ked’ nastala remiza, a -1, ked’” zodpovedaji
prehre prvého hraca.
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PI1SKVORKY

OBRAZOK 12.11.
ZNAZORNENIE 3
PARTI HRY
PISKVORKY

SYMETRICKE HRY

HIERARCHICKY
USPORIADANE
PRAVIDLA

PREHI'ADAVANIE
STROMU RIESENI

Tu si uvedieme hru voland pi§kvorky. Této hra vyZaduje dvoch hracov, prvy hra¢
je oznaceny symbolom X a druhy hra¢ symbolom O. Snahou kazdého hraca je
umiestnit’ na Stvorcovej 3 X 3 hracej doske svoje symboly tak, aby tvorili bud’
riadok, stipec, alebo uhlopriecku (obr. 12.11).

Hra je zahdjena hra¢om X, potom nasleduje t'ah hraca O. Toto striedanie hracov
sa opakuje tak dlho, dokial’ jeden z hra¢ov nevyhrd, alebo dokial’ nie je na hracej
doske umiestnenych devit’ symbolov.

Priebehy hier méZeme reprezentovat’ pomocou ,,stromu rieSeni, kde je explicit-
ne ukdzané, ktoré tahy boli pouZité (obr. 12.12).

X,| O:| X3 X, O:| X, X 0.1%
o.[X 0.[0, 0, X,[X.
X7 O() XS QS X7 08 X7 06

X-hra¢ zvitazil O-hra¢ zvitazil hradi remizovali

Znézornenie 3 partif hry piSkvorky. Indexy pri jednotlivych symboloch X a/alebo O znamenaji
poradie tahu. V prvych dvoch partidch bolo dosiahnuté vit'azstvo, hra¢ umiestnil svoje symbo-
ly do riadku, stipca alebo diagonily, o je naznadené preruSovanou Giarou. V tretej partii sa
Ziadnemu hracovi takto nepodarilo umiestnit’ svoje symboly, po 9 tahoch, ked st obsadené
vSetky pozicie hracej dosky, hra konci remizou.

Hra piskvorky patri medzi tzv. symetrické hry, z pohl'adu druhého hraca je hra
identicka s hrou prvého hraca (hraci su rovnocenni, odliSuji sa len v tom, Ze je-
den z nich zahajuje hru). Obaja hraci rieSia rovnaky strategicky ciel —
maximalizuji svoj zisk a stcasne chcd zabranit’ v dosiahnuti ciel'a stiperovi —
minimalizujd sdperov zisk.

Vo vSeobecnosti existuju dva diametrdlne odlisné pristupy k rieSeniu problému,
ako vyhrat”:

Prvy pristup je zaloZeny na existencii modelu hry, ktory obsahuje hierarchicky
usporiadané pravidld. Ked tieto pravidla budeme dodrZiavat, mali by sme do-
spiet’ ak nie vitaznej pozicii, tak aspoii k remize. Zial’, tento model je zostrojitel’-
ny len pre jednoduché hry, pre zloZitejSie hry (napr. Sach) uz nie sme schopni ho
zostrojit’ s dostatocnou presnostou a efektivitou. Obvykle sme v zlozZitych pripa-
doch schopni formulovat’ len rozne vSeobecné pravidla (heuristiky), ktorych do-
drziavanie v priebehu hry by malo viest’ k vitazstvu.

Druhy pristup je zaloZeny na rozsiahlom prehladdvani stromu rieseni, pomocou
ktorého, aspon teoreticky, sme schopni néjst’ optimalny tah v kazdej etape hry.
Aj ked’ je tento pristup koncepéne vel'mi jednoduchy, jeho numericka realizicia
v pocita¢i nardZa na vaZne problémy s enormnou velkostou stromu rieSeni.
Stromy hier moZu byt’ obrovské, napr. pre Sach je odhadovany na 10" vrcholov.
K numerickému zvladnutiu tohto pristupu musime zaviest' niektoré podstatné
zjednodusenia tykajiice sa hibky prehl'addvania stromu rieSeni (tak napr. pri pre-
hPadavani stromu rieSeni ideme do maximalnej hibky 3 alebo 4). Toto zjednodu-
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OBRAZOK 12.12.
ZNAZORNENIE
STROMU RIESENI

MODEL — HRA
POMOCOU
PRAVIDIEL

Senie prehladdvania stromu rieSeni je obvykle kombinované s r6znymi heuristi-
kami, ktoré ohodnocuju ,.koncové‘ stavy hry.

/\ 1. Groven
X X (hrac X)

/\ . 2. uroven
(hrac O)

- =
O] X X|O X
(@)
l J
X |10 A
/\ L 3. Uroven
hra¢ X
X x*o x|o % |o ( ac )

x| x|o x|x|lo o|x|o
x]oJo - X x| ol x
x ol x I3 x|o|x

X zvitazil O zvitazil Remiza

/ 1N\

Znézornenie stromu rieSeni, ktorého vrchol (koren) je prazdna hracia doska. Po prvom tahu,
ktory hral hra¢ X, je obsadena jedna pozicia (zdbéraznena vytienovanym) symbolom X. V dru-
hej drovni, hranej hra¢om O, je obsadend pozicia (vytiefiovand) symbolom O. Vetva stromu
rieSeni kon¢f vtedy, ak jeden hrac¢ zvitazil alebo st obsadené vSetky pozicie na hracej doske —
hra skon¢ila remizou.

Jeden zo zédkladnych principov umelej inteligencie je ndvrh modelu Studovaného
problému. Mo6Zeme napriklad pomocou siboru pravidiel byt schopni hrat’ pis-
kvorky na dobrej drovni. Uvedieme jednoduchy model*, ktory sa zaklad4 na tom,
7e tah hrica je urceny nasledujicimi Siestimi pravidlami s klesajicou prioritou
(obr. 12.13-12.15):

* Tomuto modelu chyba jedno pravidlo, aby tento model vdy vyhral alebo aspoii remizoval.
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OBRAZOK 12.13.
PRAVIDLA MODELU
HRY

OBRAZOK 12.14.
VIDLICKOVE
POZICIIE

Pravidlo 1.
Pravidlo 2.

Pravidlo 3.

Pravidlo 4.
Pravidlo 5.
Pravidlo 6.

X|x

¢}

Hrac vykond tah, ktory vedie k jeho vitazstvu.

Hrac vykond tah, ktory zabrdni vitazstvu oponenta v nasledujii-
com tahu.

Hrac vykond tah, ktory pripravi moZnost dvojndsobného poufitia
1. pravidla v nasledujiicom tahu (tzv. vidlicka, obr. 12.14).

Hrdac vykond tah, ktorym obsadi stredné pole.

Hrac vykond tah, ktorym obsadi rohové pole.

Hrdac vykond ndhodny tah.

X (0] , 2 (0]
tah X-hraca S 5 t jlh X-hlgllca T
1. pravidlo 5 X - pravidlo 5
tah X-hrica o < fah X-hré¢a
2. pravidlo X é 5 5. pravidlo X
tah X-hréca | =42
3. pravidlo X 5

Diagramy ilustruju jednotlivé pravidld modelu hry. Poznamenajme, Ze v dosledku 4. pravidla
je prvym tahom vzdy obsadenie prostredného pola.

X x| x| e E|l |x X
El X| X X X| E X X| E
E E X E
A B C D
o] x
o] x| x
0 ofx o] x o X
X —_ X —_— X X
o) [6) ol x
x| X] X
o[ o
E

Diagramy A-D znazoriujui zdkladné typy vidlickovych pozicii, ktoré st aplikovatel'né pouZi-
tim pravidla 3. Symboly E znédzoriuji priklady dvojice pozicii, ktoré musia byt’ prazdne, aby
sa dala ,,vidlicka“ v d’alSom tahu doplnit’ na vitazni trojicu. Diagram E ukazuje poziciu, ktora
je prehrand pre hrac¢a O uZ po jeho druhom t'ahu. Pravidld ndSho modelu hry pouZiva prvy hra¢

X.
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OBRAZOK 12.15.
PRIEBEH HRY
POMOCOU MODELU

STAV HRY

AKCIA
TRANSFORMUJE
STAV

POHYB V
STAVOVOM
PRIESTORE HRY

OBRAZOK 12.16.
STROM RIESENI

X (e} X O
X —» X
O/ O\x o x| |o x| o x|o]o x|olo
x| — |x X[ x —> O x[x —» o] x| x — o] X[ x — O] X| X
\ @) (¢} 0/4 o ) x| |o x| |o X X]O
X —> X
X X

1.tah  2.tah 3. tah 4.tfah  5.tah 6.tah  7.tah 8.tah  9.tah

Znézornenie priebehu hry pomocou modelu, hra skoncila remizou. Spodnd ,,vetva‘““ ukazuje, Ze
réznymi postupnostami tahov sa mdZeme dostat’ na rovnaky stav, pripadne na stav ekviva-
lentny z hl'adiska symetrie. Diagram, kde sa vetvy spédjaju, ale uZ nezodpoveda stromu.

Uvah o priebehu hry piskvorky moZeme formalizovat’ takto: RozloZenie znakov
X a O na hracej doske sa nazyva stav hry.

Tah hréca, t. j. pridanie znaku X alebo O na hraciu dosky do konkrétnej volnej
polohy, sa nazyva akcia. Pre dany stav s ma hra¢ k dispozicii mnoZinu pripust-
nych akcii A(s)={a,, a,,..}. Hovorime, Ze akcia a transformuje stav s na novy

stav s, alebo s"=a(s). MnoZina vietkych moZnych stavov S={si, 5o, ...} sa

nazyva stavovy priestor hry. Pomocou akcii sa méZeme pohybovat’ v stavovom
priestore (obr. 12.16). Nech sy je poCiatocny stav zodpovedajici prazdnej hracej
doske, prvy hra¢ na vybrand poziciu prilozi znak X, dostaneme stav s;, potom
druhy hra¢ na stav s; vykona akciu (priloZi na volni poziciu znak O), takto do-
staneme stav s, atd’. Priebeh hry je opisany sekvenciou stavov

4

a, a,

Syeerens 5, = (595,85,

hrac, (1. tah)

hrdc, (2. tah)

hrdé, (3. tah)

Sy 55

Prvy hra¢ vytvori z pociato¢nej pozicie (vrchol stromu) vSetky moZné nasledujice (1-tahové)
pozicie s;, $,,.... Na zdklade urcitych (raciondlnych) dvah vyberie poziciu s;. Druhy hrac
z pozicie s; vytvorf nové (2-tahové) pozicie, z nich vyberie poziciu s; ako vysledok svojho
tahu — akcie. Obaja hraci tento postup opakujd, konéi sa vtedy, ak niektory hra¢ vyhral alebo
obaja hraci remizovali.
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VELKOST
STAVOVEHO
PRIESTORU

MINIMAX PRINCIP

PRVY HRAC MAX

DRUHY HRAC MIN

Velkost’ stavového priestoru (t. j. pocet rdznych stavov — pozicii hry) je urcena
hornou hranicou 3° = 19 683 (si tri stavy kaZdej pozicie dosky a devit pozicif).
Tento pocet ale zahfiia vel'a nepovolenych stavov, ako samé kriZiky a Ziadne
krizky, alebo poziciu, kde md jeden hra¢ riadok alebo stipec troch krizikov a
druhy hra¢ kriZzkov. Odstranenie nepovolenych stavov redukuje priestor na 5478
stavov a ked’ zapocitame stavy symetrické operdciou roticie a zrkadlenia ako
jeden stav, existuje len 765 odliSnych stavov.

PouZitim met6dy prehladdvania do hibky méZeme zostrojit kompletny strom
rieSeni hry piSkvorky. Zistili sme, Ze ma nasledujici pocet koncovych pozicii,
ktoré st charakterizované takto

Pocet Typ

131184 vit'azstvo hraca X
77904 vitazstvo hraca O
46080 remiza hri¢ov X a O

Dalsi doleZity problém pred ktorym teraz stojime (predpokladime, 7e uZ pozna-
me Uplny strom rieSeni hry piSkvorky) je zistit' vitaznu stratégiu pre prvého hra-
¢a. Existuju tieto tri moznosti:
(1) existuje vitaznd stratégia pre prvého hrdca, to znamend, Ze pri pouZiti
tejto stratégie prvym hra¢om musi druhy hra¢ prehrat’,
(2) existuje vit'aznd stratégia pre druhého hrdca, to znamena, Ze pri pouZiti
tejto stratégie druhym hracom musi prvy hrac prehrat’,
(3) neexistujir vitazné stratégie, optimalna stratégia poskytuje obom hréa-
¢om len remizu.

Jednoducha modifikéacia met6dy hladania do hibky na konstrukciu stromu rieseni
nam umoznuje zistit’ optimalnu stratégiu pre oboch hracov. Najprv si ohodnotime
koncové vrcholy — listy tak, Ze pokial’ vyhral prvy hrac, st ohodnotené 1, pokial
vyhral druhy hra¢, si ohodnotené -1 a pokial’ hra skonéila remizou, vrchol je
ohodnoteny 0. Zakladny princip na ziskanie optimalnej stratégie je vel'mi jedno-
duchy, vychadza zo skutocnosti, Ze kazdy hra¢ voli taky tah, aby maximalizoval
minimélnu hodnotu pozicie vychddzajicu z oponentovych d’alSich moZnych ta-
hov. Hra¢ maximalizuje svoj zisk (= ohodnotenie svojej nasledujicej pozicie
smerom od korena k listom, teda I'avého ¢i pravého nasledovnika) a tym minima-
lizoval zisk sdpera, preto ho nazyvame ,,minimax princip* (obr. 12.17).

Prvy hra¢ (oznaCeny max) chce vyhrat’, to znamend, Ze bude vyberat’ také tahy,
aby maximalizoval svoj zisk a minimalizoval zisk stdpera (druhého hraca, ozna-
¢eného min).

Druhy hra¢ sa bude spravat’ podobne, ako prvy hrac, chce maximalizovat’ svoj
zisk, €o je ekvivalentné tomu, Ze minimalizuje zisk prvého hraca (preto je druhy
hra¢ oznaceny min). Pri ohodnoteni vSetkych zvySnych vrcholov stromu rieSeni
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OBRAZOK 12.17.
STROM RIESENI
A MINIMAX PRINCIP

MINIMAX PRINCIP:
TRIEDA HIER
S DVOMA HRACMI

PISKVORKY
OPTIMALNE — LEN
REMizA

OBRAZOK 12.18.
PosTuPNOST
TAHOV AKO
PERMUTACIA

postupujeme po urovniach od listov ku koretiu a postupne ohodnocujeme vnutor-
né vrcholy. Vniitorny vrchol prehl'addvaného grafu je vZdy oznaceny maximom
(pre 1. hrica) resp. minimom (pre 2. hrac¢a) hodndt jeho 'avého a pravého nasle-
dovnika. Hraci sa pritom striedajd po drovniach, definovanych grafovou vzdiale-
nostou od korefia stromu. Vysledok na obr. 12.17 ukazuje, Ze pre dand hru exis-
tuje vitazna stratégia pre prvého hraca, pretoze koreit ma hodnotu 1. Zvyraznené
hrany oznacuju tahy vedice k vyhre.

A 1. hr4¢ (max)
D, O
\Y/ % \/ 2. hra¢ (min)

/O\ /O\ /N /0\ /I /AN 1. hra¢ (max)
VYV VNV YNYYVYVY YV 2wk min
NIAN /N /O\ 1. hrag (max)

\V/ v \/ v 2. hra¢ (min)

Strom rieSeni a minimax princip

Pomocou tohto jednoduchého postupu zalozeného na minimaxovom principe
modZeme riesit’ velku triedu hier s dvoma hra¢mi, ktorf striedavo vykondvaju ta-
hy, pricom hlavnym strategickym zdmerom kazdého hraca je maximalizovat’ svoj
zisk (t. j. minimalizovat’ zisk stipera). Hlavny problém s pouzitim tohto algoritmu
spociva v tom, Ze strom rieSeni zlozitejSich hier (napr. Sachu) ma enormnd vel-
kost, takze systematické prechiadzanie po vSetkych jeho vrcholoch — stavoch je
nerealizovatelné.

Ak aplikujeme met6du prehladdvania do hibky kombinovand s minimax princi-
pom na piskvorky, potom zistime, Ze ked’ obidvaja hraci hrajui zo svojho hl'adiska
optimalne, méZu dosiahnut’ len remizu. To znamend, Ze vrchol stromu rieseni je
ohodnoteny na zaver 0, jedna z tychto optimdlnych partii je postupnost’ tahov
reprezentovand ,,permutaciou’ (597364128).

0 o o] x| |o x]0olo xjojlo
X — | X —> X| — |X — [x|x — O] X|X = o] x| X — o] x| x—>_0] X]X
[¢) X o X o x| o x| |o x| |o x| |o X| X] 0

1.tah(5) 2.tah(9)  3.tah(7) 4.tah(3) 5.fah(6)  6.tah(d)  7.fah(l) 8.tah(2) 9.tah(8)

Znézornenie postupnosti (597364128) pomocou jednotlivych tahov hry piSkvorky. Jednodu-
cho sa mdZe skontrolovat, Ze tito postupnost’ tahov vyhovuje modelu hry piskvorky, ktory bol
diskutovany v prvej Casti tejto kapitoly.

Z vysledkov ziskanych metédou prehladdvania do hibky spolu s ,minimax*
principom vyplyva zdver, Ze optimdlna stratégia hry piSkvorky vedie k remize,
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ZHRNUTIE

neexistuje taka stratégia, pomocou ktorej by jeden hrd¢ vyhral a druhy prehral.
Tym, Ze metdéda prekontrolovala cely strom rieSeni, méZeme tento vysledok po-
kladat’ za kone¢ny a nemenny.

Rovnako si mdZeme pre dokonalejsi model hry urcit’ pocitaovymi simula¢nymi
vypoctami, Ze optimalna stratégia hry piskvorky sa pre prvého hraca riadi pomo-
cou modelu hry s hierarchickymi pravidlami. Skontrolovali sme optimélne po-
stupnosti tahov dizky 9, zistili sme, Ze vo vietkych pripadoch model hry je spl-
neny.

STROM A LES

KORENOVY STROM
BINARNY STROM

CYKLOMATICKE
CisLo
PREFIXOVE
KODOVANIE

KORENOVE
STROMY AKO
ALGEBRAICKE
VYRAZY

MODEL HRY

Strom je stuvisly graf bez kruznic, pri n vrcholoch ma n-1 hran. Prvykrat boli pou-
zité Arthurom Cayleym na spocitanie druhov alkdnov. Pouzivaji na rozmiestiio-
vanie prvkov v databédzach, efektivne kédy na ukladanie a prenos informaécii, roz-
hodovacie stromy, modely hier na urCenie vyhrivajicej stratégie, nijdenie
najlacnejSieho prepojenia uzlov komunikacnej siete. Nestvisly graf bez kruznic
volame les.

Strom so $pecidlne vyzna¢enym vrcholom volanym koreii sa vola koreriovy (ale-
bo zakoreneny) strom. Koncové vrcholy na ceste od koreiia volame listy. Bindr-
ny strom sa rozvetvuje smerom od korenia v kazdom vrchole maximélne na dve
nové vetvi. Optimélny algoritmus na triedenie zdznamov je binarny rozhodovaci
strom zloZitosti Q (n log n).

2 v

Cyklomatické cislo C(G) znadi pocet ,,nezavislych kruznic v grafe, C(G) = |E| -
[V| + p, kde p je pocet komponentov grafu.

Ked’ priradime znakom, ktoré sa opakuju najCastejSie, co najkrats$i kéd, zapis je
efektivny. Ked’ Ziaden retazec zodpovedajici jednému znaku sa neobjavi ako
pociato¢nd Cast’ retazca zodpovedajiceho inému znaku, je to prefixovy kod a je
jednoznacny. Pre bindrny kéd sa reprezentuje bindrnym stromom. Najefektivnej-
Sie z tychto kédovani je Huffmanove kodovanie.

Ked vnitornym vrcholom korefiového stromu st priradené operdcie a listom
premenné, reprezentuje strom jednoznaéne algebraicky vyraz. Podla sposobu
priechodu stromom potom odliSujeme infixovii, prefixovii (pol’skit) a postfixovii
(reverznii pol’skit) notdciu.

Ked za vrcholy uvaZujeme pozicie hry a hrany si tahy, mdZeme modelovat
priebeh hry. Aby sme vyhrali, musime mat’ alebo spravne hierarchicky usporia-
dané pravidld, alebo prehladat’ strom rieSeni. Tah hraca (akcia) transformuje
stav na novy stav, pomocou akcii sa pohybujeme v stavovom priestore hry. Hru
pre dvoch hrid€ov mdZeme vyrieSit pomocou minimax principu, kedy vyhre pr-
vého hréca je priradené maximum, vyhre druhého hri¢a minimum, a pri analyze
hry sa postupuje od koncovych pozicii k vychodzej a vrcholy sa ohodnocuji ako
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maximum ¢i minimum vrcholov uZ s nimi spojenych, podla toho, ¢i je na tahu
prvy alebo druhy hrag.

KrUCoOVE POIMY

stromy ako modely cyklomatické cislo grafu
vlastnosti stromov vyvaZeny korenovy strom
bindrne prehladdvanie prehladdvanie bindrneho stromu
stromy algebraickych vyrazov rozhodovaci strom

hry zloZitost algoritmu

Arthur Cayley Stirlingova formula

alkany Omikron notdcia

les Theta notdcia

koren Omega notdcia

korenovy strom nestratové kodovanie
predchodca prefixovy kod

nasledovnik Huffmanove kédovanie

predok infixova notdcia

potomok prefixovd (pol'skd) notdcia

list postfixovd (reverznd polskd) notdcia
vntitorné vrcholy genetické programovanie
podstrom hierarchicky usporiadané pravidld
tiroven vrcholu prehladdvanie stromu rieSent
hibka stromu stav hry

n-drny strom mnoZina pripustnych akcii

plne n-darny strom akcia a transformuje stav
bindarny strom stavovy priestor hry

terndrny strom pohyb v stavovom priestore hry
usporiadany korernovy strom minimax princip

lavy a pravy nasledovnik

CVICENIA

12.1. Ktoré z nasledujicich grafov na obr. 12.19 nie st stromy a preco?

OBRAZOK 12.19. )<{

KTORE sU

STROMY? Y ™~ X;—
Gl G2 G3 -

G,

Ktoré su stromy?
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OBRAZOK 12.20.
KORENOVY
STROM

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

Odpovedzte pre graf na obr. 12.20 nasledujice otizky:
(a) Ktory z vrcholov je koren?

(b) Ktoré vrcholy su vnitorné?

(c) Ktoré vrcholy su listy?

(d) Ktoré vrcholy su nasledovnici (synovia) vrcholu k?
(e) Ktoré vrcholy su rodic¢ia vrcholu k?

(f) Ktoré vrcholy su predkovia k?

(g) Ktoré vrcholy su potomkovia vrcholu &?

Kolko neizomorfnych podstromov do5 vrcholov obsahuje graf na
obr. 12.20?

Korenovy strom.

Majme n nenulovych prirodzenych &isel sy, s3, 53, ..., Sy, kde n=2. Nutné
a postacujica podmienka, aby existoval strom na n vrcholoch taky, ze sy,
82, 83, ..., Sy, SU po poriadku stupne jeho vrcholov, je

n

Zs,.=2n—2

i=1
Dokaézte.

Nech G je jednoduchy graf o n vrcholoch. UkédZte, Ze G je strom vtedy
a len vtedy, ked’ je sivisly a ma n —1 hran.

Predpokladajme, Ze 1024 I'udi sa ucastni Sachového turnaja. Pouzite kore-
novy strom ako model turnaja na urcenie, kol’ko hier musi byt odohra-
nych, aby sa uréil vitaz, pokial' je hra¢ eliminovany po jednej prehre
a turnaj pokracuje, dokial’ iba jeden tcastnik neprehral. Predpokladdme, Ze
nebudu Ziadne remizy.

Retazovy list zacina ¢lovekom posielajicim list desiatim d’alSim 'ud’om.
Kazdy prijemca je poZiadany, aby poslal list d’al$im desiatim a kazdy list
obsahuje zoznam predchddzajicich Siestich I'udi v ret’azci. Pokial’ zoznam
neobsahuje menej ako Sest’ mien, kazdy prijemca posle dvadsat’ kortin pr-
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12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

vému c¢loveku v zozname, odstrani jeho meno zo zoznamu a pridd svoje
vlastné meno na koniec zoznamu. Ked vSetci takto odpovedia na list
a nikto nedostane viac ako jeden list, kol'ko peniazi ¢lovek zapojeny do re-
tazca nakoniec dostane?

Kol'ko r6znych izomérov maji nasledujice nasytené uhl'ovodiky?
(a) C3Hg

(b) CsHip

(c) CeHiy

Ukéazte, ako mozZe byt 16 Ccisel scitanych pomocou 15 procesorov
v priebehu 4 Casovych krokov potrebnych na séitanie dvojice ¢isel (vstup
a prenos informécie neuvazujeme za ¢asovo naro¢né kroky a ich ¢as zane-
dbdvame v porovnani so s¢itanim).

Nech n je mocnina dvoch. Ukazte, Ze n Cisel moZe byt séitané v log, n
krokoch pri pouZiti siete so stromovou Struktirou o n -1 procesoroch.

Kol'ko vadZeni na rovnoramennych vdhach je potrebné na nijdenie 'ahSej
falo$nej mince spomedzi Styroch minci? OpiSte algoritmus na nijdenie tej-
to 'ahSej mince pri pouZiti tohto poctu vazZeni.

Kol'ko vdZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie falo$nej
mince spomedzi Styroch minci, ktord moZe byt 'ahSia alebo t'azsia ako
ostatné tri?

Kol’ko védZeni na rovnoramennych vdhach je potrebné na nijdenie falo$nej
mince, ktord je I'ahSia ako ostatné, spomedzi 12 minci?

Ktory z nasledujicich kédov je prefixovy kéd?
(@) a: 11,e:00, t: 10, s: 01

(b)a:0,e: 1,101, 5: 001

(c) a: 101, e: 11, : 001, s: 011, n: 010

(d) a: 010, e: 11, £: 011, s: 1011, n: 1001, p: 10101

SkonStruujte bindrny strom s prefixovymi kédmi reprezentujicimi tieto
kédové schémy:

(a)a: 11, e: 0, 101, s: 100

(b) a: 1, e: 01, £: 001, s: 0001, n: 00001

(c) a: 1010, e: 0, #: 11, s: 1011, n: 1001, p: 10001

SkonStruujte bindrny strom reprezentujici Huffmanove kdédovanie pre
nasledujice symboly s frekvenciami: a: 0,2; b: 0,1; c: 0,15; d: 0,25; e: 0,3.

Reprezentujte nasledujice vyrazy ako bindrne stromy
(a) (1®s)D((xDy)®z)
(b) r®O(sD((xPy)®z))
(©) (1®s)Dx)Dy)®z
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OBRAZOK 12.21.
ZOSTROJTE
INFIXOVU,
PREFIXOVU A
POSTFIXOVU
FORMU STROMOV

12.18.

12.19.

12.20.

Kolko rozdielnych moznych interpretacii ma kazdy z nasledujtcich vyra-
zov, ked’ predpokladame asociativnost’ opericie ® a ked’ ju nepredpokla-
ddme?

(a) x®y®z

(b) rDx®y®z

(c) I®xDYy®z

Zostrojte infixovu, prefixovi a postfixovi formu vyrazov reprezentova-
nych nasledujicimi bindrnymi stromami na obr. 12.21.

(a) ® b ®
/ N\ 7\
@ S r ®
/\ 7/ N\ / N\
X yx ® ® s
/\ / \
A
XYy
Zostrojte infixovu, prefixovi a postfixovi formu stromov.

Zostrojte strom rieSeni hry odoberania zapaliek, ked’ mate na zaciatku hry
5 zapaliek, kazdy hra¢ moze odobrat’ jednu, alebo 2 zapalky a kto odobe-
rie poslednd zapalku, tak prehral. Vrcholy z jednotlivych vrstiev stromu
ohodnot’te pomocou minimax principu.
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13 TEORIA GRAFOV IV

ALGORITMY: SIETE A METODA KRITICKEJ CESTY @
MAXIMALNY TOK V SIETI A MINIMALNY REZ ® NAJDENIE

NAJMENSEJ KOSTRY ® PREHIADAVANIE DO HL.BKY @
PREHLIADAVANIE DO SIRKY

Cielom tejto kapitoly je uviest zdkladné prakticky pouZivané grafové algoritmy.
Pri planovani projektov je to metéda kritickej cesty a pri skiimani transportnych
a informacnych sieti je to algoritmus na najefektivnejsie vyuZitie siete ndjdenim
maximdlneho toku v sieti. Na zistenie najlacnejSieho prepojenia vrcholov siete je
prezentovany algoritmus na ndjdenie najmensej kostry. Konecne na akékolvek
systematické prehladdvanie moZnosti sa vyuZivajii dva v tejto kapitole uvedené
pristupy — prehladdvanie do hibky a prehladavanie do Sirky.

13.1 SIETE A METODA KRITICKEJ CESTY

NIEKOLKO
CIASTOCNE OD
SEBA ZAVISLYCH
ULOH PARALELNE

VAHA HRANY =
CAS NA SPLNENIE
PODULOHY U SIETE
PROJEKTU

ZDROJ, USTIE,
SIET

Na zaciatku 10. kapitoly sme sa zmienili o tzv. grafe planovania udalosti. Pred-
stavme si, Ze mame projekt (Co nemusi byt priamo program, ale napriklad systém
skladajtici sa z vel'a programov), ktory v sebe obsahuje niekol'ko tloh. Kazda z
tychto udloh zaberie urcité mnoZstvo €asu, pricom vysledky niektorych potrebu-
jeme, aby sme mohli zacat’' iné dlohy. Problém je minimalizovat’ celkovy ¢as,
ktory zaberie dokoncenie projektu. Ked na niektorych tlohich sa da pracovat
paralelne, treba zistit', pri ktorych z nich by neskoré splnenie dlohy predlZilo cel-
kovy ¢as projektu a ktoré nie su také , kritické*.

Na rozdiel od obr. 10.3 mdzZe byt situdcia lepSie modelovanid pomocou ohodno-
teného grafu, kde kazda hrana reprezentuje pracu na tlohe v projekte, orientacia
(Sipka) smer pokracovania v projekte, jej vdha Cas potrebny na splnenie dlohy.
Vrcholy grafu reprezentuju fazy projektu, zakoncenie jednej alebo viac uloh.

Nech G(V,E) je hranovo ohodnoteny orientovany graf. Siet’ je sivisly hranovo
ohodnoteny orientovany graf bez sluciek, ktory obsahuje dva Specidlne vydelené
vrcholy, zdroj a distie. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ dvoma typmi sieti,
ktoré sa liSia vlastnostami aj aplikdciami, sietou projektu a kapacitnou siet'ou.
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SIET PROJEKTU

GRAF BEZ
OKRUHOV NA SIET
PROJEKTU

KRITICKA CESTA

CPM CRITICAL
PATH METHOD
SIETOVA ANALYZA

CASOVE
OHODNOTENIE
EARLIEST A LATEST

Siet’ projektu je Specidlny typ siete, ktord neobsahuje okruh (teda ,,orientovand
kruZnicu* — suvisly kone¢ny orientovany graf, v ktorom z kazdého uzla jedina
hrana vychddza a do kazdého uzla jedind hrana vstupuje) ani ndsobné hrany.
V sieti projektu je zdroj (pramet, source) vrchol so vstupnym stupiiom rovnym 0
austie (termindl, sink) je vrchol s vystupnym stupfiom rovnym 0. Funkcia
t((u,v))—(0,%0), (1,v)e E(G) mapuje hrany na nezaporné Cisla (vahy), oznacujice
Cas potrebny na splnenie ulohy. VSetky nasledujice siete v tejto sekcii 13.1 st
siete projektu.

V pripade, Ze v grafe existuje viac zdrojov a dsti, daju sa jednoducho pridat’ dva
vrcholy, jeden v s vychddzajicimi hranami, ktoré vchadzaji do zdrojov a druhy
w s hranami vychddzajticimi z Gsti a vchadzajicimi do w. Tym sa pdvodny graf
zmeni na siet. Vdhy priradené novym hrandm, prepijajicim umelo vytvorené
ustie s povodnymi dstiami a zdroj s pdvodnymi zdrojmi grafu, zaleZia od aplika-
cie. Pre siete projektu maju tieto nové vahy zvycajne priradené nulové hodnoty,
aby sa umelo nezvysil ¢as potrebny na dokoncenie projektu. Napriklad pri ¢aso-
vom plane stavby domu, ked’ by sme mali dva zdroje, ,,zaciatok hl'adania pozem-
ku* a ,,zaCiatok vyberu architekta™ by sme pridali umely zdroj ,,zaCiatok stavby
domu*, z ktorého by vychadzali hrany do vrcholov ,,zaciatku hl'adania pozemku
a ,,zaCiatku vyberu architekta®, ale tieto nové hrany by mali nulové vihy, pretozZe
nevyZaduji Ziaden Cas na splnenie.

Minimalny celkovy ¢as, ktory zaberie dokon&enie projektu, sa rovna dizke (siétu
ohodnoteni hran) najdlhSej cesty idicej v smere orientovanych hran zo zdroja do
ustia. Tato cesta sa vola kritickd cesta siete. VSetky aktivity reprezentované hra-
nami pozdiZ kritickej cesty musia byt zapoGaté a dokoncené bez oneskorenia,
ked” mé byt dosiahnuty minimalny ¢as na dokoncenie projektu. Kazd4d siet’ ma
minimélne jednu kriticku cestu, ale moZe ich mat’ aj viac.

Metdda kritickej cesty (CPM Ceritical Path Method), vyvinutd r. 1957 v USA,
patri k zdkladom sietovej analyzy — metddy pldnovania projektov. Takéto metd-
dy sa pouZzivaju v najrdznejsich oblastiach priemyslu, vyskumu a vyvoja.

Pri jednotlivych vrcholoch nds mdzu zaujimat’ dve hodnoty. Prva hodnota urcuje,
za ako dlho od zaciatku procesu sa dd do daného stavu v najkratSie dostat’, co
oznacime minimdlne Casové ohodnotenie, E(v), podla earliest. Druhda hodnota
urc¢i, kedy najneskorSie musia zacat' vSetky ¢innosti odpovedajiice hranim vy-
chadzajiicim z daného vrcholu—stavu v, aby nedoglo k prediZeniu celkového trva-
nia procesu, ¢o oznac¢ime maximalne ¢asové ohodnotenie, L(v), podla latest.

Algoritmus pre minimalne ¢asové ohodnotenie

Majme siet’ s vrcholmi o¢islovanymi prirodzenymi ¢&islami od 1 po |V, tak, Ze
kazda hrana (i,j) splha podmienku i<j (plati veta, Ze orientovany graf je prave
vtedy acyklicky, bez okruhu, ked’ jeho vrcholy moZeme takto ocislovat’).
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OBRAZOK 13.1.
SIET PROJEKTU -
HRANY SPOLU S
CASMI NA ICH
VYKONANIE

OBRAZOK 13.2.

OHODNOCOVANIE

MINIMALNEHO
CASOVEHO
OHODNOTENIA

Ocislovanie mdZeme urobit’ tak, Ze ndjdeme zdroj, ocislujeme ho ¢islom 1. O¢is-
lovany zdroj odstrdnime spolu s hranami, ktoré z neho vychddzaji (ziskame graf,
ktory uz spravidla nie je siet). V ziskanom grafe postupne ocislujeme vsetky
zdroje najmensimi ¢islami z mnoZiny {2,3,...,|V|}, ktoré doteraz neboli pouZzité.
Dalej odstrdnime zdroj oéislovany najmensim &islom, spolu s hranami, ktoré
z neho vychadzaju a pokial’ sa tym z pdvodnych vnitornych vrcholov stali zdro-
je, postupne ich oéislujeme najmensimi ¢islami z mnoZiny {2,3,...,|V|}, ktoré do-
teraz neboli pouZité; tento postup rekurentne opakujeme. Poslednym vrcholom
o¢islovanym |V}, je tak pdvodné dstie.

Zdroj v ocislovanej sieti, t.j. vrchol 1, m4d minimélne ¢asové ohodnotenie O,
E(1) = 0. Preberdame d’alej vrcholy v poradi 2,3,..., |V|. Nech i je preberany vr-
chol. Preberieme vsetky také vrcholy, j<i, Ze existuje hrana ( j,i). Ak #(( j,i)) je
ohodnotenie hrany, vrcholu i priradime ¢asové ohodnotenie E(i) ako najvicSie z
Cisel E(j)+ #(( j,i)), teda oznacenie Casu, kedy budd ukoncené vsetky aktivity

konciace vo vrchole i (pozri obr. 13.1 a 13.2).
3 7

11 aktivit Ay,...,A;; zobrazenych ako hrany spolu s ¢asmi na ich vykonanie, kde vrcholy zna-
menaju fazy v projekte (zapocatie alebo ukoncenie aktivit), orientdcia hran je uréend ocislova-
nim vrcholov, ¢o znamend smer pokracovania projektu. Druhy graf ukazuje indexovanie vr-

.....

A

. 4 7
0@ 0@
6 6
4 7 16 4 7 16
6 13 6 13

Postupné ohodnocovanie minimalneho ¢asového ohodnotenia E(i) pre graf z obr. 13.1., zobra-
zené vzdy po dvoch krokoch while cyklu algoritmu 13.1.
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ALGORITMUS
13.1.
MINIMALNE
CASOVE
OHODNOTENIE V
SIETI

E(1l):=0; 1:=2;
while i<|V|
begin E(i).= max (E(j)+t(j.i))
J<i(j,i)eEE(G)
1:=1+1;
end

Algoritmus pre maximalne ¢asové ohodnotenie

OBRAZOK 13.3.
OHODNOCOVANIE
MAXIMALNEHO
CASOVEHO
OHODNOTENIA

ALGORITMUS
13.2. MAXIMALNE
CASOVE
OHODNOTENIE V
SIETI

Majme siet’ s o¢islovanymi vrcholmi prirodzenymi ¢&islami od 1 po |V), tak, Ze
kazd4 hrana (i, j) spifia podmienku i<j. Ustie, t. j. vrchol |[V], md maximdlne ¢aso-
vé ohodnotenie L(|V]) = E(|V]). Preberdme d’alej vrcholy v opa¢nom poradi, |V]-1,
...,3,2. Nech i je preberany vrchol. Preberieme vSetky také vrcholy, j>i, Ze exis-
tuje hrana (i, j). Ak #((i, j)) je ohodnotenie hrany, vrcholu i priradime Casové
ohodnotenie L(i) ako najmenSie z ¢isel L( j) - #((i, j)), teda oznacenie Casu, kedy
musia byt’ zapocaté vSetky aktivity zacinajice vo vrchole i (pozri obr. 13.3).

16 12 16
14 14

9 12 16 9 12 16

6 14 6 14

Postupné ohodnocovanie maximalneho ¢asového ohodnotenia L(i) pre graf z obr. 13.1, zobra-
zené vzdy po dvoch krokoch while cyklu algoritmu 13.2. V poslednom grafe je tucne sivo

zvyraznena kritickd cesta, pre ktora L(i) = E(i).

L(|v]):= E(|V]); i:=]|V|-1;
while i21
begin L(i):= min  (L(j)-t((i.])))
j>i,(i,j])EE(G)
1:=1-1;
end
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KEDY JE VRCHOL e KaZdy vrchol, ktorého minimélne a maximélne ¢asové ohodnotenie je
A HRANA NA rovnaké, L(i) = E(i), leZi na nejakej kritickej ceste, ostatné vrcholy na ta-
KRITICKEJ CESTE? kej ceste nelezia. Aby hrana (i, j) leZala na niektorej kritickej ceste, mu-
sia na kritickej ceste leZat' obidva vrcholy i, j a zdroven ohodnotenie
hrany (i, j) musi spiﬁat’ podmienku #((i, j)) = E(j) - E(D).
e MOoZu existovat’ aj cesty, ktoré nie su kritické, napriek tomu, Ze precha-
dzaju iba cez vrcholy leZiace na (inej) kritickej ceste (cestach).

13.2 MAXIMALNY TOK V SIETI A MINIMALNY REZ

HRANY Predstavme si, Ze mame z jedného pocitaca po danej sieti preniest’ do iného poci-
OHODNOTENE taéa ¢o najrychlejSie maximalne mnoZstvo dat, priGom spojenia (hrany) po&itaco-
MAXIMALNOU

vej siete st ohodnotené kapacitou spojenia (maximdlnou priepustnostou), teda

KAPACITOU - ve ¥ . p oy . . P .
SPOJENIA najvacsim mnozstvom dat, ktoré sa moze danym spojenim za danu Casovu jed-
notku prepravit. VSeobecne ale mdze ist’ aj o problém prepravy tovaru po do-
pravnej sieti, nech uz ide o Zeleznicu, alebo plyn v plynovode. Siete pomdhajice
riesit’ takyto problém volime kapacitné siete. Dalej sa v tejto podkapitole 13.2
zaoberdme iba kapacitnymi sietami. RieSenie dlohy moZe byt vyjadrené v tvare,
ked’ kazdej hrane je priradené ¢islo, ukazujice mnoZstvo (napr. dit), prechadza-
juce prislusSnym spojenim za ¢asovi jednotku. Toto priradenie sa nazyva tokom.
Pre niektoré hrany nemusi tok dosahovat’ hodnotu kapacity danej hrany.
Nebudeme uvaZovat’ siete s ndsobnymi rovnako orientovanymi hranami, ale ku
kazdej hrane (u,v)e E kapacitnej siete G(V,E) bude existovat’ aj opacne oriento-
vand hrana (v,u)e E. Na rozdiel od siete projektu v kapacitnej sieti existuji cykly
a pre zdroj (resp. Ustie) vstupny (resp. vystupny) stupeil vrcholu nie je rovny O.
ToK -0 DO Tok (flow) v kapacitnej sieti G(V,E) je funkcia f, ktora kazdej hrane e = (u,v),
VRCHOLU Vv ec E priradi konecné Cislo f(e) nazyvané tok hranou, f(e)—>(-eo,o0). Pre vSetky
VCHADZA, TO dvojice vrcholov, u,ve V, ktoré spdja hrana, poZadujeme f((u,v)) = -f((v,u)). Pre
\Z/\:ﬂ;:&;ﬁSA kaZdy pevne zvoleny vrchol ve V r6zny od zdroja a ustia plati, Ze ¢o do vrcholu v
vchidza, to zneho zasa vychadza, teda Z(u,v)eE f((u,v)) :z@,wu f(v,w)).
VELKOST TOKU — Zaroven je tok pre kazdd hranu zhora obmedzeny jej Specifickou konStantou —
KOLKO ZO ZDROJA  Kkapacitou (capacity), f(e)<c(e). U opacne orientovanych hrdn budeme pozado-
DO USTIA vat’ rovnaku kapacitu, c((u,v))=c((v,u)). Vel’kost’ toku udiva mnoZstvo ,,média“,
ktoré vyteka zo zdroja a pretekd do ustia, teda sicet tokov v hranach vychadzaja-
MAXIMALNY TOK cich zo zdroja. Tok sa nazyva maximdlny tok, ak sa nedd najst’ Ziadne iné prira-

denie tokov hranam, ktoré by davalo vicsiu velkost’ toku. Je jasné, Ze mdZu exis-
tovat’ rOzne maximalne toky, pozri obr. 13.4. (Zobrazujeme iba hrany s f(e)>0.)

REZ SIETE, Maximadlna hodnota toku v sieti je spojend s mySlienkou ,,rezu‘ siete. Za (hrano-
KAPACITA REZU, vy) rez siete G=(V,E) budeme povazovat takd mnoZzinu hrin ACE, ktord keby
MINIMALNY REZ sme odstranili z grafu (alebo zablokovali odpovedajice spojenia, napr. prereza-
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OBRAZOK 13.4.
VIAC
MAXIMALNYCH
TOKOV V SIETI

VETA13.1. (B~ “

ALGORITMUS
13.3.
URCENIE
MAXIMALNEHO
TOKU V SIETI

nim kéablov), tak kompletne zastavime tok zo zdroja do ustia, ale keby sme ktoru-
kol'vek hranu dali naspit’, tak nenulovy tok bude moZny. Kapacita (velkost)

rezu je Cislo zeeAc( e ), sucet kapacit jeho hran. Graf A na obr. 13.4 ma 4 moz-
né rezy, su to mnoZiny hran oznacenych kapacitami {4},{2,6},{2,8},{5}. Rez je
minimdlny rez, pokial je jeho kapacita mensia alebo rovna kapacite 'ubovol'né-
ho iného rezu. Obr. 13.4 md ako minimdlny rez hranu oznacenu kapacitou 4. L.R.
Ford a D.R. Fulkerson r. 1955 dokézali vetu 13.1.

Ukazka, Ze mdZe existovat’ viac maximalnych tokov v sieti. Diagram A ukazuje kapacity hran,
diagramy B a C potom rdzne maximdalne toky pre danu siet’.

Hodnota 'ubovol'ného maximélneho toku v sieti sa rovna kapacite jeho minimal-
neho rezu.

Vetu nebudeme dokazovat’.

G:=siet s hranovym ohodnotenim kapacit c;
1. f((u,v)EE(G)):=0;

2. {vvhladanie zlep8ujucej cesty}
Najdeme postupnost vrcholov
zdroj=vy,Vvi, ..., Vx=Ustie tak, Ze pre kazdé
i=1,2,...,k plati (vi.1,vi)€EE(G) a c((vi1,Vi))-

f((vi.1,vy))>0. Ak takd cesta neexistuje, f je ma-
ximédlny tok.

3. {urcenie prirastku toku}
Pre 1:=1,2,...,k poloZime
di:= c((vio1,vi))—£((vio1,vi));
d:= min{d;, ..., dg}
4. {zlepSenie toku}
Pre 1:=1,2,...,k poloZime
if ((vi-1, Vi) EE(G)) f((vica,vi)) = £0(vig,vi) )+ d;
{pridanie toku pozdlZ cesty}
if((vy,vis1)€E(G)) £((vy,vi1)):= £((vy,via))- d;

{tok mbéze byt ,vridteny"“ neskdr}
5. Chod na bod 2;

Na néjdenie maximdlneho toku uvddzame algoritmus 13.3 L. R. Forda a D. R.
Fulkersona. Jeho zdkladnou myslienkou je ndjst’ l'ubovolny tok — cestu zo zdroja
do ustia, a ak nie je maximéalny a teda vSetky hrany v ceste maji nenaplnend ka-
pacitu, tok zvysit. Potom ndjdeme d’alSiu cestu a postup opakujeme. V algoritme
pocitame iba s jednoduchymi hranami. Po kazdom kroku algoritmu plati, Ze
f@,v)<c(u,v), teda tok zvrcholu udo vneprekro¢i kapacitu a f(u,v)=
—f(v,u), teda udrZiavame ,Cisty* tok zvrcholu udo v (pokial f(u,v)=a,
f(v,u) = b a a#-b, potom poloZzime f(u,v) =a—b af(v,u) = b — a).
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OBRAZOK 13.5.
PosTuP FORD-
FULKERSONOVHO
ALGORITMU

Postup Ford-Fulkersonovho algoritmu na néjdenie maximdlneho toku. (A) Kapacita hrin
(B) Nédhodny tok vyhovujiici kapacite (C) Néjdenie postupnosti vrcholov 1, 2, 5, 7 kde sa d4
zvacsit' tok o 1 ako minimum rozdielu kapacit a momentalnych tokov pre hrany (D) Vysledné
zlepSenie toku, aj pre postupnost’ 1, 4, 7 (E) N4jdenie postupnosti 1,4,5,7 a 1,4, 3, 6, 7, kde
sa daju znizit' kapacity hran iddcich opacnym smerom a zvysSit' kapacity ostatnych hran (F)
Vysledny tok so zvyraznenymi hranami (2, 5), (4, 7) a(6, 7), urujicimi minimdlny rez
s kapacitou 17.

Postup Ford-Fulkersonovho algoritmu je zndzorneny na obr. 13.5, kde na grafe A
je siet’ s o¢islovanymi vrcholmi, so zdrojom 1 a dstim 7 a s kapacitami oriento-
vanych hrdn. Na grafe B je zndzorneny nédhodne nijdeny tok neprekracujici ka-
pacity hran a spiiajici podmienku, Ze o do vrcholu vchadza, to z neho aj vyché-
dza, okrem zdroja a tstia. Graf C zobrazuje rozdiely kapacit a momentéilnych
tokov na ceste medzi vrcholmi 1, 2, 5, 7, kde ked sa zoberie minimum z tychto
rozdielov, tak tok kazdej hrany na tejto ceste sa da zvacsit' o toto minimum, ako
je ukdzané na grafe D. V grafe D je aj zvySena kapacita na ceste 1, 4, 7. V grafe
D pri danej orientécii hran uZ nemoZeme ndjst’ Ziadnu cestu zo zdroja do ustia,
kde by tok kazdej hrany bol mensi ako je kapacita hrany. Laka nas teda povedat’,
7e taky tok je maximélny. Uvazujme ale napr. bodkovane vyznacenu cestu 1, 4,
5, 7 na grafe E, kde pri vSetkych hranich cesty nejdeme v smere orientacie. Tok
dvoch ,,doprednych* hran (1, 4) a (5, 7) je mensi ako ich kapacita a to plati aj pri
»spitnej hrane, f(4,5)=-1. Pokial zvySime tok doprednych hrin o1
a redukujeme tok hrany (5,4) o 1, vysledny tok zachovidva podmienku rovného
suctu tokov vstupnych a vystupnych hran. Rovnako, ked’ si zoberieme pri grafe E
Ciarkovane vyznacent cestu 1, 4, 3, 6, 7, tok hrany (4, 3) moéZeme o 2 zniZit
a toky ostatnych hran o 2 zvysit. Dostdvame tak graf F s tokom, ktory je uz ma-
ximélny a ktory aj zodpovedd minimalnemu rezu s kapacitou 17 so zvyraznenymi
hranami (2, 5), (4,7) a (6, 7). Ked’Ze odstranenie zvyraznenych hran by viedlo
k zastaveniu toku, hodnota Ziadneho toku nemoZe prekrocit’ kapacitu takéhoto
rezu. Preto si mdZeme byt isti, Ze nijdeny tok je maximalny. VSeobecne moze
existovat’ na dand siet’ viac maximalnych tokov a minimalnych rezov o rovnakej
kapacite, d’al$i minimdlny rez naobr. 13.5 je napr. uréeny hranami (2, 5),
4,7),(3,06), (4,06).



308

13 Tebria grafov IV

13.3 NAJDENIE NAJMENSEJ KOSTRY

KOSTRA
(SPANNING TREE)

MINIMALNA
KOSTRA

OBRAZOK 13.6.
GRAF SIETE,
KOSTRA A
MINIMALNA
KOSTRA

Kostra (spanning tree) obycajného suvislého grafu G je podgraf grafu G, ktory je
stromom obsahujicim vSetky vrcholy z G.

Predstavte si snehovi kalamitu, ked’ chceme sprevadzkovat’ cesty snehovym plu-
hom tak, aby boli prepojené vsetky mestd, ale aby sme pritom museli Cistit’ ¢o
najmenej kilometrov. Ako to urobit'? (Ekvivalentnd tloha je najlacnejSie prepo-
jenie pocitacovej siete, alebo posielanie dat cez routery pri multicastingu
v Internet Protocol siet’ach.)

Nech G je suvisly graf s ohodnotenymi hranami. Minimdlna kostra grafu G je

sucet vah (ohodnoteni w(e)) svojich hran, Zee T w(e)< Zee BT wie).

N4jdenie najlacnejSieho prepojenia miest pri snehovej kalamite je teda ekviva-
lentné nijdeniu minimdlnej kostry (pozri obr. 13.6). Ako ndjst’ minimdlnu kos-
tru? Vyberdme do kostry najmenej ohodnotené hrany, tak aby v nej nevznikla
kruZnica, dokial’ nebude kostra obsahovat’ vSetky vrcholy grafu.

Zobrazenie grafu siete, kostry a minimélnej kostry pre véhy hran rovné ich diZke.

Kazdy kone¢ny ohodnoteny graf G md minimdlnu kostru. KedZe G ma iba ko-
necny pocet kostier, asponi jedna z nich musi byt minimélna (ale takych moze
byt aj viac, pokial’ nie st vSetky vahy navzdjom rdzne).

Na konStrukciu minimélnej kostry uvedieme dva algoritmy. Pri obidvoch algo-
ritmoch postupne vyberdme do kostry hrany s najmenSou vihou tak, aby v nej
nevznikla kruZnica. Vyber hrdn sa opakuje, pokial’ existuje vrchol grafu, ktory
nie je incidentny so Ziadnou z vybranych hran. Obidva algoritmy st paZravé
(greedy), teda buduji celkové rieSenie z krokov, ktoré sa zdaji byt najvyhodnej-
Sie v danom momente. PaZzravé algoritmy zvyc€ajne nezarucuji ndjdenie global-
neho optima, ale pre problém ndjdenia miniméilnej kostry globdlne optimum za-
rucuji. Prvy algoritmus bol formalne navrhnuty matematikom Vojtéchom
Jarnikom vr. 1930 aneskorS§ie znova objaveny Robertom Primom r. 1957
a Edgsberom Dijkstrom v r. 1959. Ked'Ze Jarnikov ¢lanok publikovany v ceStine
bol nadlho zabudnuty, algoritmus sa najCastejSie vold Primov. Pri tomto postupe
vyberdme najmenej ohodnotené hrany tak, aby vybrané grafy v kaZdom okamihu
tvorili strom. Skon¢ime po vybere n-1 hran, kde n je pocet vrcholov grafu.



13 Tedria grafov IV 309

ALGORITMUS
13.4.

PRIMOV ALG. NA
MINIMALNU
KOSTRU

ALGORITMUS
13.5.

KRUSKALOV ALG.

NA MINIMALNU
KOSTRU

OBRAZOK 13.7.
BUDOVANIE
KOSTRY
KRUSKALOVYM
ALGORITMOM

ZLozitost
O(|E| LoG |E|)

Procedure Prim(G: suvisly neorientovany graf o n vr-
choloch s ohodnotenymi hranami)

T:= Iubovolny vrchol z G

for i:=1 to n-1

begin

e:= hrana o minimdlnej vadhe neobsiahnutd v T ale inci-
dentnd s vrcholom z T a nevytvadrajica kruznicu, ked
sa pridd k T

T:=T s pridanou hranou e

end {T je minimdlna kostra grafu G}

Druhy algoritmus bol formulovany Josephom Kruskalom r. 1956, a jeho jedinym

rozdielom od Primovho algoritmu je, Ze ndm nezaleZi na tom, aby vytvarana kos-

tra T bola stvisl4 v kazdom okamihu vytvarania (pozri obr. 13.7).

Procedure Kruskal(G: suvisly neorientovany graf o n
vrcholoch s ohodnotenymi hranami)

T:=préazdny graf

for i:=1 to n-1

begin

e:=hrana o minimdlnej vadhe neobsiahnutd v T a nevytva-
rajuca kruZnicu, ked sa pridad k T

T:=T s pridanou hranou e

end {T je minim&lna kostra grafu G}

Postup budovania kostry pomocou Kruskalovho algoritmu. Ohodnotenim hrany je jej dizka.
Hrany postupne vytvaranej kostry su zvyraznené.

Pre obidva algoritmy sa d4 dokédzat’, Ze produkuji minimalnu kostru. Casové na-
roénost’ Kruskalovho algoritmu je O(JE| log |E|) a Primovho algoritmu je O(|V[).
Kruskalov algoritmus je teda vyhodnej$i pre riedke grafy, teda pre grafy, kde
pocet hran je maly v porovnani s po¢tom hran u kompletného grafu. Inak medzi
algoritmami nie je podstatny rozdiel. Casova naroénost’ Primovho algoritmu sa
da vylepsit na droven Kruskalovho pri pouZiti sofistikovanejsich datovych Struk-
tdr, inych ako je matica susednosti.

A
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13.4 PREHCADAVANIE DO HLBKY (DEPTH-FIRST
SEARCH, DFS)

,CESTOVANIE"
POZDLZ HRAN

KONSTRUUJEME
KOSTRU GRAFU

PREHIADAVANIE
BLUDISKA

BACKTRACKING —
NAVRAT K UZ
NAVSTIVENYM
VRCHOLOM

Rozne varianty algoritmu prehl'addvania do hibky boli uZ v texte niekolkokrt
uvedené (napr. priklady 10.5, 10.6, 10.13. Tu si ale uvedieme jeho ,klasické*
verzie. Systematické prehl'addvanie vrcholov grafu spociva v postupnom navste-
vovani vSetkych vrcholov ,,cestovanim pozdii hran. Pritom moZu byt tak vrcho-
ly, ako aj hrany navstivené viackrat. Postup prehl'addvania vrcholov je definova-
ny aj sekvenciou navstevovanych hréan.

Prehl'addvanie grafu G mdzZeme teda povazovat’ aj za konstruovanie podgrafu
obsahujiceho vSetky vrcholy grafu G, ale nie nutne vSetky hrany. Tak pri pre-
hPadévani do hibky, ako aj pri prehladdvani do $irky opisanom v nasledujicej
sekcii, je konstruovanym podgrafom vlastne kostra grafu.

Prehl'addvanie do hibky si moZeme predstavit’ ako prehladdvanie bludiska, ked
na kazdom razcesti pdjdeme vzdy napr. vlavo. Ked sa dostaneme do slepého
konca (alebo do miesta, kde vidime razcestie, kde sme uz boli), vratime sa spit
na najblizsie razcestie, ktorého vSetky mozZnosti sme eSte nepreskimali a ideme
d’alSou nepreskimanou cestou rovnakym sposobom. Formdlne méZeme oznacit’
kazdu krizovatku, roh a koniec slepej cesty ako vrchol a pripustné kisky cesty
medzi nimi ako hrany. Kazdy prejdeny koridor (sti¢ast’ kostry) si ozna¢ime napr.
kriedou a cestu naspat’ k najbliZzsej nepreskiimanej odbocke vieme tak, Ze si za
sebou od zadiatku tahdme motiz (ten zodpoveda zdsobniku tvorenému pri rekur-
zii pri d’alej uvedenom algoritme).

Prehl'adavanie do hibky, ako uZ nazov napoveda, hl'ada ,hlbsie” v grafe, kedy-
kol'vek je to mozné. Su skimané hrany, smerujtice z takého najneskor objavené-
ho vrcholu, ktory ma eSte nepreskimané hrany. Tento proces sa opakuje rovna-
kym sposobom, dokial’ nie si objavené vsetky vrcholy.

Slovd ,rovnakym spdsobom® implikuji rekurzivny charakter prehladdvania do
hlbky, ktoré sa po anglicky vola spitné prehl'addvanie (backtracking), pretoZe sa
vraciame k uZ navs$tivenym vrcholom vydat’ sa eSte nevyskiSanou cestou.

Prehl'adavanie do hibky navstivi vietky vrcholy a hrany grafu G, pokial’ je stvis-
ly. Algoritmus sa takto da pouZit’ aj na zistenie, ¢i je graf sivisly — v tom pripade
sa pocet navstivenych vrcholov rovna celkovému poctu vrcholov grafu. Po tpra-
ve sa tento algoritmus da pouZit’ aj na ndjdenie cesty medzi dvoma vrcholmi, ale-
bo na nijdenie kruZnic v grafe. Pokial je graf reprezentovany zoznamom hrén,
zlozitost” algoritmu je O(|V|+|E]), kde |V| a |E| st poéty vrcholov a hran, pokial’ je
graf reprezentovany maticou susednosti, zloZitost' algoritmu je O(|V["). Kazdu
hranu v tomto algoritme prejdeme maximélne dvakrét, aby sme vedeli, ¢i tito
hranu a s fiou spojeny koncovy vrchol mézme pripojit’ k stromu 7 (¢i eSte T tento
vrchol neobsahuje).
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OBRAZOK 13.8.
PosTupP
PREHIADAVANIA
DO HLBKY

ALGORITMUS
13.6.
PREHIADAVANIE
DO HLBKY S
REKURZIOU

ZASOBNIK

Prehl'addvanie do hibky méze byt spojené s riesenim vel'a roznorodych problé-
mov. Vysledkom d’alej uvedenych dvoch verzii algoritmu prehladévania do hib-
ky (s rekurziou a bez rekurzie) je aj kostra prehl'addvaného grafu. Postup algo-
ritmov je zobrazeny aj na obr. 13.8.

A 1 B 1

6 7 6 7

@ ©)

Postup prehladdvania do hibky: (A) Prehladévany graf, Startovny vrchol je 1. (B) Prehladava-
nie prvej vetvy, prehl'addvanie sa zastavi na vrchole 7, pretoZe vrchol 4 uz bol navstiveny;
postupnost’ prehladdvania vrcholov je oznacend ocislovanim v ovédloch. (C) pokracovanie
algoritmu, algoritmus sa vracia do prvého nepreskimaného vetvenia na vrchole 4, zistuje, Ze
vrchol 7 uz bol navstiveny, algoritmus sa vracia do d’alSieho nepreskimaného vetvenia na
vrchole 2, pokracuje na vrchol 3 a 5, vracia sa do prvého nepreskimaného vetvenia na vrchole
3, ale vrchol 1 uz bol navstiveny.

procedure DFS1(G: suvisly graf s V={vy,...,Vn}, Vi:
gtartovny vrchol, x: hladany vrchol)

T:=strom zloZeny z vrcholu vy,

if v; = x then print(,Najdené") ;

visit(vy);

procedure visit(v: vrchol grafu G)
for kazdy vrchol w spojeny s v a neobsiahnuty v T
begin

if w = x then print(,N4djdené");

pridaj w a hranu {v,w} do T;

visit (w) ;

-end

Okrem uvedeného rekurzivneho algoritmu si méZeme priechod stromu do hibky
urobit’ aj pomocou zdsobnika. Zasobnik je datova Struktdra, ktord si mdZeme
predstavit’ ako uloZenie tanierov na seba v jeddlni: tanier, ktory posledny ukla-
dame do stipca, ako prvy zasa zoberieme. V nasledujicom algoritme budeme ale
hovorit’ iba o tom, ¢i priddvame alebo uberdme spredu alebo zozadu zoznamu.
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ALGORITMUS
13.7.
PREHIADAVANIE
DO HLBKY
POMOCOU
ZASOBNIKA

AKO zISTIT, CI
VRCHOL ESTE
NEBOL
NAVSTIVENY

CESTA
MINIMALNEJ
DLZKY? PRI CESTE
NASPAT MAZEME
OZNACENIE
NAVSTIVENEJ
CESTY

procedure DFS2(G: suvisly graf
gtartovny vrchol, x:
zoznam L := J;
strom T := J;
prehladaj (vy) ;
while (L#J) do
begin
odstrédn hranu (v,w) z konca L;
if w eSte nebol navdtiveny
begin
pridaj (v,w) do T;
prehladaj (w) ;
end
end

s V={vqi,...,Vn}, Vi:

hladany vrchol)

procedure prehladaj (v: vrchol grafu G)
begin

oznac¢ v ako navstiveny vrchol;

if v=x then print(,Nadjdené"“);
(v,w)gT
(v,w) na koniec L;

for kazdd hranu
pridaj hranu
end

Na to, aby sme zist'ovali, ¢i vrchol esSte nebol navstiveny, mdZeme pouZivat bud’
Specidlny zoznam prehl'adavanych vrcholov alebo zistovat’, ¢i vrchol je v budo-
vanom strome 7. Vystavba stromu alebo tvorba zoznamu navstivenych vrcholov
su ekvivalentné, pokial’ hladdme konkrétny vrchol a nezaujima nds cesta k nemu.
Namiesto zoznamu hrdn L modZeme taktieZ bez problémov pouZit aj zoznam
koncovych vrcholov w hrany (v,w). Zoznam navstivenych vrcholov nam ale ne-
bude stacit, pokial mdme ndjst’ aj cestu od korena k cielovému rieSeniu. Ani
kostra T ndm v ndjdeni cesty nepomoZe, pokial’ ju nechceme znova prehl'addvat’.
Aj keby sme mali cestu vo vytvorenej kostre T od korena k cielovému rieSeniu,
tato cesta nemusi mat’ miniméalnu dizku (poGet hran). Aby sme preskimali vietky
cesty k vrcholom, museli by sme zdroveil mazat’ navstivené vrcholy a hrany zo
stromu 7, ked’ sa vraciame naspit’ po kostre, aby sme ili po novej odbocke. To
je implicitne urobené v nasledujicom algoritme, kde w,; ndm urcuje navstiveny
d-ty vrchol na ceste od zadaného korena, a ked’ jeho hodnotu prepisujeme prika-
zom wg: =get_element (Ug), je to ako keby sme pri ceste naspét’ v bludisku
(alebo vo vytvdranom strome 7)) mazali oznaCenie uz navstivenej cesty.
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OBRAZOK 13.9. 1

GRAF A STROM

RIESENI PRE

CESTY PRE 2 3
ALGORITMUS 13.8.

Graf a strom rieSeni pre cesty z vrcholu 1 do vrcholu 7 zostrojeny algoritmom prehl’'addvania
do hibky, kedy algoritmus uchovava vzdy iba jednu cestu, nie cely strom. Cesty, ktoré konéia
vrcholom v kriZku su tdspes$né. Je tu vidno rozdiel od obr. 13.8, klasicky algoritmus prehl'ada-
vania do hibky by mal vo vytvéranej kostre iba prvii, nie najkratsiu cestu z vrcholu 1 do vrcho-
Iu7.

Na ndjdenie vSetkych moZnych ciest z koretia vrcholu do ciel'ového vrcholu mo-
7eme pouZit’ adaptaciu algoritmu prehlad4vania do hibky pre kontrukciu hamil-
tonovskej kruZnice z prikladu 10.13. Algoritmus pathDFS je ¢iasto¢ne zjednodu-
Seny a zefektivneny oproti algoritmom DFS1 a DFS2 v tom, Ze jeho vedlajSim
vysledkom nie je kostra prehl'addvaného grafu.

ALGORITMUS procedure pathDFS(G: suvisly graf s V={vy,...,Va},
13.8. :vlz Startovny vrchol, x: hladany vrchol)
PREHLADAVANIE =~ Up:={vi}; d:=1;

DO HLBKY ‘while d>0 do

S VYPISOIyI CESTY ;¢ U, #3 then
OD KORENA ‘begin wy:=get_element (Uy); Ug:=Ug-{wg};
‘ if x#wg then
begin d:=4d+1;

Ud!=F(Wd_1) ;
Ud::Ud_{WlIWZI o .. lwdfl};
end else
begin print (wi,wy, ...,wWg);
d:=d-1;

. end;
end else d:=d-1;

CESTA MEDZI Algoritmus je inicializovany tym, Ze mnoZina U; obsahuje Startovny vrchol. Pri
KORENOM predlZovani cesty (vnitorny blok za¢inajici prikazom d: =d+1), z mnoZziny kan-

A AKTUALNYM didatov Ug musime odstranit’ tie vrcholy, ktoré tvoria hrany vyskytujice sa
VRCHOLOM MA



314

13 Tebria grafov IV

FUNKCIU
ZASOBNIKA

AKO ZEFEKTIVNIT
ALGORITMY
PREHIADAVANIA
DO HLBKY PRI
PREHIADAVANI
STROMOV

PREHI'ADANIE
VSETKYCH
MOZNYCH RIESENI
AKO PREHLADANIE
STROMU

PRiKLAD 13.1.

v predchddzajice;j Casti cesty. Prikaz Ug: =I"(wgq_;1) vloZi do mnoZiny Uy suse-
dov vrcholu ws_;. Pole w je vyuZivané vo funkcii zdsobnika, uchovavajiceho
cestu medzi Startovnym vrcholom v; a momentdlne navstivenym vrcholom. Ako-
nahle je najdeny hl'adany vrchol x, vypiSeme cestu ako obsah pol'a o dizke cesty
do vrcholu x.

Algoritmus je ilustrovany jednoduchym prikladom z obr. 13.9. V pripade, Ze by
sme vedeli, Ze prehladavany graf je strom, moZeme uvedené algoritmy DFS
zjednodusit. U DFS1 mdZzeme vynechat kontrolu ,neobsiahnuty v T
a namiesto budovania stromu 7 nam iba sta¢i kontrolovat,, aby sme nepokracova-
li z vrcholu opaénym smerom, teda hranou, ktorou sme donho prisli. Rovnako
u DFS2 méZeme vynechat’ kontrolu ,.ked” w eSte nebol navstiveny* a ,,ozna¢ v
ako navstiveny vrchol* a kontrolu ¢ T, namiesto budovania stromu 7 ndm tieZ iba
sta¢i kontrolovat’, aby sme nepokracovali z vrcholu opaénym smerom, teda hra-
nou, ktorou sme donho prisli. Kone¢ne pri algoritme pathDFS nemusime odstra-
nit’ tie vrcholy, ktoré tvoria hrany vyskytujiice sa v predchddzajicej Casti cesty,
teda mdZeme vynechat’ ¢ast’ ,,— {wy, wo, ..., wg 1}

Existuji problémy, ktoré mdzu byt’ vyrieSené iba prehl'adanim vSetkych moZnych
rieSeni. Jednym zo sposobov ako systematicky hl'adat’ rieSenie je pouZitie rozho-
dovacieho stromu, kde kazdy vnitorny vrchol reprezentuje rozhodnutie a kazdy
list moZné rieSenie. Aby sme nasli rieSenie pomocou prehladévania do hibky, je
potrebné ako prvé urobit’ sériu rozhodnuti, aby sme sa pokusili njst’ rieSenie,
pokial’ je to eSte po sérii rozhodnuti mozné. Sekvencia rozhodnuti méze byt re-
prezentovani cestou v rozhodovacom strome. Akondhle je jasné, Ze akékol-
vek prediZenie aktudlnej sekvencie rozhodnuti nemdZe viest’ k rieSeniu, vrat'te sa
v rozhodovacom strome k prvej nepreskimanej odbocke a skiiste dojst’ k rieSeniu
pomocou d’alej série rozhodnuti, pokial’ je to mozZné. Takéto procedira pokracu-
je, dokial’ sa nendjde rieSenie, alebo pokial nie je zistené, Ze rieSenie neexistuje.

Pouzite prehl'addvanie do hibky na na¢apovanie 4 litrov piva do jedného z kréa-
hov, ked’ méte iba 2 kréahy, jeden 5-litrovy (oznacime A), druhy 3 litrovy (ozna-
¢ime B).

RieSenie: Vsetky mozné stavy celo¢iselnych dvojic AB poctov litrov v kréahoch
prehldsime za vrcholy. Tieto vrcholy prepojime orientovanou hranou, ak sa z
jedného im odpovedajiceho stavu A,B, dostaneme do druhého A,B, jednou z
nasledujtcich Siestich opericif:
(1) doliatie kréahu A (A,:=5, B, := B,)
(2) doliatie kr¢ahu B (Ay:= Ay, By:=3)
(3) vyliatie kr¢ahu A (A,:=0, B, := By)
(4) vyliatie kr¢ahu B (A= A,, B,:=0)
(5) priliatie obsahu kréahu A k obsahu kré¢ahu B, ked’ je B naplnené, zvySok
ostdva v A (A= max(A,-(3-B,),0), By:= min(A,+B,,3) )
(6) priliatie obsahu kréahu B k obsahu kréahu A, ked’ je A naplnené, zvySok
ostava v B (Ay:=min(A+By,5), By:=max(B-(5-A,),0) )
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OBRAZOK 13.10.
GRAF STAVOVEHO
PRIESTORU5 A 3
LITROVYCH
KRCAHOV,

S CESTOU
RIESIACOU
NACAPOVANIE 4
LITROV

Z kazdého stavu teda vychddza maximalne 6 hrin (ale vchidzat’ moZe aj viac).
Ked’ pocty litrov v kré¢ahoch A a B napiSeme vedl'a seba, moZeme takéto dvojice
Cislic prehlasit’ za oznacenie vrcholov. Takto sa napriklad z vrcholu 41 operaciou
(1) dostaneme na vrchol 51, operaciou (2) sa dostaneme na vrchol 43, operdciou
(3) sa dostaneme na vrchol 01, operaciou (4) sa dostaneme na vrchol 40, opera-
ciou (5) sa dostaneme na vrchol 23, a konecne operdciou (6) sa dostaneme na
vrchol 50.

Niektoré spojenia dvoch vrcholov idd obidvoma smermi, napr. zo stavu (vrcholu)
52 dostaneme stav (vrchol) 43 opericiou (5) a opa¢nym smerom sa dostaneme
operaciou (6). Odpovedajiicu dvojicu orientovanych hran iddcich opacnym sme-
rom nahradime jednou neorientovanou hranou. Graf zodpovedajici stavovému
priestoru problému a jedno z rieSen{ vidime v grafe na obr. 13.10.

Nameranie 4 litrov piva tak zodpoveda ceste v grafe, kedy sa z vrcholu 00 musi-
me dostat’ do jedného z vrcholov 40, 41, 42, alebo 43. Po neorientovanych hra-
nich pritom mdZeme ist’ l'ubovolnym smerom, po orientovanych hranidch iba
v smere orientdcie. Na ndjdenie rieSenia méZeme pouZit’ vysSie uvedeny algorit-
mus pathDES.

15_ghoaimn

=7 ——
= —
20 AUA N\ e PN

;-

=
o~ L2

33 N A

40 41 42

Graf zodpovedajici stavovému priestoru mnoZstva litrov v dvoch kréahoch, jednom 5-
litrovom, druhom 3-litrovom. Pocty litrov v prvom a druhom kréahu tvoria dvojicu cislic
oznacujicu vrcholy. Tie su spojené hranou, ak sa da z jedného stavu do druhého prejst’ nalia-
tim alebo vyliatim jedného z kréahov, alebo preliatim obsahu jedného kréahu do druhého, ¢o
sa tam len vojde. Pociato¢ny stav (v kr¢ahoch nie je ni¢, 00) a cielové stavy zacinajice ¢islom
4 su zvyraznené. Neorientované hrany sa daju prejst obidvoma smermi. V grafe je zvyraznena
najkratSia cesta 00, 50, 23, 20, 02, 52, 43, ked’ sa po 6 hrandch (preliatiach) dostaneme do
stavu so 4 litrami v prvom kréahu. Existuje viac pripustnych, ale dlhsich ciest.
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PRiKLAD 13.2.

OBRAZOK 13.11.
FARBENIE GRAFU
POMOCOU
PREHLIADAVANIA
DO HLBKY

PRiKLAD 13.3.

Ako sa d4 prehl'addvanim do hibky zistit,, & sa dajd vrcholy grafu zafarbit’ n far-
bami?

Riesenie: Na konci kapitoly 11 bol uvedeny greedy algoritmus, ktory nezaruco-
val ndjdenie zafarbenia minimalnym poGtom farieb. Prehl'addvanie do hibky také
zafarbenie zarucuje. Jednoducho vyberieme prvy vrchol a a zafarbime ho prvou
farbou. Zoberieme d’al$i vrchol b a pokial’ nie je susedny s vrcholom a, zafarbi-
me ho tieZ prvou farbou, inak ho zafarbime druhou farbou. Podobne ideme aj na
d’alSie vrcholy, vZdy vyskiSame, ¢i moZeme pouZit’ uz pouZitd farbu, v opacnom
pripade pouZijeme novi farbu v poradi. Ked’ mdme moZnost’ pouZit’ viac pouZi-
tych farieb, vZdy si zoberieme td prvd v pripustnych. Takto pokracujeme, dokial
nezafarbime vSetky vrcholy alebo sa ndm mind vSetky druhy farieb. V takom
pripade sa vratime na posledny vrchol, kde sme pouZili uZ pouziti farbu a poku-
sime sa pouzit d’alSiu pripustni (pouZziti alebo nepouziti) farbu v poradi. Pri
vrateni sa naspit’ samozrejme maZeme na strome rozhodnutia priradené farby. Po
zmene uzZ pouZitej farby zasa pokra¢ujeme podobne ako predtym vo farbeni d’al-
§ich vrcholov. Takyto rozhodovaci strom spolu s grafom, ktorého vrcholy farbi-
me, je zndzorneny na obr. 13.11.

a a
b e b e
c d c d
+
b e
a a
A/(‘ d\
e b
d c

Farbenie grafu pomocou prehladdvania do hibky. Nal'avo je pdvodny graf, napravo rozhodo-
vaci strom s farbami (nahradenymi c¢erno-bielym vzorom) priradenymi vrcholom. Prvd vetva
skoncila po sfarbeni $tyrmi farbami, ked” este nie je zafarbeny vrchol e, ktory by musel byt
zafarbeny piatou farbou. Preto sa vratime k farbeniu vrcholu c, ktory zafarbime eSte nepouZi-
tou farbou, a pokracujeme napravo az k vyslednému farbeniu 3 farbami.

Problém n dam: Ako sa dd prehladavanim do hibky rozmiestnit' n d4m na $a-
chovnici rozmerov n X n tak, aby sa neohrozovali? Dadma v danej pozicii ohro-
zuje vietky $tvorce v danom rade, v danom stipci a na obidvoch diagonalach pre-
chadzajuicich Stvorcom pozicie ddmy.
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OBRAZOK 13.12.
AKO
PREHIADAVANIM
DO HLBKY
ROZMIESTNIT N
DAM, ABY SA
NEOHROZOVALI

PRiKLAD 13.4.

RieSenie: Na konci kapitoly 11 bolo uvedené rieSenie problému pre Sachovnicu
8 x 8, ale nebol pri lom uvedeny postup rieSenia. Problém sa d4 rieSit’ metédou
prehladdvania do hibky. Za¢neme s prazdnou $achovnicou na nultej Grovni pre-
hl'addvania stromu rieSeni. Na k + 1 drovni sa pokisime pridat’ d’al§iu ddmu na
Sachovnicu do (k + 1)-ho stipca, ked’Ze st uz damy v prvych k stipcoch. Prehla-
dame Stvorce v (k + 1)-om stlpci, za¢inajiic od prvého riadku, tak, aby predcha-
dzajiice damy v prvych k stipcoch neboli na rovnakom riadku alebo na rovnakej
diagondle. To, Ze nie sii na rovnakom stipci mame zaru¢ené tym, Ze do kazdého
stipca davame iba jednu ddamu. Ked’ je nemozné ddmu umiestnit’ v (k + 1)-om
stipci, vraciame sa do k-tej Grovne a umiestnime ddmu v k-tom stipci na dalsi
pripustny riadok v tomto stipci, pokial’ existuje. Ked’ neexistuje, vraciame sa
o droven vyssie.

Na obr. 13.12 je uvedeny strom rieSeni pre Sachovnicu 4 X 4. V principe rozmies-
tnenie zodpoved4 permutécii ¢isel riadkov umiestnenia v jednotlivych stipcoch,
takZe na ndjdenie rieSenia by stacilo upravit' uz v predchadzajicich kapitolach
uvadzany algoritmus na generaciu permutécii (ale iba niektoré z tychto permuta-
cif budi vyhovovat’ podmienkam na rozloZenie dam).

I

<

T IX

Riesenie problému n ddm: ako sa d4 prehl'addvanim do hlbky rozmiestnit’ » ddm na Sachovnici
rozmerov n X n tak, aby sa neohrozovali?

Suma podmnoZzin: Uvazujte nasledujici problém. Chcete napdlit’ sibory na CD-
R disk tak, aby kapacita CD disku bola ¢o najviac vyuZitd, pricom stiborov mate
vel'a. Ako mdZe byt prehl'addvanie do hlbky pouZité na rieSenie tohto problému?

RieSenie: Ako uZ bolo predostreté v ndzve problému, problém si moZeme sfor-
malizovat’ tak, Ze madme sadu prirodzenych &isel x1,x,,...,X, @ mdme néjst’ takd ich
podmnoZinu, ktord ma sucet €o najviac sa zdola bliZiaci alebo rovny &islu C, kde
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OBRAZOK 13.13.

RIESENIE SUMY
PODMNOZIN: AKO
NAPALIT CD

PRIKLAD 13.5.

x; su velkosti stiborov a C je kapacita CD-R disku. MdZeme zacat zo sumou
prazdnej mnoZiny. Do mnoZiny budeme postupne priberat’ ¢isla x;. Cislo je pri-
dané do mnoZiny, pokial' suma vybranych &isel ostdva menSia alebo rovna C.

.....

Obr. 13.13 ukazuje metédou prehl'addvania do hibky rieSenie problému pre ka-
pacitu 700 a velkost’ siborov {256, 384, 227, 213, 314}.

{}

/ Z\T'O \
{256} {384} {227} {213} {314}
%=256 2=384 »=227 »=213 =314

(256,384}{256,227} {256,213} {256,314 {384,227} {384,213} {384,314} {227,213} {227,314}{213,314}
5=640 =483 $=469 =570 =611 =597 2=698 =440 =541 =527

{256,227,213}
»=696
RieSenie problému sumy podmnoZin: NajlepSie vyuZijeme kapacitu CD napdlenim siborov
velkosti 384 a 314 MB.

Priechod stavovym priestorom — prehlad4vanie do hibky kofiom na $achovnici.
Ulohou je preskdkat’ kofiom zo zadaného pol’a $achovnicu tak, aby ko navitivil
kazdé pole iba raz (knight tour). Koén pritom skidce spdsobom opisanym
v priklade 10.10.

Riesenie: Vsetky mozné cesty koniom z daného vychodzieho pola si mdzeme
znazornit’ stromom, kde vrcholy zodpovedaji stavom na Sachovnici (ale v roz-
nych vetvach mozu byt aj rovnaké stavy) a hrany zodpovedaji tahom kona. List
zodpoveda alebo rieSeniu, alebo stavu, ked’ kon nemdze d’alej. Nasim cielom je
dosiahnut list v hibke 63.

Ked'Ze pocet mozZnych tahov je az 7 (v koreni az 8), a niektoré listy leZia aZ v
hibke 63, horny odhad zloZitosti je
7%=10°*=1000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Pri prehladavani do Sirky by sme si museli pamitat’ vSetky medzistavy tychto
rieSeni, o je netnosné — nestaCila by ndm pamit = bolo by potreba az
10000000000000000000000000000000000000000000000 MB

v pripade, Ze by jedno rieSenie odpovedalo jednému bitu!

Preto budeme prehladdvat’ do hibky. Je to vlastne skiiSanie vietkych moZnosti,
ked’ zaéneme vo vychodzom stave, usporiadame pripustné t'ahy a postupne sa ich
snazime urobit’. Urobime prvy t'ah a ostatné si zapamitime. Zvolenym t'ahom sa
dostaneme do stavu S. Najprv otestujeme, ¢i S nie je koncovy — ked’ 4no, tak rie-
Senie vytlacime a pokial’ hPaddme iba jedno rieSenie, tak vypocet ukoncime. Inak
uréime vSetky d’alSie tahy zo stavu S a postupujeme ako pri vychodzom stave.
Ked’ sa z S uZ neda pokracovat’ (je to list), vratime sa na jeho predchodcu a tam
budeme skidsat’ d’alSie moZzné pokracovania. Ked’ sme z daného stavu vyskusali
vSetky tahy, vratime sa o stav naspit’. Vypocet konci bud’ ndjdenim rieSenia, ale-
bo navratom do korefia po prechode celym stromom. Existuje vela rieSent,
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OBRAZOK 13.14.
AKO PRESKAKAT
KONOM
SACHOVNICU, ABY
KON NAVSTIVIL
KAZDE POLE IBA
RAZ

menSia Cast znich odpovedd hamiltonovskej kruZznici, ako je uvedené na
obr. 13.14. Algoritmus je opisany v priklade 10.13.

Postup prehl'addvania do hibky kofiom na $achovnici, rieSenie tlohy preskakat’ kofiom zo za-
daného pol’a Sachovnicu tak, aby kon navstivil kazdé pole iba raz (knight tour).

13.5 PREHCADAVANIE DO SIRKY (BREADTH-FIRST
SEARCH, BFS)

ROVNAKA CASOVA
ZLOZITOST AKO DO
HLBKY

PRECHADZAME PO
VRSTVACH

Prehladdvanie do $irky, podobne ako prehladavanie do hibky, je obecne pouZi-
tena technika na prehlad4vanie grafu. Rovnako ako prehladdvanie do hibky, aj
prehl'adavanie do $irky navstivi vSetky vrcholy a hrany grafu a urci, ¢i graf je
stvisly. Prehl'addvanie do $irky mé4 rovnaku zloZitost ako prehl'addvanie do hib-
ky. Rovnako mozZe byt pouZité v upravenej verzii na néjdenie cesty
s minimalnym poc¢tom hran medzi dvoma vrcholmi alebo na néjdenie kruznic.

Pri prehl'addvani stromu do $irky prehl'addvame vrcholy po ,,vrstvach® zloZenych
z vrcholov s rovnakou vzdialenostou od korena. Najprv koren, potom jeho na-
sledovnikov, potom ich nasledovnikov atd’. Na rozdiel od prechddzania do hibky,
ked’ bola pouzivana datova Struktira zasobnik, pri prehl'addvani do $irky pouZi-
vame détovud Struktdru rad: ktory zdznam je skor umiestneny do radu, ten je z
neho prv vytiahnuty von.

Prehladdvanie do $irky si v analégii s prehPaddvanim do hibky moZeme predsta-
vit’ tieZ ako prehl’'adavanie bludiska, ked’ je prieskumnik bojazlivy alebo difa, Ze
ciel’ je blizko, na kazdom razcesti teda pdjde vzdy na najbliZSiu zékrutu alebo
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ALGORITMUS
13.9.
PREHUIADAVANIE
DO SiRKY S RADOM

OBRAZOK 13.15.
PosTupP
PREHIADAVANIA
DO SiRKY

NAMIESTO
ZASOBNIKA RAD

rdzcestie, vrati sa a vyskuasa takto vSetky cesty z momentdlneho razcestia. Pokial’
nendjde ciel’, opakuje cestu s tym, Ze v kaZdej navstivenej ceste ide o kisok d’alej
a vyskudsa zaciatky d’alSich razcesti a vréti sa. Takto postupne navstivi pri pre-
skiimani vetky body so vzdialenostou od vychodzieho bodu prediZenou o 1
a toto robi rekurzivne, pozri obr. 13.15.

procedure BFS(G: suvisly graf s V={vy,...,Vn}, Vi:
gtartovny vrchol, x: hladany vrchol)
zoznam L := &;
strom T := J;
prehladaj (vy)
while (L#J)
odstrédn hranu (v,w) zo zacliatku L;
ked w eSte nebol navstiveny
begin
pridaj (v,w) do T;
prehladaj (w) ;
end

procedure prehladaj (v: vrchol grafu G)
begin
oznac¢ v ako navstiveny vrchol;
if v=x then print(,Nadjdené"“);
pre kazdd hranu (v,w)gT
pridaj hranu (v,w) na koniec L;

end
1 1 1
2 3 2 A 3 ) em—
4 5 p o5 4
6 7 6 . . ’.‘f) 7 6 . ..... ?:. 7
A B C D

Postup prehl'addvania do $irky: (A) Prehl'addvany graf, Startovny vrchol je 1. (B) Prehl'addva-
nie prvej Grovne; postupnost’ prehl'addvania vrcholov sthlasi s o¢islovanim vrcholov, bodko-
vane su oznacené nenavstivené hrany. (C) Pokracovanie algoritmu, prehladdvanie druhej
urovne, algoritmus nardZza na uZ preskimany vrchol 3, hrana oznacend ¢iarkovane uZ nie je
priddavana do T. (D) Pokracovanie do 3 drovne. V §tvrtej urovni by bola preskimand iba hrana
(6, 7), ked’Ze sa spdja s uZ navstivenym vrcholom, nepriddva sa do kostry T, ktord je vyznacend
tucne a je rozdielna od kostry vytvorenej na obr. 13.8.

Tak prehladdvanie do $irky, ako aj prehladévanie do hibky v algoritme DFS2
uchovédvaji zoznam hrdn, ktoré eSte neboli preskimané; jediny rozdiel medzi
DFS2 a BES je, Ze aj ked’ obidva algoritmy ukladaji prvky na koniec zoznamu L,
BES ich odstraiiuje zo zaciatku, ¢o odpoveda udrZiavaniu zoznamu ako datovej
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PREHIADAVANIE
DO HLBKY MA
MENSIU PAMATOVU
NAROCNOST

PRiKLAD 13.6.

Struktdry typu rad — queue, zatial o DFS ich odstrafiuje od konca, zodpoveda
udrZiavaniu zoznamu ako datovej Struktiry typu zdsobnika — stack.

Rovnako ako pri prehl'addvani do hibky aj pri prehladdvani do Sirky sa vytvara
kostra prehl'addvaného grafu, ibaZe tieto kostry mdZu byt’ rozdielne.

Vseobecne sa d4 povedat’, Ze pokial’ difame, Ze hl'adany vrchol nie je d’aleko od
Startovného vrcholu, moéZeme dat’ prednost’ prehladdvaniu do Sirky. AvSak pri
prehl'addvani do Sirky pri priemernych grafoch potrebujeme ovela dlhSiu frontu,
ako je di7ka zasobnika pri prehl'addvani do hibky. Pri rieseni velkych problémov
teda davame prednost’ prehl'adavaniu do hibky kvoli pamiitovej naroénosti. Neda
sa ale povedat’, Ze by niektoré z tychto dvoch prehl'addvani bolo vSeobecne efek-
tivnejsie ako to druhé.

Priechod stavovym priestorom — prehl'addvanie do $irky kofiom na Sachovnici.

Maéme zadané vychodzie a ciel'ové pole na Sachovnici a mdme ndjst’ dlzku naj-
kratSej cesty kotiom medzi nimi.

RieSenie: Koncovym stavom je kazdy list, ktory zodpoveda umiestneniu konla na
ciefovom poli. Nezaujima nés kaZdy koncovy stav, ale list s najmensou hibkou.
Malo by ist’ o jednoduché rieSenie (asi 6 t'ahov), preto zvolime prehl'addvanie do
Sirky. MoZeme si to predstavit’ ako vinu §iriacu sa zo Startovného vrcholu a vr-
choly st prehl'addvané v poradi zasiahnutia touto vinou. Postup je vyhodny, ked’
predpokladdme niektoré z rieSeni v malej hibke.

Vypocet zatneme robit’ vo vychodzom stave, ur¢ime vSetky moZné pokracova-
nia, teda pripustné tahy a urobime ich, zapamétame si ich a otestujeme, ¢i nie si
rieSenim. Ked nie, uréime vSetky moZné pokraCovania z druhej viny atd’.
V tomto pripade je vyhodou, Ze pokial’ sa nezaujimame o cestu samotn, ale iba
o jej diZku, namiesto nutnosti zapamiitania si hran kostry s vrcholmi totoZnymi s
momentdlnou poziciou kofta mdZeme pouZit’ namiesto celého stromu rieSeni do-
hromady jednu Sachovnicu, do ktorej zapisujeme na jednotlivé policka vzdiale-
nosti od pociatocného vrcholu. Pokial’ je uz policko zaplnené, potom doiiho ni¢
nezapisujeme, pretoZze momentélne dosiahnutd vzdialenost’ na danej ceste by bola
vicsia alebo rovna vzdialenosti najlepSej ndjdenej cesty. Ked chceme usSetrit
d’alSie premenné, nemusime si ani pamitat’ zoznam L, staci ndm, ked’ namiesto
toho v cykle prejdeme celd Sachovnicu a h'addme v kaZdom cykle policko ozna-
Cené Cislom cyklu, zktorého konStruujeme dalSie moZzné kroky koma. Na
obr. 13.16 tak mdme dva cykly pre zistenie dizky najkratiej cesty z l'avého hor-
ného rohu Sachovnice 4 X 4 do pravého dolného rohu tejto Sachovnice. Zacneme
s oznacenim zaciatocného policka vzdialenost'ou 0. Potom postupujeme v prvom
cykle tak, Ze vSetky policka, z ktorych sa d4 dostat’ z poli¢ka oznac¢eného O ozna-
¢ime Cislom jedna. V druhom cykle ndjdeme postupne vsetky policka oznacené
jedna, a policka, na ktoré sa dd z tychto poli¢ok dostat’, ozna¢ime cislom 2 (s
vynimkou uz oznaceného policka 0). V tomto pripade je uZ poli¢ko v pravom
dolnom rohu zaplnené Cislicou, takZe vieme, Ze sa nan da dostat’ dvoma krokmi.
Napriklad do pravého horného rohu by sme sa dostali aZ piatimi tahmi.
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OBRAZOK 13.16.
DiLzkY
NAJKRATSEJ
CESTY KONA NA
SACHOVNICI

ZHRNUTIE

SIET PROJEKTU,
ZDROJ, USTIE, TOK
A KRITICKA CESTA

KAPACITNA SIET,
MAXIMALNY TOK
A MINIMALNY REZ

MINIMALNA
KOSTRA

Siet’ projektu je suvisly hranovo ohodnoteny orientovany graf bez sluciek a okru-
hov, ktory ma 1 zdroj (vrchol, do ktorého Ziadna hrana nevstupuje) a 1 dstie (vr-
chol, z ktorého Ziadna hrana nevychadza). Hranové ohodnotenie nezdpornymi
Cislami predstavuje Cas. Kritickd cesta ma najvicsi sicet ohodnoteni hran iddcich
z0 zdroja do dstia, pri planovani uréuje minimdlnu celkovii dizku trvania plano-

vanej ¢innosti.

Metéda kritickej cesty vyuziva dvoch ohodnoteni vrcholov, minimalneho (za aky
najkrat§i cas od zaciatku procesu sa da do daného stavu dostat’) a maximalneho
(ked’ najneskorSie musia zacat’ vSetky ¢innosti vychadzajice z daného vrcholu,
aby sa celkovy proces nepredlzil). Vrcholy, pri ktorych sa maximélna hodnota
rovnd minimalnej, su na kritickej ceste.

Kapacitnd siet’ je sivisly ohodnoteny orientovany graf bez sluciek, ale s dvoji-
cami opacne orientovanych hran, ktory ma 1 zdroj a 1 dstie (do ktorych mozu
vstupovat’ aj z nich vystupovat’ hrany). Tok je ohodnotenie hran redlnym cislom
mensim alebo rovnym pozitivnej kapacite hran. Vel’kost’ toku je sucet tokov
v hranidch vychddzajicich zo zdroja. S vynimkou zdroja a ustia plati, Ze ¢o do
vrcholu vchadza, to z neho vychadza. Tok sa nazyva maximdlny tok, ak sa neda
n4jst’ Ziadne iné priradenie tokov hranam, ktoré by davalo vicsiu vel’kost’ toku. Za
rez siete budeme povazovat’ taki mnoZinu hran, ktord keby sme odstrénili z grafu
(napr. prerezanim kéblov), tak kompletne zastavime tok zo zdroja do ustia, ale
pridanim ktorejkol'vek z tychto hran bude tok moZny Kapacita rezu bude pre nés
sucet kapacit jeho hran. Hodnota 'ubovol'ného maximalneho toku v sieti sa rovna
kapacite jeho minimalneho rezu. Na ndjdenie maximalneho toku moZeme pouZit
Ford-Fulkersonov algoritmus.

Kostra (spanning tree) obycajného grafu G je podgraf grafu G, ktory je stromom
obsahujicim vSetky vrcholy z G. Minimdlna kostra grafu G je kostra T
s minimdlnym sdctom véh jej hran. Na jej urCenie vyuzivame greedy algoritmy,
Primov alebo Kruskalov.
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PREHLADAVANIE Na prehl'addvanie grafu, napr. bludiska, mdzeme vyuZit' prehPaddvanie do hibky

DO HLBKY A DO (Depth-First Search, DFS, backtracking) vyuZivajiice zdsobnik - stack, alebo re-

SIRKY kurziu, alebo prehladdvanie do §irky (Breadth-First Search, BES, prehl'adavajice
graf po vrstvach), vyuzivajice rad — queue. Pomocou tychto pristupov sa daju
riesit’ najroznejSie problémy, od logickych tloh prelievania kréahov, po farbenie
grafov, problémov rozloZeni ddm, alebo preskdkania Sachovnice kofiom, ¢i naj-
lepSieho vyuZitia kapacity CD. Prehladdvanie do hibky je menej naro¢né na pa-
mit, Casova zloZitost’ obidvoch algoritmov je rovnaka.

KrUCoVE POIMY

siete a metdda kritickej cesty kapacita spojenia (priepustnost)
maximdlny tok v sieti velkost toku
minimdlny rez maximdalny tok
ndjdenie najmensej kostry rez siete
prehladdvanie do hibky (Depth-First kapacita rezu
Search, DFS), backtracking minimdlny rez
prehladdvanie do Sirky (Breadth-First Ford-Fulkersonov algoritmus
Search, BFS) kostra (spanning tree)
zdroj minimdlna kostra
listie Primov algoritmus
siet Kruskalov algoritmus
siet’ projektu rekurzia
CPM Critical path method cesta minimdlnej dizky
sietovd analyza zdasobnik - stack
casové ohodnotenie earliest a latest rad - queue
kapacimd siet knight tour

CVICENIA

13.1. Pre siete projektu na obr. 13.17 a 13.18 urcite minimalny celkovy ¢as, ktory
zaberie dokonCenie projektu, minimilne casové ohodnotenie E(v)
u jednotlivych vrcholov a kritickd cestu. Kazda z hran je ohodnotena casom
potrebnym na splnenie ulohy jej priradené.
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OBRAZOK 13.17. (a)
CASOVY PLAN
PROJEKTU

Casovy plan projektu, urdite kriticki cestu
OBRAZOK 13.18. (b)
CASOVY PLAN
PROJEKTU

Casovy plan projektu, urgite kriticki cestu

13.2. Pre nasledujice kapacitné siete na obr. 13.19 a 13.20 s ohodnotenim hran
ich kapacitami (namiesto dvojice opacne orientovanych hran je vzdy vykres-
lend iba neorientovand hrana) ndjdite maximdlny tok z u do v a dokazte, Ze
je tok maximdlny ndjdenim minimdlneho rezu, ktorého kapacita sa rovna
hodnote vami ndjdeného toku.

OBRAZOK 13.19. (a)
MAXIMALNY TOK A
MINIMALNY REZ?

OBRAZOK 13.20. (b)
MAXIMALNY TOK A
MINIMALNY REZ?

N4jdite maximdlny tok a minimélny rez siete.
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OBRAZOK 13.21.
MINIMALNA
KOSTRA?

OBRAZOK 13.22.
MINIMALNA
KOSTRA?

13.3.

13.4.

13.5.

13.6.

Pre grafy z obr. 13.21 a 13.22 pouzite Primov algoritmus, za¢inajtci na vy-
znacenom vrchole v, na nijdenie minimélnej kostry a urcite jej vahu.

(a)

N4jdite minimalnu kostru.

(b)

N4jdite minimalnu kostru.

Pouzite Kruskalov algoritmus na nijdenie minimdalnej kostry pri grafoch z
prikladu 13.3 a urcite jej vahu.

Nech T je minimdlna kostra ohodnoteného grafu G. Urcte, ¢i nasledujice
tvrdenia su pravdivé:

(a) Vaha kazdej hrany patriacej do T je menSia alebo rovna vdhe l'ubovolnej
hrany z G nepatriacej do 7.

(b) Ked Ziadne dve hrany nemajii rovnakd vdhu, potom Kruskalov algorit-
mus vyberie kostru 7 jednoznacne.

PouZite prehl'addvanie do hibky na nédjdenie kostry daného jednoduchého
grafu z obr. 13.23. Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte,
Ze vrcholy st usporiadané abecedne (namiesto typického postupu prehl’ada-
vania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).
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OBRAZOK 13.23.

KOSTRA
PREHIADAVANIM
DO HLBKY?

OBRAZOK 13.24.

KOSTRA
PREHLIADAVANIM
DO HLBKY?

13.7.

13.8.

13.9.

e h i

a 0
c d

b 0

f 8 J

Nijdite kostru prehladavanim do hibky.

PouZite prehl'adévanie do hibky na ndjdenie kostry daného jednoduchého
grafu z obr. 13.24. Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte,
Ze vrcholy st usporiadané abecedne (namiesto typického postupu prehl’ada-
vania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).

k [
l J a b
h g d c
f e

Néjdite kostru prehlad4vanim do hibky.

Pouzite prehl'adavanie do Sirky na ndjdenie kostry daného jednoduchého
grafu zadaného v cviceni 13.6. Zvol'te vrchol a ako koreni tejto kostry a
predpokladajte, Ze vrcholy st usporiadané abecedne (namiesto typického
postupu prehl'addvania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).

Pouzite prehl'adavanie do Sirky na néjdenie kostry daného jednoduchého
grafu zadaného v cviceni 13.7. Zvol'te vrchol a ako koren tejto Kostry a
predpokladajte, Ze vrcholy sd usporiadané abecedne (namiesto typického
postupu prehl'addvania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).

13.10. Co musi platit’ pre danid hranu jednoduchého siivislého grafu, aby bola

v kazdej kostre tohto grafu?

13.11. Kedy ma jednoduchy suivisly graf prave jednu kostru?

13.12. Pouite prehl'addvanie do hibky na ndjdenie priradenia farieb vrcholom gra-

fu z obr. 13.25 s vyuZitim iba troch farieb.
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OBRAZOK 13.25.
FARBENIE
PREHIADAVANIM
DO HLBKY?

OBRAZOK 13.26.
PLAN MUZEA
PREROBIT NA
GRAF

Nijdite farbenie 3 farbami prehFaddvanim do hibky.

13.13. Pouzite prehladdvanie do hibky na ndjdenie rieenia problému n diam na
Sachovnici pre zadané hodnoty n.

()n=3
(b)yn=5
(c)n=6

13.14. Pouzite prehladdvanie do hibky na najdenie podmnoziny, pokial’ existuje,
pre mnoZinu {27, 24, 19, 14, 11, 8} so sic¢tom rovnym
(a) 41
(b) 60

13.15. Vysvetlite, ako je moZné prehl'addvanie do hibky vyuZit' na nijdenie cesty v
muzeu, pri zadanej Startovnej pozicii a cielovej pozicii. Mizeum ma plan
poschodia nakresleny na obr. 13.26.

(a) Nakreslite graf reprezentujici plan poschodia, kde kaZzda miestnost’ bude
ako vrchol a kazdé dvere ako hrana.

(b) Urobte prehl'addvanie do Sirky a do hibky, so Startom v miestnosti 1
a cielom v miestnosti 8.

(c) Porovnajte, ktory zo spdsobov prehl'addvania by ste odporudili.

I I I I
4 8 9
i
5 3 10
2 7 11 12

1

Plan mizea reprezentovat’ grafom.
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PRILOHA A
RIESENE PRIKLADY







RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 1

1.1. Aké pravidlo usudzovania bolo pouZité pri dokaze zaverov?

(a) Méria je Studentkou informatiky. Preto je Maria Studentkou informatiky alebo Studentkou te-
lekomunikécii.

p = Miria je Studentkou informatiky
g = Mria je Studentkou telekomunikacii

| » predpoklad;

[pv g dosledok adicie v tab, 1.1
(b) Jaroslav studuje informatiku a elektrotechnolégiu. Preto, Jaroslav Studuje informatiku.

p = Jaroslav $tuduje informatiku
q = Jaroslav Studuje elektrotechnolégiu

I PAQ predpoklad,;
| p dodsledok simplifikicie v tab. 1.1
(c) Ak prsi, potom plavéren je zatvorend. Preto, ak plavéren je otvorend, potom neprsi.
p = prsi
q = plavéren je zatvorena
I p=q predpoklad,
| —q = —p dodsledok inverzie implikécie v tab. 1.1

(d) Ak dnes sneZi, kino je dnes uzavreté. Kino dnes nie je uzavreté. Preto, dnes nesnezi.

p = dnes snezi
g = kino je dnes uzavreté

p=q predpoklad,
—q predpoklad,
I —p dosledok modus tollens v tab. 1.1

(e) Ak dnes pdjdem plavat, potom rano skoro vstanem. Ak rdno skoro vstanem, potom pdjdem
do obchodu kipit’ erstvé pecivo. Preto, ak dnes pdjdem plavat’, potom pdjdem do obchodu
kupit’ erstvé pecivo.
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p = dnes pdjdem plavat
q = dnes rdno skoro vstanem
r = dnes pdjdem do obchodu kipit’ Cerstvé pecivo

p=>q predpoklad,
q=>r predpoklad,
I p=>r dosledok hypotetického sylogizmu v tab. 1.1

1.2. Aké pravidlo usudzovania bolo pouZité pri dokaze zaverov?

(a) Dnes bude teplo alebo bude smog v ovzdu$i. Dnes nebude teplo. Preto, dnes bude smog
v ovzdusi.

p = dnes bude teplo
g = dnes bude smog v ovzdusi

pVvgq predpoklad,
—p predpoklad,
I q dodsledok disjunktivneho sylogizmu v tab. 1.1

(b) Eva vynikajico plava. Ak Eva je vynikajici plavec, potom mdZe pracovat’ ako plavcik. Preto,
Eva mo6Ze pracovat ako plavcik.
p = Eva vynikajico plava
q = Eva mdZe pracovat ako plavéik

p predpoklad,
p=q predpoklad,
I q ddsledok modus ponens v tab. 1.1

(c) Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Ak Stano dokonéi Stidium na FIIT, potom
nebude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Preto, Stano nedokon¢i Stidium na FIIT.

p = Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC
g = Stano dokon¢i §tddium na FIIT

p predpoklad,
q=-p predpoklad,

| pP=—q dobsledok; predpokladu, prepisany pomocou inverzie implikacie
—q dbsledok, modus ponens na predpoklad; a dosledok;

(d) Ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom zvladnem teériu logickych obvodov. Ak
zvladnem tedriu logickych obvodov, potom tspeSne dokoncim bakalérske Stidium. Preto, ak
budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom uspesne dokon¢im bakalarske Stadium.

p = budem intenzivne pracovat’ na projekte
q = zvladnem teériu logickych obvodov
r = uspeSne dokon¢im bakalérske Stidium
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pP=q predpoklad,
q=>r predpoklad,
| p=>r dosledok hypotetického sylogizmu

1.3. Aké zavery vyplyvaji z mnoZiny vyrokov?

(a) ,,Ak jem korenend stravu, potom mam hrozné sny*, ,,ak spim a pritom hrmi, potom mdm

(b)

(©

hrozné sny*, ,,nemam hrozné sny*.

p = jem korenenu stravu
g = mam hrozné sny

r = spim

s = hrm{
p=q predpoklad,
(ras)=gq predpoklad,
—q predpoklad;

—(ras)=(-rv-s) modus tollens na predpoklad, a predpoklad;

—p modus tollens na predpoklad, a predpoklad;

zéaver;: nespim alebo nehrmi
zaver,: nejem korenent stravu

,Ja som chytry alebo mdm S$tastie”, ,,nemdm S$tastie”, ,,ak mam S$t'astie, potom zvitazim
v lotérii“.

p = som chytry
g = mam Stastie
r = zvitazim v lotérii

pVvq predpoklad,
—q predpoklad,
q=>r predpoklad;
I p dosledok disjunkt. sylogizmu aplik. na predpoklad; a predpoklad,

zaver: som chytry

,.Kazdy Student informatiky vlastni notebook®, ,,Rudo nevlastni notebook®, ,,Anna vlastni no-
tebook*.

SI(x) = x Studuje informatiku
VN(x) = x vlastni notebook
Univerzum = {Studenti}
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(Vx(SI (x)=VN (x))) predpoklad,;

—VN (Rudo) predpoklad,

VN (Anna) predpoklad;

(81(Rudo)=> VN (Rudo)) konkretiz4cia predpokladu,

(S1(Anna)=> VN (Anna)) konkretiz4cia predpokladu,

—SI (Rudo) modus tollens na konkretizciu a predpoklad,

zaver: Rudo ne$tuduje informatiku

(d) ,,Ak mam hlad, potom si kipim bagetu®, ,,ak si kiipim bagetu, potom si kipim aj kofolu®, ,,ak
nepdjdem do bufetu, nekiipim si kofolu®.

(e

p = mam hlad

g = kupim si bagetu
r = kipim si kofolu

s = pdjdem do bufetu

pP=q predpoklad,

q=>r predpoklad,

-8 = —r predpoklad;

p=>r dobsledok;: hypoteticky sylogizmus na predpoklad; a predpoklad,
r=s dodsledok,: inverzia implikacie na predpoklad;

p=>s zéver: hypoteticky sylogizmus na dosledok; a dosledok,

zéver: Ak mam hlad, potom pdjdem do bufetu.

,,VSetky hlodavce hryzid potravu®, ,,mys je hlodavec®, ,,pes nehryzie potravu®, ,,netopier nie je

hlodavec®.

H(x) = x je hlodavec, HP(x) = x hryzie potravu, M(x) = x je mys

zéver;: mys§ hryzie potravu
zaver,: pes nie je hlodavec

Vx(H (x)= HP(x)) predpoklad,;

H (mys) predpoklad,

—HP  pes) predpoklad;

—H (netopier) predpoklad,

H (mys$) = HP(mys3) dosledok;: konkretiz4cia predpokladu;

H (pes) = HP( pes) dosledok,: konkretiz4cia predpokladu;

HP (mys) ddsledoks: modus ponens na predpoklad, a ddsledok;
—H (pes) ddsledok,: modus tollens na predpoklads a dosledok,
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1.4. Vysvetlite, ktord schéma usudzovania bola pouzita v ktorom kroku.

(a) ,,Eva je Studentka nasho krizku a vlastni ¢ervené auto®, ,,kazdy, kto vlastni ¢ervené auto do-

(b)

stal aspon jednu pokutu za prekrocenie rychlosti®, ,,preto, niekto z ndsho krizku dostal pokutu
za prekrocenie rychlosti.

SNK(x) = x je Studentom nasho krizku
VCA(x) = x vlastni Cervené auto
DPPR(x) = x dostal pokutu za prekrocenie rychlosti

SNK(Eva) A VCA(Eva)
Vx(VCA(x)= DPPR(x))

| 3x(SNK (x) A DPPR(x))

1.] SNK(Eva) A VCA(Eva) predpoklad,

2.| Vx(VCA(x)= DPPR(x)) predpoklad,

3.| SNK(Eva) konkretizacia predpokladu,
4.1 VCA(Eva) konkretizacia predpokladu;
5.| VCA(Eva)= DPPR(Eva) konkretiz4cia predpokladu,
6.| DPPR(Eva) modus ponens na4 a5

7.1 SNK(Eva) A DPPR(Eva) konjunkcia 3 a 6

8.1 3x(SNK (x) A DPPR(x)) zovSeobecnenie 7

,,Vsetci moji priatelia, Méria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol, si zapisali do indexu prednasku
z diskrétnej matematiky*, ,kazdy Student, ktory si zapisal do indexu prednaSku z diskrétnej
matematiky, moZe si nasledujiici akademicky rok zapisat’ aj prednasku z algoritmov®, ,,preto,
vSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol, m6Zu si nasledujiici akademicky rok
zapisat’ do indexu prednasku z algoritmov*‘.

ZIPDM(x) = x si zapisal do indexu prednasku z diskrétnej matematiky

NARZPA(x) = x si nasledujuci akademicky rok mbze zapisat’ prednasku z algoritmov
U = mnoZina vSetkych Studentov

U’ = podmnoZina U, obsahuje Mariu, Adolfa, Rudolfa, Vieru a Karola

V(xe U’)(ZIPDM (x)) predpoklad
V(xe U)(ZIPDM (x) = NARZPA(x)) predpoklad

| V(xe U’)(NARZPA(x)) zéver



336

Priloha A — RieSené cvicenia z kapitoly 1

(©

.| V(xeU’)(zIPDM (x))
2.| V(xeU)(ZIPDM (x)= NARZPA(x))

predpoklad,
predpoklad,

3.| zIPDM (1)

4.| ZIPDM (1) = NARZPA(r)
5.| NARZPA(r)

6. V(xeU’)NARZPA(x)

pre Vte U’, konkretizdcia 1
pre Vte U’, konkretizdcia 2
pre Ve U’, modus ponens na 3 a 4

zovSeobecnenie 5 pre U~

,,VSetky filmy s Charlie Chaplinom su vynikajice®, ,,Charlie Chaplin hral v nemych filmoch*,

,.preto, niektoré vynikajice filmy si nemé*.

FCC(x) = x je film kde hral Charlie Chaplin
VF(x) = x je vynikajuci film
NF(x) = x je nemy film

Vx(FCC(x
Ax(FCC(x
(

| Ax(VF (x) A NF (x))

)= VF (x))
) ANE ()

1| vx(FCC(x)=VF(x))
2. 3x(FCC(x) A NF(x))

predpoklad
predpoklad

FCC(c)ANF
FCC(c)
NF(c)
FCC( )= VF(c)
VF (c)

VF (c) ANF (c)

Ax(VF (x) A NF (x))

(¢)

D I A

simplifikacia 3
simplifikacia 3

konkretizacia 1

konjunkcia 5 a7

konkretizacia 2, c je film s CC a je nemy

modus ponens na 4 a 6

zovSeobecnenie 8

1.5. Vysvetlite pre¢o uvedené zavery su korektné alebo nekorektné.

(a) ,,VSetci Studenti v tomto krizku ovladaju logiku®, ,,Jano je Studentom tohto krdzku®, ,,preto,

Jano ovlada logiku*.

tk(x) = x je Student v tomto krdzku
ol(x) = x ovlada logiku

Vx(tk (x)=ol (x))
tk(Jano)
| ol(Jano)
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L] Vx(tk(x)= ol(x)) predpoklad

2.| tk(Jano) predpoklad

3.| tk(Jano)= ol(Jano) konkretizécia 1

4.| ol(Jano) modus ponens na 2 a 3, zaver

Zaver je korektny

(b) ,,Kazdy Student informatiky ma zapisand v indexe prednaSku z diskrétnej matematiky*, ,,Viera
mé zapisanu predndsku z diskrétnej matematiky*, ,,preto, Viera je Studentom informatiky*.

si(x) = x je Student informatiky
zpdm(x) = x ma zapisant v indexe prednasSku z diskrétnej matematiky

Vx(si(x) = zpdm(x))
zpdm (Viera)
I si(Viera)
1. Vx(si (x)= zpdm(x)) predpoklad
2.| zpdm(Viera) predpoklad
3.| si(Viera)= zpdm(Viera)  konkretizécia 1
4.| si(Viera) pouZitie chybného pravidla ,,potvrdenie dosledku‘

Zaver je nekorektny

(c) ,,Kazdy kon ma rad ovocie®, ,,mdj pes nie je kon®, ,,preto, mdj pes nema rad ovocie*.

k(x) = x je kon
ro(x) = x ma rad ovocie

Vx(k(x) = ro(x))
—k (moj _ pes)

I —ro(moj _ pes)

L| Vx(k(x)= ro(x)) predpoklad

2.| —k(moj_ pes) predpoklad

3.| k(moj_ pes)=>ro(moj _ pes) konkretizécia 1

4. —ro(moj_ pes) pouZitie chybného pravidla ,,popretie predpokladu*

Zaver je nekorektny

T3

(d) ,,Kazdy, kto ma rad ovsené vlocky je zdravy®, ,Lenka nie je zdrava®, ,,preto, Lenka nema rada
ovsené vlocky*.

rov(x) = x ma rad ovsené vlocky
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7(x) = x je zdravy

Vx(rov(x) = z(x))
—z(Lenka)
| —rov(Lenka)
| Vx(rov(x) = z(x)) predpoklad
—z(Lenka) predpoklad

1
2.
3.| rov(Lenka)= z(Lenka)  konkretizécia 1
4

—rov(Lenka) modus tollens na 2 a 3

Zaver je korektny

1.6. Urcite, ktord veta je pravdivd. Ak je uvedeny zaver korektny, urcite ktord schéma usudzovania
bola pouzita pri jeho dokaze.

(a) Ak x je redlne Cislo také, ze x > 1, potom K> 1. Predpokladajte, Ze > 1, potom x > 1.

V(ye R)(y>1:>y2 >1>

X >1
| x>1
L] v(ye R)(y>1:> y2>1) predpoklad
2. ¥ >1 predpoklad
3. x>1=x">1 konkretizacia 1
4.1 x>1 pouzitie chybného pravidla ,,potvrdenie dosledku*

Zaver je nekorektny

(b) Cislo log,3 je iraciondlne vtedy, ak sa nedd vyjadrit' ako podiel dvoch celych nestddelitel-
nych &isel. PretoZe &islo log, 3 nie je vyjadritelné ako p/q, kde p a g si celé nesddelitelné
¢isla, potom je ¢islo log, 3 iraciondlne.
rac(x) = x je raciondlne ¢islo
pod(x) = x sa da vyjadrit’ ako podiel dvoch celych nesidelite'nych ¢isel

—pod (log2 3) = —mac(log2 3)
—pod (log2 3)
| irac(log,3)
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N (—|p0d (log,3) = —rac(log, 3)) predpoklad
A (—mac(log2 3) = —pod (log, 3))
2.| —pod(log,3) predpoklad
3. —pod (log2 3) = ﬁrac(log2 3) simplifikécia 1
4. —rac(log,3) modus ponens na 3 a 2
5.] irac(log,3) ekvivalentné s 4

Zaver je korektny

(c) Ak x je redlne &islo, ktoré spiiia podmienku x >3, potom x*> >9.Nech x> <9, potom x<3.

V(yeR)(y>3=»">9)

x* <9

I x<3

1| Y(ye R)(y>3:>y2>9) predpoklad
2. ¥ <9 predpoklad

3. x>3=x">9 konkretizcia 1
4. —(¥>9) ekvivalentné s 2
5 =(x>3) aplikdcia modus tollens na 3 a 4
6.] x<3 ekvivalentné s 5

Zaver je korektny

(d) Ak x je redlne &islo, ktoré spiia podmienku x> 2, potom x*> >4 . Nech x<2, potom x*> <4.

V(ye R)(y>2:>y2 >4>

x<2

I x* <4

L| V(yeR)(y>2=y" >4) predpoklad

2.1 x<2 predpoklad

3.] x>2=x">4 konkretizacia 1
4.1 =(x>2) ekvivalentny prepis 2

5. —|(x2 > 4) pouzitie chybného pravidla ,,popretie predpokladu®
6.1 x¥*<4 ekvivalentny prepis 5

Zaver je nekorektny
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1.7. Urcite, ¢i uvedené vyroky sd korektné, ak nie, preco?

2. . ., .. ., .. ., 2. . .,
(a) Ak x” je iraciondlne, potom x je iraciondlne. Preto, ak x je iracionélne, potom x” je iraciondlne.

(b)

ir(x) = x je iraciondlne ¢islo
r(x) = x je racionélne Cislo

(ir(x2 ) = ir(x)) = (ir(x) = ir(xz))
vyrok je nekorektny, pri inverzii implikdcie musia byt negované jej zlozky. Korektny vyrok
ma tvar

(ir(xz):> ir(x)) = (r(x) = r(xz))

2. . . , . . , X, .. s v .
Ak x” je iraciondlne, potom x je iraciondlne. Cislo x =7’ je iracionalne. Preto, &islo x =T je
iraciondlne.

Vx(ir(xz): ir(x))
ir(n2>

[ ir(n)

1. Vy(ir(yz) = ir(y)) predpoklad

2.| ir (n2 ) predpoklad

3. ir(nz) = ir(m) konkretizacia 1 pre y = °

4.1 ir(m) aplikdcia modus ponens pre 2 a 3
vyrok je korektny

1.8. Preco tieto vyroky st nekorektné?

(@)

(b)

Nech H(x) je predikat s v§znamom ,,x je Stastny*. Nech plati Ix H (x) . Preto, Eva je $t'astna.

3x H (x)

H(Eva)
Tato konkretizdcia existen¢ného kvantifikatora nie je korektnd, z existencie niekoho, kto je
Stastny, nemusi vyplyvat’, Ze prave Eva je Stastnd (napr. Zuza je $tastnd).
Nech S(x,y) je predikit svyznamom ,x je mens$i ako y“. Plati implikdcia
(Els N (s,Max)) = §(Max,Max), kde Max je maximdlne &islo z kone¢nej viacprvkovej mno-

z w2

Ziny obsahujicej prirodzené ¢isla.

PouZitim schémy zovSeobecnenia pomocou existenéného kvantifikitora (zdkon predikitovej
logiky A(c)= 3x A(x)) dostaneme, Ze plati 3x S (x,x), t. j. nejaké &islo je menSie ako ono

samo.
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Nekorektnd je implikécia predpokladu 3s S (s,Max)= S (Max,Max) , Tavé strana je pravdi-

va, zatial’ Co prava strana je nepravdivd, CiZe celd implikacia je nepravdiva.

1.9. Dokazte, ked’ sa daji dokézat, tieto vyroky:

(a)

(b)

(©

(d)

(e

(®)

€3]

(h)

Dokézte vyrok P(0), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé &islo vicsie ako 1, potom n’ >n “.
Ktord schému usudzovania sme pouZili?

Vyrok P(0) je pravdivy, pretoZe sa pokiSame dokdzat’ vyrok ,,ak O je kladné celé ¢islo vicsie
ako 1, potom 0>>0“. PretoZe predpoklad je nepravdivy, implikdcia je automaticky pravdiva.
Priamy dokaz.

Dokézte vyrok P(1), kde P(n) je vyrok ,,Ak n je kladné celé ¢&islo, potom n® >n *. Ktord
schému usudzovania sme pouzili?

Vyrok P(1) je nepravdivy (17> 1). Priamy dokaz.

Nech P(n) je vyrok ,ak a a b si kladné redlne &isla, potom (a+ b)" 2a" +b"“. Dokézte, 7Ze
P(1) je pravdivy vyrok. Akd schému usudzovanie sme pouzili?

P(1) je pravdivy vyrok, (a+ b)1 >a' +b', priamy dokaz

PouZitim priameho dokazu dokazte, ze kvadrit parneho ¢isla je parne Cislo.

Priamy dokaz: pe(i)= pe(i).(2k)" =2(2k°)

PouZitim nepriameho dokazu dokédZte, 7e ak n je celé &islo a n’ +5 je neparne ¢&islo, potom n
je parne cislo.

Mime dokdzat implikdciu np (n3 + 5) = p(n), inverziou tejto implikdcie dostaneme
np(n) = p(n3 +5) . Nech n=2k+1, potom n’=(2k +1)3 = 2(4k3 +6k* +3k)+1 , potom
n'+5=2(4k" +6k> + 3k +3).

Dokézte, Ze suma dvoch neparnych ¢isel je parne Cislo.

np(a)anp(b)=> p(a+b). Ak a=2k+1a b=2l+1,potom a+b=2(k+1+1),kdek, [ si
nezdporné celé ¢isla.

Dokézte, Ze sucin dvoch neparnych ¢isel je neparne ¢islo.

np(a)Aanp(b)=np(a-b). Ak a=2k+1a b=21+1,potom a-b=2(2kl+k+1)+1,kde k,
[ st nezdporné celé Cisla.

Dokazte, Ze ak x je iraciondlne nenulové &islo, potom 1/x je iraciondlne ¢islo.

ir(x)=ir(1/x), inverziou tejto implikdcie dostaneme r(1/x)=> r(x). Predpokladajme, Ze

z vz

1/x=0/B, kde o, B st celé nesidelitelné &isla, potom aj x =P/, &iZe x je rac. &islo.
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1.10. Dokazte metédou vymenovania pripadov tieto vlastnosti:

(@) max{x,y}+min{x,y} =x+y,kdex, y sd redlne ¢isla.

(1) x<y, max{x,y} +min{x,y}=x+y
%f_/ %f_/
y x
(2) y<x, max{x,y}+min{x,y}=x+y
%f_/ %f_/

X y

(b) min{a,min{b, c}} = min{min{a,b} ,c} , kde a, b, ¢ st navzajom rdzne &isla.

() a<b<c, min{a,min{b,c}} = min{min{a,b},c}
%/_/ %/_/
+ %:/—’

a a

(2) a<c<b, min {a,min{b,c}} = min {min{a,b},c}
%/—/ ;w—/
Lo R
(3) b<a<c, minya,min{b,c} =min{ min{a,b},c
b b
b b

(c) Kvadrity celych cisel su reprezentované dekadickymi Cislicami, ktoré koncia 0, 1, 4, 5, 6,
alebo 9.

(1) ¢islo n=
(2) ¢islo n
(3) ¢islo n
(4) ¢islo n
(5) ¢islo n
(6) ¢islo n
(7) ¢islo n
(8) ¢islo n
(9) ¢islo n=

(10) &islo n=(...9), potom n’ =(...1).

.0),

1),

.4
.9

) (
) (
) (
) (
..4), potom n* =(...6
) (
) (
) (
)

’

B

’

)
)
)
.5,
)
)
)

..0),
=(...9),

, potom n® =(...4),
p

I
—~ —~ —~ —~ —~ —~ —_~ —~ —_~
~

(d) Stvrté mocniny celych &isel st reprezentované dekadickymi &islami, ktoré kongia 0, 1, 5, ale-
bo 6.

Pouzijeme predchddzajice vysledky, potom
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(1) ¢islo n* =(...0) (...0)
(2) &islo n* =(...1) (...1)
(3) ¢islo n* =(...4), potom n* =(...6),
(4) &islo n* =(...5) (...5)
(5) ¢islo n* =(...6) (...6)
(6) ¢islo n* =(...9), potom n* =(...1)
1.11. Dokézte tieto vlastnosti:
(a) Ak n je kladné celé Cislo, potom 7 je parne vtedy a len vtedy, ak 7n + 4 je parne.
() p(n)=p(Tn+4), n=2k=Tn+4=14k+4=2(7k +2)
2) p(7n+4):>p(n), 7n+4=2(7k+2):>n=2k
(b) Ak n je kladné celé ¢islo, potom # je neparne vtedy a len vtedy, ak 51 + 6 je nepérne.
(1) np(n)=np(5n+6), n=2k+1=5n+6=10k +11=2(5k +5)+1,
2 np(5n+6):>np(n), 5n+6=2(5k+5)+1:>n=2k+1.
(c) m*> =n’ plati vtedy a len vtedy, ak m = n, alebo m = -n.
(1) (m=n)v(m=-n)=m’=n’,
2) m* =n’ :>|m|=|n|:>(m=n)v(m=—n).

(a+b)/2>a, (3) priemer a a b je mensi ako b, (a+b)/2<b.

(1a) (a<b)@la<lb@a—la<lb@a<l(a+b)
2 2 2 2 2

(1b) a<b<:>la<lb<:>la+lb<b<:>l(a+b)<b
2 2 2 2 2

1.12. Pomocou matematickej indukcie dokézte:
(a) Suma prvych n prirodzenych ¢&isel je

n(n+1)

I+2+..+n=

P(1): 1=

1(1+1)
2

n(n+1)

. P(n): 142+..+n=

2
n(n+1)

= P(n+1): 14+2+..+n+(n+l)= _(n+1)(n+2)

+(n+1)=(n+1)[%+1)=
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(b) Dokéazte formulu
4
P(1): 3435 = 3(57-1), P(n): 3+3:543.5 +..43:5 = 3(5"7 1) =

= P(n+1): 3+3-5+3-52+...+3-5"+3-5"*‘=13(5"*‘—1)+3-5"*‘=
=3-5"“Gﬂj—%:s-sm%—%:%(5"”—1)
(c) Dokazte formulu
12+22+32+...+n2=én(n+l)(2n+1)
P(1): 12=é1(1+1)(2-1+1), P(n): 12+22+32+...+n2=%n(n+l)(2n+l):>
P(n+1)=12+22+32+...+n2+(n+1)2=%n(n+1)(2n+l)+(n+l)2=
=é(n+1)(n(2n+1)+6(n+l)>=é(n+1)(n+2)(2n+3)
(d) Dokazte formulu

P+2+3+..+n° =ln2(n+1)2
4

P(1): 13=512(1+1)2, P(n): 13+23+33+...+n3=in2(n+1)2 =
= P(n+1): l3+23+33+...+n3+(n+1)3=in2(n+l)2+(n+l)3
1 2 1 2 2
=Z(n+1) (n2+4(n+1)>=z(n+1) (n+2)

(e) Dokéazte formulu n!<n", pre n> 1.

P(2): 2! < 2%, P(n): (nl<n™)

n+

ni<n" = nl(n+1)<n" (n+1)=nl(n+1)<(n+l)" (n+1)= (n+1)!<(n+1) "o P(n+1)

n-1

(f) DokéZte formulu pre prvid derivaciu funkcie f(x)=x", f'(x)=nx

’ ’ ’

nx"", P(n+1): (x"x) =(nx"_1>x+x" =(n+1)x".

~
—
p—
~
—_
>'<.—.
~—
Il
—
~
—
S
~—
—_
=
=
~—~—
Il
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(g) Dokd?te zovieobecnené distributivne formuly z virokovej logiky
M (pvp,vevp)ag=(prg)v(p,rq)v...v(p, Aq)
P(n): (p,vp,V..vp)rg=(p Aq)V(p, Aq)V..v(p, A q)
P(2): (p,v py)na=(p, Aq)v(p, Aq) distribut. zdkon

P(n+1)=((plvp2v...vpn)vpm)/\qs((plvpzv...vpn)/\q)v(pm/\q)

Lava strana P(n)

=(pra)v(png)V v (p, ~a)V(P,.~d)

Q) (ppAp,AAp,)Va=(pVa)A(P,Va)A..A(p,Vq)
Dokaz sa vykoné analog. spdsobom.
(h) Dokéazte zovSeobecnené De Morganove formuly

(D) =(p APy AcAp)=(—p, VP, VeV —p,)

@) =(p v o Vv )= (P APy A AD,)

Povodny tvar De Morganovych formdl pre n =2 je

=(pAp)=(-pv-p,) a =(pvp)=(=pAr-p,)

Pre jednoduchost’ vykoname dokaz pre n = 3, pricom pouZijeme De Morganovu formulu pre
n=2

=(p, APy Aps)==((p A P) A Ds)==(p A py) V=5 =(—p, v —p,) vV —ps

Ep VTP, VP,

Tento dokaz mbéZeme jednoducho zovseobecnit’ pre kazdé prirodzené n>4, ak pozname for-
mulu pre n — 1. Analogickym spdsobom sa dokaZe aj (2) De Morganova formula.

1.13. Pomocou rozkladu na parcidlne zlomky néjdite formulu pre
1 1 1 1

1.2 23 3.4 7 a(n+l)

PouZijeme algebraicki identitu (niekedy nazyvand rozklad na parcidlne zlomky)
1 1 1

i(i+1) @ i+l
Potom Studovany rad mdéZeme prepisat’ takto

O IRERIRE N 1) S e
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RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 2

2.1. Ktoré prvky patria do mnoZiny:
(a) {x s(xe R) A (xz = 1)} , (kde R je mnoZina redlnych &isel), {-1,1}
(0) {x;(xe R) A (x*=3x+2=0)}, {12}
(©) {x;(xe N) A (x<12)}, (kde Nje mnoZina nezdpornych celych &isel),
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
(d) {x;(xe M)A (x* <100)}, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(e) {x;(xe N)/\(x2 =2>},®
2.2. Vyjadrite tieto mnoZiny pomocou predikatu (pozri (2.1b)):
(a) A={0,3,6,9,12},
A={xe N;P(x)},kde P(x)=3(ke N)((x=3k)A(x<12))
(b) A={-3,-2,-1,0,1,2,3},
A={xe Z;P(x)},kde P(x)=(]x<3),Z je mnoZina celych &isel.
(¢) A={m,n,0, p}
A={xe A;P(x)}, kde P(x)=3(ke A)((x=k)A((k=m)v (k=n)v(k=0)v (k=p))),
A={ab.c,..xy,z}.
2.3. Zistite, ¢i mnoZziny z kazdej dvojice si navzdjom rovné:

(@) A={1,2,2,3,3,3,4,4,4,4), B={1,2,3,4},

ak vynechdme v mnoZine A prvky, ktoré sa opakujd, potom A = B.

b A={1}}, B={L{1}},
MnoZina A m4 jeden prvok, mnoZina B md dva prvky, ¢ize A# B .
(c) A=0, B={D},
MnoZina A je prazdna, mnoZina B ma jeden prvok, ¢ize A# B .
24.Nech A={2,4,6}, B={2,6], C={4,6}, D={4,6,8}. Zistite, ktoré mnoZiny si podmnoZiny
ktorych mnoZzin.

BcA,CcA,CcD.
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2.5. Pre kazdd mnozZinu A urcite, ¢i plati 2€ A:
(a) A ={x€ R;x< 2} s
2¢ A.
(b) A ={xe R;3(ne N)(x = nz)} ,

mnoZina A obsahuje kvadraty celych ¢isel, pretoZe 2 nie je kvadratom celého ¢isla, potom
2¢ A.

(© A={2{2}},
2e A

@ A={23.{{23}].
2¢ A

@ A={{2}.{2.{2}}}.
2¢ A

2.6. Pre kazdy priklad z cvicenia 2.5 rozhodnite, ¢i prvok {2} je prvkom mnoZiny A.
(a) A ={x€ R;x< 2} ;

{2}e A
(b) A={xe R:3(ne N)(x=n2)} :

mnoZina A obsahuje kvadraty celych ¢isel, pretoZe 2 nie je kvadratom celého ¢isla, potom
2¢ A, aaj keby 2 patrilo do A, mnoZina obsahujtica 2, teda {2} urcite do A nepatri.

(© A={2.{2}};
{2}e A
@ A={{2.{{23}]:
{2}e A
& A={{2h.{2.{2}}};
{2}e A
2.7. Rozhodnite, ¢i vyroky su pravdivé alebo nepravdivé:
(a) 0e I, nepravdivy,
(b) @€ {0}, nepravdivy,
(c) {0} €@, nepravdivy,
(d) @ {0}, pravdivy,
(e) {0} {0}, nepravdivy,
() {0} ={0}, pravdivy (zavisi od interpretcie symbolu C),
(g) {0} {0}, pravdivy.
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2.8. Rozhodnite, ¢i vyroky su pravdivé alebo nepravdivé:
(a) D {D}, pravdivy,

(b) De{@.,{@}}, pravdivy,

(c) {D} e {D}, nepravdivy,

) {@}e {{@}} , pravdivy,

(e) {2} C{@,{@}} , pravdivy,
) {{o}} c{@.{2}}, pravdivy.

2.9.Nech AcB a BC C,dokéazte AcC.

Priamy ddsledok zdkona hypotetického sylogizmu ((p=> ) A(g=>r))= (p =),
(AgB)/\(BgC)E(Vx(xE A= xe B))/\(Vx(xe B=xe C))

:>Vx((xe A= xe B)A(xe B= xe C)):Vx(xe A=xeC)=(AcCC)

2.10. N4jdite také dve mnoZiny A a B, aby platilo
(a) A€ B: B={A}, potom A€ B,

(b) AcB: A={a},B={a,b},potom ACB.
2.11. Aka je mohutnost’ tychto mnoZin:

(a) {da}, 1,

®) {{a}} 1,

© {aifal}.2

(d) {a,{a},{a,{a}}} , 3.
2.12. Aka je mohutnost’ tychto mnoZin:

(@) 9,0,

b {2}, 1,

© {2{2}}.2,

@ {e{2} {22},
2.13. Zostrojte potenénd mnoZinu P (A) pre

@ A={a}, P(4)={@{a}},

(b) A={a,b}, P(4)={@.{a}.{p} {ab}},

© A={o{2]}, P(4)={o{2L{{2}).{2(2}).
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2.14. Dokdte alebo vyvritte implikiciu (P(A)=P(B))= (A=B).
(P(4)=P(B)) = (P(A) P(B)) n(P(B) S P(4)) = (AC B)A (B 4)~(A=B)

z(AgB) E(BQA)

kde bola pouzitd formula (2.21a).

2.15. Urcite, ktora z mnoZin nie je potenénd mnoZina
(a) @, nie je potenénd mnoZina, v tomto §pecidlnom pripade potenénou mnoZinou je {J} ,
(b) {@,{a}} , potenénd mnoZina,
(c) {@,{a} ,{@,a}} , nie je potenénd mnoZina, pretoZe tito mnozina m4 len tri prvky. Na to, aby
tdito mnoZina bola potenénou mnoZinou mnoZiny A={J,a}, jej ako prvok chyba
mnoZina {@} .

(d) {@,{a} b} ,{a,b}} , potenéna mnozina.

2.16. Nech A={a,b,c}, B={x,y}, zostrojte
(a) AXB,
AxB={(a,x).(a,y),(b.x).(b,y).(c.x).(c. )}
(b) BXA.
BxA={(x,a).(x.b),(x.c).(y.a).(».b).(y.c)}

2.17. Aky vyznam m4 kartezidnsky si¢in Ax B, kde A je mnoZina prednasok, ktoré poskytuje Ustav
aplikovanej informatiky a B je mnoZina pedagégov Fakulty informatiky?

Usporiadana dvojica (x,£)e AXB sa interpretuje ako priradenie, ktory predmet UAI prednasa kto-
ry pedagdg FIL.

2.18. Aky je vyznam kartezidnskeho suc¢inu AX BxC , kde A je mnoZina vsetkych leteckych spoloc-
nosti, B a C si mnoZiny letisk na svete.

Usporiadana trojica (a,oc,B)e AX BxC sa interpretuje ako priradenie, Ze leteckd spolo¢nost’

a ma letovu linku, ktora Startuje v o a pristiva na 3.

2.19. Nech A je mnoZina Studentov FIIT, ktori st z Bratislavy a B je mnoZina Studentov FIIT, ktori
jazdia na fakultu autom. OpiSte Studentov, ktori patria do mnoZiny
(a) AN B, obsahuje Studentov z Bratislavy, ktorf jazdia na fakultu autom,
(b) AU B, obsahuje Studentov z Bratislavy alebo Studentov, ktor{ jazdia na fakultu autom,
(c) A— B, obsahuje Studentov v Bratislavy, ktory nejazdia na fakultu autom,
(d) B— A, obsahuje Studentov, ktor{ jazdia na fakultu autom a pritom nie su z Bratislavy.
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2.20. Nech A je mnoZina prvdkov na nasej fakulte a B je mnoZina Studentov navstevujicich diskrétnu
matematiku. Vyjadrite pomocou mnozin A a B tvrdenia:
(a) Mnozina prvakov, ktori navStevuji prednisku z diskrétnej matematiky, AN B,
(b) MnoZina prvikov, ktorf nenavitevuji prednasku z diskrétnej matematiky, AN B,
(c) Mnozina Studentov, ktory su prvdaci alebo navstevujd prednasku z diskrétne;j
matematiky, AUB,
(d) MnoZina Studentov, ktori nie su prvéci alebo nenavstevuji prednisku z diskrétnej

matematiky, AUB .
2.21. Nech A a B st mnoZiny, dokazte
(a) (A N B) CcA,

1. | xeANB predpoklad

2.| (xe A)a(xe B) dosledok predpokladu
3.| (xea) dosledok 2

4.1 (xe AnB)=(x€ A) deaktivicia predpokladu

(b) (ANB)CB,

1.| xe AnB predpoklad

2.| (xe A)a(xe B) dosledok predpokladu
3.| (x€B) dosledok 2

4.| (xe AnB)=(xeB) deaktivicia predpokladu

(c) Ac(AUB),

L| (xeA) predpoklad

2| (xe A)v(xeB) dosledok 1

3] (xeA)=((xe A)v(xeB)) deaktivécia predpokladu
(d) BC(AUB),

1. | (xe B) predpoklad

2. (xeB)v(xeA) dosledok 1

3.] (xeB)=((xe B)v(xeA)) deaktivécia predpokladu
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() A-BCA,
1.| xe(A-B) predpoklad
2.| (xe A)a(xe B) dosledok 1
(xe A) dosledok 2
4.| (xe(A-B))=(xe A) deaktivécia predpokladu

(H AN(B-A)=2.

1.| xe (Am(B—A)) predpoklad
2.| (xe A)a(xe(B-A))  dosledok 1
3.] xe A do6sledok 2
4.1 xe(B-A) dosledok 2
5.] xeB doésledok 4
6.] xg A doésledok 4
7.1 (xe A)a(xe A) dosledok 3 a 6 (kontradikcia, potom x€ &)

2.22. Nech A, B a C st mnoZiny, dokédZte (A—B)-C=(A-C)-(B-C).

1.| xe ((A C)-(B-C)) predpoklad
2.| (x€(A-C))r(xg(B-C)) dosledok 1
3 (xe Anxg C)Aﬂ( e(B-C)) dosledok 2
4. (xe Arxg C)a—=(xe BAxg C) dosledok 3
5| (xe Arxg C)a(xe BvxeC) dosledok 4
6. (xe Anxg CArxeg B)v{xe AAxg CAxe Cj distribut. zdkon na 5
. 0
7.| (xe Anxeg CAxeB) dosledok 6
8.] xe((A-B)-C) dosledok 7

2.23. Co mdzeme povedat’ 0 mnoZinich A a B, ak plati
() AuUB=A,platiak BC A,
(b) AnB=A,platiak ACB,
(c) A-B=A, AnB=0,
(d) AnB=BnA, plati pre kazdé mnoZiny A a B,
(e) A-B=B-A,platiak A = B.
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2.24. Nech A, B a C st mnoZiny, zistite, ¢i si pravdivé implikacie:
(@) (AuC=BUC)=(A=B), neplati

A={1,2},B={2,3},C ={1,2,3}, potom AUC=BUC={1,2,3},aviak A# B
(b) (AnC=BNC)=(A=B), neplati
A={1,2},B={23},C={2}, potom ANC=BnNC={2},aviak A#B

2.25. Nech A a B si mnoZiny, dokdzte vlastnost (A C B) = (E c Z) .
ACB=, Vx(xe A= xeB)=Vx(xe B=>xe A)=,, BCA

Pri dokaze sme pouzili ekvivalenciu (xe A) = (xe A ) .

2.26.Nech A ={1,2,....i}, pre i=1, 2, ..., n. Ndjdite
(@ ANAN.NA, ANAN.NA ={l}
(b) AUA U..UA, AUA U..UA ={12,..,n}
2.27.Nech A, je mnoZina bindrnych ret'azcov, ktorych di7ka nie je vicsia ako i, pre i=1, 2, ..., n. Né-
jdite
@ ANAN.NA, ANAN.NA =4
(b) AUVAU.LUA ,AUA U.UA =A,.

2.28. DokéZte pomocou matematickej indukcie vztahy

@ Ja=NA
i=1 i=1
Jednoducho sa dokaZe pomocou De Morganovej vety, predpokladajme, Ze mame dokazat’
AUA UA=(AUA)UA=(AUA)NA=(ANA)NA=ANANA

Tento jednoduchy postup sa 'ahko zovSeobecni pre kazdé n > 3.

® ()4 -UA

ANANA=(ANA)NA=(ANA)UA =(AUA)UA =A UA,UA,

Tento jednoduchy postup sa 'ahko zovSeobecni pre kazdé n > 3.
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RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 3

3.1. Zostrojte mnoZinu usporiadanych dvojic pre reliciu R € AxA, A={0,1,2,3,4}, kde (x,y)e R
vtedy a len vtedy, ak
(@x=y,
R={(0.0).(11).(2.2).3:3).(4.)
(b)x+y=4,
R={(0.4),(4.0).(13).(31).(22)
©) x>y,
R={(10),(2,0),(2.1),(3,0),(3.1),(3,2).(4.0),(4.1),(4.2),(4.3)}
(d) x je delitel'né y.

R={(01),(0.2),(0,3),(0.4),(L1),(2.1).(2.2),(3.1).(3.3).(4.1).(4.2),(4.4)}

3.2.Nech R={(x,y); x je delitelné y} je reldcia pre X ={1,2,3,4,5,6}.
(a) Zostrojte mnoZinu usporiadanych dvojic pre tito relaciu,
R={(11).(2.1),(2.2),(3.1),(33),(4.1).(4.2).(4.4).(51).(5.5).(6.1).(6.2),(6,3).(6.6)}

(b) znézornite tuto reldciu diagramaticky tak, ako je to vykonané na obr. 3.1,

=4
e 7,8)
e
4/// ol
5 5
o4 — o

(c) zndzornite tito reldciu grafom tak, ako je to vykonané na obr. 3.2,
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(d) reprezentujte reldciu pomocou bindrnej matice A z definicie 3.4.
1 00 00O

1 1.0 0 0 O

1 01 00O
A=

1101 00

1 0001 O0

111 0 01

3.3. Pre kazdu z nasledujicich reldcii R nad mnoZinou {1,2,3,4} zistite, &i je reflexivna, symetrickd,
antisymetrickd, alebo tranzitivna.
@ {(2.2).(2.3).(2.4).(3.2).(3.3).(3.4)} .
je tranzitivna
(0) {(11),(1,2),(2.1),(2.2).(3,3),(4.4)}
je reflexivna: Vx((x,x)e R)

je symetricka
je tranzitivna

© {(2.4).(4.2)]
je symetricka
@ {(1.2).(2.3),(3.4)}
je antisymetrickd
© {(11).(2.2).(33),(4.4)}
je reflexivna, symetrickd a aj antisymetrick4 a tranzitivna
(0 {(1.3),(1.4).(2.3).(2.4).(3.1),(3.4)}
%)

3.4. Zistite, ¢i relacia R nad mnoZinou vSetkych l'udi je reflexivna, symetrickd, antisymetricka, alebo
tranzitivna, pricom (x,y)€ R vtedy a len vtedy, ak
(a) x je mensi ako y,
tranzitivna: VxVsz((x <y)a(y<z)=(x<z))
antisymetricka
(b) x a y sa narodili v rovnakom dni,
reflexivna: Vx((x,x)e R)
symetrickd: VxVy((x,y)€ R=(y,x)€ R)
tranzitivna: VxVsz((x, y)ERA(y.z2)e R=(x,2)€ R)

(c) x ma rovnaké krstné meno ako y,
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reflexivna: Vx((x,x)e R)
symetrickd: VxVy((x,y)€ R=(y,x)€ R)
tranzitivna: VxVyVz((x,y)€ RA(y.z)€ R=(x,z)€ R)
(d) x a y majd aspon jednu dvojicu spolo¢nych starych rodicov.
reflexivna: Vx((x,x)e R)
symetrickd: VxVy((x,y)€ R= (y,x)€ R)
3.5. Zistite, ¢i relacia R nad mnoZinou vSetkych www stranok je reflexivna, symetricka, antisymetric-
k4, alebo tranzitivna, pricom (x,y)€ R vtedy a len vtedy, ak
(a) kazdy, kto navstivil tato stranku x, navstivil aj stranku y,
reflexivna: Vx((x,x)e R)
tranzitivna
(b) neexistuje priame prepojenie medzi strankami x a y,
symetrickd: VxVy((x,y)€ R=(y,x)€ R)
(c) existuje aspoil jedno prepojenie medzi strankami x a y,
symetrickd: VxVy((x,y)€ R=(y,x)€ R)
(d) existuje stranka, ktord obsahuje prepojenia tak na stranku x ako aj na stranku y.
symetrickd: VxVy((x,y)€ R=(y,x)€ R)
3.6. Zistite, ¢i relacia R nad mnoZinou redlnych cisel je reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, alebo
tranzitivna, pricom (x,y)€ R vtedy a len vtedy, ak
(@)x+y=0,
symetricka: VxVy((x +y=0)=(y+x=0))
(b)x==y,
reflexivna: Vi (x = x)
symetrickd: VxVy((x=+y)=(y=+x))
tranzitivna: VxVsz((x =ty)a(y=%z)=(x= iz))

(c) x — y je raciondlne cislo,
reflexivna: Vx(x — X je rac. éislo)

symetricka: VxVy(x — vy jerac.cislo= y—x jerac. éfslo)

tranzitivna: VxVsz((x -y jerac. él’slo) A (y — 7 jerac. él’slo) = (x -z jerac. él’slo))
(d) x =2y,

antisymetricka: VxVy((x =2y)A(y=2x)=>(x=y= 0))
() xy20,

reflexivna: Vx(x-x>0)

symetricka: VxVy((xy >0)= (w2 0))
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nie je tranzitivna: VxVyVz((xy 20) A (yz20)= (xz20))

neplati pre x=-1, y=0, z=1
(H) xy =0,
symetricka: VxVy((xy =0)=> (= O))

(@x=1,
antisymetricka: VxVy((x =)a(y=l)=>(x=y= 1))

tranzitivna: V(x,y,z€ X)((x =lLy)e Ra(y=lLz)e R=(x=Lz)e R)
(hyx=1aleboy=1.
symetricka: VxVy((le alebo y=1)= (y=1 alebo x=1))

3.7. Zostrojte inverznt relaciu R C ¥ x X pre relicie R € X xY , ktoré st $pecifikované

(@) R={(x,y);x< y} nad mnoZinou celych &isel.
R ={(x3)i <)
Inverzné reldcia k reldcii R ={(x,y);x<y} je definovand reldciou R ={(y,x);x <y}, sub-
stitiiciou x > y dostaneme R™' ={(x,y);y<x} = R™ ={(x.y); x> y}.

(b) R ={(x,y);xje delitel'né y} C X xY nad mnozinou X,Y ={1,2,3,...} .
Povodnii reldciu R prepiSeme do ekvivalentného tvaru R = {(x y);x=n y} , kde n je nenulo-
vé celé &islo, potom R™ ={(y,x);x=yn}, pomocou substitiicie x <> y prepiSeme tiito in-
verznd reldciu do tvaru R™' ={(x,y);y =xn}.

(c) R je relacia nad vSetkymi eurdpskymi Statmi, ktord obsahuje dvojicu (x,y) vtedy a len vtedy,
ak Stat x susedi so Stitom y.
Plati R =R.

38.Nech P={(12),(23).(34)} a Q={(L1),(12).(2.1).(2.2).(2.3).(3.1).(3.2).(3.3).(3.4)},

P,0C X x X sidreldcie nad X ={1,2,3,4} . Ndjdite

(@ PUQ, PNO,
PUO=0={(11).(12).(21).(22).(23).(31).(32).(3.3).(3.4)
Pno=P={(1,2),(2.3).(3.4)}

(b) P-Q, 0-P,

(L1).(2.1),(2.2),(3.1),(3.2).(33)}
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@ P, 07,
P ={(21).(32).(4.3)}
0" ={(11).(21),(12).(2.2).(3.2),(1.3),(23).(3.3).(4.3)}

(e) PoQ, QoP,

P 0™ ={(21).(31).(22).(32).(42).(23).(3.3).(4.3)
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Q-IOP-I

o4
0" o P ={(L1),(21),(31).(1,2).(2.2).(3.2).(4.2)}
3.9. Nijdite chybu v dokaze tejto vety:

Ak relacia R € X X X je symetrickd a tranzitivna, potom je aj reflexivna.

Dokaz: Nech xe X, zoberte taky element ye X pre ktory (x, y)e R . PretoZe R je symetricka
relacia, potom taktieZ (y,x)€ R. PouZitim vlastnosti tranzitivnosti relicie R dostaneme
(x,x)e R, pretoZe (x,y).(y,x)ER.

Chybny predpoklad, Ze pre kazdé x existuje y pre ktory (x,y)e R.

3.10. Nech R,S € X x X su reflexivne reldcie. Dokédzte alebo vyvrat'te tieto tvrdenia:
(@) RUS je reflexivna reldcia,

(Vx((x.x)e R)) A (WY ((37)€ S)) = (Vt((t.t)€ RUS)), tvrdenie je platné.
(b) RN S je reflexivna relécia,

(Vx((x,x)e R)) A (Vy((y, y)e S)) = (Vt((t,t)e RN S)) , tvrdenie je platné.
(¢) R—S je reflexivna reldcia,

(Vx((x,x)e R)) A (Vy((y,y)e S)) = (Vt((t,t)e R- S)) , tvrdenie nie je platné.
(d) RoS je reflexivna relacia,

(Vx((x,x)e R)) /\(Vy((y,y)e S)) = (Vt((t,t)e R oS)) , tvrdenie je platné.
U kontraprikladu* pre R=[(1,1),(1,2),22)} a S={22)} je RoS={(1,2),(2,2)},

kde chyba k reflexivnosti (1,1), ale vzhl'adom k tomu, Ze reflexivna rel4dcia musi obsahovat

(x,x) pre vSetky x z X, relicia S z nasho kontraprikladu potom nie je reflexivna
a kontrapriklad teda neplati.

3.11. DokaZte tieto tvrdenia:
(a) Reldcia R X x X je symetrick4 vtedy a len vtedy, ak R=R"".
(‘v’xVy((x,y)E R=(y,x)e R)) = (VxVy((y,x)e R'=(xy)e R'l)), tvrdenie je platné.

(b) Reldcia R X X X je antisymetrick4 vtedy a len vtedy, ak RN R~ je podmnoZinou ,,diago-
ndlnej* reldcie A = {(x,x);xe X} )

Mame dokazat’
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(Vx‘v’y((((x, y)e R) A ((y,x)e R)) = (x = y))) = ((R N R'l) CA= {(x,x);xe X})
antisymetricku reldciu rozdelime na dve disjunktné Casti, diagondlnu a nediagonélnu

R =Ry UR g, ={(5:2)i(x0)€ RYO{(5,9)i((03)€ R A (% y)]

Rdiuz: Roon diag

Pre inverznu reldciu potom plati

R = Byl R, ={(52)i(x )€ B} U{(n.2):((x.9)€ R) A (x# )

- 1
R diag R nondiag

MnoZiny R a R}

nondiag nondiag

st disjunktné. Nech maju tieto dve mnoZiny spolo¢ny prvok (x, y)

a (y, x), potom vSak zo skutocnosti, Ze relacia R je antisymetrickd, vyplyva, Ze ak také dvoji-
ce existuji, potom musi platit’ x = y, ¢iZe ich existencia je v spore s vlastnostou x # y pre in-
verzni reldciu nediagonalnej Gasti. Prienik R M R obsahuje teda len diagonalne dvojice,
takZe musi byt podmnoZinou mnozZiny A.

(c) Reldcia R < X x X je reflexivna vtedy a len vtedy, ak R™' je reflexivna rel4cia.

K dokazu tejto vlastnosti pouZijeme formule pre R a R'z predchadzajiceho prikladu. Preto-
Ze relécia R je reflexivna, potom jej diagondlna Cast’ R, je totoZnd s mnoZinou A, R, =A.
Z tvorby inverznej relacie R~ vyplyva, Ze aj tito relicia ma diagondlnu &ast totoznd s A,
R—l

iae = A5 2 Coho priamo vyplyva, Ze aj inverzna relacia R™'je reflexivna.

(d) Ak je relacia Rc X x X reflexivna a tranzitivna, potom pre kazdé n > O plati, Ze R" =R,
kde R*=RoRo...oR.
%,—J

n—krat

DokéZe sa uplnou indukciou. Pripad n = 1 je trividlny, pretoZe je to totozné s tvrdenim, Ze
R = R. Predpokladajme platnost’ indukénej hypotézy, Ze R" = R, potom musime dokazat’, Ze
R™ =R .Plati, 722 R""' =R" oR . Musime teda ukazat, 7¢ R"cRCR a RCR"oR.Prvy
vztah dokdZeme pomocou tranzitivity R takto: predpokladajme, Ze dvojica (a,c)e R"°R,
to znamend, 7e musi existovat’ taky element b, 7e (a,b)€ R a (b,c)€ R". Pomocou induk-
tivnej hypotézy druhy vyraz méZeme zjednodusit’ na (b,c) € R . Ak pouZijeme tranzitivitu R,

vidime, Ze (a,c)€ R, ¢o bolo potrebné dokézat.

Dokaz druhého vztahu RC R" o R je analogicky. Predpokladajme, Ze (a,b)e R, potom
musime dokazat, Ze (a,b)e R" o R. Pomocou induktivnej hypotézy, R" = R, a preto je R"
reflexivne. Potom (b,b)€ R". PretoZe (a,b)€ R a (b,b)e R", potom (a,b)€ R" o R, &0 bo-

lo potrebné dokazat’.
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3.12. Rozhodnite, ¢i f: R — R ak

(@) f(x)=1/x, D, = R—{0} =(=o0,0)U(0,0), teda neplati f:R— R
(b) f(x)=+x., D, =(0,0), teda neplati f: R — R

© f (x) =+1+x%, D, = R, tedaplati f:R— R (obor funkénych hodndt H, = < l,oo) cR,

pre funkciu f - A— B musi platit’ iba A= D,, obor funkénych hodn6t mdze byt podmno-
zinou kooboru B).
3.13. N4jdite defini¢ny obor a obor hodndt funkcii:

(a) funkcia priradi kaZdému bitovému ret'azcu rozdiel medzi po¢tom jednotiek a po¢tom ndl
v ret’azci,

D, ={O,1}n’ H, = {-n,—n+2,..,-2,0,2,...n=2,n} (pren p’érne)
' {-n,—n+1,...-1L1...,n—1,n} (pren neparne)
(b) funkcia priradi kazdému bitovému retazcu dvojndsobok poctu nil v retazci,
D, ={01}", H, ={0,2,4,....2n}

(c) funkcia priradi (Standardnym spdsobom) kazdému bitovému ret'azcu dekadické ¢islo.
D, ={0.1}", H, ={0,1,...2" -1}

3.14. Zistite, ¢i funkcie f:A— A, kde A= {a,b,c,d } , su injektivne a nakreslite diagram zobrazenia
podl'a obr. 3.11:
(@ f(a)=b,f(b)=a,f(c)=c,f(d)=d, injekcia
(b) f(a)=b,f(b)=b,f(c)=d,f(d)=c, jednoznatné zobrazenie
(¢) f(a)=d,f(b)=b,f(c)=c,f(d)=d,jednoznatné zobrazenie

(a) (b) ()
3.15. Zistite, ¢i funkcie f:N — N, kde N ={1,2,3,...] je mnoZina prirodzenych &sel, mozu byt
definované nasledujiicim spdsobom:
(@) f(n)=n—-1,nie, platif(1)=0, H, ¢ N
(b) f(n)=n?, dno, H, C N
(c) f(n)=1+integer(n/2), kde integer(x) je celd &ast redlneho Cisla, dno, H, = N
(d) f(n)=n’,dno, H, c N
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3.16. Nech f: A — B, zostrojte obor hodnétHf(A)gB kde A={-1,0,2,4,7}, pre
@ f(x)=1, f(4)={1},

(b) f(x) 2x+1, f( ) {—1,1,5,9,15}

(¢) f(x)=integer(x/5), f(A )={0 1}

(d) f(x)=integer((1+x°)/3), f(A)={0,15,16}.

3.17.Nech f(x)=2x, zostrojte:
(a) f(A),kde A je mnoZina celych &isel, f(A)={2k;ke A}
(b) f(A), kde A je mnoZina kladnych celych &isel, f(A)={2k;ke A},
)

(¢) f(R),kde R je mnoZina redlnych &isel, f(R)=R.

3.18. Nech f:A— B a g:B— C, dokéazte, Ze ak funkcie f'a g si injektivne, potom aj ich kompozi-
cia fog:A— C jeinjektivna funkcia.
f 4
& &
A B C
Injektivne funkcie fa g st definované takto:
X, %X, :>f(x1)¢f(x2)
w Y, =g(n)*g(y)
Pre zloZenu funkciu plati
v=f(x)
z=g(»)
z=g(v)=g(f(x)=h(x)

Lahko sa dokaZe, Ze z predpokladu injektivnosti funkcii f a g vyplyva aj injektivnost’ ich zloZe-
nej funkcie . Postuluje sa, Ze funkcie fa g su injekcie

xl¢x2:>f(xl)if('XZ):}g(yl)ig(yZ): g # <y
— — - -~
N A2 h(xl):g(f(xl )) h(x2 ):g(f(x2 ))
potom plati, Ze aj zloZzena funkcia 4 je injekcia.
3.19. Zostrojte zloZzené funkcie f(g (x)) ag (f(x)) kde f(x)=1+x> a g(x)=x+2 si funkcie

s oborom reélnych ¢isel.
f(g()c))=f()c+2)=1+()c+2)2
g(f(x))=g(1+x2>=(1+x2>+2
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3.20. Nech f(x)=ax+b a g(x)=cx+d, kde a, b, ¢ ad s konstanty, zistite, za akych podmienok
plati £ (g(x))=g(f(x))-
=ag(x)+b=a(cx+d)+b=acx+ad +b

g
=c f(x)+d=c(ax+b)+d=acx+bc+d
Aby platilo f(g(x))=g(f(x)), musi platit ad+b= bc+d.

3.21. Zistite, za ktorych podmienok existuje k funkcii f(x)=ax+b funkciainverznd f~'(x)

f(x)=y:>ax+b=y:>x=f'l(y)=%(y—b)

Inverzna funkcia existuje ak a # 0.

3.22.Nech f:A— B anech A,A” C A. Dokézte platnost’ tychto formuil
(@ f(AUA)=f(A)Uf(A),

(x);xe (AUA") ={f(x);xe ATO{f(x);xe A} = F(A)U f(A")
c f(A)Nf(A).
(

={f(x);xe(AnA) c{f(x):xe A}n{f(x);xe A"} = f(A) N f(A")
x)=x" je funkcia s oborom nezdpornych redlnych &isel. Ndjdite

1), f()=1= " (1)=1
T({x0<x<1}), A=(01), f(A)=
T({xx>4}), A=(2.0), f(A)=

~~

(=3

N

\
A/—\/—\

{[f(x)=xxeAl=A= f"(A)=A
(4,0)=B=f"(B)=A
3.24.Nech f:A— B anech B’,B” C B . Dokazte platnost’ tychto formul

@ (B nB)=f"(B)nf'(B),

FHBAB) = (0)ive(BnB) c{f(v):ve Bn{f(y):ye B}

fH(B)f(B)
BN (B)={ T (9)ve By (v)ive B {7 (v)ive (B 0B
b) f (BuB)=f ( )uf (B).
(B uB)={r"

ve(BUB)c{r(y):ye BYU{f(y)ive B) =
/(B )uf (B7)
(

FHBYOr (B ={r" (v)ve BYOu{r (v):ve By c{f ' (y);ye (B'UB’))
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3.25. Nech f:A—B anech B'C B. Dokd’te platnost formuly f' (E’):f"(B’), kde B’ je

B-B a f7(B)je A-H  (B).

R oo
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RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 4

4.1. Ndjdite rozvoj (x+ y)5 pomocou kombinatorickych tvah, kol’kymi spdsobmi vznikaja pri rozvoji
(x+ y)5 =(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+y).siciny x'y’.

Nakreslime si pomocny obrizok, ortogondlnu mriezku 5 x 5, na tejto mriezZke s vyznacené body
ktoré st interpretované ako si¢iny x°~'y’'. Kazdy takyto sd¢in je realizovany v rozvoji
(x+ y)5 =(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+y) tolkokrét, kolko existuje ciest z bodu (0, 0) do

bodu oznaenom x*'y’.

Xy

x'y
1

Plati rozvoj

e (o

=x +5x'y +10x°y* +10x°y’ +5xy* +y°

‘wn

4.2. Ndjdite koeficient x*y’ v rozvoji (3x+2 y)17 )

(3x+2y) = i(lg(m”" (2y) =...+[197j(3x)8 (29) +... =...+[197j3829 (x))+..

i=0

Potom, hl'adany koeficient stojaci pri x*y’ ma4 tvar

17 ¢
9 32" = 81662929920
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10
4.3. Nech riadok v Pascalovom trojuholniku obsahuje binomické koeficienty [ . J, pre 0<k <10 méa

tieto Cleny: 1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1. Pouzitim Pascalovej identity (4.5d) zo-
strojte nasledujtici riadok.

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

4.4. John byva v New Yorku na Manhattane na rohu 5th Avenue a 5th Street. Ak minimalnu vzdiale-
nost’ prejde do prace rdno, ak jeho turad sidli na rohu 8th Avenue a 12th Street? Kolko rdznych
ciest ma tito minimdlnu vzdialenost'?

Minimalna vzdialenost’, ktord John musi prejst, je 10 blokov,

8-5|+[12-5/=10.

12 G
11
10
cesta,
9 —\
8
;
cdsta,
0
5
S
4 l

PouZijeme identitu (4.4)

f,~-=[i+.jj
1

ktora Specifikuje pocet ciest z bodu (0,0) do bodu (i,j), v naSom pripade hl'adany pocet ciest je
10
=120
3

-1
4.5. Dokazte platnost’ identity k (:j = n(z J .

"[Z:D ) n(k-(ll;!(_zj)—!k)! ) (k-l)(!lzzz!—k)!%: ¢ (k)!((’:z)ik)! ) k@

P . ()T n\(n—k
4.6. Dokazte platnost’ identity = .
r )\ k k)\r—k
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U@ - R <£’r>m<f-k>!22ii§i=
) k!(nn—!k)! (n—(:);(li)—!k)! ) [ZJ[Z:S

4.7. PouZzitim identity (4.11a) spocitajte postupne binomicky koeficient [

15

4 j pricom vypocet je ini-

15
cializovany ,,pociato¢nou hodnotou‘‘ binomického koeficienta [ 0 j 1.

15 —-0(15

1520 sy,
0+1 0+1({0
15 —-1(15

=15 ! =E-15=105,
1+1 1+1(1 2

15 -2(15
( j-lS 2[ )=£-105=455,

241) 2+1\2) 3
15 —-3(15

_15-3 12 45521365,
3+1 34113 4

4.8. Postup vypoctu binomického koeficientu z cvicenia 4.7 zovSeobecnite do tvaru algoritmu Specifi-
i
J
tujte vyznam tohto algoritmu vzhl'adom k algoritmu, ktory pocita binomické koeficienty pomocou

ich definicie, [1) =iy (j{(i-j)).
J

kovaného napr. v PseudoPascale pre vypocet binomického koeficientu [ j, kde i = j = 0. Disku-

i i—j(i D) i—jHl . . . .
) =— = = - ) , nerekurzivny a rekurzivny algoritmus je
J+1) jH1 J jo -l

function Binomial_coefficient (i, j:integer) :integer;
var sum, jj:integer;
begin sum:=1;
for jj:=1 to j do sum:=(sum* (i-jj+1)) div jj;
Binomial coefficient:=sum;
end;
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function Bcoeff (i, j: integer) :integer;
begin if j=0 then Bcoeff:=1 else
Bcoeff:=((i-j+1)*Bcoeff(i,j-1)) div 3j;
end;
Nie je vhodné navypocet binomickych koeficientov pouZivat priamo formulu

i
[ j =i '/( j !(i -J )') , pretoZe pre vicSie hodnoty argumentov i alebo j je potrebné poznat’ ich fak-
J

toridly, ¢o modZe spdsobovat preplnenie aritmetickej jednotky pocitaca, ktora pracuje len
s kone¢nou presnostou.

4.9. V Pascalovom trojuholniku je pre n-ty riadok urcend pociato¢nd Cast’ lenov, zostrojte nasledujici
Clen tejto postupnosti: 1, 9, 36, 84.

i)l

n n . . » . n n!
[ =1, [J=9,ztejt0 podmienky uréime aj n, [ jz =>n=9

"os6, |28, [ "] =""384= 4= 106
2 3 4) 4 T4

4.10. Zostrojte koeficient ¢lena x3y2z5 Z 10ZV0ja (x +y+ z)m .

Na rieSenie tohto problému pouZijeme multinomicku vetu pre n=3
10 10!  mom
(x+y+z) = Z — X"y

w0 110y lng!

(m +ny +n,=10)
. . e e 325. " . 10!
Potom koeficient pri sii¢ine x’yz” je uréeny zlomkom 05! =2520

4.11. Nech A={a,b,c,d}, vytvorte

(a) vSetky permutacie vzhl'adom k tejto mnoZine: 24 permutacii
(abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbc), (adch),
(bacd), (badc), (bcad), (bcda), (bdac), (bdca),
(cabd), (cadb), (cbad), (cbda), (cdab), (cdba),
(dabc), (dach), (dbac), (dbca), (dcab), (dcba).

(b) vSetky permuticie, ktoré koncia znakom a,
(bcda), (bdca), (cbda), (cdba), (dbca), (dcba).

(c) vSetky permutécie, ktoré maji znak a prave raz.
(abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbc), (adch),
(bacd), (badc), (bcad), (bcda), (bdac), (bdca),
(cabd), (cadb), (cbad), (cbda), (cdab), (cdba),
(dabc), (dach), (dbac), (dbca), (dcab), (dcba).
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4.12. Aky je pocet 5-permutdcii nad mnoZinou A, ktora obsahuje 8 elementov, |A| =8 ?
! !
N(8,5)=L=§=4-5-6-7-8=67ZO
(8-5)! 3!
4.13. Kol'ko moZnosti existuje pre prvé tri pozicie v konskych dostihoch pre 12 koni?
12! 12!

N(12,3)=m=a=10-11-12=1320

4.14. Kolko existuje binarnych retazcov dizky 10, ktoré
(a) obsahuju prave jednu jednotku, 10

) .. 10 10 10 10
(b) maximalne tri jednotky, [0j+( 1 j+[2j+[3j=1+10+45+120=176

(c) minimélne tri jednotky,

LB

120+ 210+252+210+120+45+10+1 =968

o ((10) (10} (10
2= 17l ¥l ||=1024-1-10-45=968

(d) rovnaky pocet jednotiek a nul.
10
[ J =252
5

4.15. KoTlko existuje permutdcif nad retazcom ABCDEFG, ktoré
(a) obsahuji podretazec BCD, 5!=120
(b) obsahuji podretazec CFGA, 4!=24
(c) obsahujti dva podretazce BA a GF,

BIAL [T 1] [TBALI 1] [

GE T GE_ T

[T [T IBIALL]

e

G

—

E

GF

N=4x6=24 ~ N=3x6=18  N=3x6=18  N=3x6=18
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([T TEA] ([T BR
TGE
- GE
N N N N N N N N : 4—}GF :
N=3x6=18 N=4x6=24

Celkovy pocet retazcov je 2 X 24 + 4 x 18 = 120.
(d) obsahuji dva podretazce ABC a DE,

AIEICT T TT] CIABICL T T [TRBITT] [T TTAIEIT ]

PE ~ —  DE_ DE DE
g@; ;@
N=3=6  N=22=4  Npypea  Ne=2xo=d

LLL T IABIC]

N=3x2=6
Celkovy pocet retazcov je 2 X 6 + 3 x 4 =24,
(e) obsahuju dva podretazce DEF a ABG.

BEGLTIT] (RBGLLT] (LT REG] [LTTREG
DEE  ~ DEE DER  ~ PEE

N=2x1=2  N=ixi=1  N=ixl=1  N=2x1=2
Celkovy pocet retazcovje2x2+2x1=6.

Vo vsetkych tychto pripadoch moZeme tak jednotlivé pismeno, ako aj podretazec chapat
ako jednotku, ktorej poziciu presivame, takZe potom mame pocet permuticii nezavislych
»jednotiek®, ¢o je vzdy faktoridl ich poctu. Napriklad pri priklade (d) mdéZeme namiesto pod-
retazca ABC nahradit’ pismenom Y a namiesto DE dat’ pismeno Z, potom teda mdme per-
muticie retazca YZFG, teda permuticiu 4 prvkov, ¢o je 4!

4.16. Kol’kymi spdsobmi mdZeme usporiadat’ 8 muzov a 5 Zien tak, aby dve Zeny nestali vedl’a seba?

Miéme 7 pozicii medzi za sebou zoradenymi muzmi a 1 poziciu pred prvym muzom a jednu po-
ziciu za poslednym muzZom, kde mdZeme umiestnit’ Zeny tak, aby nestéli vedl’a inej Zeny. Samo-
zrejme predpokladdme, Ze muzov medzi sebou a Zeny medzi sebou nerozliSujeme, inak by vy-
sledok musel byt’ vynisobeny este 8! a 5!
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g

4.17. Na skuske z diskrétnej matematiky bolo nutné vyhodnotit’ 40 jednoduchych otazok tak, Ze musia

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

byt oznacené ako pravdivé alebo nepravdivé, pricom 17 otazok je nepravdivych. Kol’kymi r6z-
nymi spdsobmi mdzZu byt’ oznacené jednotlivé priklady za pravdivé a nepravdivé?

40!
17!23!

= 88732378800

Na Ustave kognitivnej vedy naSej fakulty je zamestnanych sedem Zien a devit’ muZov.
(a) Kol’kymi spdsobmi mdZeme vytvorit’ Statnicovi komisiu, ktord ma Sest’ ¢lenov tak, aby mala
rovnaky poCet muzov a Zien?

o)l

(b) Kolkymi spdsobmi mdZeme zostavit’ piatclennd vedecku radu dstavu, tak, aby obsahovala
aspon jedného muza a jednu Zenu?

MG

Anglickd abeceda ma 21 spoluhldsok a 5 samohldsok. Kol'ko retazcov dizky 6 mdzeme zostavit
nad touto abecedou tak, aby

(a) obsahovali prave jednu samohlasku? 5 %217 x6 = 122523030
6
(b) obsahovali prave dve samohlasky? 5°x21* x @ = 72930375

(c) obsahovali maximalne jednu samohldsku? 5°x21° + 5'x21° x6 = 208289151

6
(d) obsahovali maximélne dve samohlédsky? 5°x21° + 5'x21° x6 + 5°x21* x [2} = 281219526

Kolkymi sposobmi mdZeme vytvorit’ postupnost’ piatich znakov nad mnoZinou, ktord obsahuje
tri elementy, ak opakovanie je povolené?

3’=243

Kolkymi spdsobmi mdZeme vybrat' pat’ elementov do postupnosti z mnoZiny obsahujicej pit
elementov, pricom opakovanie je povolené?

5°=3125

4.22. Kolko retazcov obsahujicich Sest’ roznych pismen mdZze byt vytvorenych?

Anglicka abeceda obsahuje 26 pismen, potom retazcov obsahujici 6 znakov je
26 X 25 %24 x 23 x 22 x 21 = 165765600
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4.23. Kol'kymi sposobmi mdZeme vybrat’ 8 minci z detskej sporitelni¢ky (prasiatka), ktora obsahuje

100 jednokorunovych minci a 50 dvojkorunovych minci? (Mince st inak nerozliSite'né
a nezélezi na poradi vyberu minci, iba na sume ich hodndt.)

M, = (i><1 +(8 —i)><2) ,prei=0,1,2,3,4,5,6,7,8,t.].9 roznych spdsobov vyberu minci.
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5.1. N4jdite prvych pit Clenov postupnosti, z ktorych kazdd je definovana rekurentnou formulou
a pociatocnou podmienkou:
(@ a,=6a,,, a,=2.
a,=6a,=6-2,
a,=6a,=6-(6-2)=6-2,

a,=6a,=6-(6"-2)=6"-2,
a,=6a,=6-(6"-2)=6"2,
a;=6a,=6-(6'-2)=6"2,

a,=6a,  =6"-2.
b)a =a’

n n-12

a,=2.

2 2
a=a,=2",

a,=a  =2".

(¢c)a,=a, +3a,,, a,=la =2.
a,=a,+3a,=2+3-1=5,
a,=a, +3a,=5+3-2=11,
a,=a,+3a,=11+3-5=26,
as=a,+3a,=26+3-11=59.

(d) a,=na,  +n’a, ,, a,=1a =1.
a,=2a,+4a,=2+4=6,
a,=3-a,+9a, =18+9=27,
a,=4-a,+16a, =4-27+16-6=204,
as=5-a,+25a,=5-204+25-27=1695.

€ a,=a, +a,,, a,=1a =2,a,=0.
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a,=a,+a,=0+1=1,
a,=a;+a,=1+2=3,
a;=a,+a,=3+0=3.

5.2.Nech g, =2"+5-3",pren=0, 1, 2, ...

(a) ngjdite a,,aq,,a,,a;,a,,
a,=2"+5-3"=6,

a =2'+5-3 =17,
a,=2"+5-3=4+45=49,
a,=2"+5-3'=8+5.27=143,
a,=2"+5-3'=16+5-81=421.

(b) ukézte, Ze a, =5a, —6a,, a, =5a, —6qa, a a, =5a, —6a, ,
a, =5a,—6a,=5-17-6-6=49,
a,=5a,—6a, =5-49-6-17=143,
a,=5-143-6-49=421.

(c) ukédzte, Ze a, =5a, ,—6a, ,,pre n=2.
a,=5(2""+5-3"")-6(2" +5.37%) =
5(27'+5-37)-3.2""-2.5.3"" =2"+5.3.3"" =2" +5.3"

5.3. Ukdzte, Ze postupnost {a,} je rieSenim rekurentnej formuly a, =—3a, , +4a, , ak

(@) a, =0,
a,=-3a, +4a, ,=-3-0+4-0=0.

() a, =1,
a,=-3a,_, +4a, ,=-3-1+4-1=1.

© a,=(-4)",

a, = -3((-4)"‘1)+4((-4)"'2) = -3((-4)"‘1)-(-4)((-4)"‘2)

_ _3((_4);171 ) _ ((_4);171 ) _ _4(_4);171 _ (_4),1
(d) a, =2(-4)" +3.

o =-a(2(4) 3] 2oy 3]

=-9+12-6-(—4)"" =2-(~4)-(-4)""

6 nfl__4_

=3 +Z(_4)” -2-(-4) " 3 +§(—4)” +%(—4)” =3+2(-4)
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5.4. Do banky ste uloZili 1000 EUR na 3 % roc¢ny trok.
(a) Zostrojte rekurentnii formulu pre vypocet vel’kosti vkladu,
A, =1000; ¢g=1,03; A =q¢A _,
(b) zostrojte explicitni formulu na vel'kost’ vkladu po n rokoch,
A =q"A
(c) zistite, aka bude vel'kost’ vkladu po 100 rokoch.
100

Ag =q" A, =(1.03)" -1000=19218,6

5.5. Akt sumu v EUR musite vloZit' do banky na 3 % ro¢ny urok, aby ste si po dobu 15 rokov mohli
koncom kazdého roka vyberat’ z banky 12 000 EUR tak, aby po 15 rokoch bol vklad tplne vy-
brany? (Tento problém sa nazyva v poistovacej matematike tloha rentiera. V anglickej literatire
bol niekol’kokrat ispesne literarne spracovany. Rodina oCakévala, Ze stryko John je vel'mi bohaty
a preto budi po nom dedit. Nepredpokladali vSak, Ze mal svoje peniaze uloZené na ,,rentierskom
vklade* a podarilo sa mu celkom presne odhadniit’ svoju ,,Zivotnost™).

A =x,q=103, B=12000, m=15, A =qA,_ —
A =qgA,—-B=gx-B,
A, =gA —B=q(qx—B)—B=q2x—B(1+q)

A, =qA, —B=q(qzx—B(1+q)>—B=q3x—B(1+q+q2)

B,

nl_l
A =qA,_,—-B=q"x-B l+g+q¢ +..+q"" =qu—Bq I
q"-1 1~
q-1
. "] "_1B
podmienka: A =0=> ¢"x— B"—1 =0=x= q—l—m = 143255 EUR
q- q-1q

5.6. Kor’ko existuje bindrnych retazcov dizky 7, ktoré obsahuji parny podet nil (t. j. 0, 2, 4 a 6)?

N E————

5.7.Vrdamci metédy ,rozdeluj-a-panuj* bola odvodend rekurentnd formula f(n)=5f(n/2)+3,

s pociato¢nou podmienkou f (1) =7 . Ngjdite f (2" ) kde k je kladné celé ¢islo. TaktieZ vyhod-
not'te f{n), pre n — oo .

£(2)=57(1)+3=5-7+3
£(4)=5£(2)+3=5-(5-7+3)+3=5"-7+3(5'+1)
F(8)=5F(4)+3=5(5-7+3(5'+1))+3=57+3(5 +5' +1)
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5.8.

F(24)=5F(2"")+3=57+3] 5" +5 7 + . +5'+1

sk-1
5-1

k_
_5743 1 L_s [7+§J—§—25k 3

4) 4 47 4

Tento vysledok po jednoduchej dprave (zaloZenej na substiticii 5* =2* = x=klog,5) prepise-

me do tvaru
‘ _2 . logZS_E
pla)=2pay 2

3

31, g, , .
=—(n)l #3 g pre e tato funkcia sa

zavedieme povodni premennd n = 2k, potom f ( n) 2
asymptoticky spréva ako o(n"**) ,alebo o(n**).

N4jdite, kol'’ko porovnani hl'adaného ¢isla s ¢islom v usporiadanej postupnosti je potrebnych pre
binarne prehl'addvanie v postupnosti, ktord obsahuje 64 elementov.

Pocet porovnani potrebnych na rieSenie binarneho prehl'adévania dimenzie n=2* je uréeny re-
kurentnou formulou f (n)= f(n/2)+1, s okrajovou podmienkou f{1) = 1. (V prednaskach uve-
dend formula f(n)=f(n/2)+2 do dvojky zahfiia aj porovnanie, & zvy$ny zoznam je prézdny,
toto porovnanie v naSom priklade neuvazujeme). Iteracnym rieSenim rekurentnej formuly dosta-
neme f (2k ) =k +1. Pretoze 2" =64 implikuje k = 6, odpoved’ na otdzku je, Ze potrebujeme 7

porovnani.

5.9. Predpokladajme, Ze f (n)= f(n/3)+1, priom n je delitelné 3 a f(1) = 1. Néjdite

@ f3), f(3)=r(1)+1=2
0 f27), f(27)=F(9)+1=(f(3)+1)+1=4
(©) f(729), f(729)= f(243)+1=(f(81)+1)+1=f(27)+3=7

5.10. Predpokladajme, Ze f(n)=2f(n/2)+3, priom n je pdrne f(1) = 5. Néjdite

@ f(2), f(2)=2f(1)+3=13

(b) f(8), f(8)=2f(4)+3=2(2f(2)+3)+3=2(26+3)+3=61

(©) f(64), f(64)=2f(32)+3=2(2/(16)+3)+3=4f(16)+9=4(2f(8)+3)+9=
=8f(8)+21=8-61+21=509
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(d) £(1024).
[(1024) =21 (512)+3=2(2f(256)+3)+3=4/(256)+9

=4(2/(128)+3)+9=8/(128)+21=8(2f (64)+3)+21
=8(2/(64)+3)+21=16f (64)+45=16-509 + 45 =8189

5.11. Najdite f(n), kde n=2", funkcia f je urSend rekurentnou funkciou f(n)= f(n/2)+1, f(1)=1.
Ako sa sprava funkcia f pre n— oo

Polozime n=2", potom

£(2)=F(1)+1=2,

Vritime sa k pdvodnej premennej n=2", kde k =log,n, potom f (n) =log,n+1. Asympto-

tické spravanie tejto funkcie ma tvar o(log, n).

5.12. Nech na turnaji je 2" druZstiev, turnaj prebieha eliminaénym spdsobom, t. j. do d’alSicho kola
postupuju len vit'azi z predchadzajiceho kola. Zostrojte rekurentnd funkciu pre pocet vzdjom-
nych zadpasov v turnaji a formulu, z ktorej pocet zapasov spocitate naraz bez itericii.

1. kolo: pre 2" druzstiev existuje ok z4pasov.
2. kolo: pre 2F! druzstiev existuje 22 z4pasov.

(k-1). kolo: pre 2* druZstiev existuje 2' zdpasy (semifinale).
(k). kolo: pre 2" druZstiev existuje 2°=1 zdpas (findle).

Rekurentnd funkcia pre pocet zdpasov v danom kole je pre n=2%, f (n)=f(n/2)-2, f(2)=1
2k -1

a celkovy podet zdpasov je teda 2" +2°7 +.. . +2+1= = 2" —1. Rekurentna funkcia pre

celkovy pocet zdpasov je pre n=2%, f (n)=f(n/2)-2+1, f(2)=1.

5.13. Nech funkcia f vyhovuje rekurentnej funkcii f(n)=2f (\/; ) +1, kde n je vicsie ako 1 a je od-
mocnitel'né, po¢iato¢nd podmienka ma tvar f(2) = 1. Ngjdite
(@) f(16),
f(16)=2f(4)+1=2(2f(2)+1)+1=4f(2)+3=7
(b) asymptotickd formulu pre n — oo .

. o, e k
Zavedieme substitticiu n=2" , potom
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(22")=2f(22"")+1,

0 = f(2)=1

1 = f(4)=2f(2)+1=2-1+1

=2 = f(16)=2f(4)+1=2(2-1+1)+1=22-1+(2+1)

3 = £(256)=2f(16)+1=2(2" -1+ (2+1))+1=2"-1+(2" +2' +2°)
Vo vSeobecnosti plati
f(zzk)=2k-1+(2k‘1+2k'2+2l+2°)=2k+2k—1=2k“—1

Vratime sa k povodnej premennej n =2 , potom f (n)=2log,n—1, asymptotické sprava-

nie sa tejto funkcie pre n— eo md tvar o(log, n).

5.14. Kol’ko elementov obsahuje zjednotenie A U A, , ak |A1| =12, |A2| =18,

5.15.

5.16.

5.17.

@ ANA=0,|AUA|=|A|+|A]=30

(b) |[A NA|=1, |AUA|=|A|+|A]-|A N A|=29

© [ANA|=6,|AUA|=|A|+|A|-|A NA|=24

(d) A CA,,|AUA|=|A|=18

Na fakulte je 345 Studentov, ktorf si zapisali predmet Matematicka analyza, 212 Studentov, ktor{
si zapisali predmet Diskrétna matematika a 188 Studentov, ktori si zapisali sucasne predmety Ma-

tematickd analyza a Diskrétna matematika. Kol'ko Studentov m4 zapisany asponl jeden z predme-
tov Matematickd analyza alebo Diskrétna matematika?

DM|=212, |MANDM|=188
=|MA|+|DM|~-|MA N DM| =345 +212-188 = 369

|MA| =345,
|MAU DM

Zistite, kol’ko elementov obsahuje zjednotenie A U A, U A,, ak kazd4d mnoZina obsahuje 100

elementov, pricom

(a) mnoZiny st po dvojiciach disjunktné, |Al UA U A3| = 300

(b) kazda dvojica mnozin obsahuje 50 spolo¢nych elementov a Ziadny element, ktory by sa sd-
Casne nachadzal vo vSetkych troch mnoZinach, |Al VAU A3| =300-3-50= 150

(c) kazda dvojica mnozin obsahuje 50 spolo¢nych elementov a 25 elementov, ktoré sa nachidza-
ju stcasne vo vSetkych troch mnoZinach, |A1 UA U A3| =300-3-50+25= 175

N4jdite pocet kladnych celych &isel, ktoré nie si vicSie ako 100 a ktoré nie st sicasne delite'né
7 ani 5.

U ={12,..,100},

A ={n;(neU) A(mod (n,7)=0)} ={n =7 k;k =1,2,3,..,10,11,12,13,14}, |A| =14
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5.18.

5.19.

5.20.

A, ={n;(ne U) A(mod (n,5)=0)} ={n=5-k;k=1,23,...,20} , |4,] =20

pricom

ANA={n=35kk=12},|ANnA|=2

A O &|=[A] +|&] -4 A & =(U]- Al + (0] -4~ (U] -4 0 4))
=[U]=[A] |l +]4 v Ay
=U]=[A]=[ 4]+ (4] +]A] =4 ~ A)
=|U|-]A N A,|=100-2= 98

N4jdite pocet kladnych celych &isel, ktoré nie si vicsie ako 100 a ktoré su parne alebo si kvad-

ratom nejakého celého ¢isla.

U ={1,2,..,100},

A ={n;(neU) A3k (n=2k)} ={n=2k;k=1,23,..50}, |A|=50

A, ={n(ne U)A(Fk(n=k)) ={n=k*k =123,..10}, |4 =10

|4, " A,| =[{4,16,36,64,100}| = 5

|A UA|=|A|+|A|-|A NA|=50+10-5= 55

Korko bindrnych retazcov dizky 8 neobsahuje podretazec “000000” ?
Budeme riesit’ inverznd tlohu, kolko bindrnych retazcov dizky 8 obsahuje retazec “000000".

00
—

o |Oo|o

O' H
00!

o |o|©°
o |o|o
o |9|o

Z tohto obrézku vyplyva, 7e retazec 000000 mdZe byt umiestneny v retazci dizky 8 troma roz-
nymi sposobmi, pricom dve bitové polohy mdzu byt 'ubovolné, z toho vyplyva, Ze pocet retaz-
cov 3-2% =12. Z toho ale 3 retazce z 12 sa vyskytuji viackrat, konkrétne (00000000 je genero-
vany 3x, 00000001 je 2x a 10000000 je 2x), teda rozdielnych je iba 8. Z tohto vysledku vyplyva,
7e polet binarnych retazcov dizky 8, ktoré neobsahuji ret'azec “000000” je

2° —8= 248

V kosi mame 100 jabl¢ok, z ktorych je 20 Eervivych a 15 nahnitych. Nech v kogi je 10 jabi¢ok,
ktoré su Cervivé a nahnité, kol'ko jabl¢ok v kosi nie je ani ¢ervivych a ani nahnitych?

A ={cervivé jableka} , A, ={nahnité jableka| [A]| =20, |4,[=15. |4 N A,|=10,
A =[A U A=l oAl =[v]- (4] |4]-|4 N 4))
=|U|-|A|-|A|+|A N A =100-20-15+10= 75
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5.21. Kol’ko nezapornych celociselnych rieSeni mensich ako 6 mé rovnica x, + x, +x;, =137

#H#

3## 44# S5#4#

355 445 454 535 544 553

Pocet moZnych rieseni je 6

5.22. Napiste vSetky derangementy 4 objektov.
HH###

24 ## 3H###

/////[\\\\\\ 31## 34#4#

21## ZBF# 24#4# ///\\

2143 2341 2413 3142 3412 3421

11 1
1:)4=4!1--l+l—l+1 =234 ———+—|=24
2 6 24

1120 3 4

12-4+1

A4 H#

AN

41#4# 4344

4123 4312 4321

9
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6.1. Pre kazdy uvedeny pripad rozhodnite, ¢i symbol x#* y Specifikuje bindrnu operaciu na mnoZine
A. Ak nie, tak vysvetlite preco.

Binarna operécia ,,sucin‘ je definovana podmienkou
V(xe A)V(ye A)Il(z€ A)(z=xx*y)

(@ x*y=x-y, A=R, = (O,oo) . Nie je binarna opericia, pretoZe pre x,y€ A vysledok binér-
nej operdcie x*y¢ A (napr. pre x < y dostaneme zdporny vysledok x — y), €o je v protiklade
s definiciou binarnej operacie, ktord pozaduje, aby aj jej vysledok patril do A.

(b) x*y=x+y,pre A=Z= {...,—2,—1, 0,1, 2} . Je binarna operécia. Takto definovand bindrna
operacia vyhovuje podmienke, Ze vysledok musi patrit’ do A.

(c) x*y=x", A= R, =(0,c0). Je bindrna operacia, x* y=x"€ A

(d) x *y=maximdlny spolo¢ny delitel' x a y, A={1,2,3,4,6,8,24}. Je bindrna operdcia, jej vy-
sledok vzdy patri do A.

6.2. Nech bindrna opericia na mnoZine & obsahujicej redlne ¢isla je definovand ako rozdiel,
x*y=x—7y.Rozhodnite, i tdto opericia je
(a) asociativna,
nie je asociativna, x—(y—z)#(x—y)-z.
(b) komutativna,
nie komutativna, (x—y)#(y—x).
(c) existuje neutralny prvok,

neexistuje neutrdlny prvok e, pre ktory by platilo e * x = x* e = x, potom by v tomto konkrét-
nom priklade muselo platit' ¢ — x = x —e = x, €0 nemoZe byt splnené.

6.3. Nech A je kone¢nd mnoZina a nech pre tiito mnoZinu A je bindrna operdcia definovand pomocou
multiplikacnej tabul’ky. Na zdklade ¢oho je mozné rozhodnut’ pomocou tejto tabul’ky, ¢i
(a) bindrna operdcia je komutativna,
potom multiplikacnd tabul'’ka musi byt’ symetrickd vzhl'adom k diagondle tabulky.
(b) existuje neutrdlny prvok,
potom existuje taky riadok a aj stipec s rovnakym indexom, Ze poradie ich prvkov je totoZné
s indexovanim riadkov a stipcov.
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a b c jl e f
a a
b b
c c c
alblcl —>dla|b|c|d|e|f
e e
o 7
symetrickd matica Jednotkovy element

6.4. Nech X =P(A), kde P(A) je potenénd mnoZina, bindrna operacia nad touto mnoZinou je defi-
novana ako prienik mnoZin, (Vx, ye P(A))(x #y=xMy), rozhodnite:
(a) Je binarna operacia komutativna? Operdcia prieniku je komutativna, xny=yNx.
(b) Co je neutralny prvok? Neutralny prvok vzhl'adom k prieniku je univerzalna mnoZina U.
(¢) Ktoré prvky maji inverzné prvky (ak existuji)? Inverzny prvok pre prvky z P(A) vo vie-
obecnosti neexistuje. Iba pre x=U je x'=U. Ak by sme postulovali komplement x ako in-

verzny prvok vzhladom kx, potom plati xNnx=xNx=, ¢o je vSak v kontradikcii
s poZiadavkou, aby platilo x X =X N x =U (pre inverzny prvok plati, Ze x¥x! = e, kde e=U).

6.5. Nech X =P(A), bindrna operdcia nad touto mnoZinou je definovana ako symetricky rozdiel
(Vx,ye P(A))(x*y=(x—-y)u(y-x)). PouZite Vennove diagramy na odovodnenie odpoveds

na nasledujtice otazky:
(a) Je operécia * binarna opericia?
Interpretacia symetrického rozdielu pomocou Vennovho diagramu ma tvar

A B

Symetricky rozdiel mdZe byt pouZity ako bindrna operdcia nad X =P(A). Pre kazdé
x,y€ P(A) plati, Ze x* ye P(A).

(b) Je tato operacia komutativna?
Symetricky  rozdiel je  komutativna  operécia, alternativna  definicia  je

x*y=(xuy)—(xﬁy).
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(c) Je tato operécia asociativna?
Symetricky rozdiel je asociativna operacia

X y X y
(xxy)*z
Z
X y X y
XE(y*z) -

(d) Existuje neutralny prvok v mnoZine X ?
Neutralny prvok je prdzdna mnoZina.
(e) Ak existuje neutrdlny prvok, existuje potom ku kazdému prvku xe P(A) inverzny prvok

x'eP(A)?
Ku kazdému prvku x€ P(A) je inverznym prvkom x~' € P(A) prvok samotny, x™' =x.

6.6. Nech mnoZina X ={a,b,c,d } , bindrna operdcia pre tito mnoZinu je definovand pomocou multi-

plikacnej tabul’ky

UL O S
QU O Q|
SIS LS
S o0
o QU X

(a) Je tato opericia asociativna?
Nie je asociativna operdcia
(c*b)*d=a*d=d
cx(b*d)=c*a=c
(b) Je tito operacia komutativna?
Nie je komutativna opericia, c*d #d *c
6.7. Nech X je neprdzdna mnoZina a bindrna operécia je definovand vztahom x*y=x, pre kazdé
x,ye X .
(a) Dokazte, Ze algebraické Struktdra (X,*) je pologrupa.
K tomu, aby algebraicka Struktdra (X *) bola pologrupou, bindrna operacia " musi byt
asociativna.
x*(y*z):x*y:x

(x*y)*z:x*z:x
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tymto sme dokdzali asociativnost’ bindrnej operacie, ¢ize algebraicka Struktiira (X *) je po-

logrupa.
(b) Rozhodnite, ¢i tato algebraickd Struktiira je monoid.
Ak pologrupa (X *) ma neutrlny prvok, potom je monoid. Nech e€ X je hypoteticky neu-

tralny prvok, potom z definicie bindrnej operacie vyplyva x*e=x a e*x =e, to znamen4,
Ze nemoOZe existovat’ neutrdlny prvok, ktory by vyhovoval podmienke x*e=e*x=x. Al-
gebraickd Struktdra (X ,*) nie je monoid.

6.8. Nech dve algebraické Struktiry (X,*) a (Y,o) su grupy. Definujte nad kartezianskym sd¢inom
X XY binarnu operaciu takto
(xlry1)°(x2’y2)=(xl *Xp, )0 yz)
pre kazdé x,x,€ X a y,y,€Y.
(a) UkaZzte, Ze ® je bindrna asociativna operaciana X XY .
Musime dokdzat, 7e ak (x,y).(x,,y,)€ XxY, potom aj pre ich sdcin plati, Ze
(x,y,)®(x,.y,)€ X xY . Tato vlastnost’ priamo vyplyva z predpokladu, Ze algebraické Struk-
tiry (X,*) a (Y,o) sd grupy. Sicin e “ vyhovuje podmienke

(x1’y1)°(xz:y2) :{xl Xy, )0 YZ]E XxY
%ﬁ_/ g\r_/
eX ey
Tymto sme dokazali, Ze sicin “® “ definovany nad kartezidnskym si¢inom X XY zachovdva
tito mnoZinu, ¢iZe je bindrna opericia.
Asociativnost’ tejto bindrnej opericie dokdZeme priamo z definicie

((xl’yl).(x2’y2)).(x3’y3):(xl Xy, Y © yz)'(x3»y3)
:((xl *'XZ)*'X3’(y1 °y2)°y3)

PretoZe algebraické Struktiry (X,*) a (Y,) si grupy, potom bindrne operécie * a o s aso-
ciativne, CiZze
(('xl *xz)*xy(yl ° yz)o y3) = (xl *(xz *x3)’y1 O(yz ° y3))

=(x,y)e ((xz’yz )e (x%y%))
¢o bolo potrebné dokazat’.
(b) Ako je definovany neutrdlny prvok na X xY ?
PretoZe algebraické Struktiry (X,*) a (Y,) si grupy, potom mnoZiny X a ¥ musia obsaho-

vat’ neutrdlne prvky e, € X resp. ¢, € Y, potom nad X XY mozeme definovat’ neutrdlny

prvok e =(e,,e, )€ X XY, ktory vyhovuje dvom podmienkam

eo(x,y)=(eg.e,)o(x,y)=|ex *x,e,0y|=(x,y)

x y
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(x,y)°e=(x,Y)°(ex,ey)=[%,m}(x,y)

x y
Dokazali sme, Ze v rdmci kartezidnskeho si¢inu X XY existuje neutralny prvok.
. . L. , -1
(c) Ako je definovany inverzny prvok (x, y) ?

Inverzny prvok vzhladomk (x,y)€ X xY je definovany vztahom (x, y)_l = (x‘l, y! ) , potom

musi platit’

(x,y)o(x,y)-l:(x,y)o(xfl’yA): x#x, yoy :(eX,ey):e

()C,y)_l.(x,y)z(x’l’yJ).(x’y): Lﬁ*_)g,)f oy :(eX’ey):e

Dokézali sme, Ze pre kazdy (x,y)€ X XY existuje inverzny prvok
(x,y)_l =(x",y">e XxY.
(d) Dokdzte, Ze algebraicka Struktira (X XY,e) je grupa.

Dokazom vlastnosti (a), (b) a (c) sme dokézali, Ze algebraicka Struktira (X XY ,0) je grupa.

2 w2

6.9. Nech (N ><) je algebraicka Struktura, kde NV je mnoZina obsahujtica nezaporné celé ¢isla. Binarna
operacia je definovand takto
x#xy=max{x,y}
(a) Dokazte, Ze algebraickd Struktira (/V,*) je pologrupa.
K dokazu, Ze algebraické Struktira (N *) je pologrupa musime dokazat’, Ze bindrna operacia

“x” je asociativna. K dokazu asociativnosti bindrnej operacie pouZijeme metédu vymenovania
pripadov (pozri kapitolu 1.4)

(al)x<y<z

(xxy)xz=yxz=z, xx(y*z)=x%z=¢
(a2)x<z<y

(x#y)iz=ysz=y, x#(y*z)=x*y=y
(a3)y<x<z

(ver)z=nrzzz, r(yee)=xsems

Vo vsetkych 6 pripadoch sme dostali vZdy rovnost’ (x * y) *Z= XK ( y* z) , Z ¢oho vyplyva,
7e bindrna operécia je asociativna, t. j. algebraick4 Struktira (N *) je pologrupa .

(b) Rozhodnite, &i (/V,*) je monoid.
K tomu, aby sme dokézali, zZe algebraicka Struktdra (N ><) je monoid, staci dokazat’, Ze exis-

tuje neutrdlny prvok e = 0, ktory patri do mnoZiny &N
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x*e=max{x,0} =

e*x=max{0,x} =x

6.10. UvaZujme neitvorcovy obdiznik, ktorého vrcholy st oznagené &islicami 1, 2, 3 a 4.

1 2
L,
4 3
L,
1 2 1 2 1 2 3 4
C, G,
— —
4 3 4 3 4 3 2 1
1 2 2 1 1 2 4 3
L, L,
— —
4 3 3 4 4 3 1 2

Tento obdiZnik ma $tyri operécie symetrie

C, : roticia o 0° stupniov okolo stredu obdiZnika,

C; : rotacia o 180° stuptiov okolo stredu obdiZnika,

L, : reflexia priamkou L; a

L, : reflexia priamkou L.

Na lepsie pochopenie tychto prvkov symetrie ich budeme Specifikovat’ ich aplikdciou na postup-
nost’ (1,2,3,4)

C,(1,2,3,4)=(1,2,3,4)
G, (1,2,3,4)=(3,4,1,2)
L(12,3,4)=(214,3)

L,(1,2,3,4)=(4321)
Pre takto definované prvky moZeme zostrojit’ ich kompoziciu (bindrnu opericiu), napriklad
C,*L(1,23.4)=C,(L(1,2.3,4))=C,(2.1,43)=(43.21)=1L,

(a) Zostavte multiplikac¢nu tabul’ku pre kompoziciu dvoch operacii symetrie.
Multiplikaénd tabul’ka m4 tvar

* |Cp Cy Ly Ly
GG G L L
GG C L, L
L |L, L, Ci G
L, Ly & G
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(b) Dokazte, Ze algebraicka Struktira (A ={C,.C,,L,L,} *) je grupa.

(b1) Bindrna operacia *je asociativna. K dokazu tejto vlastnosti by sme mali preskimat’ 4°
trojic prvkov z mnoZiny A={C,,C,,L,L,}, ¢&i je splnend vlastnost' (x*y)*z=x*(y%*z).
Iny postup k dokazu tejto vlastnosti je, Ze prvky z mnoZiny A={C,,C,,L,L,} mbdZeme
formdlne interpretovat’ ako permuticie nad 4 objektmi. Ako bolo ukdzané v kapitole 6.2, st-
¢in permuticii modZe byt interpretovany ako kompozicia 1-1-zna¢nych funkcif; sicin permu-
tacii je asociativny.

(b2) V mnoZine A= {CI,CZ,L‘,LZ} prvok e =C, mdZe byt interpretovany ako neutrdlny pr-
vok, ktory vyhovuje podmienke V(x€ A)(e*x=x%e=x), splnenie tejto podmienky je

jednoducho verifikované multiplikaénou tabulkou, kde prvy riadok a prvy stipec je totozny
s ,indexovanim* tabul’ky.

(b3) Z tabulky taktieZ vyplyva, Ze ku kazdému xe€ A existuje prave jeden prvok x'€ A,
ktory vyhovuje podmienke x*x™'=x"'#*x=e. Z multiplikatnej tabulky vyplyva, Ze
V(xe A)(x_l =x) :

Tymto sme dokazali, Ze algebraick4 Struktira (A={C,,C,,L,,L,},*) je grupa.

6.11. Pred rieSenim tohto prikladu je potrebné dodefinovat’ pojem ,,podmonoid* v duchu tedrie grup.
Nech algebraickd Struktira (X,*) je monoid, potom algebraickd Struktira (X’,*) je taktieZ
monoid, ak X’ je neprazdna podmnoZina X, X' X . Hovorime, Ze (X',*) je podmonoid,
(X’*)c(X,*). Nech (X,*) je komutativny monoid. UkaZte, Ze mnoZina idempotentnych prv-

kov X'={x;(xe X) A (x*x=x)} tvorf algebraicku Struktiru (X’,*), ktoré je podmonoid.

(A1) Musime dokdzat, ze podmnozina X'={x;(x€ X)A(x*x=x)} je uzavretd vzhladom
k bindrnej operécii *. Nech x,ye X’, potom

x>1<y=(x*x)*(y*y)=(x*y)*(x*y)
potom aj x* ye X’. Pri dokaze tejto vlastnosti bola pouZita komutativnost’ bindrnej operécie.
(A2) Existencia neutrdlneho prvku v podmnoZine X" ={x;(x€ X) A (x*x=x)}, ktor4 obsahuje
idempotentné prvky je zabezpecend tym, Ze neutrdlny prvok ee X musi z definicie byt idempo-
tentny, exe=e, ¢ize e€ X.

Tymto sme dokézali, Ze algebraicka Struktira (X’,*) je podmonoid.

6.12. Nech algebraickd Struktdira (X,*) je grupa. Stred tejto Struktdry je definovany ako podmnoZina

X, ktord obsahuje prvky komutujice so vietkymi prvkami X, X, ={x:(xe X)A

center

/\(Vy(x* y=y* x))} . Dokézte, Ze algebraickd Struktira (X, .*) je podgrupa grupy (X,*),

(Xcemer’*) c (X’*)
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center

(A1) Musime dokdzat, Ze mnoZina X ={x;(xe X)A (Vy(x* y=y ><)c))} je uzavretd

vzhl'adom k binarnej operacii *. Nech u,ve X potom pre kazdé ye X by malo platit

center
(u*v)*y: y*(u*v)
Tato vlastnost’ je priamym dosledkom, Ze u,ve X

center
(u*v)*y=u>l<(v>!<y)=u>l<(y>!<v)=(u*y)*v=(y*u)*v=y*(u*v)

Tymto sme dokdzali, Ze (u*v)e X, .., t. j. podmnoZina Xceu., je uzavretd vzhladom k bindrnej
operécii *.
(A2) MnoZina X, obsahuje neutrdlny prvok, pretoZe V(xe X)(e*x=x#*e=x), CiZe

ee X

center *
(A3) Pre kazdé xe X 7e x*x'=x"%x=e. Do0kaz budeme robit

sporom. Predpokladajme, 7e x'¢ X

existuje x'e X

center °

a teda existuje také ye X, pre ktoré plati

center
center
x'#y# y*x". Aplikujme na tito nerovnicu x:

X% (x’1 * y) #X* (y ! ) . Ked’Ze ide o grupu, plati asociativnost’, teda
(x*x_l)*y7&x*(y*x‘l>:>e*y¢x*(y*x_l):> y;tx*(y*x"l>
Ked'Ze plati aj to, Ze x komutuje so vSetkymi prvky, moZeme ho presundit’
yi(y*x_l)*xzyiy*(x_l *x):>y¢ y¥e=>y#Yy

Tymto sme ukazali, e predpoklad viedol ku kontradikcii, a teda Ze x™' € X

center *

Tymto sme dokézali, Ze algebraickd Struktdra (X ,,,..*) je podgrupa.
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7.1. Aka je hodnota Boolovej premennej, ktora je ur¢end podmienkou
(@) x-1=0,x=0.
®) x+x=0,x=0.
(¢) x-1=x,x=1alebox=0.
(d) x+x=1,x=0alebox=1.
(e) x-x=0,x=0alebox=1.

7.2. Zostrojte tabul’ku funkénych hodn6t Boolovej funkcie
@ f(xyz)=2xy,

X y z X Xy
0 0 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
(b) f(x,y2)=x+yz,
x|y |z | yz | Xtz
0/0]0 0 0
0[]0 1 0 0
0[1]0 0 0
0111 1 1
170]0 0 1
1701 0 1
17110 0 1
17111 1 1
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© f(xy.2)=25+xyz,

x|ylz| ¥ Xy | xyz | xyz | Xv+xyz
0]0]|0] 1 0 0 1 1
0]0]1 1 0 0 1 1
0|1]0] O 0 0 1 1
O|1]1] O 0 0 1 1
1{0[{0] 1 1 0 1 1
1/0|1 1 1 0 1 1
1{1{0] O 0 0 1 1
1|1(1] O 0 1 0 0

7.3. Znazornite Boolove funkcie f (x, y,z) z cvicenia 7.2 na 3-rozmernej kocke tak, Ze hodnoty 1 (0)

budi reprezentované na kocke ¢iernym (bielym) bodom.

(a)
x|ylz| x | xy
ojlojo] 1] 0
olofl1] 1] o0
of1]o] 1] 1
oj1]t] 1] 1
tlojo] 0] 0
1loj1] o] o
1lt1]ol o] o
11|t o] o
(b)
Z 00
o1
011 111
x| ylz| yz | x+yz
olofo] o 0
0/0|1] 0 0 0019 101
o[1]o] o 0
o[1]1] 1 1
1/ojo] o 1
1o/1] 0 1 ad
1[1]o] o 1 /'510 110
11 ] 1 1 & X
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74.

7.5.

7.6.

(©
z o0
o1l

x|y |z 5 5 | nz 57 | 507 011 111
0lolo] 11001 1
olo/1| 1] 00 1 1 001 101
0[1/0] 0001 1
ol1[1] o000 1 1
1olol 1 |10 1 1 y
tol1| 1|1 o1 1
1[1]ol o001 1 0 110
11|10 lo]1]o0 0 X

000 100

Pre ktoré hodnoty x a y plati xy=x+y?

x =y =1 alebo x =y =0.

Zostrojte tabul’ku vsetkych moZnych binarnych Boolovych funkcif a identifikujte v nej zndme Bo-
olove bindrne opericie stucinu a suctu. Vyjadrite ostatné binidrne operdcie pomocou stctu, sicinu

a komplementu.

x|y VAL b L6 e 1A 1B 1 [ fiolfulfiolfis|fis]his|fis
olofololo]ololololo 1]t [1 1 [1 |1 |1 |1
oltlolofolo|1|1|1l1]o]o |o o |1 |1 |1 |1
tlololof1|1lolol1]1]lolo [1 |1 ]0o o |1 |1
tltlol1]ol1lolt]ol1]lol1 o |1 ]o |1 |0 |1
® +

fi(xy)=0=xx | f,(x.y)=xy fi(xy)=x fi(xy)=xy +xy
fs(xy)=%y fi(xy)=%+xy | fi(xy)=xy+xy | fi(xy)=x+y

f9(x’y)=fy fw(x,y)=f§+xy f“(x,y)=f§ xy flz(x,y)=X+§

fi(xy)=% fu(xy)=%ty fis(xy)=%+y fio(x,y)=1=x+X%

Niekedy je vyhodné v Boolovej algebre definovat’ novid bindrnu operaciu oznac¢entd symbolom &,

jej tabul’ka funkénych hodndt ma tvar

<
[y

—-

S -

Poznamenajme, Ze vo vyrokovej logike je podobna logicka spojka oznaCovani ,.exkluzivna dis-

junkcia® (XOR). Zjednoduste tieto vyrazy
(@A) x®0, x®0=x,
(b) x®1, x®1=x,
) x®x, x®x=0,
d x®x, x®x=1.
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7.7. Dokézte, Ze platia rovnosti

(@) x® y=(x+y)(w),

x|y x+y|xy| xy | (x+y)xy | x®@y
olo] o o1 0 0
o[t] 1 [o]1 1 1
o] 1 o1 1 1
111 ]1]o0 0 0
b)) xDy=xy+xy.
X|Y|[Xy [ Xy | Xy+ay | xDy
olofo]o 0 0
olt]1]o 1 1
1jo[ o1 1 1
1/1f o] o 0 0

7.8. Zostrojte dudlne vyrazy k tymto Boolovym rovnostiam

(a) x+x=1
x-x=0
(b)xy(x+y) 0

(¥+¥)+(x-y)=1

(c) xyz+xyzZ (( x+z z+xz)y
(x+y+z)-(x+y+z)=(((x-z)+z)-(f+2))+y

7.9. DokéZte, Ze dudlny tvar f,(x,x,,....x,) k Boolovej funkcii f(x,,x,,....x,) vyhovuje podmienke
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Tento postup opakujeme tak dlho, azZ dosiahneme elementarne vyrazy, ktoré obsahuji podformu-
ly rovné premennym, kde konS$trukciu dudlnych formil vykondme jednoducho pomocou
De Morganovych vzt'ahov a negiciou konstant

X +X,=X0X, XX, =X +X;, 0=1a1=0.
Tymto indukénym postupom sme dokazali formulu f, (x,,x,,...x, )= f (%.%,,....X,).

7.10. Zostrojte Boolovu funkciu f (x, y,z) vo forme sumy stucinovych klauzil k premennym x, y a z,
ktord ma hodnotu 1 vtedy a len vtedy, ak
(@ x=y=0, z=1, f(x,y2)=xXyz.
(b) x=0, y=1, z=0, f(x,,2)=XyZ.

(c) y=z=1, f(x,y,z)=xyz+fyz=[x+ijz=yz.
1

7.11. Zostrojte Boolovu funkciu f (x, y,z) vo forme sumy stc¢inovych klauzil k premennym x, y a z
(DNF forme), ktora je ekvivalentnd s funkciou F (x, y,z) .
(@ F(x,y,2)=x+y+2,
DNF tvar tejto Boolovej funkcie je
Fa,yz)=x+y+z2=x(y+y)(z+2)+(x+X)y(z+2)+(x+X)(y+¥)Z
=XyZ+XxyZ7+xyz+xyz
+xyz+xyZ+Xxyz+xyz
+XYyZH+XYZ+XYZT+XYZ
=XYZ+XYZT+HXYZ+XxYyZz+XYT+X YT +XYy2
(b) F(x,y,2)=1zZ.
F(x,y,z)=x(y+y)Z=xyZ+xy

il

7.12. Zostrojte spinacie funkcie pre spinacie obvody

(a)
r/Az _

e |
.

f(xl’XZ’x3> =X (xz +x3)
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f(xl,xz,x3) =X, (xzfl +(x3 +f2))=xl (x3 +f2)

7.13. Ustredné kirenie v rodinnom dome je riadené troma termostatmi, ktoré st umiestnené v kazdej
izbe domu. Termostaty st nastavené na 18 °C, pricom z dovodu Setrenia energiou sa poZaduje,
aby systém ustredného kirenia bol zapnuty len ak teplota aspont v dvoch izbach je menSia ako
18 °C, v opa¢nom pripade je systém vypnuty. Navrhnite spinacovy systém, ktory prijima signaly
z termostatov a ktory riadi ustredné kurenie. Pokuste sa minimalizovat’ navrhnuty systém, aby
bol ¢o najjednoduchsi.

Xt | X | X3 | F(x,%,x)
0[0]O0 1
0011 1
0|10 1
0|11 0
11010 1
1101 0
11110 0
11111 0

F(X,%,%) = X305 + XXX + 40X + XX, =

= XX, X3 + X Xy Xy + X, Xy X5 + X Xy X5 + X Xy X5 + XXy Xy =

%%
=f1f2(73 +x3)+f1(x2 +f2)f3 +(f1 +x1>f2f3
- 1 T

=X X, + X1 X5 + X, X5
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A, A,
/_ /_
Al A3
KZ A} _‘
7.14. Zostrojte tabul’ku vystupov logickych obvodov
(a)
X X+y
g )y
y y
x |y y | x+y ( x+ y)y
0]0]1 0 0
0] 1]0 1 0
1101 1 1
1] 1]0 1 0
(b) )
X X
Xy Xy
y_[>ﬂ7
x|y | x|y | xy | xy
0]0 1 1 1 0
011 1 0 0 1
10| O 1 0 1
11| 0 0 0 1
(©)
X
y

Xy+(x+2)
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x|ylz| xy | x| 7 | x+7 | xy+(x+2
0[{0|0] O 1 1 1 1
0]0|1 0 1 0 0 1
0|10 0 1 1 1 1
0|11 0 1 0 0 1
1100 0 1 1 1 1
1101 0 1 0 1 1
111]0 1 0 1 1 1
111 1 0 0 1 1

7.15. Zostrojte logické obvody, ktoré simuluji Boolove funkcie

(@ x+y,
X X X+
y
(b) (x+y)x,
X X+y X4y
y

@ (x+2)(y+32).

X
z (x+z)(y+z) (xX+2)(y+2)

k4
y

7.16. Zjednoduste logické obvody

@)
%%D — [ )—
X —Po—

f(xyz)=xyz+Xyz=(x+x)yz=yz

N

[ R
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(b)
)

r—
2 —>o—
—> P>
X —>0—]
v
Z—o—

f(x,y,z)=xy2+x§2+fyf+fi2=xy +x§2+f(y+§)2=xy +XyZ7+x7

=x(y+y)Z+X7=x2+X2=2

()
X—>o— Jf—l>o—
; z 31
X X
y
s

f(xy.2)=%yz-(x2+752)=Xyz(x+7)Z

Tato Boolova funkcia sa identicky rovna ,,nule, o jasne plynie z upravenej pravej strany,
ktord v konjunkcii obsahuje premennt z a jej negiciu 7z . Preto obvod, ktory ju simuluje, mo-
7e byt pokladany za ,,podivny*.

7.17. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metédy néjdite optimalne vyrazy k Boolovym funkcidm

(a) wxyz + wxyz + wxy 7 + wxyz + wx yz ,

0. etapa 1. etapa

1 | (1111) 1 (1,2) | (114#1)
2 | 101) 2 (2,3) | (110#)
3 | (1100) 3 (2,5) | (1#01)
4 | (1010)

5 [d001)

U”  (1111)  (1101) (1100) (1010)  (1001)

U’ (11#)  (110#)  (1#01)

Klauzule z 1. etapy st minimélne a pokryvaji az na 4. klauzulu vSetky klauzuly z 0. etapy,
preto vyberieme klauzuly ktoré pokryvaji povodni mnoZinu klauzdl takto

V ={(11#1),(110#),(1#01),(1010)}]
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Optimdlna Boolova funkcia priradena tejto mnoZine ma tvar

f(w,x,y,2) = wxz + wxy + wyz + wxyz

(b) wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wxyz + wx yz,

0. etapa 1. etapa
1 | (1110) 1 (2,4) | (#101)
2 | (101) 2 (4,6) | (0#01)
3 | (1011)
4 | (0101)
5 | (0010)
6 | (0001)
U’  (1110)  (1101) (1011) (0101) (0010)  (0001)
Uy’ (#101) (0#01)
V ={(#101),(0#01),(1110),(1011),(0010)}
f(w,x,y,z)=x§z+v_v§z+wxyf+wfyz+v7fy2
() wxyz +wxyz + wxyz + wX Y2+ WX y Z + WXyz + WXyZ + WX yz .
0. etapa 1. etapa 2. etapa
1 [artn 1 ]2 [a1s 1 | 34,68 | ##01)
2 | (1110) 2 | (1,3) | a1#1) 2 | (3,6),(4.8) | (##01)
3 | 1101) 3 | (34) | (1#01)
4 | (1001) 4 |(3,6) | #101)
5 | (1000) 5 |45 | (100#)
6 | (0101) 6 | (4,8) | (#001)
7 | (0010) 7 1(6,8) | (0#01)
8 |1(0001)
U’ 1111y (1110) (1101 (1001 (1000)  (0101)  (0010)

U’ (111#)

14
f

(11#1)

(1#01)

(#101)

(##01)

={(111#),(##01),(100#),(0010)}

(w,x,y,2) = wxy + Y2+ WX y + W7

(100#)

(#001)

(0#01)

(0001)
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8.1. Stanovte typ matice a jej nazov

1 2 . .
(a) [3 J , 1=(2,2), Stvorcovd matica

-2 1 0 1 . .
(b) , t=(2,4), obdlZnikova matica

1 2 -11

() (1 2 1 -1), r=(L4), riadkovy vektor
1

(d | 0 |, #=(31), stipcovy vektor.
-1

8.2. Né§jdite hodnoty a, b, ¢ a d tak, aby platilo
3¢ b ) (1 3
¢ 2d+1) \-1 2
Musi platit™:
3a=1=a=1/3, -b=3=b=-3,c=-1,2d+1=2=d=1/2.
8.3. Rozhodnite o pravdivosti tychto tvrdeni:
(a) {A; A je jednotkovd matica} C {A; A je symetrickd matica} ,
pravdivé tvrdenie, kazda jednotkova matica je aj symetricka matica
(b) {A,' A je symetrickd matica} (s {A; A je diagondlna matica} ,

nepravdivé tvrdenie, symetrickd matica nemusi byt’ diagondlnou maticou

1 0
(c) [0 lje {A; A je jednotkovd matica},

1 0
pravdivé tvrdenie, pretoze [0 J je jednotkova matica

(d) {A,' A je Stvorcovd matica} ([ {A; A je diagondlna matica} ,
nepravdivé tvrdenie, pretoZe Stvorcovd matica nemusi byt’ diagondlna matica
(e) {A; A je jednotkovd matica} C {A; A je diagondlna matica} .
pravdivé tvrdenie, pretoZe jednotkova matica je aj diagondlna matica
8.4. (a) Zostrojte matice A = (A;), B = (B;j) a C = (Cj), typu (3,2), pre ktoré plati
A;=i-j, B;=i-2j, C;=4i+3].
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0 -1 -1 -3 7 10
A=|1 0|,B=|0 =2|,C=|11 14
2 1 1 -1 15 18

(b) Zostrojte maticu A = (A;) typu (4,4), ktora je symetrickd a m4 tieto vlastnosti:
A, =i, Ay =4,=0,A4,=3,A,=A,=A,+A,, A, =A,, - A,.

1 50 3

545 0
A:

05 9 2

30 2 16

(¢) Zostrojte maticu, ktord je sicasne riadkovym a stipcovym vektorom.
Matica typu (1,1), A=(A,)

(d) N4jdite x a y pre maticu
x+y 10
A=(A, )=
( ”) (2x -y 4}

pre A=A, a A, =4, /2.

x+y=A4,,2x-y=4A,, A,=4, A,=10.

Potom plati x+y=4, 2x—y =20, scitanim tychto rovnic dostaneme 3x =24 = x =8, po-
tom z prvej rovnice dostaneme y =—4. Matica A ma potom tvar

4 10
A —
20 4
8.5. Zostrojte transponované matice k maticiam
1

2
(a) O,(120—1)

-1
-1
b (-1 1 2), |1

2
10 2
©1, 1 o)

N o
S = N
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1

-1 (4 0 0 2
1 o-1 1 2)

1
2
1 -1 0 1 10 3
A= , B= , C=
[2 0) [2 J & 2 ;

vypocitajte matice (ak existuji)

24, 24=]2 2
@24.24=,

[1 —1} [0 1] [1 0]
(b) A+B, A+B= + =
2 0)\22) 42

(c) A+, neexistuje, pretoze matice su r6zneho typu.

1 -1)(1 0 3) (0 =2 1
d) AC, AC = =
2 0)lt 2 2) (2 0 6

(e) CB , neexistuje, pretoZe matice typu (2,3) a (2,2) nie je moZné ndsobit’.

(d)

N OO A

8.6. Pre matice

11 2 3
. . 0 1
O C'B,C"B=0 2| |=|4 4]
32 4 7

0 1
8.7. Pre maticu B = [2 2] rieSte rovnicu

2X+B=E
kde X je matica typu (2,2) a E je jednotkova matica typu (2,2).

10 01 1 -1 /2 -1/2
x= (E-B)=1 - _1 _(yz -y
2 2{10 1 2 2 2{-2 -1 -1 -1/2
8.8. Pre riadkové vektory u a v spocitajte uv’ (ak existuje) pre
@u=(1 2 0 -1),v=(0 =2 0 2),
w' =1-0-2-240-0-1-2=-4-2=-6
b u=(1 2 1),v=(-1 1 2),uw" =3
©u=(1 0 -1),v=(-1 1 2), wv" =3

8.9. Dokézte, Ze pre u=(u, wu, .. u,) plati uu’ >0, priCom rovnost plati len pre nulovy vektor.

un' =ul +u; +..+u’ 20, rovndsanulelenpre u=(0 0 .. 0).
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8.10. Pre kazdd dvojicu matic A a B urCite ich typ a ¢i sicin matic existuje, ak existuje, tak ho vypoci-

tajte.
2 3
4 1 2
@ A=| -1 2,3:[ j,
3 21
5 4
17 8 7
1(4)=(32), 1(B)=(23). AB=| 2 3 0|,
32 13 14
| 4 0
b) A B=|1 2
() [0 J, ,
3 -1
1(A)=(2.2) 32),5 nABneex1stu]e
© A=(1 4 2 -5
_1 —
1(A)=(14), 1(B)=(42), AB=(29 3).

2 3
8.11. Nech A = a B= , Vypocitajte
0 -1 2 -1

()A+ZB—10 -1
: 4 3)

-18 -15
(b) 3A-6B = ,
-12 3

© AB=[ ’ 5),
-2 1

(d)A2_4 -3
Lo 1)

PICES
O s )

() B(AB)= 6 21
e 9/

@ upa=|* M
g ol I
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(h) A(A-B)= 2 -8
2 o)

(i)ATBz[S 2),
-14 -2

() AB)" = [2 _2).
5 1

1 00 -1 0 0
8.12.Nech A=|0 2 0|aB=| 0 2 0| sddiagondlne matice, vypo&itajte AB, BA, A> a B*.
00 3 0 01
-1 0 0 -1 0 0 100 100
AB=| 0 ,BA=| 0 ,A’=|0 4 0|,B*=|0 4 0
0 0 3 0 0 3 009 0 0 1

8.13. Nijdite greedy algoritmom také zatvorkovanie produktu tychto matic, aby sa vykonal ¢o mozno
najmensi pocet elementirnych sicinov (greedy algoritmus nezaist'uje globalne minimum).
(a) Nech matice majd typ (A, )=(4,5), 1(A,)=(58), t(A,)=(83) a 1(A4,)=(32).
Pouzitim ,,greedy* algoritmu dostaneme zitvorkovanie (Al (A2 (A3A4 ))) , ktoré obsahuje 168

elementarnych stcinov.

(b) Nech matice maji typ 7(A4)=(23), 1(4,)=(38), 1(4,)=(82), 1(4,)=(25),
1(A;)=(5.4).
Pokial’ by sme u greedy algoritmu pri rovnakych ohodnoteniach zobrali prvé z rieseni, pouZi-
tim ,,greedy* algoritmu dostaneme zatvorkovanie (((AIA2 )A, )(A4A5 )) ktoré obsahuje 136

elementarnych sucinov. Pokial’ by sme u greedy algoritmu ale pri rovnakych ohodnoteniach
nezobrali prvé z rieSeni, ale vyskusali vSetky moZnosti (alebo sa rozhodli ndhodne), mohli by

sme dospiet’ aj k zatvorkovaniu ((Al (A,A, ))(A4A5 )), ktoré obsahuje 116 elementarnych si-
¢inov.
8.14. Ukazte, 7e ak A je §tvorcovd matica, potom A+A” je symetrickd matica.

Nech C=A+A",potom C, = A, +A; = A, + A,

ji» potom C; =C;, C je symetrickd matica.

i
8.15. Dokazte tieto vlastnosti transponovanej matice:
@ (47) =4,
Nech B=A",potom B; =B, =A, = A, .
(b) (A+B) =A" +B",
Nech C =A+B , potom C; = A; + B,

ij°

alebo CUT :Cj,- :Aji +Bji :AIJT +B’JT
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(©) (AB) =B"A",
Nech C = AB, potom C; =Y A,B, =C; =C, =Y A,B, =Y BiA, =C" =B"A"
k k k

8.16. Stanovte hodnost’ matic

1 0 1
(a)A=|1 1 0],h)=3.
01 1
2 0 2 0 2
by az| O OO
21 0 2 1
01 01 0

1 2
(c) Pre ktoré hodnoty p, ma matica A = [ J hodnost’ 1?
p -

{2 G

Trojuholnikova matica na pravej strane ma h(A) = 1 len vtedy, ak druhy riadok je nulovy, ¢i-

Zep=-1/2.
1 2
@a=| "1 O hay=3
1o o2 T
1 1 2
1 0 2 -1
( . . 2 1 -1
(e) Pre ktoré hodnoty parametrov p a ¢ ma matica A = 1 1 hodnost’ 2?
p
qg 1 -3 3
1 o 2 -1y (0 1 2 -1} (1 g -3 3) (1 ¢g -3 3
A_21—12 1 2 -1 2 {2 -1 2 0 2-g 2 -1
lp 11 1| |1 p 1 1] |Itlp 1 1] |0 p-q 4 2
g 1 -3 3 1 g -3 3 o1 2 -1y {0 1 2 -1
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Ak v poslednej matici poloZzime p = 3 a g = 1, potom matica ma tvar, v ktorom st posledné
dva riadky nulové

1 3 31

0 -1 2 1
A~

0 0 0 O

0 0 0 O

To znamend, 7Ze h(A)=2prep=3aqg=1.

8.17. Njjdite inverznd maticu (ak existuje) k matici:

2 2 -6 7/8 9/2 -5/4
(@ A=|-1 1 2|, A"=3/8 3/2 -1/4].
-3 5 3 /4 2 -1/2
1 1
(b) A={2 -1 3|, matica nie je reguldrna, h(A) < 3, inverznd matica neexistuje.
4 1 5
5 -3 L (2 3
(c) A= , AT = .
-3 2 35

oa~3 330 1)

4 2
(e) A= 6 3) , matica nie je reguldrna, h(A) < 2, inverzna matica neexistuje.

110 0O 1 O
fA=|1 0 0, A"'=| 1 -1 0.
1 11 -1 0 1

1 2 3
(g A=|4 5 6/, matica nie je reguldrna, h(A) < 3, inverznd matica neexistuje.
7 89

2 3 =2 -2 1 -1/2
My A=| 1 2 -1[,A"=| -1 2 0
21 0 -5/2 4 -1)2

8.18. Dokdzte matematickou indukciou formulu (4,4,..4,)" = A;'..A'A;" .

Vychodiskovy indukény predpoklad je (A A, )_1 = A;'A". Predpokladajme, Ze formula plati pre
n-1, (AA,..A, ) =A] . .AS'A". Potom
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(AIAZ”‘An )71 = ((AIAZ”‘AIVI )An )71 = A;l (AIAZ"'AIVI )71 = A::lA,:lAII
8.19. Nech A, B a C st Stvorcové matice rovnakého typu (n,n). DokdZte, Ze ak A je reguldrna matica,
potom zo vztahu AB = AC vyplyvaB =C.
Z predpokladu reguldrnosti matice A vyplyva existencia inverznej matice A, potom rovnicu
AB = AC mbdZeme zlava vyndsobit’ inverznou maticou A™'
A" (AB)=A"'(AC)=(A"A)B=(A"A)C=>EB=EC=B=C
— —
E E
8.20. Ukézte, Ze ak A a B su Stvorcové matice rovnakého typu (n,n) a A je regularna matica, potom
(A"BA) =A7'BA.
2
(A"BA) =A'BAA'BA=A"B’A
E
8.21. Ukézte, Ze ak A a B su Stvorcové matice rovnakého typu (n,n) a A je reguldrna matica, potom
(A"'BA) = A"'B"A , pre kazdé kladné celé &islo .
Dokaz vykondme pomocou indukcie, v predchddzajicom priklade bola dokdzani formula pre
n = 2, nech formula plati pre (A"BA )n_l =A"'B""'A, potom
(A"BA) =(A"'BA)" (A"BA)=(A"B""'A)(A"'BA)=A"B"A
8.22. Nech A je reguldrna matica, ukézte, Ze (A” )_1 = (A’l )n .
Dokaz vykondme pomocou indukcie, musime dokdzat’, Ze tato formula plati aj pre hodnotu
n=2, ( A2>71 = (A‘1 )2 . PretoZe inverznd matica existuje jednoznacne, potom predpokladajme,
Ze plati (Az)_l = (A")2 , spravnost’ tejto formuly dokdZeme tak, Ze preverime dosadenim plat-
nost A°(A*)" = AAA" A = E ; podobne by sme dokdzali aj (%) A>=A"A"AA=E . Nech
plati formula (A”’1 )_1 = (A’1 )n_l , potom
(47) = (ata) =4 (4 =4 (4] (7).
¢o bolo potrebné dokazat’.
8.23. Nech matice A a B maju blokovu Struktdru
1 -11]4
0 3 |-1
4 212 1 3 _—
1 3]0 =2 3
-1 4 |2
1 011
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Potom ich formalne moZeme pisat’ v tvare
B, B
A=(A, A) a B=| ' Z
B3 B 4
Vypocitajte AB a ukazte
AB=(AB +A,B, AB,+AB,)

BT — B lT B 3T
B’ B/
Dokaz prvej formuly vyplyva priamo z definicie si¢inu matic, druhd formula vyplyva priamo
z definicie transponovanej matice.

Ukazte taktieZ

1
1

[1 1} (0 1) [0 1}
(a) ANAB, AAB= A =
01 1 o/ (0O
(1 1) [0 1} [1 1J
(b) AVB, AvB= v =
01 1 o/ (11
o 1200 o) o)
(c) AQB, A®B= ® =
01 1 o) (10

Tento vysledok mdZeme jednoducho graficky znazornit pomocou grafickej reprezenticie
matic A a B ako binarnych relcii (pozri obr. 8.9)

1 01
8.24. Nech A = [O j a B= (1 Oj si bindrne matice, zostrojte

—
A B A®B
1 01 011
8.25.Nech A=|1 1 0| a B=|1 0 1| subinarne matice, zostrojte
0 0 1 1 01
1 01 0 11 0 0 1
(a) AAB,AAB=|1 1 0|a|l 0 1l|=1 0 O
0 0 1 1 01 0 01
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N (111
) AVB,AvB=[1 1 0|v|1 0 1|=|1 1 1
00 1) (1t o1} |t o1
1 01} (01 1) (111
(c)A@B,A®B=110®101=111}
00 1) (1t o1} |t o1

*%
_ Y

H_J
A B A®B
8.26. Nech A je bindrna matica, dokdzte AAA=A a AVA=A.

Tieto vlastnosti vyplyvaji zo skuto€nosti, Ze operdcie konjunkcie a disjunkcie si idempotentné,
liZe xAxX=xaxvx=x.
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9.1. Definujte maticu koeficientov A, stipcovy vektor nezndamych x a stipcovy vektor pravych strén b
pre ststavy

x t+x,=1
(a)
2x,—x,=0
1 1 X 1
A= , X = , b=
2 -1 X, 0
X, =
(b)
x,=0

X +x,+x=0

X=X, +x =0
()

X +x,—x =1

X =X, —x,=-1

1 1 1 0
xl
1 -1 1
A= ,x=|x,|,b=
1 1 -1 1
x’i
1 -1 -1 ) -1

A=(1 11 -2),x= ,b=(1)

9.2. Pomocou inverznej matice rieSte sistavu rovnic
2x+2y—6z=4
-x +y+2z=3

—3x+5y+3z=-1
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Inverznd matica koeficientov bola spocitand v cviceni 8.17a.

2 2 -6 X 4 7/8 9/2 -5/4\( 4 73/4
A=|-1 1 2|, x=|y|,b=|3 |, x=A"b=|3/8 3/2 -1/4]| 3 |=|25/4
-3 5 3 z -1 /4 2 -1/2){-1 15/2
9.3. Pomocou Gaussovej eliminac¢nej metddy rieste sistavy linearnych rovnic
x +y 4z = 2
(@2x 2y -z = 2
3x 4y 2z = 2
1 1 12 1 1 172 1 12 1 1
A’=—2—12~0—4—3—2~0—4—3—2~0—4—3—2
3] 1 2 (=2 0—5 -8 010 16 0 0 7|14
1
Tz2=14=2z=2,-4y-3z="2=y=-1, x+y+z=2=>x=1, x=| -1]|.
2
2x +2y +z = 4
® x -y -z =2
3x +y = 6
2 2 1|4 2 2 114 2
A'=||1| -1 -1|2|~|0 4 3|0|~|0 ~[221‘j
1 0l6) (o4 3]0 043
2+(1/4)t 2 1/4
z=t,y=—>t,x=2+—1, x=| —(3/4)t |=|0|+1| -3/4
t 0 1
2x, —-x, +5x; +3x, = 5
X t+x, +4x; +3x, = 7
(©) X, +3x, +2x, = 4
x, t+x; +x, = 3
2 -1 5 3|5 1 0 3 2|4 1 0 3 2|4
A’=11437~1437~011 3~[10324
1 0 3 2|4 2(-1 5 3|5 0——+——+——+1-3 01113
0 1 1 113 0 1 1 113) o—"F—>+—+73

x,=l, x,=k, x,=3-k-1, x,=4-3k-2l ,kde k,le R,

|
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4-3k-21 4 -3 -2
3-k-1 3 -1 -1
x= = +k +1 ,
k 0 1
l 0 0
2x 3y = -4
d x +2y = 5
—-4x +6y = 8

2 -3|-4) (2 3|4
) 2 -3 |4
A=l 1 2(5]|~]0 -7 |-14 ~[ ’ j

0 1 ]2
-4 6|8 —6—16

1
y=2,2x-3-2=-4=x=1, x=(2j,

3x 2y +z = -4
©)

x +y 2z = 2
(32 (32 1] 3 2 1|4
1 202 0 -5 -5|-10) 0 1 1]2

z=k, y=2-k, 3x—2(2—k)+k=—4:>x=—k

—k 0 -1
x=|2-k|=|2|+k| -1

k 0 1

® x  —x, +2x;, = 0
2x, +3x, -x; = 0

A,_1—120 1 -1 210
12 3 -1l0) o 5 =50

z=k, y=k, x=-k
-1

x=k| 1
1

9.4. Vypocitajte determinanty matic:
010
@@ A=|1 0 0],|A]=-1
0 0 1
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11 -1 11 -1
(b)A=[0 0 0 |, |[A|=jp—6—6|=0
0 10 1
2 1 0 -1
©a=|t 2 5 1
312 -1 2
0 0 1 1
21 0 - |-t 1 0 2 |[-12 0 1] [|-12 0 1
4 2 5 -1 -1 2 5 4 [-14 5 2/ [0 2 5 1
4= - -
31/2 -1 2| |2 Y2 -1 3 |[2]3 -1 1/2[ |0 [7|-1 5/2
001110101010011
-1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 1 0
_710 2 5 700 2 5 1| 700 2 1 5
“200 [2] 27 —5/7 “210 0 377 27 200 0 2/7 377
0 -1 -l 0 0 0 00 0 4
_———1)234=8
2 7
(d)A:(Sin(x —c.osoc) |A|=sinoc _c.osoc=sin20c+c0szoc=1
cos o s o cos o Sin o
123
() A=|3 1 2|,|A|=18
2 31

9.5. Zistite pomocou determinantu, ¢i sustava linedrnych vektorov je linedrne zavisl alebo nezavisla.
(a) a,=(0,1,2),a, =(11,1),a, =(-1,0,1)

0 1 2
1 1 1|=0= vektory su linedrne zavislé.
-1 0 1
(b) a, =(1,1,-2),a, =(p,1,0),a, =(-L11)

1 1 -2

p 1 0|=-1-3p= pre p=-1/3 je sustava linearne zavisld, v opacnom pripade je linedrne
-1 1 1

nezavisla.
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9.6. Pomocou Cramerovho pravidla rieSte tieto sustavy linearnych rovnic
X +x,+x,=6
(@ x,—x,+x,=2

x+x,—x,=0

1 1 1 6 1 1 1 6 1 1 1 6
D=1 -1 1|=4D,=2 -1 1|=4,D,=|1 2 1|=8D,=|l -1 2/=12
1 1 -1 0o 1 -1 1 0 -1 1 1 0
D D
xl——'—£=1x2=—2=§—2,x3——3=2=3
D 4 D 4 D 4
X +x,=5
x +x,=3
(b)
X, —x,=-1
X, +x,=7
1 0 0 1 5 0 0 1 1 5 0 1
1 1 31 0 0 1 3 0 0
D= 2.D, = 2D, =4
01 -1 -1 1 -1 0 0 -1 -1 0
00 1 1 7 0 1 1 0o 7 1 1
1 0 1 1 0 0 5
11 3 0 11 0 3
D, = =-6,D, = =-8
01 -10 01 -1 -1
00 7 1 00 1 7
l=Dl=—2=1 ) = 4 2))(3_&___6: y 4—&=—8_
D 2 - D 2 D 2
(c) sustava rovnic z prikladu 9.2.
2x+2y—-6z=4
-x +y+2z=3
—3x+5y+3z=-1
2 2 -6 4 2 -6 2 4 -6 2 2 4
D=-11 2(=-8D,=|3 1 2|=-146,D,=|-1 3 2|=-50,D;=|-1 1 3
-3 5 3 -1 5 3 -3 -1 3 -3 5 -1

D _-146_73 =50 25 D, —60_15

’

= X, =—— X, =—=—=
"D -8 477 -8 47 D -8 2

-60
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RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 10

10.1. Prienikovy graf (intersection graph) siboru mnoZin A, A,, ..., A, je graf, ktorého vrcholy repre-
zentuju tieto mnoZiny a hrana spéja tieto vrcholy, ked’ im odpovedajice mnoZiny maji neprazd-
ny prienik. Skonstruujte prienikové grafy pre nasledujiice sibory mnoZzin.

(a) A1 =1{0,2,4,6,8},A,=1{0,1,2,3,4}, A5 ={1,3,5,79}, As = {5,6,7,8,9}, As = {0,1,8,9}
A, A,

(b) A= {43,210}, Ay ={....-2-1,0,1,2,...}, Ay = {...,-6,-4,2,0,2,4,6....},
Ag={...-5-3-1,1,3,5,....}, As = {....-6,-3,0,3.,6,...}
A, A,

A, A, A,

(€) Ay ={x]|x<0},Ay={x|-1<x<0},Ay={x|0<x<l},Ay={x|-l<x<l},As={ x|x>-1},
A6=R

10.2. Koho v nasledujicom grafe vplyvu na obr. 10.27 ovplyviiuje Karol a kto vplyva na Karola?

OBRAZOK 10.27. Jano Karol
GRAF

OVPLYVNOVANIA Graf ovplyviiovania vyuZivany
v psycholdgii.

Viera Iveta Denisa
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10.3.

104.

10.5.

10.6.

Karol ovplyviluje Jana a Denisu, na Karola vplyva Viera, Iveta a Denisa

Skonstruujte graf planovania udalosti pre nasledujici program:
S x:=0

Srx=x+1

S3: yi=2

Sz zi=y

Ssixi=x+2

Se:yi=x+7z2

Sy S3

Mobze existovat’ oby€ajny graf s 15 vrcholmi, pri€om kaZdy z nich m4 stupen 57
NemdZe, taky graf by mal neparny pocet vrcholov neparneho stupiia, ¢o odporuje vete 10.1.

Ked’ pre kazdého ¢lena spolocnosti spocitame, s kol’kymi 'ud’mi si potriasol rukou a tieto pocty
sCitame, ukazte, Ze sucet je parny. Predpokladajte, Ze nikto si nepotriasol rukou sdm zo sebou.

Ked’ si niekto potrasie rukou s niekym inym, pribtida k celkovému sictu 2, pretoZe sa zapocita-
va prirastok pre kazdého z dvojice. Plati, Ze sucet stuptiov vrcholov je dvojndsobkom poctu
hran, v naSom pripade vrcholy predstavuja 'udi, hrany podanie ruky medzi dvojicou l'udi.

Pre ktoré hodnoty n st nasledujice grafy bipartitné?

(a) K,
Iba pre n =1 an =2, pre viac ako 2 sd vZdy aspoii dva vrcholy v jednej particii, a 'ubovol'né
2 vrcholy musia byt’ spojené hranou.

(b) G,

Pre kruZnice parneho stupna, ked’ si oindexujeme postupne vrcholy iddc po hranach kruzni-

ce, do jednej particie ddme vrcholy indexované parnym ¢islom, do druhej neparnym ¢islom.
(c) W, €o je oznacenie tzv. kolesa, ¢o je hviezda so stredovym vrcholom, kde obvodové vrcholy

su prepojené kruznicou ako u C,

Pre Ziadne n, v jednej particii musi byt samostatny stred kolesa spojeny so vSetkymi ostat-

nymi vrcholmi, a ked’ je v druhej particii viac vrcholov ako len jeden, musi byt ako v kruz-
nici medzi nimi hrana.



Priloha A — RieSené cvicenia z kapitoly 10 419

(d) Q,, tzv. n-kocky (alebo n-rozmerné kocka, n-cube), kde vrcholy reprezentuji bindrne ret'az-
ce dlzky n. Vrcholy su spojené hranou vtedy, ak sa im odpovedajice bitové retazce liSia
prave v jednej pozicii, pozri obr. 10.28.

OBRAZOK 10.28. 110 111
N-ROZMERNE
KOCKY 10

® O

0 1 00

0, 0, 0,

Prvé tri n-rozmerné kocky (pre n =1, 2 a 3).
Pre vSetky n, v Ziadnej n-rozmernej kocke sa nenachddza n-uholnik C, neparneho stupia.

10.7. Kolko hran mi graf, ked’ ma vrcholy stupiia 4, 3, 3, 2, 2? Nakreslite taky graf.

Graf ma (4 + 3 + 3 + 2 + 2)/2 = 7 hrdn, moZnou realiz4ciou je napr.

10.8. Existuje obycajny graf o piatich vrcholoch nasledujtcich stupiiov? Ked’ dno, nakreslite ho.
(a)3,3,3,3,2

() 1,2,3,4,5
Neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupia.
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10.9.

10.10.

10.11.

(©)1,2,3,4,4

Podl'a Havlovej vety nie je postupnost’ grafové, pretoZe nie je grafova ani postupnost’ 0, 1,
2,3

(d)3,4,3,4,3
Neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupiia.

(e)0,1,2,2,3

®L1LLIL1
Neexistuje, neparny pocet vrcholov neparneho stupna.

Kol’ko podgrafov bez izolovanych vrcholov maji grafy K, K5 a W5?

(R EEHe

Nech G je graf o |V| vrcholoch a |E| hrandch. Nech M je maximélny stupen vrcholov z G a nech
m je minimdlny stupen vrcholov z G. Ukazte, Ze 2|E|/|V|> m a 2|E|/|VI< M.

2|E[=) deg(v) =Y m=[V|m

veV veV
2|E|2|V|m
2|E|/|V|2m
2|E[=) deg(v) <Y M =|V|M
M

veV
2|E|<|V|M
2|E|/|V|<M

Obycajny graf sa vold pravidelny (regular), ked’ kazdy z jeho vrcholov ma rovnaky stupeii.
Kolko vrcholov stupiia 4 m4 pravidelny graf o 10 hranach?

2| = V] deg (v)
210 =|V|x4
5=|v|

10.12. Doplnkovy (prip. komplementarny, complementary) graf G ku grafu G ma rovnaki vrcholovi

mnoZinu ako G. Dva vrcholy st spojené hranou v G vtedy, ked’ nie st spojené v G. Njdite
@ K,
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10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

Graf z n izolovanych vrcholov.
() K,
K, K,, kde zjednotenie je disjunktné, teda K,, a K,, nemaji spolo¢né hrany ani vrcholy.
(© C,
K, \ C, (Graf Cs je samokomplementarny, teda doplnkovy sam k sebe)
grafy s hranami medzi v;a v;, pokial' i#j+1 (mod n)
@ 0,
graf s vrcholmi reprezentovanymi bitovymi retazcami dizky n, ktoré st spojené, pokial
zodpovedajica Hammingova norma je vic§ia ako 1

Ked je G oby¢ajny graf o 15 hrandch a G ma 13 hrén, kol’ko vrcholov mé graf G?

Graf zjednoteny s komplementom ddva kompletny graf

2|E|=|V]|deg (v)
2x28=|V|x(|v|-1)
vl=s

Ked’ je G obycajny graf o |V| vrcholoch a |E| hranach, kolko hran ma graf G ?
IVI(VI-1)/2-|E]
Ukdzte, 7e ked je G oby&ajny bipartitny graf o V| vrcholoch a |E| hranich, potom |E|<|V[*/4.

Ked’ je bipartitny, pocet hran sa rovnd nasobku poctov vrcholov jednotlivych particii, ktory je
najviacsi, ked su particie rovnako velké, teda kazdd o |V|/2 vrcholoch, ¢o je maximum

[VI2x|V|/2=|V['/4.

N4jdite inciden¢né matice pre

(a) K,
M1 1 -1 0 - 0]
1 0 - 01 -0
01 - 01 -0
00 00 1
|10 0 - 0 1]
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() C,

1 0 0 1]
11 00
0 1 0 0
00 10
_()()...1_

(c) W,, €o je oznacenie tzv. kolesa, ¢o je hviezda so stredovym vrcholom, kde obvodové vrcho-
ly st prepojené kruZnicou ako u C,

[0 0 - 0 1
1 0 --- 0
B 0 1 --- 0], kdeB je odpoved z (b)
i 0 0 - 1}
(d) Ko,
(1 0 - O]
00 0 1 0
00 00 1
0 0 0
0 00
00 - 1 0 - 1

10.17. Predpokladajme, Ze G a H si obyc¢ajné izomorfné grafy. Ukédzte, Ze ich komplementarne grafy

G a H si tieZ izomorfné.
Ked grafy G a H st obycajné izomorfné grafy, daju sa ich vrcholy indexovat’ tak, Ze im zodpo-
vedajlice matice susednosti sa rovnajui. Pokial’ z tychto grafov vyrobime komplementarne gra-
fy, pre zodpovedajiice matice susednosti to s vynimkou diagonilnych elementov znamené, Ze
nuly sa vymenia za jednotky a naopak. Ked’ sa rovnali povodné matice, transformované matice
pre G a H sa tieZ musia navzdjom rovnat. To znamen4, Ze aj grafy G a H si tieZ izomorf-
né.

10.18. Ukazte, Ze vrcholy bipartitného grafu s dvoma alebo viac vrcholmi moéZu byt indexované tak,

A .
7Ze ich matica susednosti ma tvar [B O} , kde Styri vstupy st obdlZnikové bloky.
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10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

Indexujte vrcholy tak, Ze ako prvé su indexované vsetky vrcholy jednej z particii, a potom vset-
ky vrcholy druhej z particii. Vzhl'adom na to, Ze neexistuje Ziadna hrana medzi particiami, ma-
tica ma pozadovanu formu.

Obycajny graf sa vold samokomplementirny (selfcompementary), ked” grafy G a G st izo-
morfné. UkaZte, Ze cesta na Styroch vrcholoch je samokomplementarna.

Vrcholy cesty méZeme indexovat’ tak, Ze graf ma nasledujicu maticu susednosti A a k nej
komplementdrnu maticu A

01 00 0011

1 010 - |0 0 01
A= A=

01 01 1 0 00O

0010 1 100

Maticu komplementdrneho grafu méZeme ale transformovat’ na pdvodni maticu vymenou prv-

kov matice A; za prvky A, = pre permuticiou p = (2,4,1,3), o zodpoveda tomu, Ze z povod-

ného grafu dostaneme po zmene indexovania vrcholov 152, 2—4, 3—1, 453 graf totozny s
grafom zodpovedajiicim matici susednosti A .

Ukézte, 7e ked je G samokomplementérny oby¢ajny graf s |V| vrcholmi, potom |V| modulo 4
=0alebo 1.

Ked’Ze samokomplementarny graf musi mat’ v matici susednosti okrem hlavnej diagondly zapl-

nenych jednotkou presne polovicu prvkov, sticet ktorych sa musi rovnat’ dvojndsobku poctu
2

hran, plati _M

, plati 2|E| = 5 .

V- IV] » VIQv]-1)

musi byt’ celé ¢islo, teda ———~

7 vz

-1
Ked’Ze pocet hran musi byt’ celé Cislo, potom aj 4|
musi byt celé &islo, o je vtedy, ked’ alebo |V] je delitené 4 bezo zvysku, alebo |V]-1 je delitel’-
né 4 bezo zvysku. Ked’ (|V]-1) mod 4 = 0, potom |V| mod 4 = 1.

Pre ktoré celé ¢isla je C, samokomplementéarny?

Cs. Ked’Ze kruZnica je regularny graf, musi platit’

2|E|=|V|deg(v)= VL pl Y dEgL Pl ,v(v)
[VIx2=[v]x(jv]-3)
[v]=5

Kol’ko neizomorfnych obycajnych grafov s n vrcholmi existuje pre n rovné
(a) 2

2 G, G,
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(b) 3
4,
[ ) [ )
[ ] [ ] o — A A
G, G, G, G,
(c) 4
11
[ ] [ [ ] [ J [ ] 9 [ ] [ ]
o [ ] [ L] [ 2 ® [ ]
[ ] [ ] ® 9 Q—
C L] C [ ]
L

10.23. Kolko neizomorfnych obycajnych orientovanych grafov s n vrcholmi existuje pre n rovné 2?

10
o
cye l) Q
) @ 3 @ & o D B

(1 9 10
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10.24.

10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

Ked’ vyndsobime maticu susednosti pre neorientovany graf s maticou k nej transponovanou, ¢o
je vysledkom vynisobenia?

Nasobok je matica A = [a;], kde a;; je pocet hrdn z v; do v; pre i a a;; je pocet hrén incident-
nych s v;.

Zistite, ¢i grafy zadané maticou susednosti st izomorfné

0 0 0 0

—_— O =

—_— O O
O = = =
e e = i
S = = O

0
0
1

S O =

1
0
1

St izomorfné, sta¢i vymenit' prvky prvej matice A; za prvky A, =~ pre permuticiu
p=034,12).
Definujte izomorfizmus pre orientované grafy.

Grafy su izomorfné, ked’ medzi nimi existuje mapovanie 1-1 vrcholov, ktoré zachovava tak
existenciu ako aj orientdciu hran.

Kolko pamiiti (aky pocet celoCiselnych premennych) je potrebné na reprezenticiu obycajného
savislého grafu o |V] vrcholoch a |E| hranéch, ked’ pouZijeme
(a) zoznam dvojic vrcholov
2|E|, minimélne 2(|V}-1), maximalne 2(|V[*-|V])
(b) maticu susednosti
\43
(¢) inciden¢nd maticu

|E|x V]

N4jdite dvojicu obycCajnych grafov s rovnakou multimnozinou stupiiov vrcholov, ktoré ale nie
st izomorfné.

Grafova postupnost’ 3,2,2,1, 1, 1

Ktory z grafov na obr. 10.29 sa da nakreslit’ jednym t'ahom?
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SuTo

10.30.

10.31.

OBRAZOK 10.29.
JEDNOTAZKY? @ @ ; f
G G G G

1 2 3 4
St to jednotazky?
Graf G| ma sekvenciu stupiiov vrcholov 4, 4, 4, 4, 4, vSetky vrcholy maji parny stupen a teda
sa d4 najst’ uzavrety eulerovsky tah. Grafy G, a G; maji sekvenciu stupiiov vrcholov 3, 3, 2, 2,
resp. 4, 4, 3, 3, 2, prave 2 vrcholy majui neparny stupen a teda sa dd nijst’ otvoreny eulerovsky
tah. Graf G4 ma sekvenciu stupiiov vrcholov 4, 3, 3, 3, 3, 2 a teda pren neexistuje eulerovsky
tah.

Pomocou algoritmov z prikladov 10.5 a 10.6 nijdite uzavreté a otvorené eulerovské tahy pre
prvé tri grafy z obr. 10.29 cvicenia 10.29.

5 4 N
301 3
1
y 2
G G

1 2

uzavrety eulerovsky t'ah kruZznica pre G;: 1,2, 3,4,5,1,3,5,2,4, 1

otvoreny eulerovsky tah pre G,: 3, 1,4, 2, 3,4

otvoreny eulerovsky tah pre Gs: 1, 5,4,3,2,5,3, 1,4

Nijdite také najvicsie silno sivislé podgrafy (také, ku ktorym sa nedd pridat’ vrchol, aby ne-

prestali byt’ silno suvislé), ktoré zaroven maji spomedzi najvicsich silno suvislych podgrafov
aj najviac vrcholov, pre grafy z obr. 10.30.
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OBRAZOK 10.30. a b a b C
NAJVACSIE SILNO -
SUVISLE
PODGRAFY?
c h d e d h e h f
G, G,
a b c d e
1 h g f
G,

10.32.

10.33.

Najdite najvicsie silno stvislé podgrafy.

Najvicsie silno sivislé podgrafy pre G, st indukované mnoZinami vrcholov: {a, b, c}
Najvicsie silno sivislé podgrafy pre G, st indukované mnoZinami vrcholov: {c, e, f}
Najvicsie silno  suvislé podgrafy pre Gs; sd  indukované mnoZinami vrcholov:
{a,b,c,d,f, g h,i}

Nijdite pocet tahov dizky n medzi dvoma réznymi vrcholmi u K; 3 pre n rovné
(a) 2, ak st oba vrcholy v jednej mnoZine biparticie K3 3
3 (iba prostredny vrchol cesty je volitelny, voli sa medzi 3 vrcholmi)
(b) 3, ak st oba vrcholy v r6znych mnoZindch biparticie K3 3
9
Celkovo vyberame pre vyber vnutornych vrcholov cesty z 3 X 3 moznosti poradia pre x, y
u tahu a, x, y, b, kde nemusime uvazovat o moznosti opakovania dvojice vrcholov za
sebou, pretoze berieme nasledujici vrchol vZdy z ostatnej, disjunktnej mnoZiny vrcholov.
(c) 4, ak st oba vrcholy v jednej mnoZine biparticie K3 3
27
Celkovo vyberdme na vyber vnitornych vrcholov cesty z 3 X 3 X 3 moznosti poradia pre
x,y, zutahu a, x, y, z, b, kde nemusime uvazovat’ o0 moznosti opakovania dvojice vrcholov
za sebou, pretoZe berieme nasledujici vrchol vZdy z ostatnej, disjunktnej mnoZiny vrcho-
lov.
(d) 5, ak sti oba vrcholy v r6znych mnoZindch biparticie K3 3
81=3x3x3x3

Nijdite pocet sledov dizky n medzi dvoma rdznymi vrcholmi u K4 pre rovnaké hodnoty n ako
v predchéddzajticom pripade.
(a) 2

2 (iba prostredny vrchol cesty je volite'ny, voli sa medzi 2 vrcholmi)
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10.34.

(b) 3

7

(2 cesty obsahujuce vsetky 4 vrcholy, iba poradie prostrednych 2 vrcholov je volitel'né;
3 sledy iddce z vychodzieho vrcholu na niektory iny, naspét, a potom do ciel'ového vrcho-
lu; 2 sledy idice z vychodzieho vrcholu do cielového vrcholu, potom na niektory iny okrem
vychodzieho a naspit’.)

Predpokladajme, Ze mame vrcholy a, b, c, d.

Celkovo vyberame na vyber vnitornych vrcholov sledu z 3> moZnosti poradia pre x, y u sle-
du a, x, y, b, kde x # a ay # b, ale nesmu sa opakovat’ dva rovnaké vrcholy za sebou
a, x, x, b, ¢o sa mohlo stat’ v dvoch pripadoch, teda3 x3 -2 =7.

(c) 4

20

Celkovo vyberdme pre vyber vndtornych vrcholov cesty z 3 X 4 X 3 moZnosti poradia pre
x,y,zusledua, x,y, z, b, kde x # a a 7 # b, ale nesmu sa opakovat’ dva rovnaké vrcholy za
sebou a, x, x, y, b, pri x #y, ¢o sa mohlo stat’ v 2 x 2 + 3 =7 pripadoch, tieZ sa nesmu opa-
kovat’ dva rovnaké vrcholy za sebou a, x, y, y, b, pri x # y, Co samohlo stat v2x2 +3 =7
pripadoch, a nesmu sa opakovat’ 3 rovnaké symboly za sebou, a, x, x, x, b, ¢o sa mohlo stat’
v 2 pripadoch, celkovo 3 x4 x3 -7 -7 -2 = 20.

d 5

Nech sled je oznaceny a, w, x, y, z, b. Ked w # a a w # b, ide o niektory z ostatnych dvoch
vrcholov, kedy pre kaZzdy znich mdme 20 moZnosti, podobne ako v pripade (c). Ked’
w = b, potom x # b a madme volbu 3 moZnosti pre x. Pre kazdi z tychto moZnosti mame
podl’a Casti (b) 7 moZnosti pre kombinéciu y, z, teda mdme 21 moZnosti. Celkovo mame
20 + 20 + 21 = 61 moZnosti.

Inou moZnost'ou je jednoducho zobrat’ maticu susednosti u K, a urobit’ jej druhd, tretiu,
Stvrtd a piatu mocninu, vysledky by boli hodnoty mimodiagonédlnych prvkov.

Ukazte, Ze v akomkol'vek obyCajnom grafe existuje cesta z 'ubovol'ného vrcholu neparneho
stupnia do nejakého iného vrcholu neparneho stupna.

Zoberme si graf (alebo, v pripade, Ze je graf nestvisly, tak komponent) s vybranym vrcholom
neparneho stupna. Ked'Ze dany graf (alebo komponent) je stvisly, d4 sa zo zvoleného vrcholu
neparneho stupia prejst’ do 'ubovol'ného iného vrcholu grafu, resp. komponentu. Teraz ostdva
dokazat, Ze v danom grafe, resp. komponente existuje aspon jeden d’al§i vrchol neparneho
stupna. Podl'a vety 10.1 ale existuje parny pocet vrcholov neparneho stupna (nech uz v stvis-
lom grafe, alebo v komponente), a teda ked’ existuje jeden taky vrchol, musi existovat’ nepar-
ny pocet d’al§ich vrcholov neparneho stupna, teda najmene;j este jeden d’alsi.

10.35. Né§jdite vSetky artikuldcie grafov z obr. 10.31.



Priloha A — RieSené cvicenia z kapitoly 10 429

OBRAZOK 10.31. a b c a b : d
NAJDITE
ARTIKULACIE
d e f e f g h

G, G,

a b c d

[ _ L J

@

e f g h

G,

10.36.

10.37.

10.38.

Néjdite artikuldcie
Artikulaciou pri grafe G, je vrchol e.

Artikulacie pri grafe G, su vrcholy f, g,d.
Artikulacie pri grafe G; su vrcholy b,c, f, g.

N4jdite vSetky mosty pri grafoch z obr. 10.31.

Mosty pri grafe Gy nie su.
Mosty pri grafe G, sd hrany {f, g},{c, d}.
Mosty pri grafe Gs st hrany {£, g}.{c. d}.{a, b}.{e, f}.{b. f}.

.....

ako 1.

Obmedzime naSu pozornost’ na komponent, v ktorom most leZi (ostatné komponenty st pre nas
irelevantné). Nech most tvori dvojica vrcholov uv. Ked’ je most odstraneny, graf ma dva kom-
ponenty, kde jedna obsahuje vrchol u a druha vrchol v. Ked mal vrchol v stupen jedna, potom
jedna, potom je jasne spojeny eSte aspon s nejakym vrcholom w v rdmci komponentu. Teda,
ked’ v je odstraneny, dostdvame aspon dva komponenty, jeden s vrcholom u a druhy s vrcholom
w.

Komunika¢na linka v komunikac¢nej sieti by mala byt’ zdvojen4, ked’ jej nefunk&nost’ znemoz-
fiuje prenosu signil medzi nejakou dvojicou vrcholov. Ktoré spoje by mali byt’ zdvojené v gra-
foch na obr. 10.32?
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OBRAZOK 10.32.
MosTY?

7 8

Ktoré hrany by mali byt zdvojené pre dvojité zabezpecenie suvislosti komunikac¢nej sieti?
{{6,8},{2,4},{7,10}, {9, 10}, {2, 9}}, {{1, 4}, {3,9}, {2, 6}, {1, 6}}

10.39. Ukazte, Ze obycCajny graf o n vrcholoch je suvisly, pokial obsahuje viac
(n-1)(n-2)/2 hran.

ako

Predpokladajme, Ze graf nie je stvisly. Potom v sebe obsahuje komponent s k vrcholmi, kde
ke [1,n-1]. ZvySnych n-k vrcholov je v jednom alebo viac d’alSich komponentoch. Maximalny

k -k
moZzny pocet hran tohto grafu je teda (2} + (n 5 j &o sa dd rozpisat’ ako k*-nk+(n*-n)/2. To je

kvadratickd funkcia k, ktord je minimdlna pre k = n/2, a maximdlna pre okrajové hodnoty defi-
ni¢ného oboru, teda pre k = 1 a k = n-1. V druhom pripade dostdvame po dosadeni za k vzorec
(n-1)(n-2)/2. Preto najviacsi pocet hran, ktory moZe nestvisly graf mat, je (n-1)(n-2)/2, takze

kazdy graf s viac hranami je sdvisly.

10.40. Ukazte, ako sa d4 veta 10.7 vyuZit' na ndjdenie dizky najkratej cesty medzi dvoma vrcholmi.

Hradajme di7ky najkratSej cesty medzi vrcholmi v; a v;. Zostrojime maticu susednosti
A apokial’ ma pre indexy vrcholov i, j prvok a; rovny jednej, je dizka 1. V opaénom pripade
robime mocniny A" pre stéle vicsie r, dokial’ nedostaneme na pozicii a; nenulovi hodnotu a zé-
roveii dokial’ sa r<n-1. V prvom pripade je mocnina r rovna hPadanej diZke cesty, v druhom

pripade je graf nestivisly a cesta neexistuje.

10.41. Ukazte, ako sa da veta 10.7. vyuzit’ na zistenie, ¢i je graf sivisly.

Nech A je matica susednosti daného grafu. Veta 10.7 ndm hovori, Ze A" obsahuje pocet ciest

.....

cholmi existuje cesta (alebo sled) dizky r. Najdlhsia cesta v grafe moZe mat’ dizku n-1. Preto
sta&f poscitovat' A' + A*+..+ A" a pokial je kazdy nediagondlny prvok nenulovy, potom je

graf suvisly.

10.42. Ukazte, 7e oby&ajny graf je bipartitny prave vtedy, ked’ nemé Ziadne kruZnice neparnej dizky.

Musime dokézat’ obidva smery implikicie.
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10.43.

10.44.

10.45.

Ked’ je graf bipartitny (particie pomenujeme A a B), potom vrcholy kazdej cesty musi leZat’
striedavo v A a B. Preto cesta zacinajica v A skon¢i po nepidrnom pocte krokov v B a po par-
nom pocte krokov v A. Ked'Ze kruznica konci v rovnakom vrchole, v ktorom zacinala, dizka
kruZnice musi byt’ parna.

Opaény smer je zloZitejsie dokazat. Predpokladime, 7e vietky kruZnice maji parnu dizku
a chceme dokazat, Ze graf je bipartitny. MdZeme predpokladat’ sivislost’ grafu, keby nebol su-
visly, budeme pracovat’ s kazdym komponentom zvlast. Nech v je vrchol grafu anech A je
mnoZina vietkych vrcholov, do ktorych vedie cesta neparnej dizky zaginajica vo v a nech B je
mnoZina vietkych vrcholov do ktorych vedie cesta parnej dizky zaginajica vo v. Pretoze kom-
ponent je sivisly, kazdy vrchol leZi v A alebo v B. Ziaden vrchol nemoZe st¢asne byt v A aj
v B, pretoZe spojenim ciest neparnej dizky do A a parnej do B by sme dostali sled nepéarnej diz-
ky a ten obsahuje kruZnicu neparnej dizky, ¢o je v rozpore s predpokladom. Teda vrcholy mdzu
byt’ rozdelené na dve disjunktné podmnoZiny. Teraz iba musime ukdzat’, Ze kaZd4 hrana spéja
vrcholy z réznych podmnozin. Ked’ xy je hrana kde xe A, potom cesta neparnej dizky z v do x
nasledovana hranou xy vytvira cestu parnej dizky z v do y, teda ye B.

Ukazte, Ze graf reprezentujiici pripustné tahy kotilom na Sachovnici m X n (kde m, n si kladné

celé Cisla), je bipartitny graf.

Dve particie grafu budd stotoZnené s mnoZinami vrcholov zodpovedajicimi polickam ¢iernej,
resp. bielej farby. Ked’Ze kol na Sachovnici t'ahd vZdy z bielej farby na iernu a naopak, hrany
zodpovedajice tahom definuji bipartitny graf.

Ukazte, Ze neexistuje uzavretd cesta koniom pre Sachovnicu m X n, kde m, n su nepérne cisla.

Dokéazeme sporom. Ked’ m, n st nepdrne Cisla, ich nasobok je tieZ neparny. Podl'a predchadza-
juceho cvicenia je graf bipartitny. Ked’Ze musime vZdy skdkat’ z jednej particie A na druhd B a
Ziaden vrchol sa nesmie opakovat, teda hamiltonovskd kruZnica by vyzerala ako ay,b,
as,bs,...a;,bi,a1, pocet vrcholov v particidch musi byt rovnaky, ¢o ndm ddva ako stcet vrcholov
parne ¢islo. To vedie k sporu s tym, Ze m X n je neparne Cislo.

Ukazte, 7e existuje Grayov kéd dizky n bitov pre akékol'vek pozitivne &islo n, alebo, ekviva-
lentne, ukézte, pomocou matematickej indukcie, Ze n-kocka Q, mé vzdy hamiltonovskd kruz-
nicu.

Trik je pouZit Grayov kdd pre n na vygenerovanie kédu pre n + 1. Zoberieme Grayov kéd pre
n a priddme nulu pred kazdy retazec, aby sme dostali prvi polovicu Grayovho kédu pre n + 1,
potom zoberieme znova Grayov kéd pre n a priddme jednotku pred kazdy retazec, aby sme do-
stali druhd polovicu. Pri druhej polovici prevritime poradie kédov, aby sa tam, kde budi obi-
dve polovice susedit’, 1i5ili iba o 1 bit. Na formalny dokaz pouZijeme indukciu. Pre n = 1 je kéd
0,1 (¢o ale eSte nie je hamiltonovska kruznica). Predpokladajme induktivnu hypotézu, Ze
€11Cypens €, je Grayov kéd pre n. Potom Ocl,Ocz,...,Oczu ,lcz,‘ ,...1c,,1¢, je Grayov kéd pre n + 1.
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RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 11

11.1. Upravte Dijkstrov algoritmus na ndjdenie najkratSej vzdialenosti medzi dvoma vrcholmi a a z
v oby¢ajnom stvislom ohodnotenom grafe tak, aby bola ndjdend dlZka najkratSej cesty od vy-
chodzieho vrcholu a ku kaZzdému inému vrcholu.

Jediné, ¢o je potrebné upravit’, je nezastavit’ algoritmus, ked’ sa druhy zvoleny vrchol z dostane
do mnoziny S. Podmienku u while zmenime na nieco ako S # V.

11.2. Vyrieste problém obchodného cestujiceho pre graf na obr. 11.19 néjdenim celkového suctu vih
pre vSetky hamiltonovské kruZnice a ur¢enim kruZnice s najmensim celkovym sidctom.

OBRAZOK 11.19. a 3 b
HAMILTONOVSKE
KRUZNICE A ICH
DLZKY? 2 . 6
d 7 c
Hr’adajte hamiltonovské kruznice a ich diiky (vahy).

Nasledujiica tabul’ka urcuje tri rdzne hamiltonovské kruznice a ich vahy.

KruZnica véha

a-b-ccd-a 3+6+7+2=18

a-b-d-cca 3+4+7+5=19

a-c-b-d-a 5+6+4+2=17

Najmensi sucet vah mé poslednd kruznica.

11.3. Vyrieste problém obchodného cestujiceho pre graf na obr. 11.20 ndjdenim celkového suctu vih
pre vSetky hamiltonovské kruZnice a ur¢enim kruZnice s najmensim celkovym sidctom.

OBRAZOK 11.20.
HAMILTONOVSKE
KRUZNICE A ICH
DLZKY?

Hradajte hamiltonovské kruZnice a ich dizky (vahy).
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a,b,c,d, e, a, 27
a,b,c,e, d a 23
a,b,d,c,e, a, 30
a,b,d,e,c,a, 26
a,b,e,c,d,a, 20
a,b,e,d,c,a, 20

a,c,b,d, e, a, 35
a,c,b,e,d a 25
a,c,d,b,e, a, 32
a,c,d,e,b,a, 20
a,c,e,b,d a 28
a,c,e,d, b,a, 26

Vsetky hamiltonovské kruZnice s ich sic¢tom véh:

a,d,b,c,e,a, 35
a,d,b,e,c,a, 28
a,d,c,b,e, a, 29
a,d,c,e,b,a, 20
a,d,e,b,c,a, 25
a,d,e,c,b,a, 23

a, e b,c,d,
a, e, b,d,c,
a,e,c,b,d,
a, e c,db,
a, e, d,b,c,
a,e,d, c,b,

a,
a,
a,
a,
a,
a,

29
32
35
30
35
27

11.4. Navrhnite ohodnoteny graf tak, Ze celkovd suma vah uzavretého sledu, ktory navstivi kazdy

11.5.

2

aby sa vyhol prechodu cez ,,tazkd* hranu AC.

vrchol aspoii raz, je minimdlna pre sled, ktory navstivi niektoré vrcholy viackrit.

11.6. Zistite, ¢i je graf na obr. 11.21 planarny. Ked’ 4no, nakreslite ho bez kriZenia hran.

OBRAZOK 11.21.
ROVINNA
REPREZENTACIA?

d

a

e f

Da sa néjst’ rovinna reprezentacia daného grafu?

Daju sa z piatich domov viest’ cesty ku dvom studniam tak, aby sa Ziadna z ciest nekriZila?

Ked’ zoberieme trojuholnik ABC aurobime jednu z vih, povedzme AC, velmi velkd
(napr. 100), potom sa minimdlny t'ah bude tejto hrane vyhybat. Povedzme, Ze hrane AB dame
véhu 1 a hrane BC 2, potom by hamiltonovska kruZnica mala vahu 103, ale tah A-B-C-B-A na-
vstivi kazdy vrchol aspoii raz a md vahu 1 + 2 + 2 + 1 = 6. Tento tah navstivi vrchol B dvakrat,

Ide o rovinnu reprezentdciu grafu Ks,, ktord sa da jednoducho ndjst’ tak, Ze pitici vrcholov
z jednej particie (rozkladu) usporiadame na priamke, na jednej strane priamky bude jeden vr-
chol z druhej particie, na druhej strane priamky bude vrchol z druhej particie.

Neda sa najst’ rovinna reprezentacia daného grafu, graf je izomorfny s K33, s particiami {a, d, f}

a{b,c,e}.

11.7. Zistite, ¢i je graf na obr. 11.22 planarny. Ked’ 4no, nakreslite ho bez kriZenia hran.
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OBRAZOK 11.22. a b
ROVINNA
REPREZENTACIA?
1 § / >’ ¢
e d
Da sa ndjst’ rovinna reprezentdcia daného grafu?
C
e f
Rovinna reprezentacia grafu z obr. 11.22
11.8. Ukazte, Ze kompletny graf K5 nie je plandrny pri pouZiti podobnych argumentov, aké boli pou-

11.9.

zité v priklade s oblastami R pre K3 3.

Dokaz robime kontradikciou. Predpokladajme, Ze existuje rovinnd reprezenticia Ks, a volajme
vrcholy vy, va, V3, V4, vs5. Z kaZdého vrcholu ku vSetkym ostatnym musi viest’ hrana. Pre sekven-
ciu vy, va, V3, V4, Vs, V1, musi platit’, Ze tvori patuholnik. Ten rozdel'uje rovinu na vonkajsiu Cast’
a vndtornd Cast. Hrana {v, v;} musi existovat’, predpokladajme, Ze vo vnutornej Casti. Potom
hrany {v,, v4}, {v2, vs} musia byt vo vonkajsej Casti. To zabraniuje hrandm {vy, v4} a {vs, vs},
aby boli vo vonkajsej Casti. Ale obidve tieto hrany nemdzu byt vo vnitri bez kriZenia, Preto ne-
existuje rovinnd reprezenticia grafu K.

Predpokladajme, Ze stvisly planarny graf ma Sest’ vrcholov, kazdy stupiia 4. Na kol'ko stran
(oblasti) je rovina rozdelend planarnou reprezentaciou tohto grafu?

PouZijeme Eulerovu formulu |R| = |E| - |V| + |[K| + 1, teda |[R| =6 x4/2-6+ 1+ 1 =8.

11.10. Dokazte vetu 11.4.

Stupen kaZdej oblasti je najmenej 4 (graf neobsahuje sluc¢ky, ¢o by vytvorilo oblasti stupiia 1,
nasobné hrany, ¢o by vytvorilo oblasti dlzky 2, ani trojuholniky, ¢o by vytvorilo oblasti
ako 3. Preto, podobne ako v dokazu vety 11.2, 2|E| > 4|R| alebo |R| < |E|/2. Dosadenim do Eule-
rovej formuly dostdvame |E| - |V] + 2 < |E|/2, z ¢oho vychadza |E| < 2|V]|-4.
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11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

Predpokladajme, Ze stvisly planarny oby¢ajny graf s |E| hranami a |V| vrcholmi neobsahuje

ako 4.

Dékaz je rovnaky ako u cviéeni 11.10, iba dizky kaZdej oblasti teraz musi byt’ aspon 5. Tak do-
staneme 2|E| = 5|R)|.

Ktory z nasledujicich neplanarnych grafov ma vlastnost’, Ze po odstrdneni 'ubovol'ného vrcho-
Iu a vSetkych s nim incidentnych hran dostdvame plandrny graf?
(@) Ks
Ked’ odstranime vrchol z K5, dostdvame K, pre ktory sme si ukdzali v priklade v texte, Ze
je planérny.
(b) K
Ked’ odstranime vrchol z K, dostdvame Ks, pre ktory sme si ukdzali v texte, Ze nie je pla-
narny.
(©) K33
Ked’ odstranime vrchol z K3 3, dostdvame K3 5, pre ktory je v obr. 11.5, graf G5 ukazané, Ze
je planérny.
(d) K34
Ked’ odstranime vrchol z K3 4 vrchol z particie o 4 vrcholoch, dostdvame K 3, pre ktory sme
si ukdzali v texte, Ze nie je plandrny.
Priesecnikové Cislo (crossing number) obyCajného grafu je najmensi mozZny pocet pretati
dvoch hran inde ako v s nimi incidentnych vrcholoch (priCom Ziadne tri hrany sa nesmu pre-
tnit’ v spolo¢nom bode). Vo vSeobecnosti ide o vel'mi zlozity problém, doleZity na navrh elek-
tronickych obvodov (definuje pocet izolovanych drotov potrebnych na pridanie k ploSnému

2 w2

obvodu). Vasou ulohou je ukazat’, Ze K33 ma priesecnikové ¢islo rovné jedne;j.
Konstrukcia je ukdzana pri obr. 11.5, ukazujicom, Ze K3 je neplanarny.

Hriibka (Thickness) jednoduchého grafu je najmensi pocet plandrnych podgrafov, ktoré maji
graf G ako ich zjednotenie. T4to veli¢ina je doleZitd pre navrh elektronickych obvodov, aby bo-
lo moZné zistit', kol'’ko najmenej vrstiev je potrebné na stavbu obvodu. UkédZte, Ze graf K53 ma
hribku 2.

Konstrukcia je podobna ako pri obr. 11.5 graf G;, ukazujicom, Ze K;3 je neplanarny. Druhy
podgraf tvori iba hrana, ktord by inak po pridani sposobila kriZenie.

N4jdite hribku grafov (a) K5 (b) K¢ (c) K7 (d) K34 (€) Kaa (f) K55

Vsetky zo zmienenych grafov sd neplanérne, prvé tri obsahuji ako podgraf Ks, ostatné tri pod-
graf K3 3. Ich hribka bude teda najmenej 2. Problém mdZeme zobrat’ z opacného pohl'adu, kaz-
dy z prvych troch grafov je podgrafom grafu K5, a kazdy z ostatnych troch grafov je podgrafom
grafu Ks 5. Staci teda ukazat’, Ze grafy K7 a Ks 5 sa dajui rozloZit’ na dva plandrne podgrafy. To je
zobrazené na nasledujicom obrazku, kde G, a G, su plandrne podgrafy grafu K; a G; a G4 st
plandrne podgrafy grafu K s.
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11.16.

11.17.

11.18.

a

2 4

4
5 3
7
1
6
G, e
G,

Ukézte, Ze ked je G stvisly obyCajny graf s |V| vrcholmi a |E| hranami, potom jeho hriibka je
najmenej HE|/(3|V|—6)—’

Podl'a Vety 11.2 pre suvisly plandrny oby¢ajny graf G s |E| hranami a |V| vrcholmi, kde |V| = 3,
plati, Ze |E| < 3|V] - 6. Kazdy graf s viac hranami bude teda neplanérny, a ked’ mame graf rozlo-
Zit' na ¢o najmenej plandrnych grafov, kazdy z tychto grafov bude mat’ maximalne 3|V| - 6 hrén,
vsetky zvys$né hrany uZ musia tvorit’ d’alSiu vrstvu. Minimdlny pocet vrstiev je teda horna cela
¢ast’ podielu poc¢tu hran k podielu maximalneho poctu hran, ¢o sa vojde do planarneho grafu
o danom pocte vrcholov.

Pouzite cvicenie 11.16 na to, aby ste ukdzali, Ze hribka pre K, je najmene;j L(n + 7) / 6J .

Vzorec je isto platny pre n < 4, teda predpokladajme, Ze budeme bavit’ o prikladoch pre n>4.
Podla cvicenia 11.16 hribka pre K, je najmene;j

C(n,2)=n(n—1)/2=n(n—1)=l(n+1+ 2 j
3n-6 3n-6 6(n-2) 6 n-2

zaokrihlené nahor. PretoZe to nikdy nie je celé Cislo, rovna sa to o jednotku viac a zaokrihlené

nadol, teda

1 n+7 2

—|n+1+ Hl=——+——

6 n-2 6 6(n-2)
zaokrihlené nadol. Posledny ¢len moZe byt ignorovany: je to vZdy menej ako 1/6 a preto ne-
ovplyvni proces zaokrihl'ovania (pretoZe prvy ¢len md menovatel’ 6). Tym sme dokdzali, Ze
hribka pre K, je najmenej L(n + 7)/6J .

Nakreslite K3 3 na torus, aby sa hrany neprekryvali.

Povrch torusu si moéZeme zobrazit’ ako obdlZnik, kde l'ava strana je zlepena s pravou stranou
a vrchna so spodnou. Ciarkované hrany sd spojené na l'avej a pravej strane a horna s dolnou.
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11.19. Skonstruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.23. Ngjdite pocet farieb potrebnych na zafarbenie
mapy tak, aby Ziadne dve susedné oblasti (steny) nemali rovnak farbu.

OBRAZOK 11.23.
DUALNY GRAF

A ZAFARBENIE
MAPY?

N4jdite dudlny graf a zafarbenie mapy.

PretoZe vrcholy ABCD tvoria kompletny graf izomorfny s K4, musia byt na farbenie mapy
najmenej 4 farby. Oblasti E m6Zeme dat’ rovnaki farbu ako C.

11.20. SkonStruujte dudlny graf pre mapu na obr. 11.24. Najdite pocet farieb potrebnych na zafarbenie
mapy tak, aby Ziadne dve susedné oblasti (steny) nemali rovnaku farbu.
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OBRAZOK 11.24.
DUALNY GRAF
A ZAFARBENIE I3

MAPY?

11.21.

11.22.

N4jdite dudlny graf a zafarbenie mapy.

PretoZe vrcholy BCD tvoria kompletny graf izomorfny s K3, musia byt’ na farbenie mapy naj-
menej 3 farby. Oblasti E,F mo6Zeme dat’ rovnakd farbu ako C, a A ako D.

z vz

Aké je chromatické Cislo grafu typu "koleso" W,,?

V priklade v textu sme videli, Ze chromatické ¢islo C, je 2 pre parne n a 3 pre neparne n. Preto-
Ze koleso W, je iba C, s centrdlnym vrcholom naviac, prepojenym so vSetkymi vrcholmi C, na
obvode, W, potrebuje iba o jednu farbu viac ako C,, prave pre centrdlny vrchol. Preto je chro-
matické ¢islo W, je 3 pre parne n a 4 pre neparne n.

Navrhnite rozvrh na skdsky z predmetov Analyza algoritmov (A), Modelovanie a simuldcia
(M), Pocitacova grafika (P), Databdzy (D), Umeld inteligencia (U), Neurénové siete (N), Evo-
Iu¢né algoritmy (E), Operacné systémy (O), ked’ Ziadni $tudenti nemajii naraz zapisané pred-
mety Analyza algoritmov a Operacné systémy, nemaju naraz zapisané predmety Modelovanie a
simuldcia a Operacné systémy, nemaji naraz zapisané predmety Databazy a Umeld inteligen-
cia, nemaji naraz zapisané predmety Databdzy a Neurdnové siete, nemaji naraz zapisané
predmety Analyza algoritmov a Modelovanie a simuldcia, nemaji naraz zapisané predmety
Analyza algoritmov a Pocitacova grafika, nemaji naraz zapisané predmety Pocitacova grafika
a Databdzy, ale existuju Studenti, ktori maju zapisané vSetky ostatné mozné kombindcie.
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11.23.

Uvazujme graf reprezentujici dany problém. Vrcholy reprezentuji 8 predmetov a st spojené
hranou, ked existuji Studenti iddci na obidva predmety. Existuji teda hrany medzi vSetkymi
okrem siedmich vymenovanych dvojic. Je ovel'a I'ahSie nakreslit’ komplement grafu zobrazuji-
ci iba hrany pre vymenované dvojice.

P

(0]
[

E

Chceme najst’ chromatické ¢islo grafu, ktorého komplement sme nakreslili, farby budd ¢asové
periddy pre skisky. Pretoze vrcholy PUNEO tvoria Ks, chromatické ¢islo je najmenej 5. Aby
sme ukazali, Ze je prave 5, sta¢i zafarbit’ ostavajice 3 vrcholy. D m6Ze mat’ rovnaku farbu ako

U, a A a M m6Zu mat’ rovnaku farbu ako O. Preto je 5 ¢asovych periéd (farieb) postacujicich.

V slucke pocitatového programu sa objavuje 7 premennych. Premenné a kroky, v priebehu
ktorych musia byt’ uloZené sti:

t kroky 1-6

u krok 2

v kroky 2-4
wkroky 1,3 a5
xkroky 1 a6

y kroky 3-6

z kroky 4-5

Kol'ko rozdielnych indexovych registrov potrebujeme na uloZenie tychto premennych v prie-
behu vypoctu?

Tento problém mdze byt modelovany pomocou prienikového grafu mnoZin krokov, v priebehu
ktorych musia byt jednotlivé premenné uchovdvané. Tento graf ma 7 vrcholov, od ¢ po z. Hra-
na medzi dvoma vrcholmi existuje, pokial' obidve im odpovedajiice premenné musia byt
uschovédvané v priebehu niektorého spolo¢ného kroku. Odpoved’ou na problém je chromatické
¢islo takého grafu. Skor ako by sme analyzovali tento graf, zoberieme si jeho komplement, kto-
ry mé ovela menej hran. Tu sd dva vrcholy spojené v pripade, ked’ im odpovedajice mnoZiny
krokov nemaji spolo¢ny prienik. Jediné také hrany su {u, w}, {u, x}, {u, y}, {u, z}, {v, x},
{x, z}. Ziadna z hrén v komplemente nespéja Ziadnu dvojicu z mnoZiny {z, v, w, y, 7}, takzZe tie-
to vrcholy tvoria K5 v povodnom grafe. Aby sme ukdzali, Ze je prave 5, staci zafarbit’ vrchol u
rovnakou farbou ako w, a x rovnako ako z (tieto pary su spojené v komplementu hranou). Pre-
toZe chromatické ¢islo je 5, potrebujeme 5 registrov, s premennymi u a w zdielajicimi register,
rovnako ako x so z.
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11.24. Frekvencie mobilnych telefénov st priradované podla zén. KaZzda zéna ma priradend sadu
frekvencii, ktoré moZu byt’ pouZité mobilnymi telefénmi v tej zéne. Rovnaka frekvencia nemo-
Ze byt pouzita v zénach, kde by bol problém s interferenciou. Vysvetlite, ako k-tuple zafarbo-
vanie mdze byt’ pouZité na priradenie k frekvencii kazdému mobilného telefénu v oblasti.

Frekvencie budu farby, z6ny budi vrcholy a dve zény, ktoré su tak blizko, Ze interferencia by
spoOsobila problém, s spojené hranou. Potom je jasné, Ze k-tuple zafarbenie presne odpoveda
priradeniu frekvencii, ktoré nebude mat’ problémy s interferenciou.

11.25. N4jdite minimdlne dominujice mnoZiny grafov na obr. 11.25.

OBRAZOK 11.25. a b a e

MINIMALNE a
DOMINUJUCE
MNOZINY?

¢ 6 4 P g

Minimélne dominujice mnoZiny?

Pre graf G, je to vrchol e, pre graf G, je to ktordkol'vek dvojica vrcholov, kde jeden vrchol je z
mnoziny {a, b, c} a druhy z mnoZiny {d, e, f}, ako napr. mnoZina vrcholov {a, d}, pre graf G;
je to napr. Stvorica vrcholov {e, c, k, h} (existuje viac podobnych Stvorprvkovych mnoZin).

11.26. N4§jdite minimdlny po¢et ddm dominujicich n X n §achovnicu

(a) pren =3,
1 ddma v pozicii (2,2)

(b) pre n =4,
2 ddmy, napr. v poziciich (2,2) a (4,4)

(c) pren=>5,
3 damy, napr. v pozicidch (2,2) a (3,4) a (5,1). Na skontrolovanie, ¢i 2 damy nie su dost’, by
sme potrebovali skontrolovat’ C(25,2) = 300 dvojic.

11.27. Ukazte, Ze pocet vrcholov oby¢ajného grafu je mensi alebo rovny ndsobku c¢isla vrcholovej
nezavislosti (= maximélneho poctu vrcholov nezivislej mnozZiny vrcholov, t. j. independence
set) a chromatického Cisla grafu.

2 v

Nech n je pocet vrcholov grafu, k je jeho chromatické ¢islo a i je islo vrcholovej nezavislosti.
Potom existuje zafarbenie vrcholov grafu k farbami. PretoZe Ziadne dva rovnako zafarbené vr-
choly nie st spojené hranou, rovnako zafarbené vrcholy tvoria nezavisli mnoZinu vrcholov.
Preto je takych vrcholov maximélne i. To znamend, Ze celkovo je vrcholov maximélne ik, teda
ik >n, ¢o bolo potrebné dokazat’.
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RIESENE CVICENIA Z KAPITOLY 12

12.1.

OBRAZOK 12.19. )<{ ° /

KTORE sU

STROMY? Y ™~ X#
Gl G2 G3 -

12.2.

OBRAZOK 12.20.
KORENOVY
STROM

Ktoré z nasledujicich grafov na obr. 12.19 nie sd stromy a preco?

G,
Ktoré su stromy?

Grafy G, a G, st stromy, neobsahujui cyklus a st sivislé, graf G5 nie je strom, obsahuje cyklus,
graf G4 nie je strom, nie je stvisly.

Odpovedzte pre graf na obr. 12.20 nasledujuice dotazy:

(a) Ktory z vrcholov je koren? Koren je a.

(b) Ktoré vrcholy su vnitorné? Vnutorné vrcholy sa {a, b, ¢, d, f, h, i, j, k, [, m, n, r, s}.

(c) Ktoré vrcholy su listy? Listy st {e, u, v, w, g, x, 0, p, ¢,y 2, Z, t}.

(d) Ktoré vrcholy sd nasledovnici (synovia) vrcholu £? Nasledovnici vrcholu k st vrcholy g a
r.

(e) Ktoré vrcholy su rodicia vrcholu £? Rodi¢ vrcholu £ je d.

(f) Ktoré vrcholy st predkovia k? Predkovia vrcholu k st vrcholy d a a.

(g) Ktoré vrcholy st potomkovia vrcholu k? Potomkovia vrcholu & st vrcholy g, r, y, z.

Koretiovy strom.
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12.3.

124.

12.5.

Korl’ko neizomorfnych podstromov do 5 vrcholov obsahuje graf na obr. 12.20?

Neizomorfnych podstromov je 8, vSetky stromy, ktoré do 5 vrcholov existuju.

Majme n nenulovych prirodzenych cisel sy, s;, $3, ..., Sy, kde n = 2. Nutnd a postacujica pod-
mienka, aby existoval strom na n vrcholoch taky, Ze sy, s, 53, ..., 8,, s po poriadku stupne jeho
vrcholov, je

Z s, =2n-2
i=1
Dokézte.

B

Ked’ existuje strom so stupfiami sy, $7, 83, ..., Sy, potom z vzorca (10.1) urcujiceho ZS,. = 2|E

i=1

a zo vzorca pre stromy vety 12.2 |E| = |V| - 1 vychddza vzorec, ktory mame dokézat’.

V opacnom pripade, ked’ plati dokazovany vzorec, postupujeme matematickou indukciou, aby
sme dokazali, Ze existuje strom so stupfiami Sy, $3, $3, ..., S,. Pre n. =2 je s; = s, =1 a strom exis-
tuje. Nech n>2 a predpokladame existenciu stromu pre kazdi (n-1)ticu &isel s;, ktoré spliajui
dokazovany vzorec. Ked zvolime n &isel s;, ktoré spifiaji dokazovany vzorec, je vidno, Ze as-
poii dve z nich (povedzme sy, 5;) sa rovnajui 1 a asponi jedno d’alSie (povedzme s3) je vicSie ako
1. Cisla s, 53-1, 4, ..., 5, spifiaji indukény predpoklad a existuje teda strom o n-1 vrcholoch
s prisluSnymi stupfiami. Ozna¢me v fiom x vrchol (s3-1)ého stupiia a nech y je d’alsi vrchol ne-
patriaci do uvedeného stromu o n-1 vrcholoch. Teraz doplnime tento strom vrcholom y
a hranou xy.

Nech G je jednoduchy graf o n vrcholoch. Ukézte, Ze G je strom vtedy a len vtedy, ked’ je su-
visly a ma n — 1 hrén.

DokazZeme toto tvrdenie indukciou pre n, pocet vrcholov grafu G. Ked n = 1, ide o izolovany
vrchol, ktory je formalne strom, je stvisly a ma 1-1 = O hran. Tvrdenie je teda pravdivé. Teraz
predpokladajme, Ze tvrdenie je pravdivé pre obycajné grafy o n vrcholoch, a nech G je obycaj-
ny graf o n + 1 vrcholoch.

Po prvé predpokladajme, Ze G je strom; musime ukazat Ze G je suvislyazema (n+ 1)—1=n
hran. Samozrejme, G je stvisly podla definicie. Aby sme dokazali, Ze G ma pozadovany pocet
hran, potrebujeme nasledujiicu skuto¢nost’: strom s aspoii jednou hranou musi obsahovat’ vr-
chol stupna 1. (Aby sme to ukdazali, sta¢i si zobrat’ najdlhSiu jednoduchii cestu. Nejaka cesta
maximélnej dizky musi v koneénom grafe existovat’. Konce tejto cesty musia byt’ v strome vr-
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12.6.

12.7.

12.8.

choly stupiia 1, pretoZe inak by tito cesta mohla byt’ prediZena.) Nech v je vrchol stupiia 1 v G,
anech G” je G s v asnim incidentnou hranou odstrdneny. Novy graf G~ je stdle strom, nema
Ziadne kruZnice (graf G nemal Ziadne) a je stdle stvisly (odstrdnend hrana nie je potrebnd na
vytvorenie cesty medzi vrcholmi rozdielnymi od v). Preto podl'a indukénej hypotézy, G”, ktory
ma n vrcholov, méa n-1 hran; ked’Zze G ma o hranu viac ako G*, ma teda n hran.

Z druhej strany, predpokladajme, Ze G je stvisly a md n hrdn a (n + 1) vrcholov. Ked’ G nie je
strom, potom musi obsahovat’ kruZnicu. Ked’ z tejto kruZnice odstrdnime jednu hranu, vysledny
graf G” bude stéle suvisly. Ked’ je G” strom, potom s odstraniovanim hran kon¢ime; v opatnom
pripade proces opakujeme. PretoZe G ma konecny pocet hrdn, tento proces musi skoncit’ pre
nejaky strom o n+1 vrcholoch (strom ma rovnaky pocet vrcholov ako povodny graf G). Podla
predchéadzajiceho odseku ma tento strom n hran. To je ale v protiklade s tym, Ze sme odstranili
najmenej jednu hranu. Preto nas predpoklad, Ze G nie je strom, je zly. m

Predpokladajme, Ze 1024 T'udi sa tcastni Sachového turnaja. PouZite korefiovy strom ako model
turnaja na uréenie, kol’ko hier musi byt’ odohranych, aby sa ur¢il vitaz, pokial je hra¢ elimino-
vany po jednej prehre a turnaj pokracuje, dokial’ iba jeden tcastnik neprehral. Predpokladame,
7e nebudu Ziadne remizy.

Turnaj méZeme modelovat’ ako Gplny bindrny strom. KaZdy vnitorny vrchol reprezentuje vy-
hercu hry hranej jeho dvoma det'mi. Mame 1024 listov, jeden pre kazdého hraca. Korei je vi-
taz turnaja. Podla vety 12.3, pre m=2 a [=1024, n=i+[=m X i+ 1; z toho dostdvame
i=(l-1)/(m-1)=1023. Preto musi byt odohranych presne 1023 hier na uréenie vit'aza.

Retazovy list zacina ¢lovekom posielajiucim list desiatim d’alSim I'udom. Kazdy prijemca je
poZiadany, aby poslal list d’alSTm desiatim a kaZdy list obsahuje zoznam predchadzajicich Sies-
tich Tudi v retazci. Pokial zoznam neobsahuje menej ako Sest’ mien, kazdy prijemca posle
dvadsat’ kortiin prvému ¢loveku v zozname, odstrani jeho meno zo zoznamu a prida svoje vlast-
né meno na koniec zoznamu. Ked’ vSetci takto odpovedia na list a nikto nedostane viac ako je-
den list, kol’ko penazi ¢lovek zapojeny do ret'azca nakoniec dostane?

Nech P je clovek rozposielajuci list. Potom 10 l'udi dostane jeho list na konci zoznamu (na
6. pozicii). Potom 100 I'udi dostane list s jeho menom na piatej pozicii atd’., az 1 000 000 l'udi
dostane list s menom P na prvej pozicii. Preto by P mal dostat’ 20 000 000. Model je tu uplny
strom s vetvenim stupiia 10.

Kol’ko roznych izomérov maji nasledujice nasytené uhl'ovodiky?
(a) C3Hg

(b) CsHin

(c) CeHia

Z. definicie alkdnov (nasytenych uhl'ovodikov) vyplyva, Ze alkany maja Struktiru stromov. Sta-
¢i si v§imat’ iba stromy z uhlikovych atémov tychto uhl'ovodikov, hrany s vodikovymi atémami
stupfia vrcholov 1 potom iba automaticky dopliiaji pocet incidentnych hrén s kazdym uhliko-
vym atomom stupen 4. Ak chceme teda spocitat’ alkdny s danym po¢tom n atémov uhlika, staci
spocitat’ vSetky typy stromov s n vrcholmi, v ktorych sa nevyskytuji vrcholy stupna vécésieho
ako 4. Pre pripad (a) je to iba jeden graf, pre pripad (b) 3 a pre (c) 5, ako je vidno na nasledu;ji-
com obrazku.
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12.9.

12.10.

(a) (b) (c) °
o—j

Ukazte, ako mdze byt 16 cisel s¢itanych pomocou 15 procesorov v priebehu 4 ¢asovych kro-
kov potrebnych na séitanie dvojice ¢isel (vstup a prenos informdcie neuvaZzujeme za ¢asovo na-
ro¢né kroky a ich ¢as zanedbdavame v porovnani so s¢itanim).

Vytvorime kompletny bindrny strom o 15 vrcholoch, ktory reprezentuje siet’ so stromovou
Struktdrou o 15 procesoroch. V prvom kroku séitame prvych 8 dvojic Cisel v procesoroch
h,...,o. V druhom ¢asovom okamihu scitame vysledky tychto sictov v procesoroch d, ....g,
v trefom Casovom okamihu st to stucty vysledkov procesorov d,e v b af,g v ¢ a v poslednom
Stvrtom ¢asovom okamihu s¢itame vysledky z b,c v a.

Nech n je mocnina dvoch. Ukazte, Ze n ¢isel mdzZe byt s¢itané v log, n krokoch pri pouZiti siete
so stromovou Struktdrou o n -1 procesoroch.

Predpokladajme, Ze n = 2k, kde k je kladné celé cislo. Chceme ukdzat’ ako scitat’ n Cisel za
log,n krokov pri pouZiti siete so stromovou §truktirou o n-1 procesoroch. DokdZme to matema-
tickou indukciou na k. Ked’ k=1, potomn=2 an-1 =1 av log,2 = 1 kroku dokdZeme scitat’ 2
¢isla jednym procesorom. Predpokladajme ako induktivnu hypotézu, Ze mdZeme scitat’ n = 2k
v log, n krokoch pri pouZiti siete so stromovou Struktirou o n-1 procesoroch. Predpokladajme
teraz, Ze mame 2n = 2K &isel na s¢itanie, xj, Xa, ..., X2,. Siet’ so stromovou Struktirou o 2n-1
procesoroch spociva zo siete so stromovou Struktirou o n-1 procesoroch spolu s dvoma novymi
procesormi ako det'mi kaZzdého listu v (n-1)-procesorovej sieti. V jednom kroku mdZeme pou-
7Zit’ listy rozsirenej siete pre sCitanie x| + Xo, X3+ X4, X2,.1 + X2,. TO ndm ddva n cisel. Podl’a in-
duktivnej hypotézy teraz mdZeme pouZit’ zvysSok siete na scitanie tychto ¢isel v log, n krokoch.
Dovedna sme pouZili 1 + log, n krokov a ako sme potrebovali ukdzat’ log,(2n) = log,2 + logon
=1+ logn. m
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12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

Kol’ko vaZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie 'ahSej faloSnej mince spo-
medzi Styroch minci? Opiste algoritmus na néjdenie tejto I'ahSej mince pri pouZiti tohto poctu
véZeni.

Mince rozdelime na dve dvojice a tie porovname, zoberieme l'ahSiu dvojicu a ti porovname.
Potrebujeme teda dve porovnania.

Kolko véZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na ndjdenie faloSnej mince spomedzi
Styroch minci, ktord mdZe byt I'ahSia alebo t'aZsia ako ostatné tri?

PretoZe sd 4 rozne vysledky na tdto testovaciu proceddru, potrebujeme aspon dve vdZenia, pre-
toZe jedno vadZenie ndm modZe dat’ iba 3 moZné vysledky (terndrny rozhodovaci strom vysky
1 ma iba 3 listy). Ozna¢me si mince pismenami A,B,C,D. Porovndme mince A a B. Pokial st
v rovnovéhe, falo§nd minca je medzi druhymi dvoma. V tom pripade, porovnajte C s A, pokial
st v rovnovahe, D je falosnd minca, ked’ nie, C je falosnd. Na druhej strane, ked’ A a B nie st
v rovnovihe, jedna z nich je falo$nd. Opit’ porovnajte C s A. Ked’ st v rovnovahe, B je falo$na,
v opa¢nom pripade je A faloSna.

Kol’ko védZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie falo$nej mince, ktora je I'ah-
Sia ako ostatné, spomedzi 12 minci?

Pretoze existuje 12 rozdielnych vysledkov testovacej procediry, potrebujeme aspon 3 vézenia,
pretoZe 2 vaZenia by ndm dali 9 mozZnych vysledkov (rozhodovaci strom hibky 2 ma iba 9 lis-
tov). Rozdel'te mince na 3 skupiny po 4 minciach, a porovnajte dve skupiny. Ked’ si vyvaZené,
falo$nd minca je medzi ostatnymi Styrmi mincami. Ked’ nie si v rovnovéhe, falosna minca je
medzi I'ahSou Stvoricou. Teraz moZeme vyuZit' cvienie 12.11, pomocou dvoch d’alsich vazeni
ur¢ime faloSnd mincu.

Ktory z nasledujicich kédov je prefixovy kéd?
(a) a: 11, e: 00, : 10, 5: 01
Je prefixovy kdd, Ziaden z kédov nie je zaCiatkom iného kédu.
(b) a:0,e: 1,01, s: 001
Nie je prefixovy kéd, napriklad kéd pre a je zaCiatkom kédu pre s.
(¢c) a: 101, e: 11, £: 001, s: 011, n: 010
Je prefixovy kdd, Ziaden z kédov nie je zaciatkom iného kédu.
(d) a: 010, e: 11,7 011, s: 1011, n: 1001, p: 10101
Je prefixovy kdd, Ziaden z kédov nie je zaciatkom iného kédu.

Skonstruujte bindrny strom s prefixovymi k6dmi reprezentujicimi tieto kédové schémy:
(@) a:11,e:0,1: 101, s: 100

(b) a: 1, e: 01, £: 001, s: 0001, n: 00001

(c) a: 1010, e: 0, #: 11, s: 1011, n: 1001, p: 10001
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12.16.

12.17.

SkonStruujte bindrny strom reprezentujici Huffmanove kédovanie pre nasledujice symboly s
frekvenciami: a: 0,2; b: 0,1; c: 0,15; d: 0,25; e: 0,3.

Riadime sa algoritmom pre Huffmanove kédovanie. PretoZe b a ¢ st symboly s najmenSou vé-
hou, skombinujeme ich do podstromu, ktory budeme tu volat’ T1, s vdhou 0,1 + 0,15 = 0,25, so
symbolom s vic¢Sou vahou nalavo. Teraz dva stromy o najmensej vdhe st samostatny symbol a
a bud’ T1 alebo samostatny symbol d, oba o vahe 0,25. Ndhodne si zvolime T1, a dostivame
tak strom T2 s Pavym podstromom T1 a pravym podstromom a (mohli sme zvolit’ aj druht
moznost, vysledkom by bol odlisny, no rovnako kvalitny strom v ohl'ade priemerného poctu
bitov na zakédovanie). Dalsim krokom je kombindcia e a d do podstromu T3 s véhou 0,55.
Kone¢nym krokom je kombinécia T2 a T3.

Reprezentujte nasledujice vyrazy ako bindrne stromy
(@) (r®s)D((xDy)®z)
(b) rO(s®((xDy)®z))
(©) (r®s)®x)®y)®z
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12.18. Kolko rozdielnych moznych interpreticii ma kazdy z nasledujicich vyrazov, ked’ predpokla-
dame asociativnost’ operacie ® a ked’ ju nepredpokladame?
(a) x®y®z
(b) Dx®y®z
(c) RxDy®z

Ked’ predpokladame asociativnost’ opericie ®:

(a) 1 interpretacia, x®y&z

(b) 3 interpreticie, (t®x)®y®z, D(x®YRz), (IB(x®y))&z

(c) 4 interpreticie, (t®x)P(Y®z), ((1®Ox)Py)®z, (IO (xDy))®z, XD (Y®?Z))

Ked’ nepredpokladdme asociativnost’ opericie ®:

(a) 2 interpretacie, (x®y)®z, x& (y®z)

(b) 5 interpreticii, (1®x)R®(Y®z), tD(x®y)R®z), (D(x®(y®z)), (IP(x®y))®z, (1Px)Xy)®z
(c) 5 interpreticii, (I®x)D(Y®z), (1Rx)Py)®z, (I®(xDy))®z, IO(xD(y®7)), IR((xDy)®z)

12.19. Zostrojte infixovi, prefixovi a postfixovi formu vyrazov reprezentovanych nasledujicimi bi-
nirnymi stromami na obr. 12.21.

OBRAZOK 12.21. (a)

&
ZOSTROJTE / \ / \

INFIXOVU,
PREFIXOVU A / \
POSTFIXOVU K / \ / \
FORMU STROMOV / \
/ A .
AN
Ay
Zostrojte infixovu, prefixovi a postfixovi formu stromov.

(a) Infix (x®y) ®(xD(1®7)), prefix D xy®D x® 1z, postfix xy® x1zQDB®
(b) Infix r®((xPy)®2)Ds), prefix @r ®ODxyzs, postfix rxy® zQsO&
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12.20. Zostrojte strom rieSeni hry odoberania zapaliek, ked’ mate na zaciatku hry 5 zapaliek, kazdy
hra¢ moZe odobrat’ jednu, alebo 2 zdpalky a kto odoberie poslednu zapalku, tak prehral. Vrcho-
ly z jednotlivych vrstiev stromu ohodnot'te pomocou minimax principu.

Na obrazku sd vrcholy s poc¢tom zédpaliek na hromédke, jednotka oznacend kurzivou znamena,
7Ze ide o podstrom, kde vyhrdva 1. hra¢ (voliaci stratégiu max, teda vyberajici pre seba ako ide-
alnu stratégiu maximalne ohodnoteny zo svojich podstromov), —1 oznacend kurzivou znamena,
7Ze ide o podstrom, kde vyhrava 2. hrd¢ (min). Ohodnotenia hrdn —1 a -2 znamenaji odobratie
jednej alebo dvoch zépaliek hracom. Z ohodnotenia korenia je zrejmé, Ze pre prvého hrica exis-
tuje vitazna stratégia. Existuje aj trocha zloZitejSia populdrnejSia verzia tejto hry, voland nim,
kde si zapalky na niekolkych hromidkach a hri¢ modze odobrat’ 1 alebo 2 iba z jednej
z hromadok.

max

min

max

min

max

min
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13.1. Pre siete projektu na obr. 13.17 a 13.18 urcite minimalny celkovy cas, ktory zaberie dokoncenie
projektu, minimdlne ¢asové ohodnotenie E(v) u jednotlivych vrcholov a kritickd cestu. Kazda
z hréan je ohodnotena ¢asom potrebnym na splnenie tlohy jej priradené.

OBRAZOK 13.17. (a)
CASOVY PLAN
PROJEKTU

Casovy plan projektu, urgite kriticki cestu

Minimélny celkovy cas je 27, ohodnotenie E(v) je uvedené u vrcholov, kriticka cesta je tu¢ne

vyznacena.
5 4 21
27
3
OBRAZOK 13.18. (b)
CASOVY PLAN
PROJEKTU

Casovy plan projektu, urdite kritickd cestu
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Minimélny celkovy ¢as je 48, ohodnotenie E(v) je uvedené u vrcholov, kritickd cesta je tu¢ne
vyznacena.

13.2. Pre nasledujice kapacitné siete na obr. 13.19 a 13.20 s ohodnotenim hran ich kapacitami (na-
miesto dvojice opacne orientovanych hran je vZzdy vykreslend iba neorientovana hrana) najdite
maximélny tok z u do v a dokazte, Ze je tok maximilny ndjdenim minimélneho rezu, ktorého
kapacita sa rovnd hodnote vami nijdeného toku.

OBRAZOK 13.19. (a)
MAXIMALNY TOK A
MINIMALNY REZ?

N4jdite maximdlny tok a minimdlny rez siete.

Maximalny tok je 27, minimdlny rez je zobrazeny v druhom grafe.

14,

OBRAZOK 13.20.
MAXIMALNY TOK A
MINIMALNY REZ?

N4jdite maximdlny tok a minimélny rez siete.

Maximalny tok je 29, minimélny rez je zobrazeny v druhom grafe.
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13.3. Pre grafy z obr. 13.21 a 13.22 pouZite Primov algoritmus, za¢inajtci na vyznacenom vrchole v,
na nijdenie miniméalnej kostry a urcite jej vahu.

OBRAZOK 13.21. (a)
MINIMALNA

6
KOSTRA? | v
3
9

N4jdite minimalnu kostru.

Viéha minimélnej kostry je 16, kostra je zvyraznend tu¢nymi hranami v grafe.
6
l I
3
9
! .
4 y 6
3
v

OBRAZOK 13.22. (b)
MINIMALNA

KOSTRA?

Néjdite miniméalnu kostru.
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134.

13.5.

13.6.

Viéha minimélnej kostry je 21, kostra je zvyraznend tu¢nymi hranami v grafe.
3 |
7
E I |
2 6

Pouzite Kruskalov algoritmus na nijdenie minimdlnej kostry pri grafoch z prikladu 13.3 a urcite
jej vahu.

98]

Riesenie: Ndjdené kostry si rovnaké, ale keby niektoré z hran s vy$§imi vdhami mali rovnaké
véhy, potom tak Kruskalov, aj Primov algoritmus by mohli viest' k rozdielnym kostram kvoli
nihodnosti vyberu u rovnako ohodnotenych hran.

Nech T je minimdlna kostra ohodnoteného grafu G. Urcte, ¢i nasledujtice tvrdenia sd pravdivé:
(a) Vaha kazdej hrany patriacej do T je mensSia alebo rovnd vahe l'ubovolnej hrany z G nepat-
riacej do 7.

Kontrapriklad

(b) Ked Ziadne dve hrany nemajii rovnaki vdhu, potom Kruskalov algoritmus vyberie kostru T
jednoznacne.

Tvrdenie je pravdivé, Kruskalov algoritmus potom pri vybere hran nema volbu, postup je
striktne deterministicky.

Pouzite prehl'addvanie do hibky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu z obr. 13.23.
Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy si usporiadané abecedne
(namiesto typického postupu prehl'addvania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).
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OBRAZOK 13.23.

e h i
KOSTRA a ®
PREHIADAVANIM
DO HLBKY?
c d
b ®
S g J

Nijdite kostru prehladavanim do hibky.

Ked za¢neme vo vrchole a aideme v abecednom poradi, potom je kostra nijdend pomocou
prehladavania do hibky jednoznagne definovana. Zatneme vo vrchole a a vytvorime cestu vy-
znacend tuénymi hranami aZ do bodu i predtym, ako sme niteni sa vratit. Z vrcholu /& nejde
cesta na Ziaden eSte nenavstiveny vrchol, ale z vrcholu g ide cesta na nenavstiveny vrchol j. Do-
stdvame kostru vyznacend tuénymi hranami.

13.7. PouZite prehl'adavanie do hibky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu z obr. 13.24.
Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy si usporiadané abecedne
(namiesto typického postupu prehl'addvania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).

OBRAZOK 13.24. k )
KOSTRA
PREHLIADAVANIM
DO HLBKY?
l J a b
h g d c
f e

Nijdite kostru prehladavanim do hibky.
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13.8.

13.9.

Ked za¢neme vo vrchole a aideme v abecednom poradi, potom je kostra nijdend pomocou
prehl'addvania do hlbky jednoznacne definovand. Za¢neme vo vrchole a a vytvorime cestu vy-
znacenu tuénymi hranami az do bodu /.

k l
i j a b
h g d c
f e

Pouzite prehladdvanie do Sirky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu zadaného
v cviceni 13.6. Zvol'te vrchol a ako koreii tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy sd usporia-
dané abecedne (namiesto typického postupu prehladdvania vykresleného grafu ,,zI'ava dopra-
va“).

Postup priddvania hrén do kostry T by bol {a, b}, {a, c}, {c, d}, {d, e}, {d,f}, {e, h}, If, g},
{h, i}, {g.]}

Pouzite prehladdvanie do Sirky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu zadaného
v cviceni 13.7. Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy sd usporia-
dané abecedne (namiesto typického postupu prehladavania vykresleného grafu ,,zI'ava dopra-
va“).

Postup priddvania hran do kostry T by bol
{a, b}, {a,d}, {a,j}, {a, 1}, {b, c}, {d, e}, {d, g}, {j. i}, {). K}, {e. /1, {g. h}
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13.10.

13.11.

13.12.

k l
i J a b
h g d c
f e

Co musi platit’ pre dand hranu jednoduchého siivislého grafu, aby bola v kazdej kostre tohto
grafu?

V pripade, Ze je tito hrana mostom.
Kedy m4 jednoduchy suvisly graf prave jednu kostru?

Vtedy, ked je graf stromom a kostra je s tymto grafom totoznd V pripade, Ze graf obsahuje
kruZnicu o k hranich, potom existuji kostry obsahujice akikol'vek podmnoZinu o k-1 tychto
hranich.

PouZite prehladdvanie do hibky na ndjdenie priradenia farieb vrcholom grafu z obr. 13.25
s vyuzitim iba troch farieb.

OBRAZOK 13.25.
FARBENIE

PREHIADAVANIM

DO HLBKY?

Najdite farbenie 3 farbami prehl'adavanim do hibky.

Uvadzame strom prehladdvania, kedy v pripade eSte nepouzitych farieb pokladdme vSetky
farby za ekvivalentné a preto neuvddzame permuticie ndjdeného rieSenia s vymenou farieb
medzi mnozinami vrcholov rovnakej farby. V takom pripade existuje iba jedno rieSenie. Farby
su oznacené prirodzenymi ¢islami
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13.13. Pouzite prehladdvanie do hibky na najdenie rieSenia problému n diam na Sachovnici pre zada-
né hodnoty 7.

(a)

(b)

(©

n=73

Pre 3 x 3 Sachovnicu za¢neme prehl'addvanie umiestnenim ddmy na pozicii (1,1). Jedina
moZnost’ na umiestnenie damy v druhom stipci je pozicia (3,2). Teraz neexistuje pozicia,
na ktorii umiestnit’ ddamu v tretom stipci. Preto sa vratime v prehlad4vani naspit a poku-
sime sa umiestnit’ prvi ddmu na poziciu (2,1). Potom nie je moZné umiestnit’ ddmu do
druhého stipca. Na ziklade symetrie nepotrebujeme uvazovat® poziciu prvej damy v §tvor-
ci (3,1), bola by ekvivalentnd pozicii (1,1) cez stredovu ¢iaru. Tym sme ukdzali, Ze rieSe-
nie neexistuje.

n=>5

Zacneme s umiestnenim damy v pozicii (1,1). Prva pozicia, kam sa d4 umiestnit’ ddma v
druhom stipci, je (3,2). Jedind moZna pozicia v tretom stipci je (5,3), podobne vo §tvrtom
stipci (2,4) a v piatom (4,5). Na nijdenie tohto rieSenia sme nast'astie vobec nepotrebovali
pouzit’ prehlad4vanie do hibky.

n==6

Cast’ stromu rieSeni odpovedajiica umiestneniu prvej dimy na poziciu (1,1) je dost’ velka
a nevedie k rieSeniu. (Druhd ddama modZe byt’ na pozicidch (3,2), (4,2), (5,2), alebo (6,2).)
Ked’ je druhd ddma na pozicii (3,2), potom tretia moZe byt na pozicidch (5,3) alebo (6,3).
Po d’alSom preskimani a navratoch zistime, Ze pre poziciu zacinajicu na (1,1) neexistuje
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rieSenie. Ako d’alSiu zacneme poziciu (2,1) pre prvi damu. Po niekolkych ndvratoch v
strome rieSeni ndjdeme umiestnenie zvySnych ddm na poziciach (4,2), (6,3), (1,4), (3,9), a
(5,6).

13.14. Pouzite prehladdvanie do hibky na ndjdenie podmnoZiny, pokial existuje, pre mnoZinu
{27, 24,19, 14, 11, 8} so sictom rovnym
(a) 41
Po prekroceni hl'adaného stétu sa uz nepokracuje hlbsie do stromu prehl'addvania a pri-
davaju sa vzdy iba menSie Cisla, ako je uZ najmensie obsiahnuté vo vytviranej podmnozi-
ne.
t

/ zrov

{27} {24} {19} {14} {11} |
=27 ¥=24 =19 ¥=14 3=11 %

— N — | | \ N
(27,24} (27,19} (27,14} {27,11) {24,19} {24,14} (24,11} {24.8} {19 14} (19,11} (19,8} {14,11} {118}

8}
=8

=51 3=46 3=41 z=|38 ¥=43 z=|38 z=|35 ¥=32 /| 3= FO ¥=27 z=|25 3=19
(27,11,8} (24,148} {24,11,8}{19,14,11}{19,14,8}{19,11,8} (14,11,8)
$=46 =46  ¥=43  ¥=44  3=41 =38 ¥=33

(b) 60

Po prekroceni hl'adaného sti¢tu sa uz nepokracuje hlbsie do stromu prehl'addvania a pri-
davaju sa vZdy iba menSie Cisla, ako je uZ najmensSie obsiahnuté vo vytvdranej podmnoZi-
ne. Pre pripady, ktoré by prekro€ili 60, uvddzame kvoli ispore miesta iba $ipky. Bodko-
vané $ipky znacia, Ze celkova suma pre akikol'vek kombindciu zloZenud zo zvySnych ¢isel
nemdZe dosiahnut’ 60 a preto uz podstrom rieseni nie je uvadzany (aj ked’ do prehl'ad4va-

nia do hibky by sa takéto osekavanie stromu muselo $pecidlne zaviest).

=0

_27 2:24 "" “..A"
{27,24} {27 19} {27 14} {27,11} {24 19} {24,14}

2=38 2=38

A I R

(27.24,8) (27,19,14}{27,19,11} {27,19.8} {27,14,11} {27,11,8} {24,19,14}{24,19,11} {24,19,8} {24,14,11}
¥=59 360 ¥=57 =54 =50  I=46  3=57 =54  3=51 ¥=49

l {27,144:11,8} l ‘L {24,1},11,8}
2=60 =57

13.15. Vysvetlite, ako je moZné prehl'addvanie do hibky vyuZit' na nijdenie cesty v mizeu, pri zada-
nej Startovnej pozicii a cielovej pozicii. Miizeum md plan poschodia nakresleny na obr. 13.26.
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OBRAZOK 13.26. | | | I
PLAN MUZEA
PREROBIT NA 4 8 9
GRAF - -
6 I
5 3 10
2 7 11 12

1

Plan muzea reprezentovat’ grafom.
(a) Nakreslite graf reprezentujici plan poschodia, kde kaZzdd miestnost’ bude ako vrchol a

kazdé dvere ako hrana.
Graf reprezentujici plan poschodia:

10

Qo

11 12

(b) Urobte prehladavanie do $irky a do hibky, so $tartom v miestnosti 1 a cielom v miest-
nosti 8.

Grafy prehl'addvania do Sirky a do hibky, so §tartom v miestnosti 1, ked’ ciefom je prist’ do
miestnosti 8. Uvadzame kostru vytvaranud pri prehl'addvani. Pri prehl'addavani do Sirky —
grafy (A), (B) aj do hibky — grafy (C), (D) uvddzame najprv graf, kedy prehl'adavame
miestnosti podl'a poradia ,,najprv vlavo®, ako druhy uvddzame graf pre poradie ,,najprv
vpravo*:
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(A) . o
11 12
(B) . o
11 12
(C) . o
11 12

10

3 6 7 11 12

(c) Porovnajte, ktory zo spdsobov prehl'addvania by ste odporudili.

Pokial’ meriame iba pocet novych dveri, ktorymi sme presli, najvyhodnejSie je prehl'ada-
vanie do hibky podl'a poradia ,,najprv vIavo®, potom ide prehlad4vanie do irky podla po-
radia ,,najprv vlavo®, za nim ide prehl'addavanie do Sirky podl'a poradia ,,najprv vpravo®,
a nakoniec ide prehl'adavanie do hibky podla poradia ,najprv vpravo“. Samozrejme, pri
prehl’'adavani neznameho grafu sa nedd vopred odporucit’ najlepsia stratégia.
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PRILOHA B
VZOROVE PISOMKY







VZOROVE PISOMKY

Cielom tejto prilohy je pomoct Studentom (a pripadne aj pedagégom) ziskat’ odhad ndro¢nosti pri
skdske. Skuska sa sklada z 3 pisomiek pisanych v priebehu semestra a zaverecnej pisomky ku skuske.

Pisomky v priebehu semestra trvaji 30 minut, zadvere¢nd pisomka 1,5 hodiny. Dalej uvddzame vzorové
pisomky spolu s ich rieSenim.

1. KONTROLNA PISOMKA

1. priklad. Dokézte pomocou matematickej indukcie pre prirodzené ¢islo n > 1, Ze plati

n

2t =2"-1

i=l1

RieSenie:
(1) Indukény predpoklad P(n): Y 27 =2"-1
i=1
(2) Platnost’ pre n=1 P(1): 27'=2'-1" (tento predpoklad je platny)

n+l n

(3) Dokaz platnosti pre n+1  P(n+1): D 27 =327 42" =27 142" =2.2" —1=2"" —1
i=1 i=1

2. priklad. Dokézte pomocou nepriameho dokazu, Ze ked pre p,q =0 plati ( pq) # P ; c) , potom
P#q.
s . . . ) pP+tq
Riesenie: Dokazujeme, Ze ked’ p =g, potom =—
j p=q.potom \/(pg) ==

3. priklad. Pomocou pravidiel o charakteristickych funkcidch dokazte, 7e (C-B)NA=(CNA)-B
RieSenie: (C-B)NA= {x,‘min{min{uc (x). 1=, (x)} .1, (x)} = 1}

(CnA)-B= {x;min{min{uc (%), ()} 1—py (x)} = 1}

min{x,min{y, Z}} = min{min{x, v} Z}
(Pre dokaz posledného vztahu pozrite cvicenie 1.10b).
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4. priklad. Znazornite kazdd relaciu pomocou orientovaného grafu a rozhodnite, ¢i dana reldcia je
reflexivna, symetrickd, antisymetricka alebo tranzitivna

@ {(2.2),(2.3).(24).(32).(33).(3.4).(4.4)]

RieSenie:

Reldcia je reflexivna, nie je symetrickd, nie je antisymetrick4 a je tranzitivna.
) {(1.2),(2.3).(3.4)}

RieSenie:

4 3

Relécia nie je reflexivna, nie je symetrickd, je antisymetrickd a nie je tranzitivna.
5. priklad. Ngjdite koeficient x°y* v rozvoji (2x+3y)’

8

RieSenie: (2)c+3y)8 = Z[S.J(zx)g_j (3y)j = "'+@j25XS33 Vit

j=0

8
Koeficient pri x’y’ je binomidlny koeficient (3)

8 7. .
23} [3] =23’ —2 72 ? ==2°% ¥ =237 =2'37

6. (prémiovy) priklad. Pomocou De Morganovho vztahu pre komplement zjednotenia dvoch mnozin
dokazte formulu

(Al U A, uA3)=‘K1 GZZ mza
kde A; st mnoZiny.
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2. KONTROLNA PISOMKA

. priklad. Pit dvojic chlapec—dievca stoji za sebou v dvojstupe. Kol'ko existuje takych moznosti
zmeny pozicie dievcat, aby Ziadna nebola u svojho pdvodného partnera?

Riesenie: Pocet derangementalnych permutacii 5 objektov je

po=sfitel Lt M) o[l L L 1500220851,
12 34 2 6 24 120 120

. priklad. Na fakulte je 300 $tudentov, ktori si zapisali predmet Matematicka analyza, 200 Studen-
tov, ktori si zapisali predmet Diskrétna matematika a 150 Studentov, ktori si zapisali sucasne pred-
mety Matematickd analyza a Diskrétna matematika. Kolko Studentov mé zapisany aspoi jeden z
predmetov Matematickd analyza alebo Diskrétna matematika.

Riesenie: |MA| =300,

DM| =200, |MANDM|=150
|MAU DM | =|MA|+|DM |—|MA ~ DM| =300+ 200-150 = 350

. priklad. Na mnoZine prirodzenych ¢isel A = {0,1,2,3} je dana operacia V : xVy = (x + y) modulo 4
(a) Dokézte alebo vyvritte, Ze (A, V) je algebraickd Struktiira.

Riesenie: Zostavime multiplikacni tabul’ku

vio 1 2 3
0j{0 1 2 3
1|1 2 3 O
212 3 0 1
33 0 1 2

Z tabul’ky vyplyva, Ze ktorakol'vek kombindacia x,ye A produkuje z = xVy, kde ze A, a teda ide
o algebraicku Struktdru.

(b) Vypocitajte, kol'’ko rdznych moznosti ozatvorkovani je treba ohodnotit’, aby ste dokazali, Ze bi-
nidrna operécia je asociativna (na overenie jednej rovnosti nech uvazuji dve ohodnotenia —
zvl4st pre avi a pre pravi stranu). Uved'te aspon dve rovnosti.

RieSenie: Poget ozatvorkovani je 4° 2 = 128,
rovnosti si napr. (0VO)V0 = 0V(0V0), (0OVO)V1 =0V(0V1), ...
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3. priklad. Maximalne zjednodusSte pomocou Quinovej a McCluskeyho met6dy logicky obvod

X —>0—
=)
—— 1
X—>0——
—
—_—
Y
o — \
y
z )
RieSenie:
X —>o—
=)
X—>0——
—
> —
—_—
e
P, O \
y
z )
0. etapa 1. etapa 2. etapa
1 (001) 1 (1,2) (0#1) 1 (1,2), (3,4) (##1)
2 (011) 2 (1,3) #01) alebo
3 (101) 3 2,4) (#11) (1,3), (24
4 (111) 4 34 (1#1)

f(x,y,z)=f?z+fyz+x§z+xyz=f(§+y)z+x(§+y)z=fz+xz=(f+x)z=z

5. priklad. Pre ktoré hodnoty parametrov p a ¢ ma matica

1 0 2 -1

2 1 -1 2
A:

p 1 1 1

g 1 -3 3

hodnost’ 2?
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RieSenie:
1 0 2 -1 (10 2 -1
PR R I A 4
lpl1 1 1] |01 1-2p 1+p
gl 1 -3 3) (0 1 =3-29 3+gq

Z podmienky rovnosti 3. a 4. riadku dostaneme 1-2p=-3-2g a 1+ p=3+gq, rieSenim tejto
sustavy dostaneme p = 3 a g = 1, potom posledné ekvivalentnd matica ma tvar

10 2 -1
01 -5 4| (10 2 -1
A~ ~
9—1%—4—[01—54)
——5—4

6. (prémiovy) priklad. Zostrojte inverznd maticu pre
-4 3
A=
A= 2 -3
3 4

Riesenie:
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3. KONTROLNA PISOMKA

1. priklad. Rieste systém linedrnych rovnic metédou GEM.

x -x, +x; +x, = 5

2x, +x, Hx;, -x, = 17

3, 0 +5x;, +0 = 12

x  2x, +3x;, 2x, = 2

RieSenie:

1 -1 1 115 1 -1 1 115 1 -1 1 1 5
A,_214—17 21 4 =117 0O 3 2 -3|-3
13 0 5 0 |12] I3 0 5 0 |12] |32 =3T=3
1 2 3 2|2 1{ 2 3 2|2 0—3—2—=3T1=3

Zavedieme substitucie x, =u, x, =v, kde u,v€ R, potom z prvych dvoch rovnic dostaneme

x,=4-(5/3)u
x,==1-(2/3)u+v
X, =u
X, =V
Vektor nezndmych mi tvar
4 -5/3 0
_ -1 -2/3 1
X = +u +v
0 1 0
0 0 1

t.j. x,=4x,=-1x,=0,x,=0.
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2. priklad. Vypocitajte determinant matice

1 21 3
1 0 2 1
A=
21 10
1 1 01
Riesenie:
1 21 3 11 2 1 3|1 2 1 3 1 2 1 3
1 0214 10 -2 1 -2/ 10 -1 -1 =2 0 -1 -1 -2
2110 [0 -3 -1 -6/ 0 -3 -1 -6 0O 0 2 0
1 101 |0 -1 -1 =2/ |0 2 1 =2 o o0 3 2
1 2 1 3 2 1 3 1 2 3 1

1
0 -1 -1 -2 0 -1 -1 2 0 -1 -2 -1
o 0 2 010 0 3 2 o 0 2 3
0 0 3 20 0 2 O 0o 0 0 2

3. priklad. Existuje obyc¢ajny graf s 7 vrcholmi, ktorého stupne st 4, 4, 4, 1, 1, 1, 1? Ak ano, nakresli-
te ho, ak neexistuje, zdovodnite preco.
RieSenie:
Podla vety
4,4,4,1,1
0,0,1
,1,1,0
0,0,0

10.3. upravujeme postupnost’ takto:
1

s Ly Lo

s~

1
1
, 0

s U

N L W
S W W

0,-1,-1,0,0
Postupnost’ nie je grafovd, neexistuje obycajny graf s danymi stupfiami vrcholov.

)

4. priklad. Doplnkovy (complementary) graf G ku grafu G ma rovnaki vrcholovii mnoZinu ako G.
Dva vrcholy st spojené hranou v G vtedy, ked’ nie st spojené v G. Ked je G oby&ajny graf o 16
hranich a G ma 50 hrén, kol’ko vrcholov m4 graf G?

RieSenie:

Graf zjednoteny s komplementom ddva kompletny graf
2[E|=[v]deg (v)
2% 66 =|V|x(|V|-1)
v|=12

5. priklad. Predpokladajme, Ze plandrny graf ma dve komponenty, kazdi s 6 vrcholmi stupnia 3. Na
kol’ko stran (oblasti) je rovina rozdelena plandrnou reprezentaciou tohto grafu?

Riesenie: PouZijeme Eulerovu formulu |R| = |E| - [V| + |K| + 1, teda |R|= 12 X% 3/2-12+2+ 1 =9.
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6. (prémiovy) priklad. D4 sa niektory z grafov na nasledujiicom obrazku nakreslit’ jednym tahom?
Preco 4no a preco nie? (Cislice u vrcholov st iba indexy)

Gl

RieSenie: V grafe G1 su iba dva vrcholy (s indexmi 5 a 6) neparneho stupiia, teda existuje eulerov-
sky tah. V grafe G2 su 4 vrcholy (s indexmi 2, 5, 6, 9) neparneho stupila, teda neexistuje eulerov-
sky tah.
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ZAVERECNA PISOMKA

1. priklad. Dokazte metédou vymenovanim pripadov tieto vlastnosti:

max{a,min{b, c}} = min{max{a,b} ,max{a,c}} , kde a,b,c su redlne &isla.

Riesenie:
(@) a<b<c
max{a min{b, c}} = min {max{a b},max{a,c}}
b c
(b) agc<h
max{a mzn{b c}} {max{a b},max{a,c}}
(c) b<a<c
max{a mzn{b,c}} {max{a b},max{a,c}}
b a c
(d) b<c<a
max{a min{b, c}} {max{a b},max{a,c}}
a a
(e) c<a<b
max{a mzn{b c}} =min {max{a b},max{a,c}}
b a

) c<b<a

max{a,min{b,c}} = min {max{a,b},max{a,

c a a

c}}

a a

Vo vsetkych pripadoch sme dostali rovnost’, ¢iZe identita plati pre kazdé a, b, c.
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2. priklad. DokédZte pomocou matematickej indukcie (a+b)" 2a" +b" pre a,b>0.
RieSenie:
(1) Indukény predpoklad P(n): (a+b) 2a" +0b"
(2) Platnost pre n = 1 P(1): (a+b)=a' +b" (tento predpoklad je platny)
=(a+b)" (a+b)2(a" +b">(a+b)

:an-H +bn+l +anb+abn 2an+l +bn+l
>0

n+l

(3) Dokaz platnostipren+ 1 P(n+1): (a+b)

3. priklad. Zistite, ¢i relacia R nad mnoZinou vSetkych I'udi je reflexivna, symetrickd, antisymetricka,
alebo tranzitivna, pricom (x,y)€ R vtedy a len vtedy, ak

(a) xje mensi akoy,
RieSenie:
tranzitivna: VxVsz((x <y)a(y<z)=(x< z))

antisymetrickd: VxVy((x,y)€ R=>(y,x)& R)

(b) x ma rovnaké krstné meno ako y,
RieSenie:
reflexivna: Vx((x,x)e R)
symetrickd: VxVy((x,y)€ R=(y,x)€ R)
tranzitivna: VxVsz((x, y)€ RA(y.z2)e R=(x,z)€ R)

(¢) xay sanarodili v rovnakom dni,

RieSenie:

reflexivna: Vx((x,x)e R)

symetrickd: VxVy((x,y)€ R=>(y,x)€ R)

tranzitivna: VxVsz((x, y)ERA(y.z2)e R=(x,2)€ R)

4. priklad. Kol’ko existuje binarnych retazcov dizky 10, ktoré
(a) obsahuju prave jednu jednotku,
Riesenie: 10

(b) maximaélne tri jednotky,

10 10 10 10
Rie§enie:(0)+[1j+(2j+(3]=1+10+45+120=176
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(c) minimélne tri jednotky,
RieSenie:

10 10 10 10 10 10 10 10

+ + + + + + + =
(PSS E A7 (1) o
120+ 210+ 252+210+120+45+10+1=968

=2'"-C(10,0) - C(10,1) - C(10,2) = 1024 — 1 — 10 — 45 = 968

5. priklad. V ko$i mdme 100 jabi¢ok, z ktorych 20 je Gervivych a 15 je nahnitych. Nech v kogi je 10
jabl&ok, ktoré su Cervivé a nahnité, kol’ko jabl¢ok v kosi nie je ani ervivych a ani nahnitych?

RieSenie: A, ={Cervivé jabicka} , A, ={nahnité jabicka} |A | =20,

Al=15,|A NA)|=10,

A UA,

4 04| =[vl=|a v Al =[U]=(|A]+[A]=]4 A 4)
=[U|-|A]|-|4,|+|A N A,|=100-20-15+10 =
6. priklad. Pomocou Quinovej a McCluskeyho metddy najdite optimalne vyrazy k Boolovym funk-
cidm
WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXYZ + WXY 7 + WXYZ + WXYZ + WX Yz .

RieSenie:
0. etapa 1. etapa 2. etapa

1 | (111D) 1 (1,2) (111#) 1 (3,6),(4,8) | (##01)
2 | (1110) 2 | (1,3) (11#1) 2 | (34),6,8) | (##01)
3 | (1101) 3 (3,4) (1#01)

4 | (1001) 4 | (3,6 (#101)

5 | (1000) 5 4,5) (100#)

6 | (0101) 6 | 498 (#001)

7 | (0010) 7 | (6,8) (0#01)

8 | (0001)

U° i) (1110)  (1101) (1001)  (1000)  (0101)  (0010) (0001)

Ujf“ (111#) (11#1) (1#01) (#101) (100#) (#001) (0#01)

U’ (#H#01)
V ={(111#),(##01),(100#),(0010)}

f(wx,3,2) =wxy + Yz + WXy + Wz
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7. priklad. Zostrojte spinacie zariadenie zodpovedajiice spinacej funkcii f
ey zuvw)=(xy+z(@+v))w+u

Riesenie:
X Y
7w L
W . U
2 —
_/V

U

8. priklad. N4jdite rieSenie sustavy linearnych rovnic pomocou Crameroveho pravidla
2x, =3x, +x, =1
X +2x,-x,=0

2x, + x,+x,=-1

Riesenie:
2 3 1 1 3 1
lAl=1 2 -1l=12, |[A|=0 2 -1=2,
2 1 1 -1 1 1
2 1 1 2 3 1
|A,|=[1 0 -1=-6, |A|=]1 2 0[=-10
2 -1 1 2 1 -1
Potom riesenie
(2l 6 1 -0 5
12 6 12 2 712 6
. priklad. Rieste pomocou inverznej matice sistavu rovnic
x+y =3
xt+y+z =0
x—-y-z =2
RieSenie:
11 0|1 0O 1 1 01 0O 1 1 01 0O
11 1|01 o|(d-1~-{0 0 1|11 O{+1I~|0 2 0|2 11
1 -1 =10 0 1)mr-1 (0 -2 -1-1 0 1 0 -2 -1-1 0 1)-1H+1
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11 o1 O 0)/+1/200 (1 O OO0 1/2 1/2

~10 -2 0-2 1 1 ~10 =2 0-2 1 1 *-1/2)
00 1-11 0 00 1-11 0

1 0 00 1/72 1/2 0 172 1/2 3 1

~0 1 01 -1/2 -1/2|~|1 =1/2 -1/2|x|0|=| 2

0 0 1|-11 0 -1 1 0 2 -3

x=1, y=2, z=-3

10. priklad. Zostrojte strom rieSeni hry odoberania zapaliek, ked” mate na zaciatku hry 5 zapaliek,
kazdy hra¢ mdze odobrat’ bud’ jednu alebo dve zapalky, hra¢, ktory odoberie posledni zapalku (po-
sledné zapalky) vyhral. Vrcholy z jednotlivych vrstiev stromu ohodnot'te pomocou minimax princi-
pu a Specifikujte optimdlnu stratégiu (ak existuje) pre 1. hraca.

RieSenie: Na obrazku si vrcholy s poctom zdpaliek na hromadke, jednotka kurzivou znamen4, Ze
ide o podstrom, kde vyhrdva 1. hra¢ (voliaci stratégiu max, teda vyberajiici pre seba ako idedlnu
stratégiu maximdlne ohodnoteny zo svojich podstromov), kurzivou oznacend —1 znamen4, Ze ide o
podstrom, kde vyhrava 2. hra¢ (min). Ohodnotenia hrdn —1 a —2 znamenaju odobratie jednej alebo
dvoch zapaliek hri¢om. Z ohodnotenia korena vyplyva, Ze pre prvého hrica existuje vitaznd straté-
gia.

max
Vyhravajuica stratégia

pre 1. hrica je v prvom min
tahu zobrat’ 2 zapalky -1

0 1 max

min

OO0 O e

min
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11. priklad. Kolko rozdielnych moZnych interpretacii ma kazdy z nasledujicich vyrazov, ked’ pred-
pokladdme asociativnost’ operdcie ® a ked’ ju nepredpokladame?
(a) x®y®z
(b) tDx®y®z
(c) RxDy®z

Riesenie:

Ked’ predpokladdme asociativnost’ opericie ®

(a) 1 interpreticia, x®y®z

(b) 3 interpreticie, (1®x)®yR®z, D(x®y®z), (IO(x®y))®z

(c) 4 interpreticie, (1Qx)P(y®z), ((1Qx)Dy)®z, (I®(xDy))Rz, IO(xD(yRz))

Ked’ nepredpokladdme asociativnost’ operdcie ®

(a) 2 interpretacie, (x®y)®z, x® (y®z)

(b) 5 interpreticii, (tEx)®(Y®z), tD((x®y)Rz), ID(xR(yRz)), (ID(x®Y))®z ((1Bx)Ry)Xz
(c) 5 interpretacii, (t®x)D(Y®z), (1®x)Py)®z, (1P (xDPy))Vz, tX(xD(Y®Z)), IR((xPy)®z7)
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— negdcia, 6, 47, 144, 160

v disjunkcia, 5, 13, 46, 47, 144, 146, 160, 187

@ exkluzivna disjunkcia, XOR, 174

® sicin bindrnych matic, 187-189

3 existen¢ny kvantifikator, 11-14

= implikdcia, 4, 5, 9, 12-13, 15-16

A konjunkcia, 4, 12, 21, 46-47, 144, 160, 187

V univerzalny (vSeobecny) kvantifikitor, 11-13

U univerzum, 11-13, 30-35, 113, 119

@ prazdna mnoZina, 31, 128, 145

C, vlastnd podmnoZina A C B, 32

C, podmnoZina, tieZ podgrupa, A C B, 32, 40,
113, 131, podmonoid 142

U zjednotenie mnoZzin, 32-33, 37-38, 46, 113,
124, 144, 168, zjednotenie relacii 54, zjed-
notenie grafov, 234

N prienik mnoZin, 32-33, 46, 113-114, 124,
144, prienik relécii 54, prienik grafov, 234

A doplnok (komplement) mnoZiny, 32, 47,
113, 144, doplnok relicie, 54, doplnkovy
graf, 252

X komplement premennej Boolovej algebry,
144-148

\ rozdiel mnoZin (relativny doplnok), A \ B, 32-
34

€ prvok a patri do mnoZiny, a€ A, 30-32

¢ prvok a nepatri do mnoZiny, a¢ A, 30-32

Jix existuje prave jeden prvok x, ktory spifia
dané podmienky, 66, 70, 123

[x1], Lx] horn, dolnd celd &ast, 62, 84, 116

Z mnoZina celych ¢isel, 60, 129

P(A) potenéna mnoZina mnoZiny A, 40, 124,
137

R, mnoZina kladnych reélnych ¢isel, 129, 136

e neutralny prvok, 124-126, 128, 145

E jednotkova matica, 179, 183, 194

a”' inverzny prvok (v grupe), 124-126, 129
A inverzna matica, 194-197

R inverzna relacia, 53
£ inverzn4 funkcia, 69-70

A" transponovan4 matica, 179

= ekvivalentnost, 144, 146, 149

‘#° ,,prazdny* symbol, 166

€ prazdny znak, 128, prdzdny retazec 137
x(G) chromatické Cislo grafu, 266, 269
C, kruznica (graf), 233, 237, 244

K, kompletny graf, 233

K, ., kompletny bipartitny graf, 234

W, graf typu koleso, 251

0, hyperkocka, 246, 260-261

A

Abel, Niels Henrik, 127

Abelova pologrupa, 127

absorpcia, 34, 147

adicia, 4, 5

aktivacna (alebo sigmoidova prechodova)
funkcia, 71

algebra 19, 244

— tedrie mnozin, 33, 46

— Boolova, 143-147, 155-156

— maticova, 177-226

algebraické Struktiry, 123-176

algebraicky vyraz, strom, 287-288

algoritmus

—4.1., ndhodne generovanie permuticie, 88

—4.2., systematické generovanie vSetkych
permuticii, 89

— 5.1., rekurzivny pre vypocet faktoridlu, 100

—5.2., Hanojské veze, 106-107

—5.3., rekurzivne delenie intervalu pri hl'adan{
minimalneho prvku, 110
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—5.4., Eratosthenovo sito, 116

— 8.1., nasobenie matic, 184

—10.1., konStrukcia uzavretého eulerovského
tahu prehl'adavanim do hibky, 240

—10.2., konstrukcia otvoreného eulerovského
tahu prehlad4vanim do hibky, 241

—10.3., pre konStrukciu vSetkych moznych
hamiltonovskych ciest, 248

—11.1., Dijkstrov, 259

—11.2., greedy, zafarbenie obycajného grafu,
267, greedy Quinova a McCluskeyho me-
téda, 169, greedy konStrukcia zatvorkova-
nia pri ndsobeni matic, 186

—12.1., prehl’'adavanie binarneho stromu, resp.
priradenie nového zdznamu, 282

—12.2., Huffmanove kédovanie, 286-287

—13.1., minimalne ¢asové ohodnotenie v sieti,
302-304

— 13.2., maximalne ¢asové ohodnotenie v sieti,
304-305

— 13.3., uréenie maximalneho toku v sieti, 305-
307

—13.4., Primov, na minimalnu kostru, 308-309

—13.5., Kruskalov, na minimélnu kostru, 309,
322

— 13.6., prehl'adavanie do hibky s rekurziou,
310-311

— 13.7., prehl'adavanie do hibky pomocou zi-
sobnika, 311-312

— 13.8., prehl'adavanie do hibky s vypisom ces-
ty od korena, 313-314

—13.9., prehl'addvanie do $irky s radom, 319-
321

— Ford-Fulkersonov, 306-307

— polynomidlny, 260, 284

— ,;rozdel'uj a panuj*, 108-113

— usporiadania so spajanim (merge sort), 111-
113

— binarne prehl'addvanie, 108-109

algoritmus, zloZitost’, 100, 108-109, 112, 169,
184, 237, 259, 267, 284, 295, 309, 310, 319

alkany, 277-278

antisymetricka relcia, 58

argument, 1-2, 66

artikulacia, 238

asociativna bindrna operdcia, 124, 127, 129
asociativnost’, 33, 145, 183

axioma, 1-3, 15, 20

axiomatickd vystavba teérie mnozin, 29, 39
axiomaticky systém, 2-4, 20

axiomatizacia, 39

B

backtracking, 310-311

bijekcia, 70, 136, 215, 236

bijektivne zobrazenie, 71, 88, 133, 137

binarna matica, 55, 187

—, disjunkcia, 187

—, konjunkcia, 187

—, mocnina, 188

—, sucin, 187

binéarna relacia, 53-55

bindrne prehl'addvanie, 108-109, 282-283

binarny strom, 280, 282-283, 286

binomicka veta, 82

binomicky koeficient, 81-82, 83-84, 91, 185

bipartitny graf, 233-234, 260

Boole, George, 143

Boolova algebra, 33, 143-147

Boolova formula, 148

Boolova premennd, 148

Boolova funkcia, 143-144, 148, 149-155, 159,
164, 172

Brooks, Rowland Leonard, 266

C

Cantor, Georg, 29

Cayley, Arthur, 277

Cayleyho (multiplikacnd) tabul’ka, 124

cesta, 3, 237-238, 279, 307, 310

—, dizka, 79, 242, 243, 248, 257-259, 280, 302,
312, 321

— hamiltonovska, 244, 260

— minimdlnej diiky, 243, 257-259, 312-313

— optimdlna (alebo minimélna), 79-80, 248

— orientovana, 58, 242

— kriticka, 301-305

Cramer, Gabriel, 222
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Cramerovo pravidlo, 222

cyklomatické ¢islo grafu, 281

cyklus, okruh, 237, 242

¢asové ohodnotenie earliest a latest, 302
¢iasto¢ne usporiadana mnoZina (poset), 63
¢iasto¢né usporiadanie, 62-65, 167-168
¢islo grafu

— cyklomatické, 281

— hranové chromatické ¥,,41006(G), 269
— chromatické x(G), 266-267

— priesecnikové (crossing number), 274
— vrcholovej nezavislosti, 269-270

D

damy, problém n ddm, 269-270, 316

De Morgan, August, 267

De Morganove zakony, 17, 27, 34, 113, 144,
147

dedukcia, veta o, 8

deduktivny dokaz, 2

definicia, obor definicie funkcie, 66

derangementéalna permutécia, 117-118

Descartes, René, 43

determinant, 194, 214-222

—, vypocet, 217, 220-221, 222

diagonalna matica, 179

diagonalny prvok, 179, 192, 219, 221

diagram Hasseho, 64-65, 168, 170

diagram Vennov, 33-34, 43

dihedralna grupa, 133, 135

Dijkstra, Edsger, 258-259, 308

Dijkstrov algoritmus, 258-259

Diracova teoréma, 245

disjunkcia binarnych matic, 187

disjunkcia, logickd bréna, 160

disjunktivna normalna forma (DNF), 151-154,
165

disjunktivny sylogizmus, §

disjunktny rozklad, 37, 60, 61-62

distributivne zakony pre rozdiel mnozin, 34, 36

distributivnost’, 33, 45, 57, 145

dizka cesty, 79, 242, 243, 248, 257-259, 280,
302, 312, 321

dizka oblasti (stupefi steny), 262

dodekaédr (dodekahedron), 244

dominujica mnoZina, 269

dominancia, 34, 230

doplnkovy (prip. komplementarny, comple-
mentary) graf, 252

doplnok (komplement) mnoZiny, 32, 33

doplnok relécie, 54-55

doplnok, relativny (rozdiel mnozin), 32-33, 34,
36

dokaz ,.kombinatoricky*, 91, 92-93

dokaz nepriamy, 16

dokaz priamy, 15, 106

dokaz sporom, 16, 22-23

dokaz vymenovanim pripadov, 17-19, 57

dokaz deduktivny, 2

dodsledok, potvrdenie, 16, 18

,,dualizmus* vyrokovej logiky a tedrie mnozin,
144

dualna forma rovnosti, 146

dudlny graf k mape, 264-265

dvojity sumator, 162-163

E

ekvivalencia, 144, relacia 60, 146

—, trieda, 61-62

— Boolovych formiil, 149-150

ekvivalentné matice, 191-192

elektronicky obvod, 143, 172, 228, 261, 274

— spinaci 155-159

— logicky 159-163

element (prvok), 11, 29-30, 63, 123-124, 171,
178, 182, 197

elementarny pojem, 2, 29, 30

enumeracia, 37-42, 103, 105, 107, 115

Eratosthenes, 115

Eratosthenovo sito, 115-116

Euler, Leonhard, 227-228

Eulerova formula, 262

eulerovsky tah, 237-238, 240-241

existencny kvantifikator, konkretizécia, 11, 13

existencny kvantifikator, zovseob., 11, 14

existuje prave jeden prvok x, 3!x, 66, 123

exklizia a inklazia, metdda, 113-118

exkluzivna disjunkcia, @, XOR, 174
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F

faktorial, 100

— rekurzivne, 100

falzifikacia, 13

farbenie 264-269

— “k-tuple”, 268

— grafu, 266-267

— grafu pomocou prehladévania do hibky, 316

— grafu pomocou greedy algoritmu, 267

— mapy, 264-265

Fermatova veta, Velka, 19

Fibonacci, vlastnym menom Leonardo Pisano,
102

Fibonacciho ¢éisla, 102, 104

Ford, Lester Randolph, 306

Ford-Fulkersonov algoritmus, 306-307

forma, disjunktivna normélna (DNF), 151-154,
165

forma, konjunktivna normalna (KNF), 154

formula

— Boolova, 148-149, 150, 165

— Eulerova, 262-263

— Stirlingova, 285

—, ekvivalentnost’ Boolovych formuil, 149-150

—rekurentna, 99-108

Frobeniova veta, 208, 212

Frobenius, Ferdinand Georg, 208

Fulkerson, Delbert Ray, 306

funkcia

— Boolova, 143-144, 148, 149-155, 159, 164,
172

— charakteristicka, 31-32, 36, 42, 46, 53, 55-56

— inverzna, 69-72

— jedno-jednoznacna (injekcia), 69, 136, 137,
139

— jednotkova, 67, 70-72

— sigmoidova prechodova (alebo aktiva¢nd), 71

— spinacia, 156-157

—zloZena, 67-69

funkcie, rovnost’, 67

funk¢na hodnota (obraz), 66, 152-155

—, obor, 66-67

G

Gauss, Carl Friedrich, 210

Gaussova elimina¢na metoda, 210-212

generovanie permuticii, 88-89

genetické programovanie, 288

geometrickd interpretdcia rovnice, 206-208

graf, 228

— bipartitny, 233-234, 260

— doplnkovy (prip. komplementarny, comple-
mentary), 252

— dudlny k mape, 264-265

— kompletny, 233, 261, 266

— kompletny bipartitny, 233-234, 260-261

— neorientovany, 228, 231, 236-237, 278

— obyc¢ajny, 229, 235-236, 245, 253, 262, 308

— ohodnoteny, 258, 283, 293, 301

— orientovany, 59, 228-229, 230, 231, 235-236,
242,302, 305

— ovplyviiovania, 250

— Petersenov, 264, 266

— planarny, 260-264, 267, 274

— planovania udalosti, 230

— pravidelny (regular), 252

— prienikovy (intersection graph), 250

—riedky, 259, 309

— samokomplementérny (selfcompementary),
253

— silno/slabo suvisly, 242

— stvisly, 237-243, 262-263, 277, 308

— zmieSany, 228

—, farbenie, 266-267

—, hranové chromatické ¢islo
Xhmnové(G)’ 269

—, chromatické cislo y(G), 266-267

—, multigraf, 228-229, 236

—, pseudograf, 229, 235

—, rovinnd (plandrna) reprezenticia, 260-262

grafova postupnost’, 231-232

grafy Kuratowského, 263

grafy, zjednotenie, 234, 237

Gray, Frank, 246

Grayov kéd, 246

greedy algoritmus, 169, 186, 187, 267, 308
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grupa, 129

— dihedrélna, 133, 135

— permutacii, 133-135, 215
— symetrickd, 133-135, 215
—, rad, 129, 131

—, stred, 142

grupoid, 123

H

Hamilton, William Rowan, 244, 267

hamiltonovska cesta, 244, 245-246, 248

hamiltonovska kruznica, 244-248, 259-260,
319

Hammingova vzdialenost, 165, 166

Hanojské veze, 104-107

Hasseho diagram, 64-65, 168, 170

Havlova a Hakimiho veta, 232

hierarchicky usporiadané pravidla, 289

hlavna diagondla, 179

hibka stromu, 280, 281, 284, 285, 289, 318

hodnost’ matice, 189-194, 209, 213-214, 218

homogénna sustava linedrnych rovnic, 212-214

homomorfizmus, 137-138

hra, 104, 118, 244, 288

—, stav, 288-290, 292, 315

—, stavovy priestor, 292

hrana, 2-3, 58-60, 64, 227, 228

— incidentna s vrcholmi, 230

—nasobna, 229, 235

— orientovanad, 229, 231, 236

—, vaha, 257, 301

—, zafarbenie, 269

hranové chromatické ¢. grafu X,amove(G), 269

hribka (thickness) jednoduchého grafu, 274

Huffman, David, 286

Huffmanove kédovanie, 286-287

hviezda (topoldgia grafu), 234, 251

hyperkocka, 246, 260-261

hypoteticky sylogizmus, 4-5

CH

charakteristicka funkcia, 31-32, 36, 42, 46, 53,
55-56

chemicky vzorec, 277-278
chromatické Cislo grafu x(G), 281

I

idempotentnost’, 34, 147

idempotentny prvok, 142

identita

— Pascalova, 82, 86

— Vandermondeova, 86

implik4cia, inverzia, 5, 16

inciden¢na matica, 236

incidentna hrana s vrcholmi, 230

indexovy register, farbenie, 268

indukcia, matematicka, 19-21, 37-38, 45, 82,
101, 106, 108, 151, 243, 262, 280, 281

indukcia, silnd matematicka, 21

induktivne usudzovanie, 2

induktivne zovseobecnie, 2, 13

infixova notacia, 288

injekcia (jedno-jednoznacnd funkcia), 69, 136,
137, 139

inkldzia a exklizia, metéda, 113-118

interpretécia, 3, 5, 8, 11, 58-60, 146, 188

interpretdcia mnoZiny, geometrickd, 206-208

invariant vzhl'adom na izomorfizmus, 236

invarianty, 269

inverzia implikacie, §, 16

inverzia permutéicie, 134-135, 215

inverzna funkcia, 69-72

inverzna matica, 194-197

—, konStrukcia, 195-197

inverzna relacia, 53

inverzny prvok, 124-126, 129, 136, 147

involdcia, 34

involutivnost’ komplementu, 147

izolovany vrchol, 231

izomorfizmus, 136-137, 234-237

J

Jarnik, Vojtéch, 308

jedno-jednoznacna funkcia (injekcia), 69, 136,
137,139

jednotkova funkcia, 67, 70-72
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jednotkova matica E, 179, 183, 194

,,jednotkovy* prvok, 125, 128

jednoznacnost’ neutralnych a inverznych prv-
kov, 126, 129, 130, 147

T3

,.kanonicka
150, 152

kapacita rezu, 305-307

kapacita spojenia (priepustnost’), 305

kapacitna siet’, 305

kardinalita (mohutnost’), 36, 37, 42, 45, 48,
113, 129, 134

Karnaughove mapy, 164

karteziansky sucin, 42-46, 53-54, 58, 127

klauzula, 150

— minimalna, 168-170

— sucinova, 150, 152, 165-166

— suctova, 150, 152

-, ,,pokrytie*, 167-171

kocka, (n-kocka), 246, 251, 261

kéd Grayov, 246

kéd prefixovy, 285-287, 288

kédovanie Huffmanove, 286-287

kédovanie nestratové, 285

koleso, 251

kombinécie, 91, 93, 246

,.kombinatoricky dokaz", 91, 92-93

komplement (doplnok) mnoZiny, 32, 33

—, involutivnost’, 147

komplement grafu, 252

komplementy konstant, 147

kompletny bipartitny graf, 233-234, 260-261

kompletny graf, 233, 261, 266

komponent grafu, 3, 237-238, 262, 281

kompozicia relacii, 56-58, 188

kompozicionalita, princip, 35

komunikaéna siet’, 255, 278

komutativna

— bindrna opericia, 124

— operécia, 129, 146, 152, 183

— pologrupa, 127

— grupa, 129, 136-137

komutativnost’, 33, 137, 144

reprezenticia Boolovej funkcie,

konjunkcia, 4, 12, 21, 46, 144, 146

— binarnych matic, 187

—, logicka brana, 160

konjunktivna normélna forma (KNF), 154

konkretizacia

— existen¢ného kvantifikatora, 11, 13

— univerzalneho kvantifikatora, 11, 12

konStanta 0 a 1, 144-145, 148

konstrukcia inverznej matice, 195-197

kontradikcia, 5, 16-17, 39, 146

konzistentnost’, 2, 5, 29

koobor, 66

korektnost’, 1-2, 33-34, 39

koren

— algebraickej rovnice, 86

— stromu, 279, 282

korenovy strom, 279-281, 287-288

kostra (spanning tree), 308, 310-313, 321

kostra, minimalna, 308-309

kon, problém knight tour, 245-246, 318-319,
321-322

krétenie sprava a zl'ava, 130

kriticka cesta siete, 301-305

Kruskal, Joseph, 309

Kruskalov algoritmus, 309, 322

kruZnica

— v grafe, 233, 237-239, 242, 263, 278, 281

— hamiltonovska, 244-248, 259-260, 319

Kuratowského grafy, 263

Kuratowského veta, 263

Kuratowski, Kazimierz, 263

kvantifikator

— existencny, konkretizicia, 11, 13

— existencny, zovSeobecnenie, 11, 14

— univerzalny, konkretizicia, 11, 12

— univerzélny, zovSeobecnenie, 11, 12, 13, 20

L

Lagrangeova veta, 131

lavy nasledovnik, 280, 282

Leibniz, Gottfried Wilhelm, 43

lema, 1

les, 278, 281, 286-287

linearna kombinacia vektorov, 190, 192
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linearna zavislost’ vektorov, 189-190, 193,
218-219

linearne rovnice, sustava, 205-214, 221-222

linedrny priestor, 44, 219

list, 279, 280-281, 288

literal, 148, 150, 163-164

logické brany disjunkcie, konjunkcie a negécie
160

logicky obvod, 159-163

logicky obvod, optimalizacia, 163-171

logické siete, 172

logika, predikdtova, 11-15

Lucas, Edouard, 104

M

mapa 258

— Karnaughova, 164

— politicka, 264-265

—rovinna, 262

—, farbenie, 264-265

matematicka indukcia, 19-21, 37-38, 45, 82,
101, 106, 108, 151, 243, 262, 280, 281

matica

—, oi-nasobok, 182

— binarna, 55, 187

—, definicia, 177-181

—, determinant, 214

— diagonalna, 179

—, hlavna diagondla, 179, 219, 235

—, hodnost’, 189-194

—inciden¢né, 236

— inverzna, 194

— inverzna, konstrukcia, 195-197

— jednotkova, 179

— koeficientov (m. ststavy), 205, 209, 213

—nulova, 179

— obdiznikov4, 179

—regularna, 194, 221

—relécie, 55

— susednosti, 235-236, 243

— sustavy (m. koeficientov), 205, 209, 213

— sustavy, roz§irend, 208

— symetricka, 180

— Stvorcova, 179

— transponovand, 179-180

— trojuholnikové, 180

—, typ, 178

matice, ekvivalentné, 191

matice, rovnost’, 182

matice, sucet, 182

matice, sucin, 182, 187

matice, zloZitost’ nasobenia, 184

maticova algebra, 177-226

Maurolico, Francisco, 20

maximalny prvok, 63, 65

maximalny tok, 305-307

McCluskey, Edward J., 165

McCulloch, Warren, a Pitts, Walter, 159

merge sort - usporiadanie so spdjanim, 111-113

metdda inklazie a exklazie, 113-118

metdda kritickej cesty, CPM Ceritical path met-
hod, 301-305

metdéda Gaussova elimina¢nd, 210-212

metrika, 79, 165

minimalizicia Boolovych vyrazov, 164-171

minimédlna dominujiica mnoZina, 269

miniméalna kostra, 308-309

minimélne klauzuly, 168-170

minimalny prvok, 63, 65

minimalny rez, 305-307

minimax princip, 293-294

mnoZina

— dominujica, 269

—, doplnok, 32, 33

—, komplement, 32, 33

— minimdlna dominujica, 269

—, mohutnost’, 36, 37, 42, 45, 103, 113-114,
129, 134, 178

—, operdcie, 31-33, 46-47, 123-124, 144-146

— potencna, 40-42, 63-64, 124-125, 128, 137

— prazdna, 31, 125, 128

— pripustnych akcii, 292

—, prvok (element), 11, 29-30, 63, 123-124,
171, 178, 182, 197

—, rodina, 39-40

— vlastna, 32

mnozinova algebra, 33, 46
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mnoziny

—, karteziansky sacin, 42-46, 53-54, 58, 127

—, prienik, 32-33, 40, 46-47, 54, 68, 113-114,
124, 128, 144

—, rovnost’, 31-32, 42, 144

—, rozdiel, 32-33, 34

—, zjednotenie, 32-33, 38, 40, 46, 54, 113, 124,
144

mocnina bindrnych matic, 188

mocniny relacie R, 188

model, 3, 144, 290

modus ponens, 4-5

modus tollens, 4-5

Mohamedova $abl’a, 239

mohutnost’ (kardinalita), 36, 37, 42, 45, 48,
113, 129, 134

monoid, 128-129, 137, 142

Montmort, de, Pierre Raymond, 118

morfizmy, 135-138, 234-237

most grafu, 238, 262

mosty Kralovca, 227-228

multigraf, 228, 229, 236

multimnoZina, 92-93

multinomicka veta, 87

multiplicita, 229

multiplika¢né (Cayleyho) tabul’ka, 124

N

n-arny strom, 280

nasledovnik, 279-280, 282

o-nasobok matice, 182

nasobenie matic, 182, 187

—, zloZitost’, 184

nasobné hrana, 227, 228, 229, 235-236
negécia, logickd brana, 160
neorientovany graf, 228, 231, 237
nepriamy dokaz, 16

nerovnost’, ,,trojuholnikova*, 79, 260
nestratové kdédovanie, 285

neurénové siete, 71, 159, 172
neutralny prvok, 124-126, 128, 129, 145, 147
notacia

— Omega, 284

— Omikron, 284

— infixova, 288

— postfixova (reverzna pol'skd), 288
— prefixova (pol'ska), 288

— Theta, 284

notdcie Boolovej algebry, 145, 148
NP-tplny problém, 260, 284
n-uholnik, 233, 234, 237

nulitnost’, 147

nulova matica, 179

,hulovy® prvok, 125

O

obchodny cestujici, problém, 248, 258-260

oblast’, dizka (stupeii steny), 262

oblasti v mnoZine univerza, 35

obor definicie, 66

obor funkénych hodnot, 66-67

obraz, funk¢na hodnota, 66, 152-155

obvod elektronicky, 143, 172, 228, 261, 274

obvod logicky, 159-163

obvod spinaci, 155-159

obycajny graf, 229, 235-236, 245, 253, 262,
308

odlisitelné prvky, 29-30, 92-93

odvodenie, strom, 7-8

ohodnoteny graf, 258, 283, 293, 301

okruh, cyklus, 237, 242

Omega notécia, 284

Omikron notacia, 284

operéicia

— symetrie, 132-133

— asociativna binarna, 124, 127, 129

— binérna, 123-124

— komutativna, 129, 146, 152, 183

— komutativna binarna, 124

—nad mnozinami, 31-34, 46-47

—nad relaciami, 54-56

optimalizacia logickych obvodov, 163-171

optimdlna (alebo minimalna) cesta, 79-80, 243,
248, 257-259, 312-313

Oreho teoréma, 245

orientovana cesta, 58, 242

orientovany graf, 59, 228-229, 230, 231, 235-
236, 242, 302, 305
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|

paralelné zapojenie — sicet premennych, 156

paralelné spracovanie, 230, 301

Pascal, Blaise, 81

Pascalov trojuholnik, 81, 82-83, 85

Pascalova identita, 82

Peano, Giuseppe, 20

permutécia, 88, 152, 216, 260, 317

— ako bijekcia, 88, 215

— ako postupnost’ tahov piskvoriek, 294

— derangementélna, 117-118

—, generovanie, 88, 89

—, grupa, 133-135

— s opakovanim, 92, 93

—, strom konstrukcie, 90

—, sucin, 134-135

Petersen, Julius, 264

Petersenov graf, 264, 266

Pisano, Leonardo, nazyvany Fibonacci, 102

piSkvorky, 288-295

plandrna (rovinnd) reprezentacia grafu, 260-
261

planarny graf, 260-264, 267, 274

planovanie udalosti, graf, 230

plne n-arny strom, 280-281

pocet rieSeni sustavy linedrnych rovnic, 206-
208

—, 1 rieSenie, 206-208

—, nekonecne vela rieSeni, 206-208

—, nema rieSenie, 206-208

pocitacové, transportné siete, 228, 237, 257,
305, 308

podgraf, 234, 237, 263, 266, 279, 308, 310

podgrupa, 131-132, 135, 136, 142

podgrupa, trividlna, 131

podmnoZzina, 13, 32-33, 37, 40, 53-54, 67, 91,
131, 132, 142, 233

podmonoid, 142

podstrom, 279

pohyb v stavovom priestore hry, 292

pojem, elementarny, 2, 29, 30

»pokrytie klauzil, 167-171

pokrytie prvku, 64, 167

politickd mapa, 264-265

pologrupa, 127-128

— Abelova, 127

— komutativna, 127

polosumator, 161-163

polynomidlny algoritmus, 260, 284

Popper, Karl 13

popretie predpokladu, 10

poset (CiastoCne usporiadand mnoZina), 63

postfixova (reverzna pol'skd) notacia, 288

postupnost’ stupiiov vrcholov grafu, 231-232

postupnost’ tahov piskvoriek — permuticia, 294

poten¢nd mnoZzina, 40-42, 63-64, 124-125,
128, 137

potomok, 279-280

potvrdenie dosledku, 16, 18

pravidelny (regular) graf, 252

pravidla odvodzovania, 2, 16

pravidlo

— Cramerovo, 222

— Sarrusovo, 216-217

pravy nasledovnik, 279-280, 282

prazdna mnozina &, 31, 128, 145

,,prazdny* symbol #”, 166

predchodca, 279-280

predikat, 13, 30

predikatové logika, 11-15

predok, 279-280

predpoklad, popretie, 10

prefixovd (pol'skd) noticia, 288

prefixovy kéd, 285-287, 288

prehl’'adavanie

— binérne, 108-109, 282-283

— binarneho stromu, 282

— do hibky (Depth-First Search, DFS), spitné,
backtracking, 310-311

— do sirky (Breadth-First Search, BFS), 319-
322

— stromu rieSeni, 89, 186, 289-290, 293, 317

premennd, Boolova, 148

priamy dokaz, 15, 106

prienik mnoZzin, 32-33, 40, 46-47, 54, 68, 113-
114, 124, 128, 144

prienik relacii, 54
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prienikovy graf (intersection graph), 250

priepustnost’ (kapacita spojenia), 305

priesec¢nikové Cislo (crossing number) obycaj-
ného grafu, 274

priestor, linearny, 44, 219

Prim, Robert, 308

Primov algoritmus, 309, 322

princip

— kompozicionality, 35

— minimax, 293-294

— duality, 144, 146

pripustné akcie, mnoZina, 292

priradenie frekvencii, farbenie, 267-268

problém

— knight tour, 245-246, 318-319, 321-322

—n dam, 269-270, 316

— NP-tplny, 260, 284

— obchodného cestujticeho, 248, 258-260

— sumy podmnoZzin, 317-318

projekt, siet’, 301-305

prvok (element), 11, 29-30, 63, 123-124, 171,
178, 182, 197

— idempotentny, 142

—inverzny, 124-126, 129, 136, 147

- ,jednotkovy*, 125, 128

— maximadlny, 63, 65

— minimdlny, 63, 65

— neutralny, 124-126, 128, 129, 145, 147

— .nulovy®, 125

—, pokrytie, 64, 167

pseudograf, 229, 235

Q

Quine, Willard Van Orman, 165
Quinova a McCluskeyho metdda, 164-171

R

rad — queue, 319-321

rad grupy, 129, 131

recontres, 118

reductio ad absurdum, 5, 16, 22
reflexivna relacia, 58, 59-60, 62
reguldrna matica, 194, 221
rekurentna formula, 99-108

rekurzia, 100, 311

relacia, 42, 53-65

— ako orientovany graf, 59-60

— antisymetricka, 58

— binérna, 53-55

—, doplnok, 54-55

—inverzna, 53

—, mocnina, 188

—reflexivna, 58, 59-60, 62

— symetricka, 58, 59-60

— tranzitivna, 58, 60, 63

relacie

—, kompozicia, 56-58, 188

—, operdcie, 54-56

—, prienik, 54

—, zjednotenie, 54

reprezentécia grafu rovinnd (plandrna), 260-
261

rez

—, kapacita, 305-307

— minimélny, 305-307

rezolventa, 9-10

riadkovy vektor, 178, 180, 189-190, 192, 219

riedky graf, 259, 309

rieSenie sustavy, 206-208, 201, 214, 222

r-kombinacia, 91

r-kombinécie z k znakov, 93

rodina mnozin, 39-40

rovinna (planarna) reprezentacia grafu, 260-
261

rovinni mapa, 262

rovnost’

— funkcii, 67

— matic, 182

— mnozin, 31-32, 42, 144

rozdiel mnoZin (relativny doplnok), 32-33, 34

rozhodovaci strom, 283-285, 314

rozklad disjunktny, 37, 60, 61-62

roz§irena matica sustavy, 208

rozvrh, farbenie, 267

r-permutécie, 88, 90

r-permuticie pre k znakov, 93

r-permuticie s opakovanim, 92

Russell, Bertrand, 29, 39
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S

samokomplementdrny (selfcompementary)
graf, 253

Sarrusovo pravidlo, 216-217

separdtor, 93-94

sériové zapojenie — sicin premennych, 155

Shannon, Claude Elwood, 269

schéma usudzovania, 4-6, 11-14, 20

siet’

— kapacitna, 305

— komunikac¢na, 255, 278

—, metdda kritickej cesty, 301-305

—neurénova, 71, 159, 172

— pocitacova, transportnd, 228, 237, 257, 305,
308

— projektu, 301-305

—logicka, 172

sietova analyza, 302

sigmoidova prechodova (alebo aktivacnd)
funkcia, 71

silna matematicka indukcia, 21

silno sdvisly graf, 242

simplifikacia, 4, 12

sito, Eratosthenovo, 115-116

slabo stvisly graf, 242

sled, 237-238, 243

— uzavrety, 237-238

spitné prehl'adavanie, do hibky (Depth-First
Search, DFS), backtracking, 310-311

spinaci obvod, 155-159

spinacia funkcia, 156-157

spinac, 155

spoj, tlaceny, 228, 260

spor, dokaz, 16, 22-23

spor, zakon, 34

stack, zasobnik, 310, 311-312, 314, 321

stav hry, 288-290, 292, 315

stavovy priestor hry, 292, 318

stena, stupen (di7ka oblasti), 262

Stirlingova formula, 285

stipcova (riadkova) hodnost’, 190

stipcovy vektor, 180-181, 190, 208, 212

stred grupy, 142

strom, 277-296

— ako model, 277-278

— algebraického vyrazu, 287-288

— binarny, 280, 282-283, 286

— binarny, prehl'addvanie, 282

—, hibka, 280, 281, 284, 285, 289, 318
— konstrukcie permutacii, 90

— korenovy, 279-281, 287-288

— n-arny, 280

— odvodenia, 7-8

— plne n-4rny, 280-281

—rieSeni pre uzavrety eulerovsky t'ah, 240-241
—rozhodovaci, 283-285, 314

— terndrny, 280

— usporiadany korenovy, 280, 282

— vyvazeny korenovy, 281, 283
stupeti steny (diZka oblasti), 262
stupen vrcholu, 230-231

sacet matic, 182

sucin

— karteziansky, 42-46, 53-54, 58, 127
— matic, 182, 187

— permutécii, 134-135

sucinova klauzula, 150, 152, 165-166
sucétova klauzula, 150, 152

suma podmnozin, 317-318

sumdtor bindrnych &isel, 161-163
susedia, zoznam, 235

susedné vrcholy, 230

susednost’, matica, 235-236, 243
sustava linedrnych rovnic, 205-214, 221-222
— homogénna, 212-214

sdstava

—, matica, 205, 208-209, 213

—, rieSenie, 206-208, 201, 214, 222
suvisly graf, 237-243, 262-263, 277, 308
sylogizmus

— disjunktivny, 5§

— hypoteticky, 4-5

symetrickd

— grupa, 133-135, 215

— matica, 180

— relacia, 58, 59-60

systém, axiomaticky, 2-4, 20



492 Register

Sabl'a Mohamedova, 239

Specidlne matice, 179-180

Struktdry, algebraické, 123-176
Stvorcova a obdiZnikova matica, 179

T

tabul’kova metdda pre verifikaciu, 35
tah, 237

— eulerovsky, 237-238, 240-241

— uzavrety, 228, 237, 238-240

— uzavrety eulerovsky, 238, 239-241, 247
tautolodgia, 5, 9

teoréma

— Diracova, 245

— Oreho, 245

tedria, 2, 29, 33, 39, 123, 144, 227
ternarny strom, 280

Theta notacia, 284

tlaeny spoj, 228, 260

tok, maximadlny v sieti, 305-307
torus, 274, 437

transformacia, 66, 133, 143, 193
transformacia stavu akciou, 105, 292
transponovand matica, 179-180
tranzitivna relacia, 58, 60, 63

trieda ekvivalencie, 61-62

trividlna podgrupa, 131

trojuholnik Pascalov, 81, 82-83, 85
trojuholnikova matica, 180
trojuholnikova* nerovnost’, 79, 260
typ matice, 178

U

umeld inteligencia, 2, 159, 290

univerzdlny kvantifikator

—, konkretizacia, 11, 12

—, zovSeobecnenie, 11, 12, 13, 20

univerzum U, 11-14, 31, 113

drokovanie, zlozité, 101

uroven vrcholu, 186, 280, 281, 290, 294, 317,
320

usporiadanie, 18, 42

— s0 spdjanim-merge sort, 111-113

— iasto¢né, 62-65, 167-168

usporiadany koreniovy strom, 280

ustie, 301, 302, 305-306

usudzovanie, induktivne, 2, 13
usudzovanie, schéma, 4-6, 11-14, 20
uzavrety eulerovsky t'ah, 238, 239-241, 247
uzavrety sled, 237-238

uzavrety t'ah, 228, 237, 238-240

\Y

védha hrany, 257, 301

Vandermonde, Alexandre Théophile, 86

Vandermondeova identita, 86

variacia, 88

vektor neznamych, 205

vektor pravych stran (vektor konstantnych cle-
nov), 205, 209, 212, 222

vektor, riadkovy, 178, 180, 189-190, 192, 219

vektor, stipcovy, 180-181, 190, 208, 212

vektory, linedrna kombinacia vektorov, 190,
192

vektory, linearna zavislost’, 189-190, 193, 218-
219

Vel'ka Fermatova veta, 19

velkost toku, 305-306

Vennove diagramy, 33-34, 43

Venn, John, 33

verifikacia, tabul’kova metdda, 35

veta

— binomicka, 82

— Frobeniova, 208, 212

— Havlova a Hakimiho, 232

— Kuratowského, 263

— Lagrangeova, 131

— multinomicka, 87

— o Styroch farbéich, 267

— o0 dedukcii, 8

— Vel’ka Fermatova, 19

Vizing, Vadim Georgievich, 269

vlastnd podmnoZina A C B, 32

vlastnost’ konstanty 0, 145, 147, 148

vlastnost’ konStanty 1, 145, 147, 148

vnutorny vrchol, 279-281
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vrchol

—izolovany, 231

— vnutorny, 279

—, stuperi, 230-231

—, troven, 186, 280, 281, 290, 294, 317, 320
—, vstupny stupen, 231, 302

—, vystupny stupeni, 231, 302

vrcholova nezavislost’, ¢islo, 269-270
vrcholy susedné, 230, 235

vstupny stupen vrcholu, 231, 302
vymenovanie pripadov, dokaz, 17-19, 57
vymenovanie prvkov, 30

vypocet determinantov, 217, 220-221, 222
vystupny stupen vrcholu, 231, 302
vyvéazeny koretiovy strom, 281, 283
vzdialenost’ Hammingova, 165, 166
vztah rekurentnej formuly a rekurzie, 100

\%
Wiles, Andrew, 19

X
XOR, exkluzivna disjunkcia, ®, 174

Z

zafarbenie hranové, 269

zakon sporu, 34

zakon vylacenia treticho, 34

zakony De Morganove, 17, 27, 34, 113, 144,
147

zasobnik, 310, 311-312, 314, 321

zatvorkovanie sucinu matic, 184-187

zdroj, 301-302, 305

zjednotenie

— dvoch grafov, 234, 237

— mnozin, 32-33, 38, 40, 46, 54, 113, 124, 144

— relacii, 54

zloZena funkcia, 67-69

zlozité urokovanie, 101

zlozitost’ algoritmu, 100, 108-109, 112, 169,
184, 237, 259, 267, 284, 295, 309, 310, 319

zloZitost’ nasobenia matic, 184

zmieSany graf, 228

zobrazenie

— bijektivne, 71, 88, 133, 137

zovseobecnenie

— pomocou existen¢ného kvantifikatora, 11, 14

— pomocou univerzalneho kvantifikatora, 11,
12, 13, 20

— induktivne, 2, 13

zoznam susedov, 235





