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Kapitola 1Fyzik�alna motiv�aia Quantum mehanis is magi.Daniel M. GreenbergerHistoriky kvantov�a mehanika vznikla ako te�oria popisu mikroskopik�yh fyzik�alnyh ob-jektov (at�omov), dynamika ktor�yh sa neriadi z�akonmi klasikej fyziky. Predov�setk�ym to bolvlnovo-�astiov�y dualizmus, t.j. fakt, �ze objekty, ktor�e sme �standartne popisovali ako �astie, sav ist�yh situ�aiah spr�avaj�u ako vlny (a naopak, t.j. vlny sa spr�avaj�u ako �astie), vysvetleniektor�eho podmienilo vznik kvantovej te�orie. Jedn�ym zo zauj��mav�yh aspektov vzniku kvantovejmehaniky s�u i jej epistemologik�e d^osledky { fyzika op�u�st'a dom�enu intuit��vne akeptovan�yhpojmov (via-menej intuit��vne vieme, �o je to makroskopik�y objekt, napr. kyvadlo, vieme,�o asi znamen�a pojem poloha �i hybnost', dokona na�sa intu��ia n�am i napovie ako m�amepozorovat' kyvadlo a ur�i't jeho polohu) a za���name pou�z��vat' abstraktn�e pojmy, ktor�e nie s�uodvoden�e od na�sej \makroskopikej" sk�usenosti. Navia, kvantov�a te�oria ned�ava odpovede naot�azky typu \pre�o", d�ava n�am v�sak odovede na ot�azky \ako". Je to \kuh�arska kniha", po-mou ktorej vieme spo���tat' pravdepodobnosti ist�yh proesov, resp. korel�aie medzi pr��pravoua meran��m konkr�etnyh fyzik�alnyh syst�emov.Napriek tomu, �ze vo svojih predn�a�skah sa budem venovat' predov�setk�ym form�alnym a kon-eptu�alnym aspektom kvantovej te�orie, pova�zujem za rozumn�e za�at' na�su diskusiu fyzik�alnoumotiv�aiou. V prvej �asti tejto kapitoly sa obozn�amime s prin��pom superpoz��ie, ktor�yprid�avaj�u kvantovej mehanike pr��hut' \magikosti". Povieme si nie�o o vlnovo-�astiovomdualizme a nau���me sa niektor�e z�akladn�e pravidl�a kvantovej mehaniky. V druhej �asti sa bu-dem venovat' popisu polariza�n�yh vlastnost�� svetla, pomoou ktor�yh prirodzen�ym sp^osobomzavediem pojem stavu fyzik�alneho syst�emu.1.1 Prin��p superpoz��ieNajprv budeme analyzovat' ako sa klasik�e �astie spr�avaj�u pri prehode �strb��n na tienidle.Potom sa pozrieme ako sa ez tak�eto �strbiny �s��ria klasik�e vlny (napr��klad, vlny na vodnejhladine). Nakonie budeme analyzovat' �isto kvantov�u situ�aiu ked' ez dve �strbiny preh�adzal�u� elektr�onov.
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(a)Obr�azok 1.1: Dvoj�strbinov�y experiment s klasik�ymi �astiami.1.1.1 Dvoj�strbinov�y experiment s klasik�ymi �astiamiPredstavme si, �ze m�ame k dispoz��ii zdroj klasik�yh �ast�� (napr. n�abojov), ktor�e vyletuj�uzo zdroja rovnakou r�yhlost'ou n�ahodn�ymi smermi (vid'. obr. 1.1). Pred tak�ymto zdrojomje prek�a�zka s jednou �strbinou. Predpoklad�ame, �ze ak �astia dopadne na prek�a�zku, �uplne saprek�a�zkou \pohlt��", t.j. neodraz�� sa od nej. Priemer �strbiny je �v�a��s�� ako vel'kost' �ast��. �Castieteda stredom �stribiny prelietaj�u bez prek�a�zky. Na krajoh �strbiny sa v�sak ih smer m^o�ze menit'(n�apriklad, v d^osledku odrazu na kraji �strbiny). N�asledne na tienidle za �strbinou m^o�zmepozorovat' (merat' pomoou detektoru) kol'ko �ast�� 1 N(x) prilet�� do ist�eho bodu x. Podielompo�tu �ast�� v bode x k elkov�emu po�tu N �ast��, ktor�e preleteli �strbinou dostaneme v limitevel'k�yh N pravdepodobnostn�e rozdelenie P (x) �ast�� na tienidle. Konkr�etny tvar tohotopravdepodobnostn�eho rozdelenia z�avis�� od konkr�etnej fyzik�alnej situ�aie. Vo v�seobenosti jeto v�sak hladk�a funkia s maximom na spojnii medzi zdrojom �ast�� a entrom �strbiny.Predstavme si teraz, �ze na prek�a�zke s�u dve �strbiny (pozri obr. 1.1). �Castie m^o�zu n�ahodneprelietat' ez jednu �i druh�u �strbinu, v d^osledku �oho na tienidle dostaneme pravdepodobnostn�erozdelenie �ast�� P12, ktor�e je sumou pravdepedobnostn�eho rozdelenia z��skan�eho pri prelete�ast�� ez �strbinu ���slo 1 a ���slo 2, t.j.P12 = P1 + P2: (1.1)V tomto pr��pade sa teda pravdepodobnostn�e rozdelenia jednoduho s���taj�u. Znamen�a to, �zedva proesy, t.j. prelet ez �strbiny 1 a 2 s�u �uplne nez�avisl�e. Navia, v klasikej fyzike, m^o�zmel'ahko priebe�zne zist'ovat', ktor�a �astia preletela ktorou �strbinou. Mohli by sme napr��klad doka�zdej �strbiny nain�stalovat' mal�e farbiae zariadenia (spraye). 2 �Castie letiae ez �strbinu 1by sa nafarbili na modro, �astie letiae ez �strbinu 2 by sa nafarbili na �erveno. Na tienidleby sme potom hravo mohli ur�it', ktor�a �astia preletela ez ktor�u �strbinu.1D^ole�zit�ym aspektom tejto �uvahy je, �ze �astie sa pri prelete �strbinou nedrobia na k�usky, t.j. dopadaj�u natienidlo v svojom p^ovodnom tvare.2Tieto farbiae zariadenia, funguj�u tak, �ze nemenia dr�ahu letu �ast��.
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zdroj
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tienidloObr�azok 1.2: Dvoj�strbinov�y experiment s vlnami na vodnej hladine.1.1.2 Dvoj�strbinov�y experiment s vlnamiPredstavme si teraz vodn�u plohu ohrani�en�u stenami absorbuj�uimi vlny. V strede tej-to plohy je zariadenie, ktor�e vytv�ara kruhov�e vlny. Dostato�ne d'aleko od entra t�yhtokruhov�yh v�ln je prep�a�zka s dvoma �strbinami, ez ktor�e m^o�ze exit�aia (vlna) na vodnej h-ladine preh�adzat' d'alej. Za touto prek�a�zkou sa v istej vzdialenosti nah�adza d'al�sia bari�era,ktor�a �uplne pohluje vlny. Pred touto bari�erou umiestnime detektor, ktor�y meria v�y�sky (am-plit�udu) vlny v bode x (pozri obr. 1.2). �Stvore amplit�udy vlny je proporion�alny intenzitevlny v danom bode. In�ymi slovami detektor meria energiu prenesen�u vlnou od zdroja k de-tektoru. Neh�ame teraz zdroj v�ln osilovat' s isou frekveniou !. Zdroj generuje vlny tejtofrekvenie. Ak by sme teraz tieto vlny nehali prejst' �stbinou ���slo 1, potom v dan�y momentt by sme na bari�ere v bode x zaregistrovali vlnu, ktor�u by sme mohli form�alne reprezentovat'komplexnou amplit�udou A1ei!t, kde absol�utna hodnota komplexnej amplit�udy A1 ur�uje in-tenz��vnost' vlny ako I1 = jA1j2. Analogiky, by sme mohli zaregistrovat' intenzitu vlny �s��riaejsa zo �strbiny ���slo 2 ako I2 = jA2j2. Ka�zd�a z intenz��t I1 a I2 m�a maximum, poloha ktor�eho jeur�en�a umiesten��m �strb��n na prek�a�zke a vzdialenost'ou bari�ery na ktorej meriame intenzitu odprek�a�zky.Teraz si v�sak predstavme, �ze obe �strbiny s�u otvoren�e a vlny zo zdroja preh�adzaj�u s�u�asneez ne. V tomto pr��pade budeme na bari�ere detekovat' intenzitu v�ln I12, ktor�a nie je jednoduh�yms�u�tom intenz��t v�ln preh�adzaj�uih zo �strb��n 1 a 2 (pozri obr. 1.2). Intezita I12 vykazuje s�eriumax��m a min��m, ktor�e vznikaj�u v d^osledku interferenie v�ln preh�adzaj�uih dvoma �strbinami.Ak sa v bode x stret�avaj�u dve vlny, rozdiel dr�ah ktor�yh od �strb��n je rovn�y nep�arnemu po�tupolov�� vlnov�yh d�l�zok � [t.j. (2k + 1) � �=2℄ potom je interferenia medzi vlnami de�strukt��vnaa intenzita dosahuje minimum. Naopak, ak sa rozdiel dr�ah rovn�a p�arnemu po�tu polov�� vl-nov�yh d�l�zok, potom vd'aka kon�strukt��vnej interferenii intenzita dosahuje svoje maximum.In�ymi slovami, ak je rozdiel f�az medzi amplit�udami dvoh v�ln rovn�y 2n�, potom je interefren-ia kon�strukt��vna, ak je rozdiel f�az rovn�y (2n + 1)�, interferenia je de�strukt��vna. Form�alne
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1 12

zdroj

detektor

tienidloObr�azok 1.3: Dvoj�strbinov�y experiment s elektr�onmi.m^o�zme zap��sat' intenzitu dvoh interferuj�uih v�ln akoI12 = jA1 + A2j2 = jA1j2 + jA2j2 + 2jA1j � jA2j os Æ; (1.2)kde Æ = �1 � �2 ozna�uje rozdiel f�az dvoh komplexn�yh amplit�ud Aj = jAjj exp(i�j) (j =1; 2). Alternat��vne m^o�zme zap��sat' intenz��vnost' interfereuj�uih v�ln ez intenzity jednotliv�yhkomponent, t.j. I12 = jA1 +A2j2 = I1 + I + 2 + 2pI1I2 os Æ: (1.3)�Clen 2pI1I2 os Æ popisuje interfereniu medzi vlnami.Ot�azka na zamyslenie�Co by sa stalo, ak by sme v ka�zdej zo �strb��n p�u�st'ali do vody farbu v nepatrn�yh mno�zstv�ah?Napr��klad v �strbine 1 modr�u farbu, v �strbine 2 �erven�u. In�ymi slovami, poznali by sme dr�ahyjednotliv�yh v�ln podielaj�uih sa na interferenii. Zmenil by sa teraz interferen�n�y obraz?1.1.3 Dvoj�strbinov�y experiment s kvantov�ymi objektamiPredpokladajme teraz, �ze m�ame k dispoz��ii zdroj mikroskopik�yh kvantov�yh objektov (napr��klad,elektr�onov). Tak ako v pr��pade klasik�yh �ast�� neh�ame najprv elektr�ony prejst' ez jednu�strbinu. Na tienidle za prek�a�zkou so �strbinou umiestnime ide�alne 3 detektory (kask�adov�ezosilova�e), ktor�e zaregistruj�u elektr�ony v mieste ih dopadu. Po prejden�� dostato�n�eho po�tuelektr�onov nameriame pravdepodobnostn�e rozdelenie P1(x) [resp. P2(x)℄ elektr�onov na tienidle.Toto rozdelenie m�a jedno maximum le�ziae na priamke sp�ajaj�uej zdroj so stredom �strbiny.Situ�aia je analogik�a ako v pr��pade klasik�yh �ast�� (pozri obr. 1.3)Nehajme teraz preh�adzat' elektr�ony oboma �strbinami. V pr��pade klasik�yh �ast�� jev pravdepodobnostn�e rozdelenie ur�en�e sumou pravdepodobnost�� dvoh mo�zn�yh proesov3Pod ide�alnym detektorom rozumieme zariadenie, ktor�e detekuje elektr�ony so 100% �u�innost'ou.



1.1. PRINC�IP SUPERPOZ�ICIE 5[vid'. rovniu (1.1)℄. V kvantovom pr��pade sa v�sak deje nie�o �uplne in�e. Pravdepodobnostn�erozdelenie P12 sa nerovn�a s�u�tu P1(x) a P2(x), t.j.P12(x) 6= P1(x) + P2(x); (1.4)�o znamen�a, �ze kvantov�e �astie m^o�zu interferovat' ako vlny. Tu treba zd^oraznit', �ze inter-feren�n�y obraze na tienidle je vytvoren�y z detekie jednotliv�yh elektr�onov v konkr�etnyhbodoh. Elektr�ony sa pri registr�aii spr�avaj�u ako �astie. Dokona i pri prehode jednou�strbinou sa (aspo�n v istej aproxim�aii) spr�avaj�u ako �astie. Akon�ahle v�sak existuj�u dvemo�znosti prehodu ez prek�a�zku, potom medzi nimi nast�ava interferenia analogik�a ako pri�s��ren�� v�ln na hladine vody - elektr�ony sa teda v ist�yh situ�aiah (napr. pri detekii) spr�avaj�uako �astie a v in�yh situ�aiah ako vlny. Tento vlnovo-�astiov�y dualizmus je jednou zoz�akladn�yh ��rt kvantovej mehaniky a predstavuje z�asadn�u zmenu paradigmy v porovnan�� sklasikou mehanikou. Na makroskopikej �urovni objekty pozorujeme bud' ako vlny alebo ako�astie. Dokona na klasikej �urovni m�ame tendeniu tvrdit', �ze objekty existuj�u ako vlnyalebo �astie. Navia, o klasikej �astii v dvoj�strbinovom experimente jednozna�ne tvrd��me,�ze pre�sla bud' jednou alebo druhou �strbinou. Toto tvrdenie je experiment�alne veri�kovatel'ne(pozorovan��m �ast�� pri �strbin�ah, resp. ih farben��m pri prehode �strb��n ako sme o tom u�zhovorili). Kvantov�e objekty sa v�sak pri prehode dvoma �strbinami spr�avaj�u ako vlny, tedas�u�asne preh�adzaj�u oboma �strbinami. Preto stavy kvantov�yh objektov mo�zme popisovat'komplexn�ymi amplit�udami pravdepodobnosti a pravdepodobnostn�e rozdelenia ako �stvore ab-sol�utnyh hodn^ot t�yhto amplit�ud. Preto, prehod �strbinou j (j = 1; 2) m^o�ze asoiovat' samplit�udou pravdepodobnosti  j(x) a pravdepodobnost' ako Pj(x) = j j(x)j2. Pravdopodob-nostn�e rozdelenie popisuj�ue situ�aiu v dvoj�strbinovom experimente sa potom vyjadruje akoP12(x) = j 1(x) +  2(x)j2 = j 1(x)j2 + j 2(x)j2 + 2j 1(x)j � j 2(x)j os Æ; (1.5)kde Æ reprezentuje rozdiel f�az dvoh komplexn�ym amplit�u  1(x) a  2(x), Teraz si m^o�zmepolo�zit' ot�azku, �i by sme predsa len nemohli experiment�alne zistit', ktorou z dvoh �strb��nelektr�on preletel.1.1.4 Welher WegV pr��pade klasikej �astie preletuj�uej ez �strbinu m^o�zme nielen ur�it' kam �astia dopadnena tienidle, ale e�ste po�as letu m^o�zme merat' jej r�yhlost' a smer. Navia, t�ym, �ze �astiaje dostato�ne mas��vna, pozorovan��m jej stav (r�yhlost' a smer letu) nemen��me. Ak by smee�ste vedeli, ktor�ym smerom �astia vyletela zo zdroja a ak�u mala r�yhlost', mohli by sme zjej dr�ahy za tienidlom ur�it' polohu �strbiny na prek�a�zke. In�ymi slovami, mohli by sme ur�it',ktorou �strbinou �astia preletela. Je to vlastne to ist�e ako keby sme �astiu prelietaj�uudanou �strbinou nafarbili. Na dynamike letu a tvare pravdepodobnostn�eho rozdelenia by sani� nezmenilo. Stavy klasik�yh (makroskopik�yh) objektov sa pozorovan��m nemenia. Jedena ten ist�y objekt m^o�zme premerat' mnohokr�at bez toho aby sa v d^osledku merania jeho stavzmenil. 4 V pr��pade kvantov�yh objektov je situ�aia in�a. Ak sa pok�usime zmerat' polohu�astie pri prelete �strbinami 5 naru�s��me jej stav a interferen�n�y �len v pravdepodobnostnomrozdelen�� (1.5) m^o�ze �uplne zmizn�ut' (pozri obr. 1.4).4Napr��klad, knihu m^o�zete pre���tat' mnohokr�at bez toho aby sa jej obsah zmenil. Nielen to, knihu m^o�zeteprep��sat', �i skop��rovat' na xeroxe a st�ale m�ate t�u ist�u knihu, t�u ist�u inform�aiu.5E�ste z d^ob \vel'k�yh" diskusi�� medzi zakladatel'mi kvantovej te�orie sa v teoretikej fyzike zahovalo niekol'konemek�yh v�yrazov, ktor�e sa stali s�u�ast'ou n�a�sho \folkl�oru". Napr��klad, Welher Weg (ktor�a dr�aha) sa pou�z��va
6 KAPITOLA 1. FYZIK �ALNA MOTIV �ACIA
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Obr�azok 1.4: Dvoj�strbinov�y experiment s elektr�onmi II. Pri detekii �ast�� s iel'om ur�it',ktorou �strbinou elektr�on pre�siel str�aame interferen�n�y obraz.Konkr�etne, polohu elektr�onu tesne za �strbinou m^o�zme merat' tak, �ze ih budeme osvet-lovat' svetlom istej vlnovej d�l�zky. Svetlo sa na elektr�onoh rozptyluje �o m^o�zme pozorovat'ako kr�atke z�ablesky. Pri ka�zdom takomto z�ablesku ur���me polohu elektr�onu. Tu je d^ole�zit�ezd^oraznit', �ze pokial' je vlnov�a d�l�zka dopadaj�ueho svetla dostato�ne mal�a (v porovnan�� so vz-dialenost'ou medzi �strbinami) z�ablesk sa v�zdy objav�� iba pri jednej zo �strb��n. Teda pri takejtodetekii sa elektr�on spr�ava ako �astia, ktora preletela bud' jednou alebo druhou �strbinou. Nadruhej strane, stav v d^osledku z�akona zahovania hybnosti sa stav elektr�onu pri rozptyle svetlasa naru�sil - elektr�on z��skava pri rozptyle svetla hybnost', vel'kost' a smerej ktorej s�u do istejmiery n�ahodn�e veli�iny. V d^osledku tohto sa elektr�on �iasto�ne \odh�yli" od svojej p^ovodnejdr�ahy (presnej�sie men�� sa jeho stav). N�asledne sa men�� pravdepodobnostn�e rozdelenie P12(x)- interferen�n�y obraz sa str�aa. Naru�senie stavu je t�ym men�sie ���m je v�a��sia vlnov�a d�l�zkasvetla 6 preto�ze t�ym men�sia je veli�ina n�ahodn�eho impulzu odovzdan�eho elektr�onu. Preto sainterferen�n�y obraze m^o�ze pri detekii elektr�onov (�iasto�ne) zahovat'. Mus��me si v�sak uve-domit', �ze ���m v�a��sia je vlnov�a d�l�zka svetla, t�ym men�sia je presnost' lokaliz�aie elektr�onu. Vpr��pade, �ze t�ato vlnov�a d�l�zka je porovnatel'n�a resp. v�a��sia ako vzdialenost' medzi �strbinami,svetlo rozpt�ylen�e elektr�onmi n�am nem^o�ze poskytn�ut' inform�aiu o tom, ktorou �strbinou elek-tr�on preletel. Vid��me teda, �ze v kvantovej mehanike existuj�u vz�ajomne sa vylu�uj�ue mo�znostiur�enia �strb��n, ktor�ymi prelietaj�u elektr�ony a pozorovan��m interferen�n�eho ovrazu. Naraz obo-je nem^o�zme vidiet' (poznat').na ozna�enie �standartnej situ�aie pri anal�yze probl�emu, ktorou �strbinou preletela �astia. In�ym pr��kladom jepojem Gedankenexperiment (pomyseln�y experiment), ktor�y sa stal s�u�ast'ou metodologik�eho apar�atu modernejfyziky.6Hybnost' svetla je nepriamo�umern�a jeho vlnovej d�l�zke, a teda pri vel'k�yh vlnov�yh d�l�zkah rozptylovan�ehosvetla n�ahodn�a hybnost' odovzdan�a elektr�onu je mal�a.



1.1. PRINC�IP SUPERPOZ�ICIE 7�Co si treba zapam�atat'(1) Pravdepodobnost' P experiment�alneho v�ysledkuje rovn�a �stvoru absol�utnej hodnoty amplit�udypravdepodobnosti  ; P = j j2.(2) Ak sa fyzik�alny proes m^o�ze realizovat' dvoma(niekol'k�ymi) vz�ajomne vylu�uj�uimi sa sp^osobmiharakterizovan�ymi amplit�udami  1 a  2, potomelkov�a amplit�uda proesu je rovn�a sume am-plit�ud, t.j.  =  1 + 2 a kore�sponduj�ua pravde-podobnost' m�a tvarP12 = j 1 +  2j2 = j 1j2 + j 2j2 + 2j 1j � j 2j os Æ(3) Kvantovo-mehanik�a interferenia sa d�a pozorovat'iba vtedy, ak sa nesna�z��me zistit', ktor�a sovz�ajomnevylu�uj�uih sa mo�znost�� sa realizovala.Ak pozn�ame, ktor�a z alternat��v sa realizovala, po-tom m�a v�ysledn�a pravdepodobnost' tvarP12 = j 1j2 + j 2j2:Pozn�amky� Pri meran�� sa f�aza komplexnej amplit�udy  j = j jjei�j men�� n�ahodne. Rozdiel f�azmedzi dvoma amplit�udami po meran�� je Æ = �1 � �2. Predpokladajme, �ze rozdiel f�az Æ, m�apravdepodobnostn�e rozdelenie p(Æ). Potom pravdepodobnostn�e rozdelenie P12(x) vyjadren�evzt'ahom (1.5) e�ste mus��me prestredovat', ez v�setky mo�zn�e uhly Æ, t.j.P 12(x) = 12� Z ��� P12(x)p(Æ)dÆ (1.6)= j 1j2 + j 2j2 + 2j 1j � j 2j 12� Z ��� p(Æ) os ÆdÆ:Predpokladajme, �ze pr��rastok f�azy je pri rozptyle svetla �uplne n�ahodn�y, t.j. p(Æ) = onst: = 1.Ked'�ze R ��� os ÆdÆ = 0, vid��me, �ze v tomto pr��pade sa kvantov�a koherenia �uplne stratila. Prezahovanie kvantovej koherenie je nevyhnutn�e zabezpe�it', aby sa f�azy komplexn�yh amplit�udn�ahodne nemenili.� Kvantov�a mehanika je �statistik�a te�oria - poskytuje n�am pravdepodobnostn�e rozde-lenia v�ysledkov meran�� fyzik�alnyh veli���n. Nevysvetl'uje v�sak samotn�u podstatu, pr���inu,�statistik�eho harakteru fyzik�alnyh proesov (t.j. v�ysledkov pozorovan��). T�ato �statistik�apovaha kvantovej mehaniky bola a je zdrojom mnoh�yh vedek�yh diskusi�� - najzn�amej�sia jediskusia medzi Albertom Einsteinom a Nielsom Bohrom. Albert Einstein neveril, �ze by \Boh
8 KAPITOLA 1. FYZIK �ALNA MOTIV �ACIAhral v koky" a hl'adal deterministik�e vysvetlenie pravdepodobnostn�eho harakteru v�ysledkovmeran��. 7 Medzi (ne�uspe�sn�e) pokusy vystvetlit' �statistik�y harakter kvantovej mehanikypatr�� i predpoklad o existenii skryt�yh parametrov, t.j. ak by sme poznali v�setky veli�inyharakterizuj�ue fyzik�alne syst�emy, potom by �statistik�y interpret�aia kvantovej mehanikystratila svoje opodstatnenie. Predpoklady o skryt�yh parametroh s�u v�sak nekonzistentn�e soz�akladn�ymi postul�atmi kvantovej mehaniky (o tomto budeme hovorit' v na�sih predn�a�skahnesk^or).� Klasik�a mehanika vysvetl'uje dynamiku jednotliv�yh objektov. Ka�zd�y objekt m^o�zme(v prin��pe) pozorovat' bez toho, aby sme zmenili jeho stav. Pozorovatel' nie je s�u�ast'ou po-zorovan�eho objektu. V kvantovej fyzike je situ�aia dramatiky odli�sn�a, meranie (pozorovanie)men�� stav pozorovan�eho syst�emu. 8 Pri�om t�ato zmena je vo v�seobenosti �uplne n�ahodn�a. Akteda hovor��me o konkr�etnom stave syst�emu m�ame sk^or na mysli stav nekone�ne vel'k�eho s�uborurovnako pripraven�yh objektov (resp. parametre pr��troja, ktor�y generoval tak�yto s�ubor). Mer-an��m ka�zd�eho elementu s�uboru z��skame �ast' inform�aie o pravdepodobnostn�yh rozdeleniahrelevantn�yh fyzik�alnyh veli���n (napr. poloha, r�yhlost'). Samozrejme, �ze v�ysledky meran��n�am potom umo�z�nuj�u (v kontexte u�z zn�amej inform�aie) ur�ovat' stavy fyzik�alnyh syst�emov.1.2 Stavy fyzik�alnyh syst�emovStav fyzik�alneho syst�emu je jedn�ym z kl'�u�ov�yh pojmov modernej fyziky. Impliitne sa pred-poklad�a, �ze fyzik�alne syst�emy \objekt��vne" existuj�u a �ze s�u poznatel'n�e prostredn��tvom mer-an��. Poznatel'nost' sa form�alne d�a vyjadrit' faktom, �ze existuje (kone�n�y) s�ubor veli���n, ktor�emaj�u svoju opera�n�u de�n��iu (t.j. �osi ako kuh�arska kniha) obsahuj�uu n�avod na to, akotieto veli�iny merat'. Tieto fyzik�alne veli�iny v prin��pe jednozna�ne identi�kuj�u objekt a ihhodnoty ur�uj�u stav sk�uman�eho fyzik�alneho objektu.Mno�zina v�setk�yh mo�zn�yh stavov reprezentuje stavov�y priestor dan�eho fyzik�alneho sys-t�emu. Ka�zd�y \bod" stavov�eho priestoru, na druhej strane, kore�sponduje konkr�etnemu stavusyst�emu9. V klasikej fyzike je stavov�ym priestorom kon�gura�n�y, resp. f�azov�y priestor, ktor�yje re�alnym vektorov�ym priestorom. Napr��klad, klasikej �astii, reprezentovanej mater-i�alnym bodom pohybuj�uim sa v jednom rozmere, kore�sponduje dvojrozmern�y f�azov�y priestor.Jeden rozmer tohoto priestoru je asoiovan�y s priestorovou s�uradniou x a druh�y je asoiovan�ys hybnost'ou (r�yhlost'ou) p tejto �astie. Typik�ym pr��kladom takejto materi�alnej �astie jeharmonik�y osil�ator, stav ktor�eho je reprezentovan�y bodom na kru�znii so stredom v po�iatkuf�azov�eho priestoru. A harmonik�y pohyb osil�atora kore�sponduje pohybu po tejto kru�znii vof�azovom priestore s danou uhlovou r�yhlost'ou. Ako d'al�s�� pr��klad, ktor�emu sa budeme venovat'podrobnej'sie, uvedieme polariza�n�e stavy svetla.7Citujem z Einsteinovho listu Bohrovi (pozri [?℄): \You believe in a die-playing God and I in perfet lawsin the world of things existing as real objets, whih I try to grasp in a wildly speulative way.".8V istom zmysle je pozorovatel' akt��vnym tvorom nov�eho stavu. T�ym, �ze sa \p�ytame" konkr�etne ot�azkymen��me svet konkr�etnym sp^osobom (ak by sme sa p�ytali in�e ot�azky svet by vyzeral inak�sie). Ak teda sk�umamevlnov�e vlastnosti elektr�onu, tento sa spr�ava ako vlna. Ak sk�umame jeho korpuskul�arne vlastnosti spr�ava saako �astia.9Nesk^or sa v na�sih predn�a�skah stretneme s pojmom pravdepodobnostn�eho rozdelenia na stavovompriestore. Tak�yto popis kore�sponduje situ�aii, kedy sa syst�em nenah�adza v presne de�novanom stave, aleexistuje s istou pravdepodobnost'ou v mnoh�yh mo�zn�yh stavoh. A pr�ave harakter tejto \s�u�asnej" existen-ie syst�emu v mnoh�yh stavoh je �osi, ���m sa klasik�e objekty dramatiky odli�suj�u od objektov kvantov�yh.



1.2. STAVY FYZIK �ALNYCH SYST�EMOV 91.2.1 Polarizovan�e svetloPredpokladajme, �ze v smere osi z sa �s��ri svetlo. Z Maxwellovej te�orie vieme, �ze svetlo je elektro-magnetik�e pole. V pr��pade vol'n�eho pol'a je svetlo jednozna�ne op��sane vektorom elektrik�ehopol'a ~E(~r; t) v bode ~r a �ase t. Vektor elektromagnetik�eho pol'a je kolm�y k smeru �s��reniasvetla (t.j. k osi z). Z Maxwellov�yh rovn�� vypl�yva, �ze v na�som pr��pade vektor magnetik�ehopol'a je ur�en�y jednoduh�ym vzt'ahom ~B = ~ez � ~E a~E(~r; t) = Ex(~r; t)~ex +Ey(~r; t)~ey; (1.7)kde ~ex, ~ey a ~ex s�u jednotkov�e vektory v smere os�� x, y a z. Vektor elektrik�eho pol'a je re�alnouveli�inou a z Maxwellov�yh rovn�� pre vol'ne sa �s��riae pole n�ajdeme rie�senia, pre komponentyEx(~r; t) a Ey(~r; t) v tvare Ex(~r; t) = E0x os(kz � !t+ �x);Ey(~r; t) = E0y os(kz � !t+ �y): (1.8)V rovnii (1.8) veli�ina k = 2�=� reprezentuje vlnov�y vektor; ! = 2�� je kore�sponduj�uafrekvenia a �x (�y) je f�aza komponenty pol'a Ex(~r; t) [(Ey(~r; t)℄. Re�alne amplit�udy komponentpol'a sme ozna�ili ako E0x a E0y . Hustota energie vol'n�eho pol'a sa vyjadruje �standartn�ymvzt'ahom "(~r; t) = 18� h ~E(~r; t)2 + ~B(~r; t)2i= 14� �(E0x)2 os2(kz � !t+ �x) + (E0y)2 os2(kz � !t+ �y)� : (1.9)Z posledn�eho v�yrazu m^o�zme n�ajst' hodnotu strednej hustoty energie za jednu peri�odu"(~r) = 1T Z T0 "(~r; t) = 18� �(E0x)2 + (E0y)2� : (1.10)Z praktik�yh d^ovodov m^o�zme komponenty pol'a (1.8) reprezentovat' ako re�alne �asti kom-plexn�yh veli���n Ex(~r; t) = Re fEx exp[i(kz � !t)℄g ;Ey(~r; t) = Re fEy exp[i(kz � !t)℄g ; (1.11)kde sme zaviedli ozna�enie Ex = E0xei�x a Ey = E0yei�y . Teraz m^o�zme hustotu energie (1.10)prep��sat' vo forme "(~r) = 18� �jExj2 + jEyj2� : (1.12)V takejto komplexnej forme m^o�zme teda vektor elektrik�eho pol'a (1.7) reprezentovat' ako~E(~r; t) = [Ex~ex + Ey~ey℄ exp[�i(!t� kz)℄: (1.13)In�ymi slovami, harakterizujeme teraz vektor elektrik�eho pol'a komplexn�ymi veli�inami.Polariza�n�e vlastnosti svetla s�u v na�som pr��pade op��san�e komponentami Ex a Ey elek-trik�eho pol'a. Vo v�seobenom pr��pade komplexn�yh veli���n Ex a Ey m�ame do �inenia seliptiky polarizovan�ym svetlom. Na druhej strane, mo�zme taxat��vne vymenovat' niekol'ko
10 KAPITOLA 1. FYZIK �ALNA MOTIV �ACIA
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(a) (b)Obr�azok 1.5: Na obrazku (a) sme shematiky znazornili vektory kore�sponduj�ue vertik�alne(v) a horizont�alne (h) linearizovan�emu svetel'n�emu polu. Tie�z, je tu zobrazen�y vektor svetlapolarizovan�eho v smere 45Æ. Na obr�azku (b) je l'avo- a pravo-polarizovan�e \svetlo".�spei�k�yh pr��padov (pozri obr. 1.5)1. Ey = 0 { line�arna polariz�aia v smere osi x (horizont�alna polariz�aia);2. Ex = 0 { line�arna polariz�aia v smere osi y (vertik�alna polariz�aia);3. Ex = Ey { line�arna polariz�aia pozd�l�z osi pooto�nej o 45Æ;4. Ey = iEx { pravo polarizovan�e svetlo;5. Ey = �iEx { l'avo polarizovan�e svetlo.Uva�zujme teraz svetel'n�e pole dopadaj�ue na x-polariz�ator, ez ktor�y m^o�ze preh�adzat' x-polarizovan�e svetlo, ale y-polarizovan�e svetlo je t�ymto polariz�atorom �uplne pohlten�e. Tak�ytopolariz�ator sme form�alne zobrazili na obr. 1.6. Ked' svetlo prejde tak�ymto polariz�atorom, jehoy komponenta je pohlten�a, �o znamen�a, �ze pomer intenzity dopadaj�ueho svetla a svetla, ktor�epre�slo polariz�atorom m�a tvar: II0 = jExj2jExj2 + jEyj2 : (1.14)Vieme tie�z, �ze svetlo m^o�zme reprezentovat' ako s�ubor fot�onov. 10 Jeden fot�on sa ned�a delit'- teda predpoklad�ame, �ze polariz�atorom bud' prejde alebo neprejde. Znamen�a to teda, �ze vtakejto korpuskul�arnej reprezent�aii m^o�zme hovorit' iba o pravdepodobnosti P , �ze fot�on pre�sielpolariz�atorom. T�ato pravdepodobnost' je rovn�a pomeru intenz��t dopadaj�ueho a prejden�ehosvetla, t.j. P = jExj2jExj2 + jEyj2 : (1.15)Ak budeme reprezentovat' svetel'n�e pole normovanou intenzitou~EN = ExpjExj2 + jEyj2~ex + EypjExj2 + jEyj2~ey (1.16)potom m^o�zme hovorit', �ze pravdepodobnost' toho, �ze fot�on pre�siel polariz�atorom x sa rovn�a�stvoru amplit�udy pred vetorom ~ex. Toto je jednoduh�e heuristik�e pravidlo, ktor�e nesk^oroble�ieme do elegantnej matematikef formy.Predstavme si teraz trohu zlo�zitej�s�� experiment. Za x-polariz�ator umiestnime e�ste y-polariz�ator (pozri obr. 1.7). Je velku pohopitel'n�e, �ze v tomto pr��pade na v�ystupe nebudeme10V kvantovej te�orii je svetel'n�e pole reprezentovan�e kvantovan�ym elektormagnetik�em pol'om. V reprezent�aiidruh�eho kvantovania sa exit�aie jednotliv�yh m�odov elektromagnetik�eho pol'a naz�yvaj�u fot�onmi.
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E  + E E
x y x

x-polarizatorObr�azok 1.6: Shematik�e zobrazenie x-polariz�atora. Z l'avej strany vh�adza do�n svetla s obo-ma, t.j. vertik�alnou (x) i horizont�alnou (y) komponentami. Z pravej strany v�sak u�z vyh�adzaiba vertik�alne (x) polarizovan�e svetlo.pozorovat' �ziadne svetlo. Ak v�sak medzi x a y polariz�atory umiestnime polariz�ator x0, potom nav�ystupe m^o�zme pozorvat' svetlo, ktor�e je op��san�e vektorom elektrik�eho pol'a E0y~ey. Amplit�udutohoto pol'a n�ajdeme vel'mi jednoduho. Sta��� ak sprav��me jedoduh�u rot�aiu polariza�nej b�azy.Konkr�etne, nov�u b�azu f~e0x; ~e0yg vyjadr��me ez star�u b�azu f~ex; ~eyg ako~e0x = os'~ex + sin'~ey; ~e0y = � sin'~ex + os'~ey: (1.17)
E  + E E

x y x
x-polarizator y-polarizatorObr�azok 1.7: Svetlo najprv preh�adza ez x-polariz�ator. Potom ez y-polariz�ator. Na v�ystupe,samozrejme, nem^o�zme detekovat' svetlo, preto�ze toto bolo �uplne pohlten�e dvoma komplemen-t�arnymi polariz�atormi.Samozrejme, inverzn�a transform�aia m�a tvar~ex = os' ~e0x � sin' ~e0y; ~ey = sin' ~e0x + os' ~e0y: (1.18)Z pred�adzaj�uih transform�aii je zrejm�e, �ze uhol rot�aie ' sa d�a vyjadrit' ako skal�arny s�u�inos' = ~e0x � ~ex, resp. sin' = ~e0x � ~ey.Teraz u�z m^o�zme zap��sat' experiment s troma polariz�atormi v jednoduhej matematik-ej forme. Komplexn�e elektrik�e pole v jednotliv�yh etap�ah prehodu ez polariz�atory m�an�asledovn�y tvar:pred polariz�atorom x ~E1 = Ex~ex +Ey~ey; (1.19)za polariz�atorom x (t.j. pred polariz�atorom x0)~E2 = ( ~E1~ex)~ex = ~Ex~ex = Ex os' ~e0x �Ex sin' ~e0y; (1.20)za polariz�atorom x0 (t.j. pred polariz�atorom y)~E3 = ( ~E2~e0x)~e0x = Ex os' ~e0x = Ex os2 '~ex +Ex sin' os'~ey; (1.21)

12 KAPITOLA 1. FYZIK �ALNA MOTIV �ACIAza polariz�atorom y ~E4 = ( ~E3~ey)~ey = Ex os' sin'~ey = ~Ey~ey: (1.22)Vid��me teda, �ze pomer intenz��t pred polariz�atorom x0 a za polariz�atorom y je dan�y vzt'ahomII0 = os2 ' sin2 ' = j~e0x � ~eyj2j~e0x � ~exj2: (1.23)Ak budeme interpretovat' tento v�ysledok vo fot�onovej reprezent�aii, potom dospejeme k z�averu,�ze pravdepodobnost' toho, �ze fot�on prejde syst�emom polariz�atorov je rovn�a os2 ' sin2 '. Tie�zsa m^o�zme presved�it' o tom, �ze pravdepodobnost' toho, �ze fot�on prejde polariz�atorom x0 jevyjadren�a vzt'ahom P = j ~E~e0xj2j ~E~e0xj2 + j ~E~e0yj2: (1.24)

E  + E E
x y x

x-polarizator x’-polarizator y-polarizator
E Ex’ y

~Obr�azok 1.8: Syst�em troh polariz�atorov. V porovnan�� so situ�aiou zobrazenou na obr. 1.7,�ast' svetla ez syst�em polariz�atorov preh�adza.Z predh�adzaj�uih ponau�en�� vypl�yva, �ze komplexn�e vektory, ih amplit�udy, skal�arnes�u�iny a line�arne transform�aie medzi nimi s�u vhodn�ym formalizmom na vyjadrenie matem-atikej �strukt�ury kvantovej mehaniky. Preto nasleduj�uu kapitolu venovan�u matematik�emuformalizmu kvantovej mehaniky za�neme popisom priestorov komplexn�yh vektorov.�Co si treba zapam�atat'(1) Skal�arny s�u�in medzi vektormi ~ej (reprezentuj�uimipolariza�n�e stavy fot�ona) zohr�ava v�yznamn�u�ulohu pri v�ypo�te pravdepodobnosti toho, �ze fot�onprejde ez dan�y polariz�ator.(2) Jeden polariza�n�y stav svetla m^o�ze byt' reprezento-van�y ako superpoz��ia in�yh polariza�n�yh stavov.(3) P^osobenie x polariz�atora (resp. ak�ek�eho kol'vekpolariz�atora) m^o�zme interpretovat' ako line�arnutransform�aiu medzi komplexn�ymi vektormi.Tak�yto polariz�ator form�alne zobrazuje vektorEx~ex + Ey~ey do vektoru Ex~ex.
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Kapitola 2Matematik�y formalizmusPhysial laws should have mathematial beauty.Paul A.M. Dira2.1 Komplexn�e vektorov�e priestoryDe�n��ia 2.1 Neh V je mno�zina objektov (vektorov), C ozna�uje mno�zinu kom-plexn�yh ���siel, \+" ozna�uje grupov�u oper�aiu s�u�tu a nakonie neh \�" ozna�ujeoper�aiu n�asobenia komplexn�ym ���slom. Potom sa �stvoria (V;C;+; �) naz�yva kom-plexn�ym vektorov�ym priestorom ak sp�l�na nasleduj�ue vlastnosti:(1) (V;+) je Abelovou grupou, t.j. sp�l�na podmienky(a) 8~x; ~y 2 V ) ~x+ ~y 2 V (uzavretost')(b) 8~x; ~y; ~z 2 V ) ~x+ (~y + ~z) = (~x+ ~y) + ~z (distribut��vnost')() 9~0 2 V , 8~x 2 V ) ~x+~0 = ~x (nulov�y elemnet)(d) 8~x 2 V : 9(�~x) 2 V tak�y, �ze ~x+ (�~x) = ~0 (inverzn�y element)(e) 8~x; ~y 2 V ) ~x+ ~y = ~y + ~x (abelovost')(2) N�asobenie komplexn�ym ���slom sp�l�na podmienky(a) 8a 2 C; ~x 2 V ) a � ~x 2 V (uzavretost')(b) 8~x 2 V ) 1 � ~x = ~x (jednotkov�y element)() 8; d 2 C; ~x 2 V ) ( � d) � ~x =  � (d � ~x) (asoiat��vnost')(d) 8; d 2 C; ~x; ~y 2 V )  � (~x+ ~y) =  � ~x+  � ~ya taktie�z (+ d) � ~x =  � ~x+ d � ~x (distribut��vnost')Aby sme lep�sie pohopili zmysel tejto de�n��ie preanalyzujeme niekol'ko relevantn�yh pr��kladov.
14 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUS1. Nulov�y element Za�nime s priam trivi�alneho d^okazu tvrdenia 0 �~x = ~0. Na d^okaz pou�zijemeaxi�omy z de�n��ie 2.1. ~0 (1d)= �~x+ ~x(2b)= �~x+ 1 � ~x= �~x+ (1 + 0) � ~x(2d)= �~x+ 1 � ~x+ 0 � ~x(2b)= �~x+ ~x+ 0 � ~x(2d)= ~0 + 0 � ~x(1)= 0 � ~x:2. C2 Toto je mno�zina dvojkomponentn�yh vektorov tvaru~a = � a1a2 � ; (2.1)kde ai s�u komplexn�e ���sla. Oper�aie s�u�tu a n�asobenia komplexn�ym ���slom s�u de�novan�eako � a1a2 �+� b1b2 � := � a1 + b1a2 + b2 � (2.2) �� a1a2 � := �  � a1 � a2 � (2.3)Teraz l'ahko dok�a�zeme, �ze mno�zina C2, na ktorej s�u de�novan�e oper�aie s�u�tu (2.2) as�u�iny (2.3) sp�l�na podmienky ur�en�e de�n��iou 2.1. Nakonie e�ste poznamen�am, �zevektorov�y priestor C2, hr�a d^ole�zit�u �ulohu pri popise �ast�� so spinom 1/2 (pozri kapitolu??).3. Mno�zina re�alnyh funki�� jednej premennej f : R! R Ak de�nujeme na tejto mno�zine grupov�eoper�aie ako (f1 + f2)(x) := f1(x) + f2(x)( � f)(x) :=  � f(x) (2.4)potom l'ahko prever��me, platnost' podmienok 1. a 2. z de�n��ie 2.1. Znamen�a to, �zemno�zina funki�� f , na ktorej je de�novan�a oper�aia s�u�tu a s�u�inu (2.4) je komplexn�ymvektorov�ym priestorom.4. Komplexn�e matie n� n Predpokladajme mno�zinu n� n mat��M = 0B� m11 � � � m1n... . . . ...mn1 � � � mnn 1CA ; (2.5)



2.1. KOMPLEXN�E VEKTOROV�E PRIESTORY 15kde matiov�e elementy mij s�u komplexn�e ���sla. Oper�aie s�u�tu a skal�arneho s�u�inu s�ude�novan�e ako0B� a11 � � � a1n... . . . ...an1 � � � ann 1CA+0B� b11 � � � b1n... . . . ...bn1 � � � bnn 1CA = 0B� a11 + b11 � � � a1n + b1n... . . . ...an1 + bn1 � � � ann + bnn 1CA ; (2.6) �0B� a11 � � � a1n... . . . ...an1 � � � ann 1CA = 0B�  � a11 � � �  � a1n... . . . ... � an1 � � �  � ann 1CA (2.7)V tomto pr��pade op�at' l'ahko uk�a�zeme, �ze mno�zina mat�� s oper�aiami (2.6) a (2.7) jekomplexn�ym vektorov�ym priestorom 12.1.1 B�aza a rozmer vektorov�eho priestoruZ de�n��e 2.1 je zrejm�e, �ze jeden vektor m^o�zme reprezentovat' ako sumu dvoh (�i viaer�yh)in�yh vektorov. Napr��klad, � 12 � = � 10 �+ 2 �� 01 � : (2.8)V tejto situ�aii je prirodzen�e, �ze sa p�ytame, �i je mo�zn�e reprezentovat' nejak�y vektor ~xj zmno�ziny vektorov f~x1; : : : ; ~xkg ez ostatn�e vektory tejto mno�ziny. T�ato ot�azka sa d�a formulovat'i trohu inak�sie, a to: M^o�zme reprezentovat' nulov�y vektor ~0 ako line�arnu kombin�aiu vektorovf~x1; : : : ; ~xkg, t.j. kXj=1 �j~xj = ~0 (2.9)s nenulov�ymi koe�ientami �j?De�n��ia 2.2Mno�zina vektorov f~x1; : : : ; ~xkg sa naz�yva line�arne nez�avislou ak rovni-a kXj=1 �j~xj = ~0 (2.10)m�a iba trivi�alne rie�senie �1 = : : : �k = 0. Ak t�ato rovnia m�a rie�senie aspo�n pre jedno�j 6= 0, potom sa mno�zina vektorou naz�yva line�arne z�avislou.Teraz sa vr�atime k na�sej p^ovodnej ot�azke a vy�setr��me, �i sa niektor�e vektory z mno�zinyf~x1; : : : ; ~xkg daj�u reprezentovat' ez in�e vektory tejto mno�ziny.1Chem v�as iba upozornit' na fakt, �ze �asto pou�z��vame matie ako objekty, ktor�e p^osobia na vektory. Zn�a�sho pr��kladu je v�sak zjavn�e, �ze matie m^o�zme tie�z uva�zovat' ako elementy (vektory) vektorov�eho priestoru.
16 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSLema 2.1 �Ziaden vektor z mno�ziny line�arne nez�avisl�yh vektorov f~x1; : : : ; ~xkg sa ned�avyjadrit' ako line�arna kombin�aia ostatn�yh vektorov tejto mno�ziny, t.j. neexistuje �j, ktor�e bybolo rie�sen��m rovnie�1~x1 + � � �+ �j�1~xj�1 + �j+1~xj+1 + � � �+ �k~xk = ~xj (2.11)V mno�zine line�arne z�avisl�yh vektorov n�ajdeme aspo�n jeden tak�y vektor ~xj, ktor�y sa d�avyjadrit' ako line�arna kombin�aia ostatn�yh vektorov.D^okaz: Spravte ho ako vi�enie!Pr��klad: Mno�zina f~0g pozost�avaj�ua iba z nulov�eho vektora, je line�arne z�avisl�a.Teraz ked' sme u�z zade�novali pojem line�arnej nez�avislosti prejdeme k de�n��i rozmeru(dimenzie) vektorov�eho priestoru. Som si ist�y, �ze v�seti m�ate intuit��vnu predstavu o dimenziipriestoru. Rovina je dvojrozmern�a, priestor, v ktorom existujeme je trojrozmern�y. 2 Pred-stavme si na hv��l'u rovinu. Je pre v�as zrejm�e, �ze ka�zd�y vektor v tejto rovine sa d�a reprezentovat'ako line�arna kombin�aia dvoh line�arne nez�avisl�yh vektorov ~e1 a ~e2. V rovine teda nen�ajdemetri line�rne nez�avisle vektory. Preto hovor��me, �ze rovina je dvojrozmern�ym priestorom.De�n��ia 2.3 Rozmer vektorov�eho priestoru V je ur�en�y po�tom line�arne nez�avisl�yhvektorov vo V .De�n��ia 2.4 Mno�zina vektorov f~x1; : : : ; ~xkg sa naz�yva b�azou vektorov�eho priestoru Vak (a) ak vektory ~x1; : : : ; ~xk s�u line�arne nez�avisl�e;(b) ak 8~x 2 V : 9�i 2 C) ~x =Pki=1 �i~xi.Podmienka (b) hovor�� o tom, �ze ka�zd�y vektor ~x vektorov�eho priestoru V m^o�zme reprezento-vat' ako line�arnu kombin�aiu b�azov�yh vektorov. Podmienka (a) zaru�uje, �ze mno�zina b�azov�yhvektorov je minim�alna. Samozrejme, �ze v danom vektorovom priestore m^o�zme de�novat' vel'arodzielnyh b�az (t.j. mno�z��n b�azov�yh vektorov). V N -rozmernom priestore ka�zd�a z t�yhtob�az bude obsahovat' presne N vektorov.Pr��klady(1) Predpokladajme vektorov�y priestor C2. Ka�zd�y element tohoto priestoru m^o�zme reprezen-tovat' ako st�lpe ~x = � �1�2 � :Preto dva vektory ~x1 = � 10 � ; ~x2 = � 01 � (2.12)zohr�avaj�u �ulohu b�azov�yh vektorov v C2. Analogik�a kon�strukia plat�� v N rozmernompriestore CN .2Mnoh�� z v�as vedia o tom, �ze �as, vo fyzik�alnej te�orii reprezentuje d'al�s�� rozmer, a tak svet, v ktorom �zijemeje �stvorrozmern�ym �asopriestorov�ym kontinuom.



2.1. KOMPLEXN�E VEKTOROV�E PRIESTORY 17(2) Ako pr��klad nekone�ne-rozmern�eho vektorov�eho priestoru uvedieme priestor komplexn�yhmnoho�lenov, t.j. mno�zinuV = f0 + 1z + 2z2 + � � �+ kzk j k je l'ubovoln�e el�e ���slo;8i 2 Cg: (2.13)Dva mnoho�leny sa navz�ajom rovnaj�u ak pre v�setky z 2 C nadob�udaj�u rovnak�e hodnoty.Oper�aie s�u�tu a s�u�inu s�u de�novan�e �standartn�ym sp^osobom. Mno�zina f1; z; z2; : : : gje line�arne nez�avisl�a a obsahuje nekone�ne vel'a prvkov. Dok�a�zte, �ze V je vektorov�ympriestorom s b�azou f1; z; z2; : : : g.2.1.2 Skal�arny s�u�in a norma na vektorov�yh priestorohNajprv zade�nujeme pojem skal�arneho s�u�inumedzi dvoma vektormi vektorov�eho priestoru.De�n��ia 2.5 Oper�aia komplexn�eho skal�arneho s�u�inu na vektorovom priestoreprirad'uje ak�emukol'vek p�aru vektorov ~x; ~y 2 V komplexn�e ���slo (~x; ~y) 2 C podl'a nasle-duj�uih pravidiel:(1) 8~x; ~y; ~z 2 V ;�i 2 C : (~x; �1~y + �2~z) = �1(~x; ~y) + �2(~x; ~z); (linearita)(2) 8~x; ~y 2 V : (~x; ~y) = (~y; ~x)� (symetria)(3) 8~x 2 V : (~x; ~x) � 0 (pozit��vnost')(4) 8~x 2 V : (~x; ~x) = 0, ~x = ~0Podmienky (1-4) v de�n��ii komplexn�eho skal�arneho s�u�inu medzi vektormi s�u vel'mi podob-n�e podmienkam v de�n��ii oby�ajn�eho skal�arneho s�u�inu medzi re�alnymi vektormi. V�ynimkouje podmienka (2), ktor�u sme museli pou�zit' preto�ze teraz operujeme s kompelxn�ymi ���slami.Tie�z v�as hem upozornit' na to, �ze linearitu [pozri podmienku (1)℄ sme de�novali iba vo vzt'ahuk druh�emu argumentu. Vo vzt'ahu k prv�emu argumentu je skal�arny s�u�in anti-line�arny, t.j.8~x; ~y; ~z 2 V ;�i 2 C : (�1~x+ �2~y; ~z) = ��1(~x; ~z) + ��2(~y; ~z): (2.14)Nakonie e�ste poznamen�am, �ze vektorov�e priestory, na ktor�yh je de�novan�a oper�aia kom-plexn�eho skal�arneho s�u�inu sa naz�yvaj�u unit�arnymi vektorov�ymi priestormi.Pr��klady:(1) Skal�arny s�u�in na CNNeh dva komplexn�e vektory ~x; ~y 2 CN maj�u komponenty xi a yi. Potom komplexn�yskal�arny s�u�in medzi t�ymito vektormi de�nujeme ako(~x; ~y) = NXi=1 x�i yi; (2.15)kde � ozna�uje oper�aiu komplexn�eho zdru�zenia. Preverte, �ze (2.15) sp�l�na podmienkyde�n��ie 2.5.

18 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUS(2) Skal�arny s�u�in na kvadratiky-integrovatel'n�yh funki�ahKvadratiky-integrovatel'n�e funkie  (x) 2 L2(R) sp�l�naj�u podmienkuZ 1�1 j (x)j2 dx <1: (2.16)Skal�arny s�u�in dvoh funki��  (x); � 2 L2(R) je de�novan�y ako( ; �) = Z 1�1  (x)��(x) dx: (2.17)Dok�a�zte, �ze vzt'ah (2.17) sp�l�na v�setky podmienky de�n��ie 2.5.Vel'mi d^ole�zitou vlastnost'ou komplexn�eho skal�arneho s�u�inu je Shwarzova nerovnost',ktor�u v d'al�som pou�zijeme mnohokr�at pri r^oznyh d^okazoh.Teor�ema 2.2 (Shwarzova nerovnost')Pre ak�ekol'vek vektory unit�arneho vektorov�eho priestoru (t.j. ~x; ~y 2 V ) plat��j(~x; ~y)j2 � (~x; ~x)(~y; ~y): (2.18)D^okaz: Pre ak�ekol'vek komplexn�e ���slo � plat��0 � (~x+ �~y)(~x+ �~y)= (~x; ~x) + �(~x; ~y) + ��(~y; ~x) + j�j2(~y; ~y)= (~x; ~x) + 2vRe(~x; ~y)� 2wIm(~x; ~y) + (jvj2 + jwj2)(~y; ~y):= f(v; w); (2.19)kde v = Re(�) a w = Im(�). Aby sme dostali najsilnej�sie mo�zn�e ohrani�enie v de�n��ii (2.18)mus��me minimalizovat' prav�u stranu rovnie (2.19). To znamen�a, �ze mus��me n�ajst' extr�emumfunkie f(v; w). Preto mus��me vyrie�sit' rovnie0 = �f�v (v; w) = 2Re(~x; ~y) + 2v(~y; ~y)0 = �f�w (v; w) = �2Im(~x; ~y) + 2w(~y; ~y): (2.20)Rie�sen��m t�yhto rovn�� n�ajdeme�min = vmin + iwmin = �Re(~x; ~y)� iIm(~x; ~y)(~y; ~y) = �(~y; ~x)(~y; ~y) : (2.21)Teraz dosad��me hodotu � (2.21) do vzt'ahu (2.19) a dostaneme0 � (~x; ~x)� (~y; ~x)(~x; ~y)(~y; ~y) ; (2.22)odkial' potom vypl�yva Shwarzova nerovnost' (2.18). Rovnost' nast�ava iba vtedy ak dva vektory~x a ~y s�u line�arne z�avisl�e, t.j. ~x = ~y.Teraz, ked' u�z sme de�novali skal�arny s�u�in dvoh komplexn�yh vektorov, m^o�zme prejst' kvel'mi d^ole�zit�emu pojmu ortogonality vektorov.



2.1. KOMPLEXN�E VEKTOROV�E PRIESTORY 19De�n��ia 2.6 Dva vektory ~x; ~y 2 V s�u navz�ajom ortogon�alne ak ih skal�arny s�u�inje rovn�y nule, t.j. (~x; ~y) = 0 (2.23)Niekedy budeme ozna�ovat' vektor ortogon�alny k ~x ako ~x?.Teraz sa vr�atime k probl�emu v�yberu b�azy. Konkr�etne, zade�nujeme pojem ortogon�alnejb�azy, ktor�a bude vel'mi u�zito�n�a pri rozklade vektorov ~x.De�n��ia 2.7 Ortogon�alnou b�azou v N-rozmernom vektorovom priestore sa naz�yvamno�zina N line�arne nez�avisl�yh vektorov f~xig (i = 1; : : : ; N), tak�yh, �ze(~xi; ~xj) = 0; 8i 6= j: (2.24)Pr��kladVo vektorovom priestore C3 tri vektory~x1 = 0� 100 1A ; ~x2 = 0� 030 1A ; ~x3 = 0� 002 1A ; (2.25)tvoria ortogon�alnu b�azu.2.1.3 Rozklad vektorovVyberme si nejak�u ortogon�alnu b�azu f~x1; : : : ; ~xNg v N -rozmernom vektorovom priestore. Po-tom ka�zd�y vektor tohoto priestoru m^o�zme reprezentovat' ako~x = NXi=1 �i~xi (2.26)Na�sou �ulohou je n�ajst' koe�ienty rozkladu �i. Z ortogonality b�azov�yh vektorov vypl�yva, �zeskal�arny s�u�in vektoru ~x s ktor�ymkol'vek b�azov�ym vektorom m�a tvar(~xi; ~x) = �i(~xi; ~xi): (2.27)Z poslednej rovnie n�ajdeme expliitn�y tvar pre koe�ient �i a potom m^o�zme vzt'ah (2.26)prep��sat' v tvare ~x = NXi=1 (~xi; ~x)(~xi; ~xi)~xi: (2.28)Vid��me, �ze rozklad vektoru ~x do konkr�etnej b�azy je dobre de�novan�y za predpokladu, �ze �ziadenso skal�arnyh s�u�inov (~xi; ~xi) nie je nulov�y. Tak�ato veli�ina je rovn�a �stvoru d�l�zky vektora.
20 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSAby sme jasne pohopili o �om hovor��m, predpokladajme na hv��l'u dvojrozmern�y priestorre�alnyh vektorov R2 ~x = � ab �D�l�zka tak�ehoto vektoru v rovine je de�novan�a ako l = pa2 + b2. Navia plat��, �ze ak vyn�asob��mevektor re�alnym ���slom �, potom d�l�zka vektoru �~x sa rovn�a l = j�jpa2 + b2, Nakonie si e�stepripomenieme, �ze dva vektory ~x1 a ~x2 v rovine sp�l�naj�u tzv. trojuholn��kov�u nerovnost', t.j.d�l�zka vektoru ~x1 + ~x2 je v�zdy men�sia ako suma d�l�zok vektorov ~x1 a ~x2.Pojem d�l�zky vektora m^o�zme formalizovat' ak zavedieme pojem norma vektora ~x. Tentokonept bude pre n�as vel'mi d^ole�zit�y pokial' budeme hiet' expliitne ur�it' ako bl��zko, re-sp. d'aleko, s�u od seba \vzdialen�e" dva vektory. Norma je tie�z vel'mi d^ole�zit�a pri de�n��iikonvergenie vo vektorov�yh priestoroh.De�n��ia 2.8 S ka�zd�emu vektoru ~x 2 V vektorov�eho priestoru V m^o�zme priradit're�alne ���slo k ~x k - normu, pri�om(1) 8~x 2 V : k ~x k� 0 and k ~x k= 0, ~x = ~0 (pozit��vnost')(2) 8~x 2 V; � 2 C : k �~x k= j�j� k ~x k (linearita)(3) 8~x; ~y 2 V : k ~x+ ~y k�k ~x k + k ~y k (trojuholn��kov�a nerovnost')Vektorov�y priestor s normou sa naz�yva normovan�ym vektorov�ym priestorom. Medziskal�arnym s�u�inom a normou na vektorovom priestore existuje vel'mi �uzky vzt'ah.Lema 2.2 Ak je na komplexnom vektorovom priestore zade�novan�y skal�arny su�in,potom m^o�zme normu vektora ~x de�novat' akok ~x k=p(~x; ~x) (2.29)D^okaz� Vlastnosti (1) a (2) normy priamo vypl�yvaj�u z de�n��ie 2.5 skal�arneho s�u�inu.� Na d^okaz trojuholn��kovej nerovnost'i pou�zijeme Shwarzovu nerovnost':k ~x+ ~y k2 = j(~x+ ~y; ~x+ ~y)j= j(~x; ~x+ ~y) + (~y; ~x+ ~y)j� j(~x; ~x+ ~y)j+ j(~y; ~x+ ~y)j� k ~x k � k ~x+ ~y) k + k ~y k � k ~x+ ~y k (2.30)Ak obe �asti predh�adzaj�ueho vzt'ahu vydel��me �lenom k ~x + ~y k dostaneme trojuhol-n��kov�u nerovnost'. Samozrejme, tu mus��me predpokladat', �ze ~x + ~y 6= ~0. Ak by v�sak~x+ ~y = ~0 potom Shwarzova nerovnost' je trivi�alne splnen�a.



2.1. KOMPLEXN�E VEKTOROV�E PRIESTORY 21Z predh�adzaj�uej lemy priamo vypl�yva, �ze ka�zd�y unit�arny vektorov�y priestor jednozna�neur�uje normovan�y vektorov�y priestor. Chem v�as upozornit', �ze opa�n�e tvrdenie nie je pravdiv�e,t.j. nie ka�zd�a norma de�nuje skal�arny s�u�in.Teraz, ked' sme u�z zaviedli pojem normy m^o�zme de�novat' ortonorm�alnu b�azu, v ktorejm�a rozklad (2.28) jednoduh�y tvar.De�n��ia 2.9 Mno�zina N vz�ajomne ortogon�alnyh line�arne nez�avisl�yh vektorovf~x1; : : : ; ~xNg jednotkovej d�l�zky, t.j. k ~xi k2= (~xi; ~xi) = 1, tvor�� ortonormovan�u b�azuv N-rozmernom vektorovom priestore V . Ka�zd�y vektor ~x 2 V sa d�a potom rozlo�zit' ako~x = NXi=1 (~xi; ~x)~xi = NXi=1 �i~xi; (2.31)Komponenty vektora ~x v b�aze f~x1; : : : ; ~xNg s�u ur�n�e vzt'ahom �i = (~xi; ~x).Na to aby sme mohli akt��vne pou�z��vat' ortonormovan�e b�azy mus��me poznat' kon�struk�tivnypredpis ako ih vytv�arat'. Existuje niekol'ko tak�yhto ortogonaliza�n�yh proed�ur. Najzn�amej�siaje Gram-Shmidtova proed�ura, pomoou ktorej z mno�ziny S = f~x1; : : : ; ~xNg line�arnenez�avisl�yh vektorov m^o�zme zostrojit' mno�zinu ortonormovan�yh vektorov f~e1; : : : ; ~eNg, podl'an�asledovn�eho predpisu:Prv�y krok Z mno�ziny S vyberieme vektor ~f1 = ~x1 a vytvor��me z neho normovan�y vektor~e1 = ~f1= k ~f1 k : (2.32)Tu spomeniem, �ze vektor ~x1 m�a istotne nenulov�u normu, preto�ze predpoklad�ame, �ze patr��do mno�ziny line�arne nez�avisl�yh vektorov.Druh�y krok Vytvor��me vektor ~f2 = ~x2 � (~x2; ~e1)~e1 (2.33)normovan��m ktor�eho dostaneme druh�y vektor ortonormovanej b�azy, t.j.~e2 = ~f2= k ~f2 k : (2.34)Vektory ~x1 a ~x2 s�u line�arne nez�avisl�e a preto ~f2 6= ~0. Z kon�strukie vektorov ~ej, je zrejm�e,�ze (~e1; ~e2) = 0.k-ty krok Vytvor��me vektor ~fk = ~xk � k�1Xi=1 (~xk; ~ei)~ei: (2.35)Ked'�ze S je mno�zinou line�arne nez�avisl�yh vektorov, potom plat��, �ze ~fk 6= ~0 a m^o�zmezostrojit' normovan�y vektor ~ek = ~fk= k ~fk k : (2.36)L'ahko uk�a�zeme, �ze tento vektor je normovan�y na jednotku a kolm�y k v�setk�ym vektorom~ej pre 1 � j < k.

22 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSN-t�y krok V tomto kroku ukon���me el�y proes kon�strukie ortonormovanej b�azy. Na koniGram-Shmidtovej proed�ury dostaneme mno�zinu B = f~e1; : : : ; ~eNg ortonormovan�yhvektorov.2.1.4 �Uplnost' a Hilbertove priestoryV predh�adzaj�uej �asti na�sih predn�a�sok sme sa obozn�amili s mnoh�ymi pojmami d^ole�zit�ymipri vy�setrovan�� vektorov�yh priestorov. Zaviedli sme pojem skal�anreho s�u�inu, normy, b�azy,rozmeru vektorov�eho priestoru. Na to, aby sme mohli zade�novat' Hilbertove priestorymus��me e�ste de�novat' pojem �uplnosti vektorov�eho priestoru.Predpokladajme postupnost' elementov vektorov�eho priestoruf~xigi=0;:::;1 � (~x0; ~x1; ~x2; : : : ): (2.37)De�n��ia 2.10 Postupnost' f~xigi=0;:::;1 elementov normovan�eho vektorov�eho priestoruV konverguje k vektoru ~x 2 V ak 8� > 0; 9n0 tak�e, �ze pre v�setky n > n0 plat��k ~x� ~xn k� �: (2.38)Niekedy nevieme presne, ktor�y je limitn�y element ~x, a preto m^o�zme de�novat' n�asledovn�upostupnost':De�n��ia 2.11 Postupnost' f~xigi=0;:::;1 elementov normovan�eho vektorov�eho priestoruV sa naz�yva Cauhyho postupnost'ou ak 8� > 0; 9n0 tak�e, �ze pre v�setky n;m > n0plat�� k ~xm � ~xn k� �: (2.39)Pozn�amkaNie ka�zd�a Cauhyho postupnost' konverguje. Konkr�etne, existuj�u pr��pady, kedylimitn�e elementy postupnosti nie s�u elementami vektorov�eho priestoru V . Aby sme ilustrovalitento pr��pad, uva�zujme vektorov�y priestorV := f~x : iba kone�n�y po�et komponent t�yhto vektorov je nenulov�yhgPr��kladom s�u vektory ~x = (1; 2; 3; 4; 5; 0; : : : ). Mno�zina V je vektorov�ym priestorom s oper�aious�u�tu de�nou ako ~x+ ~y = (x1 + y1; x2 + y2; : : : )a oper�aiou n�asobenia komplexn�ym ���slom � ~x = (x1; x2; : : : ):Teraz e�ste mus��me de�novat' skal�arny s�u�in na tomto priestore:(~x; ~y) = 1Xk=1 x�kyk:



2.1. KOMPLEXN�E VEKTOROV�E PRIESTORY 23Z Lemy 2.2 potom vypl�yva i de�n��ia normy na priestore V .Uva�zujme teda postupnost' vektorov~x1 = (1; 0; 0; 0; 0 : : : )~x2 = (1; 12 ; 0; 0; 0 : : : )~x3 = (1; 12 ; 122 ; 0; 0 : : : )~x4 = (1; 12 ; 122 ; 123 ; 0 : : : )...~xk = (1; 12 ; : : : ; 12k�1 ; 0 : : : ):Pre ka�zd�e n0 n�ajdeme tak�e m a n, �ze m > n > n0 ak ~xm � ~xn k=k (0; : : : ; 0; 12n ; 12m�1 ; 0 : : : ) k� 12n�1 :Znamen�a to teda, �ze f~xigi=0;:::;1 je Cauhyho postupnost'ou. Z druhej strany v�sak limitn�yvektor nie je elementom vektorov�eho priestoru V preot�ze m�a nekone�ne vel'a nenulov�yh ele-mentov.De�n��ia 2.12 Vektorov�y priestor sa naz�yva �upln�ym ak ka�zd�a Cauhyho postupnost'prvkov ~x 2 V konverguje k elementu, ktor�y je prvkom V .De�n��ia 2.13 �Upln�y unit�arny vektorov�y priestor naz�yvame Hilbertov�ympriestorom H.2.1.5 Stavy kvantov�yh syst�emovV kvantovej te�orii mus��me byt' shopn�y popisovat' fyzik�alne syst�emy, ktor�e sa nah�adzaj�u vsuperpoz��ii vz�ajomne sa vylu�uj�uih stavov - mus��me teda vhodn�ym sp^osobom reprezento-vat' superpoz��ie stavov. Ako sme sa u�z presved�ili na popis superpoz��i�� s�u vhodn�e vektorov�epriestory. Zo superpozi�n�eho prin��pu vypl�yva, �ze nie v�setky kvantov�e stavy s�u vz�ajomneortogon�alne, znamen�a to, �ze medzi kvantov�ymi stavmi existuje \prekryv", ktor�y reprezentu-jeme skal�arnym s�u�inom medzi t�ymito stavmi. Preto teda vy�zadujeme aby stavy kvantov�yhsyst�emov boli popisovan�e prvkami vektorov�eho priestoru so skal�arnym s�u�inom. Vzhl'adomna pravdepodobnostn�y harakter kvantovej mehaniky mus��me tie�z vy�zadovat' aby na tomtopriestore bola norma (t�ato je priamo de�novan�a skal�arnym s�u�inom). Nakonie e�ste potre-bujeme, aby bol tento vektorov�y priestor �upln�y. Je pohopitel'n�e aby sme vy�zadovali, �zeCauhyho postupnost' fyzik�alnyh stavov konverguje k fyzik�alnemu stavu. Z t�yho podmienokautomatiky prih�adzame k d^ole�zit�emu postul�atu

24 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSPostul�at 1 Stavy kvantov�yh syst�emov sa opisuj�u vek-tormi Hilbertov�yh priestorov.2.1.6 Diraov formalizmusDoteraz sme ozna�ovali vektory v tvare ~x a skal�arne s�u�iny sme p��sali v tvare (~x; ~y). Dirazaviedol konveniu ~x$ jxi; (2.40)v ktorej sa vektor jxi naz�yva ket. Pred t�ym ako v Diraovom formalizme zavedieme po-jem skal�arneho s�u�inu budeme sa hv��l'u venovat' line�arnym funki�am na vektorov�yhpriestoroh.De�n��ia 2.14 Zobrazenie f : V ! C z vektorov�eho priestoru V na mno�zinu kom-plexn�yh ���siel sa naz�yva line�arne ak pre v�setky prvoky j i; j�i 2 V a ak�ekol'vekkomplexn�e ���sla �; � 2 C plat��f(�j i+ �j�i) = �f(j i) + �f(j�i): (2.41)Z predh�adzaj�uej de�n��ie vypl�yva, �ze z dvoh line�arnyh funki�� f1 a f2 m^o�zme zostrojit'line�arnu kombin�aiu �f1+�f2, ktor�a je op�at' line�arnou funkiou. In�ymi slovami, line�arne funkietvoria line�arny priestor, na ktorom m^o�zme de�novat' skal�arny s�u�in. Priestor line�arnyh funki��na vektorovom priestore V sa naz�yva du�alnym priestorom V �.Teraz de�nujme line�arnu funkiu fj�i : V ! C, kde j�i 2 V , tak�u, �ze pre ka�zd�y vektorj i 2 V plat�� fj�i(j i) := (j�i; j i): (2.42)Miesto funkie fj�i m^o�zme tie�z p��sat' symbolfj�i $ h�j (2.43)a skal�arny s�u�in medzi vektormi j�i a j i m^o�zme zap��sat' ako(j�i; j i) � h�j i: (2.44)Dira nazval objekt h�j ako bra. L'av�a �ast' skal�arneho s�u�inu sa vol�a teda bra, prav�a ket, aspolu tvoria z�atvorku (braket) skal�arneho s�u�inu (2.44). E�ste raz hem zd^oraznit', �ze ket jeelementom vektorov�eho priestoru V a bra je elementom du�alneho priestoru V �.



2.2. LINE �ARNE OPER�ATORY 252.2 Line�arne oper�atoryDoteraz sme sa venovali popisu vektorov v Hilbertov�yh priestoroh, ktor�e kore�sponduj�u �ist�ymstavom kvantov�yh syst�emov. Vo svojom �asovom v�yvoji ka�zd�y kvantov�y syst�em preh�adzasekveniou stavov. Mus��me preto zaviest' formalizmus, pomoou ktor�eho sa d�a op��sat' prehodkvantov�eho syst�emu z jedn�eho stavu do druh�eho. In�ymi slovami, heme op��sat' transform�aiemedzi vektormi Hilbertov�eho priestoru. Ked'�ze kvantov�a mehanika je line�arnou te�oriou 3s�ustred��me sa na popis line�arnyh oper�atorov v Hilbertov�yh priestoroh.2.2.1 De�n��ia line�arnyh oper�atorov a Diraov formalizmusDe�n��ia 2.15 Line�arny oper�ator ^A : H ! H prirad'uje ku ka�zd�emu vektoru j i 2H vektor ^Aj i 2 H, pri�om plat��, �ze 8 ; � 2 H;8�; � 2 C^A(�j i+ �j�i) = � ^Aj i+ � ^Aj�i (2.45)Line�arny oper�ator je jednozna�ne ur�en�y svojim p^osoben��m na b�azov�e vektory Hilbertovhopriestoru H. Vyberme teda ortonormovan�u b�azu fjeii j i = 1; : : : ; Ng v H. P^osoben��m op-er�atora ^A na b�azov�e vektory jeii dostaneme nov�u mno�zinu vektorov fjfii j i = 1; : : : ; Ng:jfii := ^Ajeii: (2.46)Ka�zd�y z vektorov jfii mo�zme reprezentovat' ako superpoz��iu b�azov�yh vektorov jeiijfii :=Xj Ajijeji; (2.47)kde Aji s�u matiov�e elementy oper�atora ^A v b�aze fjeiig, t.j.Aji = hejj( ^Ajeii) � hej j ^Ajeii: (2.48)Tieto elementy jednozna�ne reprezentuj�u line�arne oper�atory v matiovej forme. Vektory danejortonormovanej b�azy fjeii j i = 1; : : : ; Ng m^o�zme reprezentovat' ako st�lpe s jedn�ym nenulov�ymelementom rovn�ym jednotke, t.j.je1i = 0BBB� 10...0 1CCCA ; je2i = 0BBB� 01...0 1CCCA ; : : : jeNi = 0BBB� 00...1 1CCCA : (2.49)Potom ka�zd�y vektor jgi Hilbertovho priestoru mo�zme zap��sat' v b�a�ze fjeiig ako jgi =Pi gijeii.Tento rozklad m^o�zme prep��sat' ako st�lpe ���sieljgi =Xi gije1i = 0BBB� g1g2...gN 1CCCA (2.50)3Toto zd'aleka nie je trivi�alne tvrdenie. Existuje mnoho neline�arnyh zov�seobenen�� kvantovej mehaniky.
26 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSa potom oper�ator ^A prep���seme ako matiu^A = 0B� A11 � � � A1N... . . . ...AN1 � � � ANN 1CA : (2.51)Teraz zavedieme Diraovo ozna�enie pre line�arne oper�atory. Budeme najprv uva�zovat'jednotkov�y oper�ator ^11, ktor�y zobrazuje ka�zd�y vektor s�am na seba. Uva�zujme teda vektor jfi,ktor�y v b�aze fjeii j i = 1; : : : ; Ng m�a tvarjfi = NXj=1 jejihej jfi: (2.52)Tento rozklad m^o�zme form�alne prep��sat' akojfi =  NXj=1 jejihej)! jfi: (2.53)Objekt v z�atvorke pravej �asti rovnie (2.53) je oper�ator, ktor�y zobrazuje vektor jfi s�am naseba. Z predh�adazj�uej diskusie je teda zrejm�e, �ze tak�yto objekt m^o�zme nazvat' jednotkov�ymoper�atorom, ktor�y v danej b�aze reprezentujeme ako^11 = NXj=1 jejihejj: (2.54)�Dalej zap���seme l'ubovol'n�y line�arny oper�ator v Diraovej forme. Najprv vyu�zijeme identitu^A = ^11 ^A^11: (2.55)Ak ka�zd�y z jednotkov�yh oper�atorov v rovnii (2.55) nahrad��me rozkladom (2.54) potom op-er�ator ^A m^o�zme prep��sat' v tvare^A =  NXj=1 jejihejj! ^A NXk=1 jekihekj!= NXj;k=1 jeji�hej j ^Ajeki� hekj= NXj;k=1Ajkjejihekj (2.56)kde sme pou�zili ozna�enie Ajk = �hejj ^Ajeki�. Vid��me teda, �ze ak pozn�ame matiov�e elemenetyoper�atora ^A v b�aze jeji, potom m^o�zme tento oper�ator elegantne reprezentovat' v Diraovomz�apise (2.56).



2.2. LINE �ARNE OPER�ATORY 272.2.2 Zdru�zen�e a Hermitove oper�atoryKvantov�a mehanika je line�arna te�oria a oper�atory, ktor�e pou�z��va na popis fyzik�alnyh veli���ns�u line�arne. Mus��me v�sak zd^oraznit', �ze nie v�setky line�arne oper�atory kore�sponduj�u fyzik�alnymveli�in�am (resp. pozorovatel'n�ym veli�in�am). Iba �spei�alna trieda line�arnyh oper�atorov popisu-je pozorovatel'n�e veli�iny. V d'al�som sa budeme venovat' de�n��ii t�yhto oper�atorov.Predpokladajme oper�ator ^A. V ortonormovanej b�aze fjejig jeho matiov�e elementy za-p���seme ako Aji = hejj( ^Ajeii) = (hejj ^A)jeii; (2.57)kde sme zap��sali skal�arny s�u�et dvoma sp^osobmi. Prv�y z�apis je transparentn�y, preto�ze m�amejasne de�novan�u oper�aiu p^osobenia oper�atora ^A na ket vektor. Mus��me v�sak presne zade�no-vat' ak�y je zmysel bra vektoru hejj ^A, resp. mus��me ur�it' ak�emu ket vektoru tento bra zodpoved�a.Na to budeme potrebovat' nasleduj�uu de�n��iu.De�n��ia 2.16 Zdru�zen�y oper�ator ^Ay kore�sponduj�ui oper�atoru ^A, je tak�y, �ze8jxi; jyi 2 H plat�� �jyi; ^Ayjxi�� = � ^Ayjxi; jyi� := �jxi; ^Ajyi� ; (2.58)resp. v Diraovom z�apise, pre zdru�zen�y oper�ator plat��hyj ^Ayjxi := hxj ^Ajyi�: (2.59)Jedna z najd^ole�zitej�s��h vlastnost�� zdru�zen�yh oper�atorov je obsiahnut�a v n�asledovnej leme:Lema 2.4 Pred dva zdu�zen�e oper�atory ^A a ^B plat��� ^A ^B�y = ^By ^Ay: (2.60)D^okaz Vzt'ah (2.60) dok�a�zeme n�asledovne:�jyi; ( ^A ^B)yjxi� = �( ^A ^B)jxi; jyi��= � ^A( ^Bjxi); jyi��= � ^Bjxi; ^Ayjyi��= �jyi; ^By ^Ayjxi� :Ked'�ze postupnost' predh�adzaj�uih vzt'ahov plat�� pre v�setky vektory jxi a jyi, potom � ^A ^B�y =^By ^Ay, �o bolo treba dok�azat'2.Vo v�seobenosti sa zdru�zen�y oper�ator ^Ay nerovn�a oper�atoru ^A. Existuje v�sak trieda op-er�atorov, ktor�e t�uto vlastnost' maj�u.

28 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSDe�n��ia 2.17 Oper�ator ^A za naz�yva Hermitov�ym alebo samozdru�zen�ym, ak pre8jxi; jyi 2 H plat�� hyj ^Ajxi = hxj ^Ajyi�: (2.61)V kone�no-rozmern�yh Hilbertov�yh priestoroh samozdru�zen�e a Hermitove oper�atory s�urovnak�e. V nekone�ne rozmern�yh Hilbertov�yh priestoroh Hermitove a samozdru�zen�e op-er�atory nie s�u ekvivalentn�e. Rozdiel je v oblasti de�n��ie oper�atorov ^A a ^Ay. V d'al�sombudeme uva�zovat' predov�setk�ym kone�no-rozmern�e Hilbertove priestory, a tak nebudeme robit'rozdiel medzi samozdru�zen�ymi a Hermitov�ymi oper�atormi.2.2.3 Vlastn�e hodnoty, vlastn�e vektory a spektr�alna teor�emaHermitove oper�atory hraj�u kl'�u�ov�u �ulohu v kvantovej mehanike. Ih vlastnostiam sa tedabudeme podrobnej�sie venovat'. Za�neme de�n��iou vlastn�yh hodn^ot a vlastn�yh vektorovline�arnyh oper�atorov.De�n��ia 2.18 Line�arny oper�ator ^A p^osobiai v N-rozmernom Hilbertovom priestoreH m�a vlastn�y vektor j�i a kore�sponduj�ue vlastn�e hodnoty � de�novan�e ako^Aj�i = �j�i; (2.62)resp. � ^A� �^11� j�i = 0: (2.63)Z de�n��ie (2.63) plynie, �ze det� ^A� �^11� = 0: (2.64)T�ato rovnia je ekvivalentn�a komplexn�emu polyn�omu r�adu N . Tak�yto polyn�om m�a presne Nrie�sen��, ktor�e ur�uj�u vlastn�e hodnoty �.Lema 2.5 Pre Hermitove oper�atory plat��, �ze(1) ih v�setky vlastn�e hodnoty s�u re�alne ���sla;(2) vlastn�e vektory asoiovan�e s r^oznymi vlastn�ymi hodnotami s�u navz�ajom orto-gon�alne.D^okaz:(1) Neh � je vlastn�a hodnota kore�sponduj�ua vlastn�emu vektoru j�i Hermitovho oper�atora^A. Potom z hermitovosti ^A vypl�yva, �ze�� = h�j ^Aj�i� = h�j ^Ayj�i = h�j ^Aj�i = �;



2.2. LINE �ARNE OPER�ATORY 29odkial' plynie, �ze � je re�alne ���slo2.(2) Neh j�i a j�i s�u dva vlastn�e vektory ^A kore�sponduj�ue dvom r^oznym vlastn�ym hodnot�am� a �. Potom �h�j ^Aj�i�� = h�j ^Aj�i;)�h�j�i = �h�j�iAk � a � s�u r^ozne, potom s predh�adzaj�ueho vzt'ahu plunie, �ze h�j�i = 0, teda kore�sponduj�uevlastn�e vektory s�u ortogon�alne2.V ka�zdom experimente v�ysledok merania fyzik�alnej veli�iny je re�alne ���slo. Preto, akheme fyzik�alne veli�iny opisovat' ako oper�atory, mus��me po�zadovat', aby ih vlastn�e hodnotyboli re�alne ���sla. Tak�uto po�ziadavku sp�l�naj�u iba Hermitove oper�atory.Postul�at 2 Fyzik�alne (pozorovatel'n�e) veli�iny v kvan-tovej mehanike sa opisuj�u Hermitov�ymi oper�atormina Hilbertov�yh priestoroh. Vlastn�e hodoty �i Her-mitov�yh oper�atorov kore�sponduj�u mo�zn�ym v�ysledkommerania.Nie v�zdy r^oznym vlastn�yh vektorom j�1i a j�2i oper�atora ^A, t.j h�1j�2i = 0, kore�sponduj�ur^ozne vlastn�e hodnoty. Vlastn�a hodnota � sa naz�yva d-kr�at degenerovan�a ak existuje m-no�zina d line�arne nez�avisl�yh vektorov fj�1i; : : : ; j�dig, tak�yh, �ze^Aj�ji = �j�ji; j = 1; : : : ; d (2.65)t.j. v�setky tieto vektory maj�u rovnak�u vlastn�u hodnotu. V�setky line�arne superpoz��ie vektorovfj�1i; : : : ; j�dig tvoria d-rozmern�y vektorov�y priestor. V takomto priestore m^o�zme n�ajst' b�azu.Uva�zujme teda Hermitov oper�ator ^A s vlastn�ymi hodnotami �1; : : : ; �k, ktor�e s�u d(�j)-kr�atdegenerovan�e. Ka�zdej vlastnej hodnote �i kore�sponduje ortonorm�alna b�aza s d(�i) vektor-mi. Z Lemy 2.5 vieme, �ze vektory asoiovan�e s r^oznymi vlastn�ymi hodnotami s�u vz�ajomneortogon�alne. Takto sme na�sli Pki=1 d(�k) ortonorm�alnyh vlastn�yh vektorov Hermitovhooper�atora ^A. Dokopy m�ame N tak�yhto vlastn�yh vektorov, ktor�e tvoria b�azu Hilbertovhopriestoru H, na ktorom p^osob�� oper�ator ^A.Teor�ema 2.3 (Teor�ema �uplnosti)Vlastn�e vektory j�ii ak�ehokol'vek Hermitovho oper�atora ^A = Pi �ij�ih�ij na Hilber-tovom priestore H tvoria b�azu tohoto priestoru. To znamen�a, �ze 8jxi 2 H n�ajdemekoe�ienty xi tak�e, �ze jxi =Xi xij�ii: (2.66)
30 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSPozn�amka: Nie ka�zd�y line�arny oper�ator ^A na N -rozmernom Hilbertovom priestore m�a Nline�arne nez�avisl�yh vektorov. Ako pr��klad uvediem matiu 2� 2� 0 10 0 � ; (2.67)ktor�a m�a iba jednu vlastn�u hodnotu � = 0. Teda jej ka�zd�y vlastn�y vektor mus�� sp�l�nat' rovniu� 0 10 0 �� ab � = � 00 � ;odkial' vypl�yva, �ze b = 0, a teda � 10 � je jedin�y normovan�y vlastn�y vektor matie (2.67).Ka�zd�y Hermitov oper�ator m^o�zme rozlo�zit' v b�aze jeho vlastn�yh vektorov j�ii ako^A =Xi �ij�iih�ij (2.68)kde �i s�u vlastn�e hodnoty ^A. Rozklad oper�atoru ^A do tvaru (2.68) sa naz�yva diagonaliz�aiou.V Hilbertovom priestore m^o�zme zaviest' vel'a b�az. Medzi in�ymi je to i kanonik�a b�aza, vektoryktorej maj�u tvar jeji = 0BBBBB� 0...1...0 1CCCCCA : (2.69)Ak teda hme prep��sat' oper�ator ^A v kanonikej (resp. akejkol'vek inej) b�aze mus��me n�ajst'zobrazenie medzi b�azami. Rozlo�zme teda vlastn�y vektor j�ii oper�atora ^A v b�aze jeji, t.j.j�ii =Pj �jijeji. Toto zobrazenie je realizovan�e unit�arnym oper�atorom ^U^U = NXj=1 j�jihejj = 0B� �11 � � � �1N... . . . ...�N1 � � � �NN 1CA : (2.70)De�n��ia 2.19 Line�arny oper�ator ^U na Hilbertovom priestore H sa naz�yva u-nit�arnym oper�atorom ak zobrazuje el�y Hilbertov priestor na s�am seba, t.j. H ! Ha s�u�asne 8j i; j�i 2 H h j ^U y ^U j�i = h j�i; (2.71)�o znamen�a, �ze pri unit�arnyh transform�aiah sa zahov�ava skal�arny s�u�in.Podmienku unit�arnosti (2.71) tie�z m^o�zme prep��sat' v tvare^U y ^U = ^11; resp. ^U ^U y = ^11: (2.72)Pre unit�arne oper�atory v kone�no-rozmern�yh Hilbertov�yh priestoroh plat��



2.2. LINE �ARNE OPER�ATORY 31Teor�ema 2.4Vlastn�e vektory ak�ehokol'vek unit�arneho oper�atora ^U v N-rozmernom Hilbertovompriestore H tvoria �upln�u b�azu a vlastn�e hodnoty maj�u v�zdy tvat ei' kde ' je re�alnyparameter.D^okaz: Prv�u �ast' d^okazu toho, �ze vlastn�e vektory unit�arnyh oper�atorov tvoria �upln�ub�azu poneh�am ako vi�enie. Pozrime sa v�sak podrobnej�sie na tvrdenie, �ze vlastn�e hodnotyt�yhto oper�atorov maj�u tvar ei'. Neh teda j�i je vlastn�ym vektorom ^U , t.j. ^U j�i = �j�i,potom vyu�zij�u vzt'ah (2.72) zap���semej�i = ^U y ^U j�i = � ^U yj�i: (2.73)Z rovnie (2.73) je zrejm�e, �ze � 6= 0, preto�ze v opa�nom pr��pade by stav j�i bol nulov�ymvektorom, ktor�y nikdy nie je vlastn�ym vektorom line�areneho oper�atora. Ak vyn�asob��me l'av�ui prav�u stranu rovnie (2.73) bra vektorom h�j dostaneme vzt'ah1� = h�j ^U yj�i = �h�j ^U j�i�� = ��; (2.74)odkial' vypl�yva j�j2 = 1; , � = ei': (2.75)2.2.4 Oper�atorov�e funkieV kvantovej mehanike sa �asto vyskytuj�u oper�atory, ktor�e s�u de�novan�e ako funkie op-er�atorov F ( ^A). Typik�ym pr��kladom s�u napr��klad Hamiltoni�any. Preto je d^ole�zit�e, aby smepoznali vlastnosti tak�yhto funki��. Existuj�u dve mo�znosti ako m^o�zme de�novat' funkie mat��.Jedna mo�znost' je de�novat' tieto funkie na vlastn�yh hodnot�ah t�yhto mat�� (pozri De�n��iu2.20) , druh�a mo�znost' je de�novat' ih v tvare nekone�n�yh radov (De�n��ia 2.21).De�n��ia 2.20Neh ^A je line�arny oper�ator na H s vlastn�ymi hodnotami ai a vlastn�ymivektormi jaii. �Dalej neh funkia f(z) : C! C zobrazuje mno�zinu komplexn�yh ���selna mno�zinu komplexn�yh ���sel. Potom de�nujeme funkiu f( ^A) akof( ^A) := NXi=1 f(ai)jaiihaij: (2.76)
32 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSDe�n��ia 2.21 Neh ^A je line�arny oper�ator na H. Neh funkia f(z) : C! C sa d�arozlo�zit' do radu f(z) = 1Xk=1 fkzk (2.77)potom de�nujeme oper�atorov�u funkiu f( ^A) akof( ^A) = 1Xk=1 fk ^Ak (2.78)De�n��ia 2.22 Neh funkia g(z) : C ! C je de�novan�a ako g(z) = d f(z)d z , potomderiv�aia oper�atorovej funkie f( ^A) jed f( ^A)^A = g( ^A): (2.79)Teraz dok�a�zeme, �ze de�n��ie 2.20 a 2.22 ur�uj�u identik�e oper�atorov�e funkie:f( ^A) = 1Xk=1 fk ^Ak= 1Xk=1 fk NXj=1 aj jajihaj j!k= 1Xk=1 fk NXj=1 akj jajihaj j= NXj=1  1Xk=1 fkakj! jajihaj j= NXj=1 f(aj)jajihaj j (2.80)V pr��pade oper�atorov, vlastn�e vektor�y ktor�yh netvoria ortonormovan�u b�azu, nem^o�zmevyu�zit' de�n��iu 2.20, a tak funkie t�yhto oper�atorov de�nujeme pomoou vzt'ahu (2.78). Vkvantovej mehanike sa v�sak s tak�ymito oper�atormi nestret�avame, a preto m^o�zme pou�z��vat'obe de�n��ie.Pr��klad:Neh ^A je Hermitov oper�ator s vlastn�ymi hodnotami ai a vlastn�ymi vektormi jaii. N�ajdimeoper�ator ^U = exp(i ^A):^U = exp(i ^A) = exp i NXj=1 ajjajihaj j! = NXj=1 eiaj jajihaj j: (2.81)



2.2. LINE �ARNE OPER�ATORY 33Vid��me teda, �ze ^U m�a vlastn�e vektory jaii a vlastn�e hodnoty eiaj , kde aj s�u re�alne ���sla. Zde�n��ie 2.19 teda vypl�yva, �ze ^U je unit�arny oper�ator, �o m^o�zme priamo preverit', preto�ze preoper�ator (2.81) plat�� podmienka (2.72). D�a sa uk�azat', �ze plat�� i v�seobenej�sie tvrdenie:Lema 2.6 Pre ak�ykol'vek unit�arny oper�ator ^U m^o�zme n�ajst' tak�y Hermitov oper�ator^H, �ze plat�� ^U = exp(i ^H): (2.82)Pr��klady:(1) Dok�a�zte, �ze pre ka�zd�y unit�arny oper�ator ^U a ka�zd�u funkiu f( ^A) plat��:f( ^U y ^A ^U) = ^U yf( ^A) ^U: (2.83)(2) Dok�a�zte, �ze funkii f(z) = P1k=1 fk(z � z0)k kore�sponduje oper�atorov�a funkia f( ^A) =P1k=1 fk( ^A� z0^11)k.Predpokladajme d'alej, �ze oper�ator ^A(s) parametriky z�avis�� od re�alneho parametra s. Takako v pr��pade -���seln�yh funki��, m^o�zme zaviest' pojem deriv�aie oper�atoru:d ^Ad s (s) := lim�s!0 ^A(s+�s)� ^A(s)�s : (2.84)Z predh�adzaj�uej de�n��ie deriv�aie oper�atora potom m^o�zme odvodit' n�asledovn�y vzt'ahpre l'ubovol'n�e dva line�arne oper�atory ^A(s) a ^B(s) :d ( ^A ^B)d s (s) = d ^Ad s (s) ^B(s) + ^A(s)d ^Bd s (s): (2.85)Tu mus��m zd^oraznit', �ze usporiadanie oper�atorov vo vzt'ahu (2.85) zohr�ava vel'k�u �ulohu.De�n��ia 2.23 Komut�ator dvoh oper�atorov ^A a ^B je de�novan�y ako[ ^A; ^B℄ = ^A ^B � ^B ^A (2.86)Komut�ator -���siel (t.j. mat�� 1 � 1) je v�zdy rovn�y nule. Vo v�seobenosti, dva oper�atorynekomutuj�u, t.j. ^A ^B 6= ^B ^A. Ako pr��klad m^o�zme uviest' Pauliho spinov�e oper�atory, ktor�em^o�zme reprezentovat' ako 2� 2 matie:^�0 = � 1 00 1 � ; ^�1 = � 0 11 0 � ;^�2 = � 0 �ii 0 � ; ^�3 = � 1 00 �1 � (2.87)
34 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSPauliho oper�atory sp�l�naj�u n�asledovn�e komuta�n�e vzt'ahy[^�i; ^�j ℄ = i�ijk^�k; i; j; k = 1; 2; 3 (2.88)kde �ijk je �uplne antisymetrik�y tenzor. Komuta�n�e vzt'ahy (2.88) budeme nesk^or akt��vnevyu�z��vat'.Lema 2.7 Pre l'ubovol'n�e line�arne oper�atory ^A; ^B; ^C na Hilbertovom priestore H plat��[ ^A ^B; ^C ℄ = ^A[ ^B; ^C℄ + [ ^A; ^C℄ ^B; (2.89)0 = [ ^A; [ ^B; ^C℄℄ + [ ^B; [ ^C; ^A℄℄ + [ ^C; [ ^A; ^B℄℄ (2.90)D^okaz predh�adzaj�uej lemy m^o�zme previest' priamou previerkou vzt'ahov de�novan�yhrovniami (2.89) a (2.90).Pre komutuj�ue oper�atory odvod��me u�zito�n�e vzt'ahy, ktor�e vyu�zijeme pri anal�yze kvantovo-mehanik�yh meran��. Medzi in�ym plat��, �ze pozorovatel'n�e veli�iny, oper�atory ktor�yh komu-tuj�u, m^o�zu byt' simult�anne pozorovan�e (detaily tohoto tvrdenia preanalyzujeme v nasleduj�uejkapitole).Lema 2.8 Dva komutuj�ue oper�atory ^A a ^B na Hilbertovom priestore H maj�u spolo�n�evlastn�e vektory, t.j. tieto oper�atory m^o�zu byt' simult�anne diagonalizovan�e.D^okaz: Pre jednoduhost' budeme predpokladat', �ze oba oper�atory maj�u nedegenerovan�espektrum vlastn�yh hodn^ot. Zvol��me si d'alej b�azu fjaiig, v ktorej je ^A diagon�alny. Ked'�zepredpoklad�ame, �ze oper�atory ^A a ^B komutuj�u, potom plat��^A( ^Bjaii) = ^B ^Ajaii = ai( ^Bjaii); (2.91)odkial' vypl�yva, �ze ak jaii je vlastn�ym vektorom ^A, potom i ^Bjaii je vlastn�ym vektorom ^As vlastnou hodnotou ai. Ked'�ze sme predpokladali, �ze spektrum vlastn�yh stavov je nedegen-erovan�e, potom mus�� platit', �ze ^Bjaii = bijaii; (2.92)�o znamen�a, �ze jaii je vlastn�ym vektorom ^B s vlastnou hodnotou bi.2Lema 2.9Neh ^A a ^B s�u dva oper�atory na Hilbertovom priestore H tak�e, �ze [ ^A; ^B℄ = ^11.Potom pre deriv�aiu oper�atorovej funkie f( ^A) plat��[ ^B; f( ^A)℄ = d fd ^A( ^A): (2.93)



2.2. LINE �ARNE OPER�ATORY 35D^okaz: Oper�atorov�u funkiu f( ^A) reprezentujeme radom (2.78), a tak m^o�zme komut�atorv pravej �asti rovnie (2.93) prep��sat' v tvare[ ^B; f( ^A)℄ = [ ^B;Xk fk ^Ak℄ =Xk fk[ ^B; ^Ak℄: (2.94)�Dalej mus��me spo���tat' komut�ator [ ^B; ^Ak℄. Indukiou dok�a�zeme, �ze[ ^B; ^Ak℄ = k[ ^B; ^Ak�1℄ (2.95)Pre k = 1 je rovnia splnen�a. Predpokladajme, �ze plat�� pre k = n. Pre k = n + 1 m^o�zme spomoou vzt'ahu (2.89) rovniu (2.95) prep��sat' ako[ ^B; ^A(n+1)℄ � [ ^B; ^An ^A℄ = [ ^B; ^An℄ ^A+ ^An[ ^B; ^A℄: (2.96)Ked'�ze predpoklad�ame vzt'ah [ ^B; ^A℄ = ^11, potom z induk�n�eho predpokladu dost�avame[ ^B; ^A(n+1)℄ = n ^A(n�1) ^A+ ^An = (n+ 1) ^An: (2.97)Teraz pre komut�ator [ ^B; f( ^A)℄ n�ajdeme[ ^B; f( ^A)℄ = Xk fk[ ^B; ^Ak℄= Xk fkk ^A(k�1)= d fd ^A( ^A); (2.98)�o ukon�uje n�a�s d^okaz.2Lema 2.10 Pre l'ubovol'n�e oper�atory ^A a ^B s na Hilbertovom priestore H plat��e ^B ^Ae� ^B = ^A+ [ ^B; ^A℄ + 12[ ^B; [ ^B; ^A℄℄ + : : : (2.99)Z tejto lemy priamo vypl�yva, �ze ak [ ^B; [ ^B; ^A℄℄ = 0, potome ^B ^Ae� ^B = ^A+ [ ^B; ^A℄: (2.100)D^okaz: De�nujme funkiu jednej re�alnej premennejf(�) = e� ^B ^Ae�� ^B (2.101)T�uto funkiu m^o�zme rozlo�zit' do Taylorovho radu v okol�� � = 0, t.j.f(�) = 1Xk=1 �kk! d f(�)d�k �����=0 :

36 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSPre deriv�aie funkie f(�) v okol�� � = 0 n�ajdemed f(�)d� �����=0 = [ ^B; ^A℄;d f(�)d�2 �����=0 = [ ^B; [ ^B; ^A℄℄;...odkial' indukiou dok�a�zeme Lemu 2.7.22.3 Oper�atory s kontinu�alnym spektromDoteraz sme sa venovali oper�atorom na kone�no-rozmern�yh Hilbertov�yh priestoroh. V k-vantovej fyzike s�u mnoh�e syst�emy s nekone�ne-rozmern�ymi stavov�ymi priestormi. Samozrejme,�ze line�arne oper�atory v t�yhto priestoroh s�u tie�z nekone�ne-rozmern�e. V�a��sina v�ysledkov, k-tor�e sme odvodili v predh�adzaj�uih �astiah tejto kapitoly pre kone�no-rozmern�e Hilbertovepriestory plat�� i v nekone�ne-rozmern�yh priestoroh. Napriek tomu existuj�u niektor�e rozdiely,ktor�e mus��me prediskutovat'.2.3.1 Oper�ator polohyVo vlnovej mehanike sa stav �astie vo vol'nom priestore popisuje kvadratiky-integrovatel'nouvlnovou funkiou  (x), �stvore absol�utnej hodnoty ktorej determinuje pravdepodobnost' (hus-totu pravdepodobnosti), n�ajst' �astiu v bode x. Na�sou �ulohou teraz bude reprezentovat' vlnov�ufunkiu v Diraovom formalizme.V kone�no-rozmernom Hilbertovom priestore stav �astie, reprezentovan�y ket vektorom j�im^o�zme rozlo�zit' v ortonormovanej b�aze fjeiig a tento rozklad reprezentovat' ako st�lpe:j�i $ 0B� he1j�i...henj�i 1CA : (2.102)Elementy st�lpa hejj�i reprezentuj�u skal�arne s�u�iny medzi bra vektormi b�azov�yh stavov a ketvektormi stavu j�i na�sej �astie. Analogiky m^o�zme interpretovat' vlnov�u funkiu ako kompo-nentu vektora reprezentovan�eho st�lpom s nekone�ne vel'k�ym po�tom �lenov. Shematiky bysme teda stavov�y vektor j	i v nekone�ne rozmernom Hilbertovom priestore mohli reprezento-vat' ako j	i $ 0B� ... (x)... 1CA ; (2.103)Teraz mus��me zade�novat' skal�arny s�u�in medzi stavov�ymi vektormi j	i a j�i:(j	i; j�i) = Z 1�1  (x)��(x) dx: (2.104)



2.3. OPER�ATORY S KONTINU�ALNYM SPEKTROM 37M�ame teda nekone�n�y priestor stavov�y vektorov (kvadratiky integrovatel'n�yh funki��) Hs de�novan�ym skal�arnym s�u�inom (2.104). Tak�yto priestor m�a vel'a b�az, jednou z nih jeb�aza ortonorm�alnyh Hermitov�yh polyn�omov, ktor�u budeme detailne �studovat' pri anal�yzekvantov�eho harmonik�eho osil�atora. Tak�yto vektorov�y priestor je �upln�y. Ked'�ze je na �nomzade�novan�a i oper�aia skal�arneho s�u�inu (a teda i norma), potom je tento tento priestorHilbertov�ym priestorom.V kone�no-rozmernom priestore sme skal�arny s�u�in v Diraovom formalizme reprezento-vali ako su�in dvoh vektorov, bra a ket, z ktor�yh prv�y bol z du�alneho priestoru a druh�yz unit�arneho vektorov�eho priestoru. Analogik�ym sp^osobom m^o�zme v pr��pade nekone�nerozmern�yh Hilbertov�yh priestorov zade�novat' line�arny funkion�al hx0j(hx0j)j	i = hx0j	i =  (x0): (2.105)Hoi tento funkion�al u�z p���seme priamo vo forme bra vektoru. mus��me v�sak e�ste uk�azat', �zesp�l�na podmienku linearity. Potom budeme m^ot' interpretovat' l'av�u stranu rovnie (2.105) akoskal�arny s�u�in medzi dvoma ket vektormi, t.j.(jx0i; j	i) = hx0j	i =  (x0): (2.106)Tu si m^o�zme zadat' ot�azku �o znamen�a ket vektor jx0i kore�sponduj�ui bra vektoru hx0j, aak�a vlnov�a funkia Æx0(x) mu kore�sponduje? Ak pou�zijeme de�n��iu skal�arneho s�u�inu prekvadratiky-integrovatel'n�e funkie (2.104) potom m^o�zme zap��sat'Z 1�1 Æ�x0(x) (x) dx = (jx0i; j	i) = hx0j	i =  (x0): (2.107)Vid��me teda, �ze ak m�a platit' vzt'ah (2.104) potom Æx0(x)� mus�� byt' Æ-funkiou (via o tem-perovan�yh funkion�alnoh n�ajdete v Apendixe x), a teda, vlnov�a funkia bra vektoru hx0j jeÆ-funkiou. Dobre v�sak vieme, �ze tak�eto funkie nie s�u kvadratiky-integrovatel'n�e, a preto nies�u elementami Hilbertovho priestoru kvadratiky-integrovatel'n�yh funki��. Napriek tomutofaktu, Æ-funkie s�u vel'mi u�zito�n�e pri anal�yze stavov fyzik�alnyh syst�emov a preto Hilbertovpriestor roz�s��rime o tieto funkie. Na to, aby sme mohli konzistentne s nimi nar�abat' budememusiet' d'alej �ziadat' aby h	jx0i := (hx0j	i)� =  �(x0): (2.108)Pre l'ubovol'n�e dva vektory j	i; j�i 2 H zap���seme skal�arny s�u�in akoh�j	i = Z 1�1 �(x)� (x) dx = Z 1�1h�jxihxj	i dx = h�j�Z 1�1 jxihxj dx� = j	i; (2.109)odkial' vypl�yva rozklad oper�atorovej jednotkyZ 1�1 jxihxj dx = ^11 (2.110)Ak teraz vlo�z��me oper�atorov�u jednotku (2.110) do rovnie (2.106), t.j.Z 1�1 Æ(x0 � x) (x) dx = hx0j	i = Z 1�1hx0jxihxj	i dx = Z 1�1hx0jxi (x) dx; (2.111)
38 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSpotom dostaneme podmienku ortogonality v tvarehx0jxi = Æ(x0 � x) (2.112)�Dalej odvod��me expliitn�y tvar oper�atoru polohy ^x v Diraovom formalizme na z�akladede�n��ie jeho strednej hodnoty, t.j.h	j^xj	i := Z 1�1 xj (x)j2 dx= Z 1�1h	jxixhxj	i dx= h	j�Z 1�1 xjxihxj dx� j	i: (2.113)Odtial'to dostaneme pre ^x ^x = Z 1�1 xjxihxj dx = ^xy: (2.114)Z posledn�eho vzt'ahu je zrejm�e, pre�o ket vektory, jxi, ktor�e nie s�u elementami kvadratiky-integrovatel'n�eho Hilbertovho priestoru s�u u�zito�n�e - tieto vektory s�u vlastn�ymi stavmi op-er�atora polohy ^x ^xjx0i = x0jx0i: (2.115)2.3.2 Oper�ator hybnostiTak ako sme zaviedli oper�ator polohy zavedieme i oper�ator hybnosti. Najprv zade�nujemeline�arny funkion�al hpj hpj	i := 1p2�~ Z 1�1 e�ipx=~ (x) dx; (2.116)ktor�emu kore�sponduje ket vektor jpi de�novan�y vzt'ahomhpj	i� = ~ �(p) =: h	jpi: (2.117)Ak do l'avej �asti rovnie (2.116) dosad��me oper�atorov�u jednotku (2.110) dostaneme vzt'ahhpj	i = Z 1�1hpjxihxj	i dx = 1p2�~ Z 1�1 e�ipx=~ (x) dx; (2.118)odkial' n�ajdeme hpjxi = 1p2�~e�ipx=~ ; hxjpi = 1p2�~eipx=~ ; (2.119)kde druh�y zo vzt'ahov sme dostali z rovnie (2.117).Z te�orie temperovan�yh funkion�alov vieme, �ze12�~ Z 1�1 e�ip(x�y)=~ dp = Æ(x� y): (2.120)



2.3. OPER�ATORY S KONTINU�ALNYM SPEKTROM 39Znamen�a to teda, �ze pre l'ubovol'n�e dva vlastn�e stavy jxi a jyi oper�atoru polohy ^x plat�� zrovnie (2.112) vzt'ahhxjyi = Æ(x� y) = 12�~ Z 1�1 e�ip(x�y)=~ dp = hxj�Z 1�1 jpihpj dp� jyi; (2.121)odkial' dostaneme rozklad pre jednotkov�y oper�ator ^11Z 1�1 jpihpj dp = ^11 (2.122)Tie�z m^o�zme n�ajst' vzt'ah ortogonality medzi r^oznymi ket vektormi, t.jhp0jpi = Æ(p0 � p): (2.123)Ket vektory jpi s�u vlastn�ymi stami oper�atora hybnosti ^p s vlastn�ymi stavmi p. Preto spektr�alnyrozklad ^p m�a tvar ^p = Z 11 pjpihpj dp: (2.124)Z predh�adzaj�ueho je teda zrejm�e, �ze^pjp0i = p0jp0i: (2.125)2.3.3 Oper�ator hybnosti v reprezent�aii vlastn�yh stavov oper�atorapolohyOper�ator hybnosti ^p v b�aze svojih vlastn�yh vektorov m�a tvar (2.124). Vieme v�sak, �ze ka�zd�yoper�ator m^o�zme zap��sat' v r^oznyh b�azah, a tak sa pozrieme ak�y tvar m�a ^p v b�aze vlastn�yhvektorov oper�atoru polohy. Deriv�aiou l'avej i pravej �asti rovnie (2.119) n�ajdeme�i~ �� xhxjpi = �i~ �� x 1p2�~eipx=~ = phxjpi: (2.126)Odtial'to potom vid��me, �zehxj^pj	i = Z 1�1hxjpiphpj	i dp= �i~ �� x Z 1�1hxjpihpj	i dp= �i~ �� xhxj�Z 1�1 jpihpj dp� j	i= �i~ �� xhxj	i: (2.127)�o znamen�a, �ze oper�ator hybnosti v b�aze vlastn�yh stavov oper�atoru polohy m�a tvar diferen-i�alneho oper�atora ^p$ �i~ �� x (2.128)
40 KAPITOLA 2. MATEMATICK�Y FORMALIZMUSNakonie e�ste odvod��me expliitn�y tvar pre komut�ator oper�atorov polohy a hybnosti:hxj[^x; ^p℄j	i = �i~ �x �� xhxj	i � �� x(xhxj	i)�= i~hxj	i (2.129)odkial' dostaneme Heisenbergov-Weylov komuta�n�y vzt'ah[^x; ^p℄ = i~^11 (2.130)Koment�ar:(1) Doteraz sme uva�zovali iba jednorozmern�e syst�emy. Predh�adzaj�ue argumenty v�sak platiai pre d-rozmern�e syst�emy. V tomto pr��pade^~x = ^x1~e1 + � � �+ ^xd~ed; (2.131)pri�om [^xm; ^xn℄ = 0. Analogiky, pre d-rozmern�y oper�ator hybnosti m�ame v�yraz^~p = ^p1~e1 + � � �+ ^pd~ed: (2.132)Nakonie e�ste zap���seme rovniu [^xm; ^pn℄ = iÆm;n~^11: (2.133)vyjadruj�uu Heisenbergov-Weylov komuta�n�y vzt'ah pre d-rozmern�e oper�atory polohy ahybnosti.
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Kapitola 3Kvantov�e meranieNo elementary phenomenon is a phenomenon until it is areorded phenomenon, ... John A. Wheeler 1Doposial' sme formulovali dva postul�aty kvantovej mehaniky. Druh�y z nih hovor�� o tom, �zev�ysledky merania pozorovatelnej veli�iny s�u vlastn�e hodnoty zodpovedaj�ueho Hermitovsk�ehooper�atora. Ked'�ze v�sak poteni�alnyh v�ysledkov je mnoho, mus��me e�ste ur�it' s akou pravde-podobnost'ou z��skame konkr�etny v�ysledok. Na rozdiel od klasikej mehaniky, kde meranie vprin��pe neovplyv�nuje stav fyzik�alneho syst�emu, v kvantovje mehanike proes meranie, t.j.z��skavania novej inform�aie o stave syst�emu priv�adza k zmene stavu. V tejto kapitole tedabudeme �studovat' ako sa zmen�� stav syst�emu po meran�� a ak�a je pravdopodobnost' nameraniakonkr�etneho v�ysledku.3.1 Projek�n�y postul�atMeranie v kvantovej te�orii je v istom zmysle hrou s jednou hlavnou �ulohou - na z�aklade apri�ornej vedomosti (to �o u�z vieme) \uh�adnut'" �o najlep�sie �o sa m^o�ze stat'. Predpoklada-jme, 'ze e�ste pred meran��m vieme, v akom stave sa syst�em nah�adza, t.j. vieme, v ktoromvlastnom stave danej pozorovatel'nej veli�iny je syst�em. V tomto pr��pade d'al�sie meranie n�amiba potvrd�� t�uto vedomost' a meran��m sa stav syst�emu nezmen��. In�ymi slovami, ak po pr-vom meran�� zopakujeme meranie tej istej pozorovatelnej veli�iny, mali by sme dostat' rovnak�yv�ysledok. Situ�aia pred prv�ym meran��m je v�sak odli�sn�a - vtedy sme e�ste nevedeli ni� o hod-note pozorovatel'nej veli�iny. Nemohli sme teda s ur�itost'ou vediet' ak�y bude v�ysledok merania.O�ak�avame, �ze stav syst�emu po prvom meran�� sa zmen�� v porovnan�� so stavom pred prv�ymmeran��m. Ak�y je navia prirodezn�y stav, ktor�y zodpoved�a vlastnej hodnote ai Hermitovsk�ehooper�atora ^A? Je to zodpovedaj�ui vlastn�y vektor! Preto je elkom prirodzen�e urobit' nasledu-j�ui postul�at pre pozorovateln�e veli�iny 2 s nedegenervan�ym spektrom vlastn�yh hodn^ot.1Tento it�at pokra�uje i d'alej: \until it has been brought to a lose by an irreversible at of ampli�ationsuh as the blakening of a grain of silver bromide emulsion or the triggering over photon detetor".2 �Dalej budem ekvivalentne pou�z��vat' pojem pozorovatel'n�a veli�ina a pojem pozorovatel'n�a. Gramatiky tomo�zno nie je �uplne korektn�e, ale vo fyzik�alnje komunite sa tak�yto term��n �standartne pou�z��va.
42 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIEPostul�at 3(a) Stav kvantovomehanik�eho syst�emupo meran�� pozorovatel'nej veli�iny ^A s v�ysledkomdan�ym nedegenerovanou vlastnou hodnotou ai je ko-re�sponduj�uim vlastn�ym stavom jaii tejto pozorova-tel'nej.Pre pozorovatel'n�e veli�iny s degenerovan�ym spektrom vlastn�yh hodn^ot m�ame probl�em,preto�ze nevieme, ktor�y z vlastn�yh stavov danej pozorovatel'nej a dan�u vlastn�u hodnotu sarealizoval. Aby sme na�sli spr�avnu odpoved', mus��me sa najrv uistit', �ze meriame iba pozorova-tel'n�u veli�inu ^A. Nov�ym meran��m tejto pozorovatel'nej nez��skame �ziadnu d'al�siu inform�aiu omeranom kvantovomehanikom syst�eme. Preto, ned�ava zmysel, aby sme vybrali jeden alebodruh�y vlastn�y stav. V skuto�nosti, ak by som predpokladal, �ze mus��me n�ahodne vybrat' jedenz vlastn�yh stavov, potom by som vlastne predpokladal, �ze sme z��skali (resp. m^o�zme z��skat') zexperimentu nejak�u inform�aiu navy�se, a teda spektrum pzorovatel'nej nie je degenerovan�e. Toznamen�a, �ze po meran�� mus��me brat' do �uvahy v�setky vlastn�e stavy. To je mo�zn�e len vtedy, akuva�zujeme koherentn�u superpoz��iu t�yhto stavov. Ale ak�u koherentn�u superpoz��iu? Aby smezvl�adli tento probl�em, zavedieme nov�y druh Hermitovsk�eho oper�atora - projek�n�y oper�ator.De�n��ia 3.1 Oper�ator ^P sa naz�yva projek�n�ym oper�atorom , ak plat��:^P = ^P y ; ^P = ^P 2: (3.1)Pr��klady projek�n�yh oper�atorov s�u1. ^P = j ih j,2. Ak ^P je projek�n�y oper�ator, potom aj ^1� ^P je projektor,3. ^P = ^1.Cvi�enie: Dok�a�zte, �ze tri pr��klady uveden�e vy�s�sie s�u projek�n�e oper�atory!Lema 3.1 Vlastn�e hodnoty projek�n�eho oper�atora m^o�zu nadob�udat' iba hodnoty 0 a 1.D^okaz: Pre vlastn�y vektor j�i a vlastn�u hodnotu � plat���j�i = ^P j�i = ^P 2j�i = �2j�i : (3.2)Odtial' priamo dost�avame � = 0 alebo � = 1 2.Pre mno�zinu ortonorm�alnyh vektorov fj iig projek�n�y oper�ator ^P =Pi j iih ij projek-tuje stav j i na podpriestor generovan�y vektormi fj iig. To je presne to, �o potrebujeme nav�seobenej�siu formul�aiu tretieho postul�atu kvantovej mehaniky.



3.1. PROJEK�CN�Y POSTUL�AT 43E�ste raz preformulujeme tret�� postul�at, ale teraz u�z aj pre pozorovatel'n�e veli�iny s degen-erovan�ymi vlastn�ymi hodnotami.Postul�at 3(b) Stav kvantovomehanik�eho syst�emu pomeran�� l'ubovolnej pozorovatel'nej veli�iny ^A s v�ysledkomdan�ym mo�znou degenerovanou vlastnou hodnotou ai je^Pij i ; (3.3)kde ^Pi je projek�n�y oper�ator na podpriestore (Hilber-tovho priestoru H) generovanom v�setk�ymi vlastn�ymivektormi fj ijig oper�atora ^A prisluhaj�uim k vlastnejhodnote ai, t.j. ^Pi =Xj j ijih ijj : (3.4)Experimenty uk�azali, �ze tento postul�at vel'mi dobre popisuje v�ysledky meran��, a preto homus��me prijat' aspo�n ako skvele funguj�uu praovn�u hypot�ezu. Hovor��m to preto, lebo exis-tuje zop�ar l'ud��, ktor�ym sa tento postul�at vel'mi nepozd�ava. Argumentuj�u itlivou ot�azkou,ako a kedy sa objav�� redukia kvantov�eho stavu. V skuto�nosti sme na t�uto ot�azku v na�sejdiskusii neodpovedali a ani tak neurob��me z jednoduh�eho d^ovodu. Nikto naozaj nepozn�aodpoved' na tieto ot�azky, ktor�e s�u u�z odd�avna predmetom diskusi��. L'udia pri�sli s nov�ymiinterpret�aiami kvantovej mehaniky 3 alebo aj priamo s n�avrhmi na zmeny v rovniiah k-vantovej mehaniky. Nikto v�sak doteraz tento probl�em uspokojivo nevyrie�siel. Vyvol�ava toist�e obavy, preto�ze to znamen�a, �ze nerozumieme d^ole�zit�emu aspektu kvantovej mehaniky. Nadruhej strane, existuje jeden vel'mi z�ava�zn�y d^ovod pre pou�zitie projek�n�eho postul�atu: Ked'rob��me kvantovomehanik�e v�ypo�ty, funguje �uplne perfektne!Pokra�ujme teda d'alej v na�som sk�uman�� postul�atov kvantovej mehaniky. Teraz u�z vieme,ak�e s�u v�ysledky meran�� a ak�y je stav syst�emu po meran��. E�ste st�ale v�sak nevieme, ak�aje pravdepodobnost' pre �spei�k�y v�ysledok merania. Aby sme to nejako rozumne odhadli,mus��me zv�a�zit' vlastnosti pravdepodobnost��, ktor�e heme pou�zit' pri popise v�ysledkov meran��v kvantovej mehanike. Ked' u�z budeme poznat' rozumn�e po�ziadavky, potom m^o�zeme prikro�it'k formul�aii nov�yh postul�atov.Pravdepodobnost' p(Ai) z��skat' v�ystup z merania Ai (�o je zvy�ajne mno�zina kladn�yhv�yskedkov) je nez�aporn�e ���slo nie v�a��sie ako jednotka, t.j. 0 � p(Ai) � 1 . Rovnako, je zrejm�e,�ze po�zadujeme, aby pravdepodobnost' v�ystupu merania zodpovedaj�ua pr�azdnej mno�zine bolanulov�a, t.j. p(;) = 0, zatial' �o pre pravdepodobnost' mno�ziny v�setk�yh prvkov po�zadujemejednotku, t.j. p(1) = 1.Toto s�u takmer trivi�alne po�ziadavky. Skuto�ne d^ole�zit�ym je v�sak spr�avanie sa pravde-podobnost�� pre zjednoten�e mno�ziny. Ur�ite heme, aby sa pravdepodobnosti udalost��, ktor�esa navz�ajom vylu�uj�u, spo���tavali, t.j. ak m�ame mno�ziny A1; A2, kde A1\A2 = 0, po�zadujemep(A1 [ A2) = p(A1) + p(A2) : (3.5)3Najprominentnej�sia z nih je Everettova te�oria mnoh�yh svetov.

44 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIEV nasleduj�uom postul�ate budem formulovat' de�n��iu, ktor�a sp�l�na v�setky vy�s�sie uveden�e vlast-nosti. Postul�at 4 Pravdepodobnost', �ze pri meran�� pozorova-tel'nej veli�iny ^A z��skame vlastn�u hodnotu ai je dan�avzt'ahom pi =k ^Pij i k2= h j ^Pij i : (3.6)Pre nedegenerovan�e vlastn�e hodnoty s vlastn�ymi vektormi j ii sa t�ato pravdepodobnost'zjednodu�s�� na v�yraz pi = jh ij ij2 : (3.7)L'ahko sa presved���me, �ze Postul�at 4 sp�l�na v�setky krit�eria, ktor�e sme od pravdepodobnostipo�zadovali. T�uto d^ole�zit�u teor�emu prv�ykr�at dok�azal Gleason v roku 1957. Bolo to prekvape-nie. Iba pou�zit��m �strukt�ury Hilbertovho priestoru v kvantovej mehanike spolu s primeran�ymivlastnost'ami, ktor�e po�zadujeme pre pravdepodobnosti v�ysledkov (v�ystupov) kvantovomehan-ik�eho merania, nem^o�zeme dostat' ni� in�e ako vzt'ah (3.6) ! D^okaz tohoto tvrdenia je pr��li�skomplikovan�y, aby sme ho tu a teraz previedli. Ku Gleasonovej teor�eme sa e�ste vr�atime vjednej z d'al�s��h predn�a�sok ked' budeme hovorit' o logike kvantov�yh predpokladov.3.2 Stredn�e hodnoty a odh�ylkyTeraz ked' u�z pozn�ame v�ystupy z merania, ako aj kore�sponduj�ue pravdepodobnosti, m^o�zemepou�zit' kvantov�u mehaniku na v�ypo�et strednej hodnoty konkr�etnej pozorovatel'nej veli�iny aodh�ylky od strednej hodnoty.�Co mus��me experiment�alne podnikn�ut', aby sme dok�azali ur�it' stredn�u hodnotu pozorova-tel'nej veli�iny? Po prv�e, mus��me, \nastavit'" meraiu aparat�uru tak, aby merala presne po-zorovatel'n�u veli�inu ^A, o ktor�u n�am ide. �Dalej, mus��me zostrojit' tak�e zariadenie, ktor�e priprav��kvantov�y syst�em v po�zadovanom kvantovom stave kol'kokr�at to bude potrebn�e. Ide�alne by bolo,ak by sme mali nekone�n�y po�et kvantov�yh syst�emov pripraven�yh v rovnakom po�iato�nomstave (tak�uto mno�zinu syst�emov zvy�ajne naz�yvame s�ubor). Teraz m^o�zeme previest' n�a�s ex-periment. Na�se zariadenie na pr��pravu stavov priprav�� prv�u �astiu v konkr�etnom stave j	i a�astia vst�upi do meraieho zariadenia. Pri meran�� z��skame konkr�etny v�ystup (v�ysledok mera-nia), t.j. jednu z vlastn�yh hodn^ot pozorovatel'nej veli�iny ^A. Zopakujeme el�y experimentod za�iatku a nameriame in�u vlastn�u hodnotu. Ka�zd�y konkr�etny v�ysledok merania je �uplnen�ahodn�y a po N opakovaniah experimentu dostaneme vlastn�u hodnotu ai ako v�ystup meraniaNi -kr�at. Po ukon�en�� meran�� vieme ur�it' stredn�u hodnotu v�ysledkov merania, pre ktor�u plat��h ^Aij i(N) =Xi NiN ai : (3.8)



3.3. VZT'AHY NEUR�CITOSTI 45Pre vel'k�y po�et pokusov, t.j. vel'k�e N , sa pomer NiN bl���zi k pravdepodobnosti pi, ktor�u viemevypo���tat' podl'a Postul�atu 4. Zist'ujeme, �ze plat��:h ^Aij i(N) = limN!1Xi NiN ai =Xi piai =Xi aih j ^Pij i = h j ^Aj i : (3.9)Teraz u�z vieme odvodit' aj kvantovomehanik�y v�yraz pre odh�ylku nameran�yh v�ysledkovod strednej hodnoty. Ak pozn�ame pravdepodobnosti pi a vlastn�e hodnoty ai, dost�avame(�A)2j i =Xi pi �ai � h ^Aij i�2 =Xi pia2i � Xi piai!2 = h ^A2ij i � h ^Ai2j i : (3.10)Po t�yhto de�n��i�ah u�z m^o�zeme analyzovat' v�ysledky merania v kvantovej mehanike.3.3 Vzt'ahy neur�itostiV klasikej mehanike sme shopn�� namerat' ka�zd�u veli�inu s l'ubovolnou presnost'ou. V sku-to�nosti je to tak aj v pr��pade kvantovej mehaniky. Ni� n�am nebr�ani v tom, aby sme syst�empripravili v dobre de�novanej polohe a s�u�asne urobili meranie, ktor�e n�am s neoby�ajnoupresnost'ou povie, kde �astie je. Skuto�n�y probl�em oproti klasikej mehanike vznikne, ked'sa pok�usime ur�it' hodnoty dvoh rozdielnyh pozorovatel'n�yh veli���n. Op�at', v klasikejmehanike neexistuje z�akon, ktor�y by n�am br�anil namerat' dve veli�iny s l'ubovolnou pres-nost'ou. Kvantov�a mehanika je v�sak in�a. Iba vel'mi obmedzen�a mno�zina pozorovatel'n�yhveli���n m^o�ze byt' s�u�asne meran�a s l'ubovolnou presnost'ou. Tak�eto veli�iny sa naz�yvaj�u kom-patibiln�e alebo komutuj�ue. Vo v�seobenosti plat��, �ze neur�itosti v meran�� dvoh veli���npodliehaj�u vzt'ahu, v ktorom je ih s�u�in vo v�seobenosti r^ozny od nuly. Tento vzt'ah sa naz�yvavzt'ahom neur�istosti.Teor�ema 3.1Pre dve pozorovatel'n�e veli�iny ^A a ^B plat�� pre ih neur�itost' � ^X = qh ^X2i � h ^Xi2vzt'ah neur�itosti � ^A� ^B � jh[ ^A; ^B℄ij2 : (3.11)D^okaz Zade�nujme dva ket vektoryj�Ai = ( ^A� h ^Ai)j i ; (3.12)j�Bi = ( ^B � h ^Bi)j i :Pou�zit��m t�yhto vektorov zist'ujeme, �ze plat��pjh�Aj�Aij � jh�Bj�Bij = � ^A� ^B : (3.13)Teraz m^o�zeme pou�zit' Shwarzovu nerovnost', aby sme na�sli spodn�u hraniu s�u�inu neur�itost��dvoh veli���n jh�Aj�Bij � � ^A� ^B : (3.14)
46 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIEAby sme mohli vypo���tat' l'av�u stranu vo vzt'ahu (3.14), mus��me najprv ur�it' re�alnu a imag-in�arnu zlo�zku skal�arneho s�u�inu h�Aj�Bi. Tu plat��Reh�Aj�Bi = 12(h ^A ^B + ^B ^Ai � 2h ^Aih ^Bi) ; (3.15)Imh�Aj�Bi = 12ih[ ^A; ^B℄i : (3.16)Teraz m^o�zeme dosadit' rovnie (3.15) a (3.16) do vzt'ahu (3.14) a dostaneme� ^A� ^B �p(Reh�Aj�Bi)2 + (Imh�Aj�Bi)2 � 12 jh[ ^A; ^B℄ij ; (3.17)���m je vzt'ah (3.11) je dok�azan�y2.Z rovnie (3.11) vid��me, �ze nutnou podmienkou k tomu, aby sme s�u�asne mohli merat'dve veli�iny bez neur�itosti, je [ ^A; ^B℄ = 0, t.j. pozorovatel'n�e veli�iny musia komutovat'. Vskuto�nosti je to z�arove�n aj posta�uj�ua podmienka.Teor�ema 3.2Dve pozorovatel'n�e veli�iny ^A a ^B m^o�zeme s�u�asne merat' presne, t.j. � ^A = � ^B = 0,ak komutuj�u.D^okaz: Z rovnie (3.11) vid��me, �ze zo vzt'ahu � ^A = � ^B = 0 priamo vypl�yva podmienka[ ^A; ^B℄ = 0, t.j. nutn�a podmienka. Aby sme dok�azali opa�n�y smer Teor�emy 3.2, t.j. pos-ta�uj�uu podmienku, mus��me si uvedomit', �ze dve komutuj�ue veli�iny maj�u rovnak�e vlastn�estavy. Ak predpoklad�ame, �ze kvantovomehanik�y syst�em je v jednom z t�yhto stavov j i,potom z rovn�� (3.11) a (3.12) vypl�yva, �ze j Ai a j Bi s�u line�arne z�avisl�e. Teraz u�z iba sta���,ak si uvedom��me, �ze v pr��pade line�arne z�avisl�yh vektorov j Ai a j Bi m�ame v Shwarzovejnerovnosti rovnost', z ktorej vypl�yva, �ze � ^A = � ^B = 0 2.�Dalej si vyjasn��me, �o vlastne vzt'ah neur�itosti znamen�a, preto�ze v literat�ure je v tom-to smere dost' nejasnost��. Predstavme si, �ze m�ame s�ubor s nekone�n�ym po�tom identikypripraven�yh kvantov�yh syst�emov, ktor�e s�u v stave j i. Cheme zmerat' dve pozorovatel'n�eveli�iny ^A a ^B. Ak rozdel��me s�ubor syst�emov (v�setky v stave j i) na dve polovie, potom naprvej polovii m^o�zme merat' ^A, a na druhej iba ^B. Meranie povedie k stredn�ym hodnot�amh ^Ai a h ^Bi, ktor�e maj�u neur�itosti � ^A a � ^B. Z tejto �uvahy je jasn�e, �ze neur�itosti v mer-an�� dvoh pozorovatel'n�yh veli���n nevznikaj�u vplyvom \aktu" merania. V tomto pr��pade ideo vn�utorn�u vlastnost' ka�zd�eho kvantov�eho syst�emu. Samozrejme, poruhy vplyvomsamotn�eho merania m^o�zu zv�y�sit' neur�itost', ale nie s�u pr���inou existenie t�yhto neur�itost��.Chel by som poznamenat', �ze niekedy mo�zno n�ajst' vzt'ah neur�itosti v tvare� ^A� ^B � jh[ ^A; ^B℄ij ; (3.18)v ktorom je prav�a strana nerovnosti dvojn�asobne v�a��sia ako vo vzt'ahu (3.11). D^ovodom ex-tra faktoru 2 je fakt, �ze vzt'ah (3.18) v skuto�nosti popisuje odli�sn�u situ�aiu ako v Teor�eme3.2. Vzt'ah (3.18) sa vzt'ahuje na s�u�asn�e meranie dvoh pozorovatel'n�yh veli���n na jednomkvantovom syst�eme. Znamen�a to, �ze uskuto��nujeme meranie veli�iny ^A na ka�zdom syst�eme



3.3. VZT'AHY NEUR�CITOSTI 47s�uboru a s�u�asne meriame ^B na tom isto syst�eme. Meranie veli�iny ^A bude menit' (nar�u�sat')stav syst�emu a n�asledn�e meranie ^B m^o�ze byt' preto neur�it�e. Predstavme si napr., �ze hemeodmerat' polohu elektr�onu a s�u�asne jeho hybnost'. Polohu ur���me napr. rozptylom svetla naelektr�one. Ak heme ur�it' polohu presne, potom mus��me pou�zit' svetlo s vel'mi kr�atkou vl-novou d�l�zkou. Fot�ony s kr�atkou vlnovou d�l�zkou maj�u vel'k�u hybnost'. Preto, ked' sa rozptyluj�una elektr�onr, jeho hybnost' v d^osledku z�akona zahovania, sa m^o�ze zmenit'. V d^osledku tejtozmeny bude neur�itost' hybnosti elektr�onu v�a�sia. Je to pr��klad probl�emu, ktor�y nast�ava, ked'heme merat' s�u�asne dve nekomutuj�ue veli�iny.K probl�emu simult�anneho merania nekomutuj�uih veli���n sa e�ste vr�atime pri anal�yzezov�seobenen�yh kv�azidistrib�ui�� vo f�azov�yh priestoroh a de�n��ii propenz��t.3.3.1 Stopa oper�atoraPredt�ym, ako si zavedieme oper�ator hustoty, vysvetl��me si pojem stopy oper�atora.De�n��ia 3.2 Stopa oper�atora ^A na N�rozmernom Hilbertovom priestore je de�no-van�a vzt'ahom Tr( ^A) = NXi=1 h ij ^Aj ii (3.19)pre ka�zd�u ortonorm�alnu b�azu j ii.Konkr�etne, ak j ii vyberieme ako vlastn�e vektory ^A, vid��me, �ze stopa je iba s�u�et vlastn�yhhodn^ot oper�atora ^A.Niekol'ko vlastnost�� stopy oper�atora, ktor�e m^o�zu pom^ot' pri v�ypo�toh.Teor�ema 3.3Pre ka�zd�e dva oper�atory ^A a ^B na Hilbertovom priestore H a unit�arny oper�ator ^U plat��Tr( ^A ^B) = Tr( ^B ^A) ; (3.20)Tr( ^A) = Tr( ^U ^A ^U y) : (3.21)
48 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIED^okaz: Dok�a�zeme iba prv�e tvrdenie, preto�ze druh�e vypl�yva priamo z prv�eho ( ^U ^U y =^U y ^U = ^1). Plat�� Tr( ^A ^B) = NXn=1h nj ^A ^Bj ni= NXn=1h nj ^A^1 ^Bj ni= NXn=1h nj ^A NXk=1 j kih kj ^Bj ni= NXk=1 NXn=1h nj ^Aj kih kj ^Bj ni= NXk=1 NXn=1h kj ^Bj nih nj ^Aj ki= NXk=1h kj ^B NXn=1 j nih nj ^Aj ki= NXk=1h kj ^B^1 ^Aj ki= NXk=1h kj ^B ^Aj ki= Tr( ^B ^A) :Pozn�amka: Ak zap���seme oper�ator v matiovej norme, potom je stopa jednoduho s�u�et di-agon�alnyh prvkov matie.Zaviedli sme stopu, aby sme mohli zap��sat' niektor�e z v�yrazov v predh�adzaj�uih kapitol�ahin�ym sp^osobom, ktor�y n�am nesk^or zabezpe��� ih zov�seobenenie pomoou oper�atora hustotyde�novan�eho v nasleduj�uej �asti.V postul�ate 4 sme vyjadrili pravdepodobnost' n�ajst' vlastn�u hodnotu ai pri meran�� pozorova-tel'nej ^A v stave j i. T�uto pravdepodobnost' tie�z m^o�zme prep��sat' s vyu�zit��m stopy: Pou�zit��mstopy m^o�zeme p��sat' pi = h ij ^Pij ii = Tr( ^Pij ih j) :Analogiky stredn�a hodnota veli�iny ^A meranej na syst�eme v kvantovom stave j i sa d�azap��sat' ako h ^Aij i = h j ^Aj i = Tr( ^Aj ih j) :Konkr�etne to znamen�a, �ze pravdepodobnost' pi n�ajst' vlastn�u hodnotu ai nie je ni� in�e akostredn�a hodnota projektora ^Pi.3.4 Oper�ator hustotyKed' hovor��me o te�orii merania je elkom prirodzen�e zaviest' nov�y sp^osob popisu stavu kvan-tov�eho syst�emu. Doposial' sme syst�em popisovali stavov�ym vektorom, t.j. �ist�ym stavom,



3.4. OPER�ATOR HUSTOTY 49ktor�y m^o�ze byt' koherentnou (line�arnou) superpoz��iou mnoh�yh d'al�s��h stavov�yh vek-torov, napr. j i = �1j 1i+ �2j 2i : (3.22)Kvantovomehanik�y syst�em v tomto stave je ide�alny na popis kvantovej interferenie. Jepotrebn�e pripomen�ut', �ze tak�yto stav je idealiz�aiou oproti skuto�n�emu stavu kvantov�eho sys-t�emu pripraven�emu v experimente. Pri experimente st�ale existuje nejak�a �statistik�a neur�itost',ktor�a m^o�ze byt' napr��klad pr���inou nedokonalosti pr��pravy kvantov�eho stavu. To znamen�a, �zenem�ame iba kvantov�u neur�itost', ale aj zdroj klasik�eho �statistik�eho �sumu, ktor�y sp^osobujed'al�siu neur�itost' stavu. Napr��klad, v d^osledku pr��le�zitostnej hyby, ktor�a sa objavuje n�ahodnev �ase (bez toho, aby sme o nej vedeli), m^o�zeme pripravit' nespr�avny kvantov�y stav. Ot�azkoupotom ost�ava, ako najelegantnej�sie pop��sat' tak�uto experiment�alnu situ�aiu. Je zrejm�e, �ze tonep^ojde iba pridan��m stavov�yh vektorov, t.j. zap��san��m koherentnej superpoz��ie.Aby sme porozumeli pre�o potrebujeme oper�ator hustoty, uvedieme najprv pr��klad ex-periment�alnej situ�aie, kde popis pomoou �ist�eho stavu (vektoru z uva�zovan�eho Hilbertovhopriestoru) zlyh�ava. Predstavme si teda situ�aiu, kedy hor�ua pe obsahuje generuje dvojh-ladinov�e at�omov�e syst�emy. Predpoklad�ame, �ze ka�zd�y z t�yhto dvojhladinov�yh syst�emov je vn�ahodnom �istom stave. Predpokladajme d'alej, �ze s pravdepodobnost'ou pi je syst�em v stavej ii. Predstavme si, �ze v pei je mal�y otvor, ez ktor�y dvojhladinov�e at�omy unikaj�u a vytv�araj�uat�omov�y zv�azok. Tento zv�azok postupuje smerom k meraiemu zariadeniu postavenom exper-iment�atorom, ktor�y by hel merat' pozorovatel'n�u veli�inu ^A. Na�sou �ulohou ako teoretikov jepredpovedat', �o experiment�ator vo svojom pokuse nameria.Uvedomujeme si, �ze ka�zd�y at�om v at�omovom zv�azku je v �istom stave j ii s pravdepodob-nost'ou pi. Experiment�ator v�sak nevie, v ktorom konkr�etnom stave sa ka�zd�a �astia nah�adza.Pozn�a iba pravdepodobnostn�u distrib�uiu mo�zn�yh stavov. Ak experiment�ator uskuto�n�� svo-je meranie na N at�omoh vo zv�azku, potom zaznamen�a Ni � Npi-kr�at �astiu v stave j ii.Pre ka�zd�y z t�yhto �ist�yh stavov j ii vieme, ako vypo���tat' stredn�u hodnotu pozorovatel'nejveli�iny ^A, ktor�u mer�ame. Je to jednoduho h ij ^Aj ii = Tr( ^Aj iih ij). Ak�u stredn�u hodnotuv�sak expriment�ator zist�� pre N meran��? Pre vel'k�e N je pravdepodobnost' v�yskytu stavu j iidan�a vzt'ahom pi = NiN . Stredn�a hodnota pozorovan�a experiment�atorom je pretoh ^Ai =Xi Tr( ^Aj iih ij) : (3.23)T�ato rovnia je �uplne presn�a a pomoou nej sme shopn�� vypo���tat' v�ysledok ka�zd�eho exper-imentu. Ak je v�sak po�et mo�zn�yh stavov j ii naozaj vel'k�y, potom m�ame pred sebou vel'apo���tania. Pre ka�zd�y stav j ii mus��me vypo���tat' Tr( ^Aj iih ij) a potom spo���tat' tieto hodnotyv�ahovan�e pravdepodobnost'ami pi. Ak by sme uva�zovali in�u pozorovatel'n�u veli�inu, museli bysme op�at' podst�upit' tento zd�lhav�y v�ypo�et. D�a sa v�sak zaviest' elegantnej�s�� sp^osob z�apisu.Prep��'seme rovniu (3.23) v n�asledovnom tvareh ^Ai = Xi piTr( ^Aj iih ij)= Tr( ^AXi pij iih ij)= Tr( ^A^�) : (3.24)Posledn�a rovnost' je de�n��iou oper�atora hustoty. Ak pozn�am oper�ator hustoty ^� prekonkr�etnu situ�aiu (v tomto pr��pade napr. pe generuj�uu at�omov�y zv�azok), potom m^o�zem
50 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIEelkom l'ahko vypo���tat' stredn�u hodnotu, ktor�a sa nameria v experimente. Ak experiment�atorzmen�� meraie zariadenie a za�ne merat' in�u pozorovatel'nu veli�inu ^B, potom st�ale m^o�zmev�ysledok merania predpovedat' pomoou oper�atora hustoty.Cvi�enie: Dok�a�zte, �ze plat�� hf( ^A)i = Tr[f( ^A)^�℄.Predt�ym, ako si povieme o niektor�yh vlastnostiah oper�atora hustoty, e�ste raz zd^orazn��mrozdiel medzi koherentnou superpoz��iou kvantov�yh stavov a �statistikou zmesou. Akje kvantovomehanik�y syst�em v koherentnej superpoz��ie r^oznyh stavov, potom ka�zd�y s�uborje v rovnakom �istom stave j i =Xi �ij ii : (3.25)Je to �upln�y rozdiel v porovnan�� so �statistikou zmesou, kde ka�zd�y syst�em v s�ubore je spravdepodobnost'ou j�ij2 v �istom stave j ii. Zodpovedaj�ui oper�ator hustoty je^� =Xi j�ij2j iih ij : (3.26)Presved�te sa sami, �ze dva stavy (3.25) a (3.26) s�u rozdielne, t.j.^� =Xi j�ij2j iih ij 6= j ih j : (3.27)Oper�ator hustoty m�a nasleduj�ue vlastnosti, ktor�e tie�z m^o�zu sl�u�zit' ako de�n��ia tohotooper�atora.Teor�ema 3.4Pre ka�zd�y oper�ator hustoty ^� plat��1. ^� je Hermitov oper�ator,2. ^� je kladne semide�nitn�y, t.j. 8j i; h j^�j i � 0,3. Tr(^�) = 1.D^okaz: Preto�ze sme u�z vzt'ahom (3.24) de�novali oper�ator hustoty, mus��me dok�azat' horeuveden�u teor�emu. Z de�n��ie vypl�yva^�y = (Xi pij iih ij)y =Xi pij iih ij = ^� : (3.28)Vzt'ah (3.28) plat��, lebo j iih ij je projek�n�y oper�ator. T�ym sme dok�azali bod 1. Pre bod 2plat�� h j^�j i = h j Xi pij iih ij! j i= Xi pih j iih ij i= Xi pijh ij ij2 � 0 : (3.29)



3.4. OPER�ATOR HUSTOTY 51Posledn�a rovnost' (bod 3) vypl�yva zo skuto�nosti, �ze pravdepodobnosti pi s�u normovan�e, t.j.Pi pi = 1. Potom m^o�zeme p��sat'Tr(^�) = Tr Xi pij iih ij! =Xi piTr(j iih ij) =Xi pi = 1 : (3.30)D^okaz je skon�en�y 2.�Dalej uv�adzame niektor�e in�e jednoduh�e ale u�zito�n�e vlastnosti oper�atora hustoty ^�, ktor�emo�zno odvodit' z teor�emy 3.4.1. ^�2 = ^�, ^� vyjadruje �ist�y stav.2. V�setky vlastn�e hodnoty ^� le�zia v intervale medzi 0 a 1.D^okaz: Cvi�enie!Teraz sa e�ste pozrieme na jednu d^ole�zit�u vlastnost' oper�atorov hustoty. T�ato sa t�yka jehodekompoz��ie (rozlo�zenia) do �ist�yh stavov. Ot�azka znie, �i je t�ato dekompoz��ia jedin�a aleboexistuje mnoho sp^osobov, ako z��skat' dan�y oper�ator hustoty ako �statistik�u zmes �ist�yh stavov?Odpoved' n�ajdeme, ak sa pozrieme na konkr�etny jednoduh�y pr��klad. Uva�zujeme oper�atorhustoty reprezentuj�ui \�uplne zmie�san�y" stav dvojhladinov�eho syst�emu, t.j.^� = 12(j0ih0j+ j1ih1j) : (3.31)Z rovnie (3.31) priamo vid��me, �ze tento oper�ator hustoty je generovan�y peou emituj�uouat�omy v stavoh j0i alebo j1i. Ka�zd�y z t�yhto stavov sa realizuje s pravdepodobnost'ou 50%.Teraz si predstavme situ�aiu ked' pe emituje dvojhladinov�e at�omy v stavohj�i = 1p2(j0i+ j1i)s pravdepodobnost'ou 50% detekie ka�zd�eho zo stavov j+i a j�i. Tento druh�y re�zim peegeneruje rovnak�y oper�ator hustoty ako prv�y.^� = 12(j+ih+j+ j�ih�j)= 14(j0ih0j+ j1ih0j+ j0ih1j + j1ih1j) + 14(j0ih0j � j1ih0j � j0ih1j + j1ih1j)= 12(j0ih0j+ j1ih1j) : (3.32)Rovnak�y oper�ator hustoty m^o�zeme teda z��skat' rozdielnymi sp^osobmi. V skuto�nosti viemen�ajst' nekone�n�y po�et sp^osobov, ako reprezentovat' dan�y oper�ator hustoty. �Co to znamen�a?Znamen�a to, �ze oper�ator hustoty je zle de�novan�y, ked'�ze nevie rozli�sovat' medzi r^oznymiexperiment�alnymi realiz�aiami? Odpoved' je NIE! Ak dve r^ozne experiment�alne realiz�aied�avaj�u rovnak�y oper�ator hustoty, potom (ako sme videli vy�s�sie) n�ajdeme rovnak�e stredn�ehodnoty pre hoijak�u pozorovatel'n�u veli�inu, ktor�u sa rozhodneme merat'. Ak kvantov�y syst�emv zmie�sanom stave d�ava rovnak�e predpovede pre v�setky mo�zn�e merania, potom sme n�uten��prehl�asit', �ze dva stavy s�u v skuto�nosti rovnak�e! Samozrejme, toto sa mus�� experiment�alnepotvrdit' a ukazuje sa, �ze je to naozaj pravda. Omnoho zauj��mavej�s�� je fakt, �ze ak by sme vedelirozl���sit' dve situ�aie pop��san�e rovnak�ym oper�atorom hustoty, potom by sme mohli pren�a�sat'sign�aly nadsvetel'nou r�yhlost'ou.

52 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIE3.5 Zmie�san�e stavy, spleten�e stavy a r�yhlost' svetlaV predh�adzaj�uej �asti sme zaviedli oper�ator hustoty na popis t�yh situ�ai��, v ktor�yh m�amene�upln�u inform�aiu o pr��prave kvantov�eho stavu. Toto v�sak nie je jedin�a situ�aia, kedymus��me pou�zit' oper�ator hustoty. V tejto �asti v�am uk�a�zem, �ze popis pomoou oper�atorahustoty sa st�ava nevyhnutn�ym i v pr��pade ked' sk�umame iba mal�u �ast' (subsyst�em) nejak�ehov�a��sieho syst�emu. Aj ked' je tento v�a��s�� syst�em v �istom stave, men�s�� syst�em, ku ktor�emum�ame pr��stup, je zvy�ajne v zmie�sanom stave. T�ato my�slienka n�as napokon privedie k pozna-niu, �ze dve r^ozne pr��pravy kvantov�eho stavu pop��san�e rovnak�ym oper�atorom hustoty nem^o�zubyt' experiment�alne rozl���siteln�e, preto�ze v tom pr��pade by sme boli shopn�� posielat' spr�avynadsvetel'nou r�yhlost'ou. Tak�ato predstava je nezlu�itel'n�a so z�akladn�ym postul�atom �spei�alnejte�orie relativity.Aby sme porozumeli tomuto nov�emu pohl'adu na oper�ator hustoty, mus��m v�am vysvetlit',ako sa popisuje kvantovomehanik�y syst�em, ktor�y pozost�ava z via ako jednej �astie. Totoje �u�elom nasleduj�ueho paragrafu.3.5.1 Kvantov�a mehanika mnoho�astiov�yh syst�emovNajprv sa s�ustred��me na situ�aiu, ked' kompozitn�y kvantov�y syst�em pozost�ava z dvoh sub-syst�emov (�ast��). Zov�seobenenie na l'ubovoln�y po�et podsyst�emov (�ast��) bude u�z potomsamozrejm�e.Predpokladajme dve �astie pripraven�e v �ist�yh stavoh. Stav ka�zdej �astie je pop��san�yvo svojom Hilbertovom priestore. Pre �astiu A m�ame Hilbertov priestor HA generovan�y m-no�zinou b�azov�yh stavov fj�iiAgi=1;::: ;N , pre �astiu B priestorHB generovan�y stavmi fj jiBgj=1;::: ;M .Majme �astiu A v stave j�iA = PNi=1 aij�iiA a �astiu B v stave j	iB = PNj=1 bjj jiB.Celkov�y stav dvoh �ast�� je potom dan�y tenzorov�ym s�u�inom dvoh stavovj�iA 
 j	iB = NXi=1 aij�iiA 
 NXj=1 bj j jiB ; (3.33)kde NXi=1 aij�iiA 
 NXj=1 bj j jiB = NXi=1 MXj=1 aibjj�iiA 
 j jiB : (3.34)Stav j�iA 
 	iB je vektorom vo v�a��som Hilbertovom priestore HAB = HA 
 HB, ktor�y jegenerovan�y novou mno�zinou b�azov�yh stavov fj�iiA 
 j jiBg. Dimenzia dimHAB Hilbertovhopriestoru HAB je dan�a s�u�inom dimHA � dimHB.Skal�arny s�u�in medzi dvoma vektormi j 1iA 
 j 2iB a j�1iA 
 j�2iB je de�novan�y ako(Ah 1j 
 Bh 2j)(j�1iA 
 j�2iB) = Ah 1j�1iA � Bh 2j�2iB : (3.35)To znamen�a, �ze skal�arny s�u�in tenzorov�eho s�u�inu stavov je iba s�u�in skal�arnyh s�u�inov vka�zdom Hilbertovom priestore resp. podpriestore.Tenzorov�y s�u�in line�arnyh oper�atorov je de�novan�y ako p^osobenie ka�zd�eho oper�atora nav�setky mo�zn�e stavy s�u�inu. De�nujeme^A
 ^B(j�iA 
 j	iB) = ( ^Aj�iA)
 ( ^Bj	iB) : (3.36)



3.5. ZMIE�SAN�E STAVY, SPLETEN�E STAVY A R�YCHLOST' SVETLA 53Vo v�setk�yh t�yhto de�n��i�ah som pou�zil iba s�u�inov�e stavy, t.j. stavy v tvare j�i
 j i,preto�ze tvoria b�azu. Ot�azka v�sak znie, �i v�setky mo�zn�e stavy kompozitn�eho syst�emu m^o�zmezap��sat' v tvare tenzorov�eho s�u�inu. Odpoved' je evidentne nie, preto�ze vieme nap��sat' line�arnusuperpoz��iu r^oznyh s�u�inov�yh stavov. Pr��kladom takejto line�arnej superpoz��ie je stavj i = 1p2(j00i+ j11i) : (3.37)Pok�usme sa prep��sat' stav (3.37) ako tenzorov�y s�u�in j 1i 
 j 2i a predpokladajme, �ze j 1i =�j0i+ �j1i a j 2i = j0i+ Æj1i. Potom sa sna�z��me vyrie�sit' rovniu1p2(j00i + j11i) = (�j0i + �j1i)
 (j0i+ Æj1i) = �j00i + �Æj01i+ �j10i+ �Æj11ipre komplexn�e amplit�udy �; �; Æ; . Z uveden�eho vypl�yva, �ze �Æ = � = 0. Ak by sme polo�zili� = 0, potom by bolo aj � = 0 a neplatila by rovnost'. Podobne, ak by sme vzali Æ = 0,potom by aj �Æ = 0 a strany by sa op�at' nerovnali. Teda pre � = 0 alebo Æ = 0 doh�adza krozporu. Stavy, ktor�e nemo�zno zap��sat' v s�u�inovom tvare, naz�yvame spleten�e stavy. 4 Vd'al�s��h �astiah predn�a�sok sa budeme podrobne venovat' neklasik�yh vlastnostiam spleten�yhstavov. Kvantovo-mehanik�e spletenie je jednou zo z�akladn�yh rekviz��t pri kvantovom spra-ovan�� inform�aie. Umo�z�nuj�u tak�e fenom�eny ako teleport�aiu kvantov�yh stavov, kvantov�ukryptogra�u, kvantov�e hust�e k�odovanie (quantum dense oding) alebo kvantov�e po���tanie.Ako zap���seme tenzorov�y s�u�in, ked' kvantov�e stavy uva�zujeme ako st�lpov�e vektory? Sp^osob,ak�ym to urob��me je v podstate l'ubovoln�y ale, niektor�e zo z�apisov s�u pohodlnej�sie pri v�ypo�toh.Tenzorov�y s�u�in medzim-zlo�zkov�ym a n-zlo�zkov�ym vektorom budeme zapisovat' podl'a n�asledovn�ehopredpisu 0B� a1...am 1CA
0B� b1...bn 1CA = 0BBBBBBBBBBB� a10B� b1...bn 1CA...am0B� b1...bn 1CA
1CCCCCCCCCCCA = 0B� a1b1...ambn 1CA : (3.38)

Tenzorov�y s�u�in line�arneho oper�atora ^A de�novanom na m-rozmernom priestore a oper�atora^B de�novan�eho na n-rozmernom priestore je dan�y v matiovom ozna�en�� ako^A
 ^B = 0B� a11 : : : a1m... . . . ...am1 : : : amm 1CA
0B� b11 : : : b1n... . . . ...bn1 : : : bnn 1CA = 0B� a11 ^B : : : a1m ^B... . . . ...am1 ^B : : : amm ^B 1CA4V anglikej literat�ure sa pou�ziva pojem entangled states, a tak budeme niekedy pou�z��vat' i term��n entan-glovan�e stavy.

54 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIE= 0BBBBBBBBBBB� a110B� b11 : : : b1n... . . . ...bn1 : : : bnn 1CA : : : a1m0B� b11 : : : b1n... . . . ...bn1 : : : bnn 1CA... . . . ...am10B� b11 : : : b1n... . . . ...bn1 : : : bnn 1CA : : : amm0B� b11 : : : b1n... . . . ...bn1 : : : bnn 1CA
1CCCCCCCCCCCA : (3.39)Najjednoduh�s��m expliitn�ym pr��kladom s�u vektory a oper�atory v 2-rozmernom Hilbertovompriestore. Plat�� � a1a2 �
� b1b2 � = 0BB� a1b1a1b2a2b1a2b2 1CCA : (3.40)a � a11 a12a21 a22 �
� b11 b12b21 b22 � = 0BB� a11b11 a11b12 a12b11 a12b12a11b21 a11b22 a12b21 a12b22a21b11 a21b12 a22b11 a22b12a21b21 a21b22 a22b21 a22b22 1CCA : (3.41)Toto ozna�enie pre tenzorov�y s�u�in st�lpov�yh vektorov a mat�� n�am zaru�uje, �ze vzt'ah ^A 
^Bj�i
 j i = ^Aj�i
 ^Bj i plat��, ked' urob��me v�setky n�ale�zit�e oper�aie s matiami a st�lpov�ymivektormi.3.5.2 Ako pop��sat' podsyst�em vel'k�eho syst�emu?Predstavme si nasleduj�uu situ�aiu: �Upln�y syst�em, ktor�y uva�zujeme, pozost�ava z dvoh �ast�� sN resp. M -rozmern�ym Hilberov�ym priestoromHA (HB) a s b�azov�ymi vektormi fj�iiAgi=1;::: ;N ,resp. fj jiBgj=1;::: ;M . Predpokladajme d'alej, �ze dve �astie sa nah�adzaj�u v zmie�sanom stave^�AB. Alia m�a k dispoz��ii (vlastn��) �astiu A, Bob �astiu B a odmieta Alii ak�ykol'vek pr��stupk svojej �astii. Teraz si predstavme, �ze Alia urob�� meranie iba na svojej �astii (nem�a pr��stupk tej, ktor�u m�a Bob). To znamen�a, �ze meria pozorovatel'n�u veli�inu, ktorej zodpoved�a oper�ator^A
 ^1B. Oper�ator na Bobovej strane mus�� byt' jednotkov�y oper�ator ^1B, preto�ze na jeho �astiisa ni� nemeria. Chem vypo���tat' stredn�u hodnotu asoiovan�u s v�ysledkom tohoto merania,t.j. h ^Ai = TrAB [( ^A
 ^1B)^�AB℄ ; (3.42)kde TrAB znamen�a oper�aiu stopy ez obidva subsyst�emy, t.j. ez Aliinu a Bobovu �astiu.Tento popis je �uplne spr�avny a v�zdy d�ava spr�avny v�ysledok. Ak v�sak potrebujeme iba v�ysledokmerania na Aliinej �astii, potom by bolo vhodn�e n�ajst' sp^osob, ako pop��sat' iba jej syst�em bezohl'adu na druh�y. Teraz odvod��m tak�yto matematik�y objekt, ktor�y sa naz�yva redukovan�yoper�ator hustoty.



3.5. ZMIE�SAN�E STAVY, SPLETEN�E STAVY A R�YCHLOST' SVETLA 55Za�nime s rovniou (3.42) a pou�zime de�n��iu stopyh ^Ai = TrAB[( ^A
 ^1B)^�AB℄= NXi=1 MXj=1 Ah�ijBh jj( ^A
 ^1B)^�ABj�iiAj jiB= NXi=1 Ah�ij ^A MXj=1 Bh jj^�ABj jiB! j�iiA= TrA " ^A MXj=1 Bh jj^�ABj jiB!#= TrA( ^A^�A) : (3.43)V poslednom kroku sme roz�stiepili oper�aiu stopy na dve �asti. Z roz�stiepenia je jasn�e, �ze stavAliinho syst�emu je pop��san�y redukovan�ym oper�atorom hustoty^�A = MXj=1 Bh jj^�ABj jiB = TrB(^�AB) ; (3.44)kde posledn�a rovnost' predstavuje oper�aiu pari�alnej alebo �iasto�nej stopy. V�ysledkomje, �ze redukovan�y oper�ator hustoty ^�A dovol'uje Alii pop��sat' v�ysledok merania na jej vlastnej�astii (syst�eme) bez ohl'adu na Bobovu �astiu, t.j.h ^Ai = TrA( ^A^�A) :Predstavte si, �ze m�ame oper�ator hustoty ^�AB. Ot�azka znie, ako sa d�a expliitne ur�it'redukovan�y oper�ator hustoty. Uva�zujme najprv �ist�y stav ^�AB, ktor�y je dan�y ako tenzorov�ys�u�in �ist�yh stavov dvoh podsyst�emov, t.j. ^�AB = j�1iAj 1iB Ah�1jBh 1j = j�1iA Ah�1j 
j 1iB Bh 1j. Potom z rovnie (3.44) �iasto�n�u stopa ur���me akoTrB(j�1iA Ah�1j 
 j 1iB Bh 1j) = MXj=1 Bh jj(j�1iA Ah�1j 
 j 1iB Bh 1j)j jiB= MXj=1 j�1iA Ah�1j Bh jj 1iB Bh 1j jiB= j�1iA Ah�1j : (3.45)Teraz je u�z jasn�e, ako postupovat' v pr��pade l'ubovoln�eho oper�atora hustoty dvoh podsyst�emov.Zap���sme teda oper�ator hustoty v s�u�inovej b�aze, t.j.^�AB = NXi;k=1 MXj;l=1 �ijklj�iiAj jiB Ah�kjBh lj = NXi;k=1 MXj;l=1 �ijklj�iiA Ah�kj 
 j jiB Bh lj : (3.46)
56 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIEKed' pou�zijeme rovniu (3.44) zist��me, �ze plat��^�A = TrB(^�AB) = MX=1 Bh j NXi;k=1 MXj;l=1 �ijklj�iiA Ah�kj 
 j jiB Bh lj! j iB= MX=1 NXi;k=1 MXj;l=1 �ijklj�iiA Ah�kj( Bh j jiB)( Bh lj iB)= MX=1 NXi;k=1 MXj;l=1 �ijklj�iiA Ah�kjÆjÆl= NXi;k=1 MX=1 �ik! j�iiA Ah�kj = NXi;k=1�ikj�iiA Ah�kj (3.47)kde �ik =P �ik.Pr��klad: Uva�zujme dva dvojhladinov�e syst�emy A a B. Ozna�me b�azov�e stavy v obidvohHilbertov�yh priestoroh (podpriestoroh) ako j1i a j2i. B�azov�e stavy v elkovom Hilbertovompriestore potom tvoria mno�zinu fj11i; j12i; j21i; j22ig. Teraz v tejto b�aze zap���seme stav el�ehosyst�emu ^�AB = 13 j11ih11j + 13 j11ih12j + 13 j11ih21j+ 13 j12ih11j + 13 j12ih12j + 13 j12ih21j+ 13 j21ih11j + 13 j21ih12j + 13 j21ih21j : (3.48)V d'al�som kroku urobm��me �iasto�n�u stopu ez podsyst�em B. Znamen�a to, �ze zosumujemev�setky tie �leny, ktor�e obsahuj�u stavy v tvare jiiB Bhij. V�ysledok potom zpa���seme ako^�A = 23 j1ih1j + 13 j1ih2j+ 13 j2ih1j + 13 j2ih2j : (3.49)Rovnia (3.49) vskutku nepopisuje �ist�y stav preto�ze sa l'ahko m^o�zme presved�it' o tom, �zedet^�A 6= 0, resp. Tr^�2A < 1. Nie je to n�ahoda, �ze som vybral pr�ave tento pr��klad. Aliinsyst�em je v zmie�sanom stave (nekoherentn�a superpoz��ia), hoi elkov�y syst�em je v �istomstave (3.48). Aby sme sa o tom presved�ili, sta��� iba overit', �ze plat��^�AB = j	iAB ABh	j ; (3.50)kde j	i =q 13 j11i+q13 j12i+q13 j21i. Toto je evidentne �ist�y stav! Aliin redukovan�y oper�atorhustoty (3.49) v�sak popisuje zmie�san�y stav!S takouto situ�aiou sa stret�avame v kvantovej fyzike vel'mi �asto. Kedykol'vek maj�u Aliaa Bob elkov�y syst�em v �istom stave, ktor�y sa v�sak ned�a nap��sat' ako s�u�inov�y stav j�i
 j i,potom redukovan�y oper�ator hustoty popisuj�ui jeden z podsyst�emov reprezentuje zmie�san�ystav. Tak�eto stavy dvoj�astiov�e stavy sa naz�yvaj�u spleten�e a ako sme u�z spomenuli, maj�uniekol'ko zvl�a�stn�yh vlastnost��, ktor�ym sa e�ste budeme podrobne venovat'.Teraz sa pozrime, ako n�am toto v�setko pom^o�ze odhalit' (velku mysteri�ozne) spojenie medzi�spei�alnou te�oriou relativity a zmie�san�ymi stavmi.



3.5. ZMIE�SAN�E STAVY, SPLETEN�E STAVY A R�YCHLOST' SVETLA 573.5.3 R�yhlost' svetla a zmie�san�e stavyU�z sme sa presved�ili o tom, �ze vd'aka kvantov�emu spleteniu sa kvantov�e podsyst�emy m^o�zunah�adzat' v zmie�san�yh stavoh. Stav podsyst�emu je potom pop��san�y oper�atorom hustoty,tak�ym �ze Tr^�2A < 1. Ked' sme zaviedli oper�ator hustoty, povedal som, �ze konkr�etny zmie�san�ystav m^o�ze byt' realizovan�y r^oznymi sp^osobmi. Uviedol som pr��klad^� = 12 j0ih0j + 12 j1ih1j= 12 j+ih+j+ 12 j�ih�j ;kde j�i = 1p2(j0i�j1i). Pouk�azal som v�sak na to, �ze tieto dve realiz�aie s�u fyzik�alne identik�e,preto�ze nie sme shopn�� ih experiment�alne rozl���sit'. Uk�a�zeme si, �ze ak by sme boli shopn��rozl���sit' dve realiz�aie (rozklady do �ist�yh stavov) pop��san�e rovnak�ym oper�atorom hustoty,potom by sme mohli posielat' sign�aly nadsvetel'nou r�yhlost'ou, t.j. poru�sil by sa z�akladn�ypostul�at �spei�alnej te�orie relativity.Predstavme si dve osoby, Aliu a Boba, ktor�y sa v ist�y moment z��du a v experimente sipripravia p�ar spleten�yh dvojhladinov�yh �ast�� pripraven�yh v stavej i = 1p2(j00i+ j11i) = 1p2(j++i+ j � �i): (3.51)Potom sa Alia a Bob navz�ajom vzdialia, povedzme, na vzdialenost' jeden�eho svetel'n�eho roka.V tejto situ�aii he Alia poslat' Bobovi poslat' jeden bit inform�aie, t.j. odpoved' na jehoot�azku, ktor�a m^o�ze byt' �ano alebo nie. Na transfer jedn�eho bitu inform�aie he pou�zit'entanglovan�y p�ar �ast��, ktor�y spoluvlastn�� s Bobom. Transfer jedn�eho bitu inform�aie heurobit' prostredn��tvom lok�alneho merania, ktor�e sprav�� na svojej �astii.E�ste vopred sa s Bobom dohodne, �ze odpoved' �ano bude kore�spondovat' lok�alnemu meraniuv b�aze j0i; j1i. Samozrejme, pravdepodobnost', �ze n�ajde stav j0i je p0 = 12 , pravdepodob-nost' n�ajst' stav j1i sa rovn�a p1 = 12 . Ak Alia namer�a stav j0i, el�y syst�em bude v stavej0ih0j 
 ^1j i � j00i, ak nameria stav j1i, el�y syst�em potom bude v stave j1ih1j 
 ^1j i � j11i.Ak he Alie poslat' odpoved' nie, potom sprav�� lok�alne merania v b�aze j+i, j�i. Pravde-podobnost', �ze n�ajde stavj+i je p+ = 12 , pre stav j�i p� = 12 . Ak Alia nameria stav j+i,potom el�y syst�em bude v stave j+ih+j 
 ^1j i � j+ +i, ak nameria j�i, el�y syst�em potombude v stavej�ih�j 
 ^1j i � j � �i.Znamen�a to teda, �ze zaslanie jedn�eho bitu inform�aie v tomto \protokole" by malo byt'realizovan�e lok�alnym v�yberom b�azy, v ktorej Alia rob�� meranie.�Co z toho vypl�yva pre Bobov syst�em? Ked'�ze v�ysledkok merania je n�ahodn�y, Bob budemat' svoju �astiu v zmie�sanom stave. Ak hela Alia poslat' �ano, potom Bobova �astia budepo Aliinom meran�� v stave ^�ano = 12 j0ih0j+ 12 j1ih1j (3.52)a ak hela Alia poslat' nie, potom Bob n�ajde svoju �astiu v stave^�nie = 12 j+ih+j+ 12 j�ih�j : (3.53)
58 KAPITOLA 3. KVANTOV�E MERANIEAk by bol Bob shopn�y fyzik�alne rozl���sit' tieto dva oper�atory hustoty, potom by mohol zistit',ktor�e z meran�� Alia uskuto�nila. V tom pr��pade by vedel us�udit', ak�a je Aliina odpoved' naot�azku. Navia, t�uto odpoved' by mohol z��skat' v prin��pe \okam�zite" (ur�ite sk^or ako za jedenrok, ktor�y by potreboval klasik�y sign�al na prekonanie vzdialenosti medzi Aliou a Bobom).Znamenalo by to, �ze kvantov�e spletenie by umo�znilo komunik�aiu superlumin�alnou r�yhlost'ou.�Spei�alna te�oria relativity v�sak kategoriky tak�uto mo�znost' vylu�uje. Znamen�a to teda, �ze Bobv prin��pe nem^o�ze rozl���sit' dva oper�atory hustoty (3.52) a (3.53).K probl�emu spuerlumin�alnej komunik�aie sa e�ste vr�atime pri anal�yze Bellov�yh nerovnost��a pri anal�yze kvantov�eho klonovania. Zatial' teda ukon���me na�su diskusiu kon�statovan��m, �zev�setky rozklady oper�atora hustoty s�u fyzik�alne ekvivalentn�e.
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Kapitola 4Dynamika a symetrieThe simpliities of natural laws arise through the omplexitiesof the languages we use for their expression.Eugene P. Wigner 1Doposial' sme sa zaoberali iba staion�arnymi syst�emami, t.j. neuva�zovali sme �asov�y v�yvojkvantovomehanik�yh objektov. Predpokladali sme iba pr��pravu t�yhto objektov v ist�yh(konkr�etnyh) kvantovomehamik�yh stavoh a ih n�asledn�e meranie. V skuto�nosti sa ka�zd�ysyst�em vyv��ja v �ase, a tak potrebujeme poznat' kvantovomehanik�e pravidl�a pre �asov�y v�yvoj.Budeme sa im venovat' v tejto �asti.4.1 Shr�odingerova rovniaJe dobre zn�ame, �ze predpis, ktor�y ur�uje v�yvoj kvantovomehanik�eho syst�emu je dan�y Sh�odingerovourovniou. Predt�ym ako budeme t�uto rovniu formulovat' ako d'al�s�� postul�at, uva�zujme ak�ekrit�eri�a by mal sp�l�nat' vhodn�y oper�ator kvantovomehanik�eho �asov�eho v�yvoja. Potom sapresved���me, �ze Shr^odingerova rovnia sp�l�na tieto podmienky sp�l�na. V skuto�nosti, akon�ahleakeptujeme tieto vlastnosti, nem�ame pr��li�s vel'k�u volnost' pri v�ybere Shr^odingerovej rovnie.De�n��ia 4.1 Oper�ator �asov�eho v�yvoja ^U(t2; t1), ktor�y zobrazuje kvantov�y stav j (t1)ina stav j (t2)i, sp�l�na vlastnosti1. ^U(t2; t1), je unit�arny.2. Plat�� ^U(t2; t1) ^U(t1; t0) = ^U(t2; t0). (vlastnost' semi-grupy)3. ^U(t; t1) je diferenovatel'n�y podl'a t.Ak�y je d^ovod t�yhto predpokladov? Predov�setk�ym, oper�ator �asov�eho v�yvoja zobrazu-je fyzik�alne stavy na fyzik�alne stavy. To zna���, �ze l'ubovol'n�y normalizovan�y stav j (t0)i je1E�ste jeden pekn�y it�at od Wignera: The language of mathematis reveals itself [to be℄ unreasonably e�etivein the natural sienes ... a wonderful gift whih we neither understand nor deserve. We should be grateful forit and hope that it will remain valid in future researh and that it will extend, for better or for worse, to ourpleasure even though perhaps to our ba�ement, to wide branhes of learning.

60 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEzobrazen�y na normalizovan�y stav j (t1)i, t.j. pre l'ubovol'n�y j (t0)ih (t0)j (t0)i = h (t1)j (t1)i =  (t0)j ^U y(t1; t0) ^U(t1; t0)j (t0)i : (4.1)Preto sa jav�� ako rozumn�a po�ziadavka, aby ^U(t1; t0) bol unit�arny oper�ator.Druh�a vlastnost' oper�atora �asov�eho v�yvoja po�zaduje, aby nevznikal �ziaden rozdiel ak najprvyv��jame syst�em z t0 do t1 a potom z t1 do t2, alebo ak ho priamo vyv��jame z t0 do t2. Je tovel'mi rozumn�a po�ziadavka, ale treba si uvedomit', �ze neplat�� ak syst�em meriame v medzi�aset1. V skuto�nosti nesmieme interagovat' so syst�emom.Tretia podmienka sa t�yka matematikej vhodnosti a fyzik�alnej sk�usenosti. Ka�zd�y syst�emsa vyv��ja v �ase spojite. Toto pozorovanie je potvrden�e experiment�alne. Dynamika sa vo fyzikezvy�ajne popisuje difereni�alnymi rovniami, ktor�e u�z zahr�nuj�u fakt, �ze pozorovatel'n�e kvantitya fyzik�alne stavy s�u diferenovatel'n�e v �ase. Niekto sa na tomto mieste m^o�ze po�udovat', o�om je potom rozruh okolo tzv. kvantov�yh skokov. Podstatou je, �ze hovor��me o �asovomv�yvoji uzavret�yh kvantovomehanik�yh syst�emov. To znamen�a, �ze hr�ame �ulohu \vonkaj�s��h"pozorovatel'ov a nep^osob��me na syst�em, a najm�a, �ze ho nemeriame. Ako som u�zhovoril, primeran�� sa stav syst�emu naozaj m^o�ze menit' nespojite, prinajen�som podl'a Postul�atu 4, ktor�yje dobre otestovan�y. Mo�zme teda kon�statovat', �ze kvantov�y stav uzavret�eho syst�emu sa men��hladko (spojite), pokial' nie je syst�em meran�y (vtedy interaguje s vonkaj�s��m pozorovatel'om).Ak�e d'al�sie z�avery mo�zno urobit' z vlastnost�� oper�atora �asov�eho v�yvoja? Uva�zujme op-er�ator �asov�eho v�yvoja pre vel'mi kr�atky �asov�y rozdiel medzi t a t0. Ak vyu�zijeme jehodiferenovatel'nost' v �ase (vlastnost' 3 jeho de�n��ie 4.1), potom n�ajdeme^U(t; t0) = ^1� i~ ^H(t0)(t� t0) + : : : : (4.2)Tu sme vyu�zili predpoklad, �ze �asov�y v�yvoj uzavret�eho kvantovomehanik�eho syst�emu jehladk�y. Oper�ator ^H(t0), ktor�y sa objavuje na pravej strane rovnie sa naz�yva Hamiltonovoper�ator dan�eho syst�emu. Aplikujme ho na po�iato�n�y stav j (t0)i and derivujme podl'a �asut na oboh stran�ah. Nah�adzamei~�tj (t)i � i~�t( ^U(t; t0)j (t0)i) � ^H(t0)j (t0)i : (4.3)Ak srav��me limitu t! t0, napokon nah�adzamei~�tj (t)i = ^H(t)j (t)i : (4.4)Toto je Shr�odingerova rovnia v Diraovej not�aii, vo forme nez�avislej na koordin�atnom sys-t�eme. Aby sme ozrejmili spojitost' s Shr�odingerovou rovniou vo vlnovej mehanike budemuva�zovat' Hamiltonov oper�ator pre �astiu, ktor�a sa pohybuje v jednorozmernom poteni�alyV (x; t). Teraz pre Shr�odingerovu rovniu v x-reprezent�aii dostanem tvari~�thxj (t)i = hxji~�tj (t)i= hxj ^Hj (t)i= �� ~22m d2dx2 + V (^x; t)� hxj (t)i :Od predpokladov vlastnost�� oper�atora �asov�eho v�yvoja, ktor�e boli uroben�e vy�s�sie, sme satakto dostali k difereni�alnej rovnii pre �asov�y v�yvoj stavov�eho vektora. Samozrejme, �zetento v�ysledok mus�� byt' op�at' otestovan�y v experimentoh. Niekedy je t'a�zkou �ulohou n�ajst'spr�avny tvar Hamiltonovho oper�atora ^H, ktor�y riadi �asov�y v�yvoj syst�emu. Sformulujme terazv�ysledok na�sih �uvah do nasleduj�ueho postul�atu.



4.2. HEISENBERGOV OBRAZ 61Postul�at 5 �Casov�y v�yvoj kvantov�eho stavu izolovan�ehokvantovomehanik�eho syst�emu je ur�en�yShr�odingerovou rovnioui~�tj (t)i = ^H(t)j (t)i : (4.5)kde ^H je Hamiltonov oper�ator dan�eho syst�emu.Hamiltonov oper�ator je pozorovatel'nou (veli�inou), ktor�a ur�uje vlastn�e hodnoty energiekvantovomehanik�eho syst�emu. Tejto ot�azke sa e�ste budeme venovat' nesk^or. Nasleduj�uadiskusia via ozrejm�� �asov�y v�yvoj kvantovomehanik�eho syst�emu. Zvl�a�st' sa zameriame nask�umanie kvantovomehanik�yh symetri�� a zahov�avaj�uih sa veli���n (kvant��t).4.2 Heisenbergov obrazV predh�adzaj�uej �asti sme uva�zovali �asov�y v�yvoj kvantovomehanik�eho stavov�eho vekto-ra. V skuto�nosti sme \s�ustredili" el�y �asov�y v�yvoj do stavu a pozorovatel'n�e veli�iny zostali�asovo nez�avisl�e. Tento pohl'ad na �asov�y v�yvoj sa naz�yva Shr�odingerov obraz. Nie je to v�sakjedin�y sp^osob popisu kvantovej dynamiky. M^o�zme uva�zovat' aj opa�n�y extr�em, t.j stavy m^o�zmenehat' �asovo invariantn�e a v �ase vyv��jat' pozorovatel'n�e (veli�iny). Tu mus��me zodpovedat'na ot�azku: \Ako n�ajdeme �asov�y v�yvoj kvantovomehanik�yh pozorovatel'n�yh veli���n? " Ktomu potrebujeme ist�y n�avod, vhodn�u vlastnost', ktor�a mus�� byt' rovnak�a v oboh \obrazoh"kvantovej mehaniky. Tak�a vlastnost' mus�� byt' experiment�alne veri�kovatel'n�a. Konkr�etne,vyu�zijeme je skuto�nost', �ze stredn�a hodnota l'ubovol'nej pozorovatel'nej veli�iny mus�� byt' rov-nak�a v oboh obrazoh. Uva�zujme najsk^or stredn�u hodnotu oper�atora ^AS v Shr�odingerovomobraze v �ase t, s po�iato�n�ym stavom j (t0)i. Ak pou�zijeme rie�senie Shr�odingerovej rovniepre stavove vektory, potom pre stredn�u hodnotu n�ajdeme v tvareh ^Ai = h (t)j ^ASj (t)i = h (t0)j ^U y(t; t0) ^AS ^U(t; t0)j (t0)i : (4.6)Z rovnie (4.6) vid��me, �ze jej prav�u stranu m^o�zme interpretovat' aj ako stredn�u hodnotu �asovoz�avisl�eho oper�atora ^AH(t) = ^U y(t; t0) ^AS ^U(t; t0) (4.7)v po�iato�nom stave j (t0)i. To znamen�a, �zeh (t)j ^ASj (t)i = h ^Ai = h (t0)j ^AH(t)j (t0)i : (4.8)Ked' uva�zujeme stavy syst�emu ako �asovo nez�avisl�e a pozorovatel'n�e veli�iny ako vyv��jaj�ue sav �ase, hovor��me o Heisenbergovom obraze kvantovej mehaniky. Ako sme videli v rovnii (4.8),oba obrazy, Shr�odingerov obraz a Heisenbergov obraz, d�avaj�u presne tie ist�e predpovede prefyzik�alne, pozorovatel'n�e veli�iny. Podl'a konkr�etneho probl�emu ale m^o�ze byt v�yhodou vol'bajedn�eho alebo druh�eho obrazu.Podobne ako stavy v Shr�odingerovom obraze, Heisenbergove oper�atory sp�l�naj�u diferen-i�alnu rovniu pre �asov�y v�yvoj. T�ato sa l'ahko z��skat' �asovou deriv�aiou rovnie (4.7). K tomu
62 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEpotrebujeme najprv poznat' �asov�u deriv�aiu oper�atora �asov�eho v�yvoja. Ak budeme reprezen-tovat' �asov�y v�yvoj stavov�eho vektora v tvare j (t)i = ^U(t; t0)j (t0)i, potom dosaden��m tohotov�yrazu do Shr�odingerovej rovnie (4.4) n�ajdeme vzt'ahi~�t ^U(t; t0)j (t0)i = ^H(t) ^U(t; t0)j (t0)i (4.9)odkial' dostaneme i~�t ^U(t; t0) = ^H(t) ^U(t; t0) : (4.10)Za predpokladu, �ze oper�ator v Shr�odingerovom obraze nie je expliitne z�avisl�y od �asu,dostaneme n�asledovn�y vzt'ahddt ^AH(t) = ddt � ^U y(t; t0) ^AS ^U(t; t0)�= � ^U y(t; t0)�t ^AS ^U(t; t0) + ^U y(t; t0) ^AS � ^U(t; t0)�t= i~ ^U y(t; t0) ^H(t) ^AS ^U(t; t0) + ^U y(t; t0) ^AS i~ ^H(t) ^U(t; t0)= i~ ^U y(t; t0)[ ^H(t); ^AS℄ ^U(t; t0)= i~ [ ^H(t); ^AS℄H (4.11)= i~ [ ^HH(t); ^AH℄ : (4.12)Ak oper�ator ^AS je v Shr�odingerovom obraze expliitne z�avisl�y od �asu potom m^o�zme pred-h�adzaj�uu rovniu prep��sat' v tvareddt ^AH(t) = i~ [ ^H(t); ^AH(t)℄ + � ^AS�t !H (t) : (4.13)T�ato rovnia pre �asov�y v�yvoj oper�atorov sa naz�yva Heisenbergovu rovniouPozn�amky:(1) Jednou z v�yhod Heisenbergovho obrazu je, �ze m�a priamy anal�og v klasikej mehanike. Vskuto�nosti sa d�a t�ato anal�ogia h�apat' ako potvrdenie stoto�znenia Hamiltoni�anu ^H s energioudan�eho syst�emu. 2(2) Popri Shr�odingerovej a Heisenbergovej reprezent�aii existuje i d'al�sia u�zito�n�a reprezen-t�aia, tzv. Diraova, resp. interak�n�a reprezent�aia. V tejto sa v �ase menia ako stavy tak ioper�atory.4.3 Symetrie a z�akony zahovaniaPo zaveden�� Heisenbergovho obrazu pri�siel �as prediskutovat' konept symetri�� a ih vzt'ah kz�akonom zahovania. Toto je asi jeden z najelegantnej�s��h prin��pov, ktor�y plat�� v pr��rode - ska�zdou symetriou je asoiovan�y nejak�y z�akon zahovania2Na tomto mieste nebudem zah�adzat' v tejto diskusii do detailov - je v�sak d^ole�zit�e si pam�atat', �ze jedn�ym znosn�yh prin��pov pri formulovan�� kvantovej mehaniky bol prin��p kore�spondenie, na z�aklade ktor�eho sa kuku klasik�ym veli�in�am prirad'ovali kvantov�e veli�iny. Pri�om vzt'ahy medzi t�ymito kvantov�ymi objektami malianalogik�e ako medzi kore�sponduj�ui klasik�ymi veli�inami. Preto sa v kvantovej mehanike zaviedli pojmyako kanoniky zdru�zen�e premen�e, k Poissonov�ym z�atvorkam sa priradili komuta�n�e vzt'ahy et.



4.3. SYMETRIE A Z �AKONY ZACHOVANIA 634.3.1 Konept symetrieAk sme shopn�� pozerat' sa na syst�em za r^oznyh podmienok, a ten sa n�am jav�� st�ale rov-nako, hovor��me, �ze syst�em m�a symetriu. V tejto �asti postav��me toto jednoduh�e tvrdeniena pevn�e z�aklady. Pre�o sa zauj��mame o symetrie? Odpoved' je jednoduh�a. Robia n�a�s�zivot jednoduh�s��m. Ak m�ame symetriu v danom probl�eme, potom aj rie�senie bude mat' t�utosymetriu. Samotn�a symetria v rie�sen�� sa vyjadruje v existenii veli�iny, ktor�a sa zahov�avapre ka�zd�e rie�senie probl�emu. V�zdy n�as samozrejme zauj��maj�u veli�iny, ktor�e sa zahov�avaj�u.Prirodzenou ot�azkou je, ako s�u tieto zahov�avaj�ue sa veli�iny spojen�e so symetriou dan�ehoprobl�emu. S�u dva sp^osoby ako formulovat' symetrie: akt��vny a pas��vny sp^osob. Ak predpok-lad�ame, �ze transformujeme syst�em S na nov�y syst�em S0, potom hovor��me o akt��vnej trans-form�aii, t.j. akt��vne men��me syst�em. Ak men��me s�uradni�n�u s�ustavu, v ktorej uva�zujemeten ist�y syst�em, potom hovor��me o pas��vnej transform�aii. My sa d'alej s�ustred��me na akt��vnypohl'ad, ktor�y je h�adam jednoduh�s�� pre v�yklad.Jedn�ym z pr��kladou rozdielu medzi pas��vnou a akt��vn��vnou transform�aiou syst�emu je \in-verzia" (obr�atenie) �asu: Je mo�zn�e si predstavit' syst�em, v ktorom v�setky hybnosti �ast�� ~p vist�y moment zamen��me na �~p, t.j. v tejto akt��vnej transform�aii sme zmenili znamienka hyb-nost��, �o efekt��vne znamen�a, �ze syst�em sa za�ne vyv�yjat' \dozadu". In�ymi slovami, pri tejtoakt��vnej transform�aii sme efekt��vne \oto�ili" �as. Na druhej strane nie sme shopn�� skuto�ne\oto�it'" �as, toto by zodpovedalo pas��vnej transform�aii.Sformalizujme teraz, �o mysl��me pod pojmom symetria. V akt��vnom pohl'ade m�ame namysli, �ze syst�em S a transformovan�y S0 = TS vyzeraj�u rovnako. �Co znamen�a v kvantovejmehanike, �ze \S a S0 vyzeraj�u rovnako". Jedin�e veli�iny, ktor�e s�u v r�ami kvantovej paradigmypr��stupn�e pozorovatel'ovi s�u stredn�e hodnoty, resp. pravdepodobnosti prehodu. Dva syst�emys�u teda v kvantovej mehanike rovnak�e, ak pravdepodobnosti prehodu medzi zodpovedaj�uimistavmi s�u rovnak�e. Pre v�a��siu presnost' prijmeme nasleduj�uu de�n��iu.De�n��ia 4.2 Transform�aia ^T je naz�yvan�a transform�aiou symetrie ak pre v�setkyvektory j�i a j i syst�emu S a pre zodpovedaj�ue vektory j�0i = ^T j�i a j 0i = ^T j isyst�emu S0 plat�� jh j�ij = jh 0j�0ij : (4.14)Z tejto de�n��ie vidno, �ze kvantov�e stavy sa transformuj�u podl'a vzt'ahu j�0i = ^T j�i. Ztoho vypl�yva, �ze pozorovatel'n�a veli�ina, ktor�a m�a tvar ^A = Pj ajjajihaj j, sa tranformujepodl'a predpisu ^A0 = ^T ^A ^T y.Teraz sa s�ustred��me na ot�azku, ktor�e transform�aie ^T s�u mo�zn�ymi transform�aiami syme-trie? Preto�ze v�setky pravdepodobnosti prehodu musia byt' zahovan�e, dalo by sa o�ak�avat', �zetransform�aie symetrie s�u automatiky unit�arnymi transform�aiami. Tak�yto z�aver by ale bolpred�asn�y z dvoh d^ovodov. Po prv�e, nepo�zadovali sme, aby sa zahov�aval skal�arny s�u�in, aleiba jeho absol�utna hodnota. Po druh�e, nepo�zadovali sme dokona ani linearitu transform�aieT . Wigner, dok�azal, �ze transform�aia symetrie ^T nem^o�ze byt' omnoho via v�seobenej�sia ne�zunit�arna transform�aia: 33V prvom pribl���zen�� t�yhto predn�a�sok v�am neposkytnem d'kaz tejto teor�emy. T��, ktor�� by predsa len helivediet' nie�o via, m^o�zu sa pozriet' do knihy K. Gottfried, Quantum Mehanis I (Benjamin. 1966).
64 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIETeor�ema 4.1 (Wignerova)Ka�zd�a transform�aia symetrie m^o�ze byt' vyjadren�a unit�arnou transform�aiou aleboanti-unit�arnou transform�aiou.Pre anti-unit�arnu transform�aiu plat��^U(�j�i+ �j i) = �� ^U j�i+ �� ^U j i: (4.15)L'ahko uk�a�zete, �ze t�ato transform�aia zahov�ava pravdepodobnosti pravdepodobnosti pred-hodov medzi dvoma stavmi. Determinant unit�arnyh transform�aie je rovn�y jednej. Deter-minant anti-unit�arnej oper�aie je rovn�y -1. Typik�ym pr��kladom anti-unit�arnej symetrie jeinverzia �asu. Tejto sa budeme podrobnej�sie venovat' nesk^or.Syst�em je zvy�ajne symetrik�y vzhl'adom na viaero transform�ai��. V skuto�nosti je u�zito�n�euva�zovat' grupy symetri��. Tieto grupy m^o�zu byt' disktr�etne (daj�u sa o���slovat' el�ymi ���slami)alebo spojit�e (daj�u sa parametrizovat re�alnymi ���slami).De�n��ia 4.3 Spojit�a grupa symetri�� je mno�zina transform�ai�� symetri��, ktor�a sa d�aparametrizovat' re�alnym parametrom tak, �ze transform�aie symetri�� je mo�zno diferen-ovat' vzhl'adom k tomuto parametru.Pr��klad.Ka�zd�y Hermitovsk�y oper�ator ^A podmie�nuje existeniu spojitej grupy symetrie, pri vyu�zit��de�n��ie ^U(�) := ei ^A�=~ : (4.16)Samozrejme, �ze oper�ator ^U(�) je diferenovatel'n�y podl'a parametra �.Doposial' sme sa nau�ili, ktor�e transform�aie m^o�zu byt' transform�aiami symetri��. Transfor-m�aia symetrie kvantovomehanik�eho syst�emu je bud' unit�arnou, alebo anti-unit�arnou trans-form�aiou. Predsa len, nie ka�zd�a transform�aia symetrie je aj symetriou dan�eho kvantov�ehosyst�emu. Pr���ina tkvie v tom, �ze nie je posta�uj�ue po�zadovat', aby kon�gur�aia syst�emu bolasymetrik�a v danom �asovom okamihu, ale taktie�z, aby t�ato symetria bola zahov�avan�a po�asdynamiky syst�emu.V opa�nom pr��pade by sme boli shopn�� odl���sit' dva \symetrik�e" stavy iba �tym, �ze by smeih nehali vyv��jat' sa. Invariantnost' kon�gura�nej symetrie po�as �asov�eho v�yvoja vedie k po-zorovatel'n�ym veli�in�am, ktor�e sa zahov�avaj�u v �ase. Preto�ze hovor��me o �asovom v�yvoji kvan-tov�eho syst�emu, uvedomujeme si, �ze Hamiltonov oper�ator hr�a entr�alnu �ulohu v te�ori�� symetri��kvantovomehanik�eho syst�emu. T�ato skuto�nost' nie je prekvapiv�a, preto�ze po�iato�n�y stav(s istou symetriu) a Hamiltonov oper�ator plne ur�uj�u bud�unost' syst�emu.Predpokladajme, �ze m�ame symetriu, ktor�a sa zahov�ava v �ase. V po�iato�nom �asezobrazuje symetria stav j i na j 0i = ^T j i. �Casov�y v�yvoj p^ovodn�eho syst�emu S je dan�yHamiltonov�ym oper�atorom ^H, k�ym pre transformovan�y syst�em S0 je dan�y ^H 0 = ^T ^H ^T y. Po-tom m^o�zme zap��sat' j (t)i = e�i ^Ht=~j (0)i (4.17)



4.3. SYMETRIE A Z �AKONY ZACHOVANIA 65pre �asov�y v�yvoj v S. �Casov�y v�yvoj transformovan�eho syst�emu S0 je riaden�y Hamiltonov�ymoper�atorom ^H 0, j (t)i0 = e�i ^H 0t=~j (0)i0 : (4.18)Na druhej strane m^o�zme na stav j 0i nazerat' ako na kvantov�y stav p^ovodn�eho syst�emu S. Toznamen�a, �ze by mohol byt' pou�zit�y �asov�y v�yvoj syst�emu S, ktor�y je riaden�y Hamiltonov�ymoper�atorom ^H, ���m by sme dospeli kj (t)i00 = e�i ^Ht=~j (0)i0 : (4.19)Ak je symetria syst�emu zahov�avan�a pre v�setky �asy, potom sa dva stavy j (t)i0 a j (t)i00nem^o�zu l���sit' via ne�z o f�azov�y faktor, t.j.j (t)i00 = ei�j (t)i0 : (4.20)preto�ze mus�� platit': jh 0 j 0ij = jh (t)0j (t)00ij (4.21)Ked'�ze rovnia (4.21) mus�� platit' pre v�setky stavov�e vektory, Hamiltonove oper�atory ^H a ^H 0sa m^o�zu l���sit' iba o kon�stantu, ktor�a je fyzik�alne nepozorovatel'n�a (t�ym vznik�a ten ist�y glob�alnyf�azov�y faktor ei� vo v�setk�yh kvantov�yh stavoh), a preto tieto dva Hamiltonove oper�atorys�u v podstate identik�e. Preto m^o�zeme formulovat' lemuLema 4.1 Symetria syst�emu S, zahov�avaj�ua sa pre v�setky �asy, mus�� byt' unit�arnoualebo anti-unit�arnou transform�aiou ^T , ktor�a poneh�ava Hamiltonov oper�ator invari-antn�ym, t.j. ^H = ^H 0 = ^T ^H ^T y : (4.22)Pre dan�u grupu symetri�� parametrizovan�a parametrom � m^o�zme ur�it' zahov�avaj�uu sapozorovatel'n�u ^G de�novan�u ako ^G = lim�!0 i ^U(�)� ^1� : (4.23)Oper�ator ^G sa tie�z naz�yva aj gener�atorom grupy symetrie. Pre�o sa ^G zahov�ava? Zrovnie 4.23) vid��me, �ze pre mal�e � m^o�zeme form�alne rozlo�zit' evolu�n�y oper�ator do tvaru^U(�) = ^1� i� ^G+O(�2) ; (4.24)Veli�ina ^G je Hermitovsk�ym oper�atorom a O(�2) znamen�a, �ze v�setky d'al�sie �leny obsahu-j�u prinajmen�som faktor �2 a s�u preto vel'mi mal�e. Teraz vieme, �ze Hamiltonov oper�ator jeinvariantn�y vo�i transform�ai�am symetrie, t.j.^H = ^H 0 = ^U(�) ^H ^U y(�) : (4.25)
66 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEPre mal�e hodnoty � nah�adzame^H = (^1� i ^G�) ^H(^1 + i ^G�)= ^H � i[ ^G; ^H℄�+O(�2) : (4.26)Ked'�ze t�ato rovnost' mus�� platit' pre l'ubovol'ne mal�e �, potom z predh�adzaj�ueho vzt'ahuvypl�yva [ ^G; ^H℄ = 0 : (4.27)Teraz si pripomenieme Heisenbergovu rovniu (4.13), z ktorej vypl�yva, �ze r�yhlost' zmenypozorovatel'nej veli�iny ^G je v Heisenbergovom obraze �umern�a komut�atoru (4.27)d ^GHdt = i~[ ^G; ^H ℄H = 0 : (4.28)Preto stredn�a hodnota pozorovatel'nej veli�iny ^G je kon�stantn�a, �o zodpoved�a tvrdeniu, �ze ^Gje zahov�avaj�ua sa veli�ina, t.j.h (t)j ^Gj (t)idt = h (0)j ^GH(t)j (0)idt = 0 : (4.29)Takto prih�adzame k d^ole�zitej teor�eme.Teor�ema 4.2Gener�ator spojitej grupy symetrie kvantov�eho syst�emu je veli�ina zahov�avaj�ua sapo�as �asov�eho v�yvoja dan�eho kvantov�eho syst�emu.4.3.2 Transla�n�a symetria a zahovanie hybnostiTeraz budeme sk�umat' posunutia (transl�aie) kvantovomehanik�yh syst�emov. Op�at' zvol��meakt��vny pohl'ad na transform�aie. Najprv potrebujeme de�novat', �o mysl��me pod posunut��msyst�emu o vzdialenost' a doprava. Tak�ato transform�aia ^Ta mus�� zobrazovat' stavy j i syst�emuna tak�e stavy j ai = ^Taj i, �ze hxj ai = hx� aj i : (4.30)Aby sme zistili ktor�y oper�ator ^Ta generuje posunutia stavu j i vr�atime sa k de�n��ii (4.30).Ak pou�zijeme reprezent�aiu oper�atora identity ^1 R dpjpihpj potom m^o�zme zap��sat'hxj ^Taj i = hx� aj i= Z dphx� ajpihpj i= Z dp 1p2�~eip(x�a)=~hpj i= Z dp 1p2�~e�ipa=~eipx=~hpj i= Z dp e�ipa=~hxjpihpj i= hxj�Z dp e�ipa=~jpihpj� j i= hxje�i^pa=~j i : (4.31)



4.3. SYMETRIE A Z �AKONY ZACHOVANIA 67Preto�ze posledn�y vzt'ha plat�� pre l'ubol'n�y stav j i, potom oper�ator posunutia mus�� mat' tvar^Ta = e�i^pa=~: (4.32)Znamen�a to teda, �ze oper�ator hybnosti je gener�atorom posunut��. Z rovnie (4.23) potomvypl�yva, �ze v transla�ne invariantnom syst�eme sa zahov�ava hybnost', t.j.dh (t)j^pj (t)idt = 0 :Koment�arUva�zujme Hamiltonov oper�ator �astie v poteni�ale V (^x)^H = ^p22m + V (^x) : (4.33)Oper�ator hybnosti je samozrejme transla�ne invariantn�y. Ak by sme heli, aby v syst�emeasoiovanom s Hamiltoni�anom (4.33) sa zahov�avala hybnost', potom mus�� platit', �ze poteni�alV (??) je transla�ne invariantn�y, t.j. mus�� sp�l�nat' podmienku V (x) = V (x + a) pre v�setky a.To v�sak znamena, �ze tento poteni�al mus�� byt' kon�stantn�y.4.3.3 Rota�n�a symetria a zahovanie momentu hybnosti�Dal�sou vel'mi d^ole�zitou symetriou je rota�n�a symetria. Pri anal�yze tejto symetrie budemeuva�zovat' syst�em v trojrozmernom priestore. Vlnov�u funkiu  �(r; �; �) syst�emu v takomtopriestore m^o�zme parametrizovat' pol�arnymi suradniiamix1 = r os� sin � (4.34)x2 = r sin� sin � (4.35)x3 = r os � (4.36)Uva�zujme najprv rot�aiu ^Rz(�) o uhol � okolo osi z. T�ato rot�aia je de�novan�a ako �(r; �; �) =  (r; �� �; �): (4.37)V predh�adzaj�uej �asti sme zistili, �ze posunutia (transl�aie) s�u generovan�e oper�atoromhybnosti. Teraz uk�a�zeme, �ze rot�aie s�u generovan�e oper�atorom momentu hybnosti. Oper�atormomentu hybnosti �astie je dan�y vzt'ahom^~l = ^~x� ^~p = (^x2^p3 � ^x3^p2)~e1 + (^x3^p1 � ^x1^p3)~e2 + (^x1^p2 � ^x2^p1)~e3 ; (4.38)kde symbol � ozna�uje vektorov�y s�u�in dvoh vektorov ^~p = ^p1~e1 + ^p2~e2 + ^p3~e3 a ^~x = ^x1~e1 +^x2~e2 + ^x3~e3, pri�om [^xi; ^pj℄ = i~Æij.Preto�ze uva�zujeme rot�aie okolo osi z, t.j. ~e3, s�ustred��me sa na komponentu ^l3 oper�atoramomentu hybnosti. V x-reprezent�aii nah�adzame pre tento oper�ator n�ajdeme^l3 = ~i �x1 ��x2 � x2 ��x1� : (4.39)
68 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIETento v�yraz mo�zme previest' do pol�arnyh s�uradn��. Vyu�zijeme na to yklik�e pravidlo��� = �x1�� ��x1 + �x2�� ��x2= �(r os� sin �)�� ��x1 + �(r sin� sin �)�� + ��x2= �r sin� sin � ��x1 + r os� sin � ��x2= �x2 ��x1 + x1 ��x2= i~^l3 : (4.40)Teraz pre gener�ator rot�ai�� odvod��me difereni�alnu rovniuh~xj�Rz(�)�� j i = ���h~xjRz(�)j i= ���hr; �� �; �j i= � ���hr; �� �; �j i= � ���h~xjRz(�)j i= � i~h~xj^l3Rz(�)j i : (4.41)Ked'�ze t�ato rovnia plat�� pre v�setky vlnov�e funkie j i, dost�avame pre oper�ator rot�aie rovniu� ^Rz(�)�� = � i~^l3 ^Rz(�) : (4.42)S po�iato�nej podmienke ^Rz(0) = ^1 je rie�sen��m tejto difereni�alnej rovnie oper�ator^Rz(�) = e�i^l3�=~ = e�i^~l~e3�=~ (4.43)Analogiky m^o�zme pre oper�ator rot�aie okolo l'ubovol'nej osi ~n n�ajst' vzt'hah^Rz(�) = e�i^~l~n�=~ (4.44)Ka�zd�y syst�em, ktor�y je invariantn�y vo�i l'ubovol'nym rot�ai�am okolo osi ~n, zahov�ava zlo�zkumomentu hybnosti v danom smere, t.j. zahov�ava ^~l~n. Ked'�ze kinetik�a energia �astie jeinvariantn�a vo�i l'ubovol'nej rot�aii (skontroluj!), moment hybnosti sa zahov�ava, ak �astiaje v poteni�ali, ktor�y je symetrik�y vo�i rot�ai�am okolo osi ~n. Elektr�on at�omu vod��ka m�aHamiltonov oper�ator ^H = ^p22m + V (j^~xj): (4.45)Rot�aie poneh�avaj�u dl'�zky vektorov nezmenen�e. Preto j^~xj, a spolu s n��m aj V (j^~xj), s�u invari-atn�e vo�i rot�ai�am okolo l'ubovol'nej osi. To znamen�a, �ze sa zahov�ava ka�zd�a zlo�zka oper�atoramomentu hybnosti, t.j. elkov�y moment hybnosti sa nemen��.



4.4. V�SEOBECN�E VLASTNOSTI MOMENTU HYBNOSTI 694.4 V�seoben�e vlastnosti momentu hybnostiV predh�adzaj�uej �asti sme sk�umali niektor�e transform�aie symetrie, gener�atory t�yhto symetri��a niektor�e ih vlastnosti. Symetrie hraj�u vo fyzike kl'�u�ov�u �ulohu. Medzi najd^ole�zitej�sie patr��konept rota�nej symetrie a jeho gener�ator, moment hybnosti. Doteraz sme uva�zovali �spei�k�ypr��klad orbit�alneho momentu hybnosti, ktor�y sa d�a odvodit' z klasik�eho momentu hybnosti svyu�zit��m prin��pu kore�spondenie. Napriek tomu nah�adzame v kvantovej mehanike situ�aies momentom hybnosti, ktor�y nem�a �ziadny klasik�y anal�og. Najd^ole�zitej�s��m tak�ym pr��kladomje spin elektr�onu. V nasleduj�uej �asti rozvinieme v�seobem�u te�oriu kvantovomehanik�ehomomentu hybnosti, a to ez zavedenie pojmu reprezent�ai�� grupy.4.4.1 Rot�aieAko aj v predh�adzaj�uih diskusi�ah symetri�� budeme pou�z��vat' pohl'ad akt��vnyh rot�ai��, t.j.syst�em je oto�en�y, k�ym s�uradniov�y syst�em zost�ava nezmenen�y. Rot�aia okolo osi ~n o kladn�yuhol � je takou, ktor�a sp�l�na pravidlo pravej ruky.V trojrozmernom priestore s�u rot�aie dan�e matiami 3� 3. Rot�aia okolo osi x o uhol � jedan�a Rx(�) = 0� 1 0 00 os� � sin�0 sin� os� 1A :[6 (4.46)Rot�aie okolo osi y s�u analogiky reprezentovan�e matiouRy(�) = 0� os� 0 sin�0 1 0� sin� 0 os� 1A (4.47)a nakonie pre rot�aie okolo osi z plat��Rz(�) = 0� os � � sin� 0sin� os � 00 0 1 1A : (4.48)Pou�zit��m rozvoja funki�� sin a os do radu pre mal�e uhly, t.j.sin � = �+ O(�2) os � = 1� �22 ; (4.49)m^o�zeme rozvin�ut' rota�n�e matie (3.47-3.49) a�z do druh�eho r�adu v �. Nah�adzame takRx(�) = 0� 1 0 00 1� �22 ��0 � 1� �22 1A ; (4.50)Ry(�) = 0� 1 � �22 0 �0 1 0�� 0 1� �22 1A ; (4.51)Rz(�) = 0� 1 � �22 �� 0� 1 � �22 00 0 1 1A : (4.52)
70 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEZo sk�usenosti u�z vieme, �ze rot�aie okolo tej istej osi komutuj�u, k�ym rot�aie okolo r^oznyh os��vo v�seobenosti nekomutuj�u. T�ato jednoduh�a skuto�nost' n�am umo�zn�� odvodit' k�anonik�ekomuta�n�e vzt'ahy medzi oper�atormi momentu hybnosti.Aby sme videli efekt nekomutat��vnosti rot�ai�� okolo r^oznyh os��, spo���tame �spei�alnu kom-bin�aiu oto�en��. Najprv oto���me syst�em o in�nitezim�alny uhol � okolo osi y a potom o ten ist�yuhol okolo osi x:Rx(�)Ry(�) = 0� 1 0 00 1� �22 ��0 � 1� �22 1A0� 1� �22 0 �0 1 0�� 0 1� �22 1A= 0� 1� �22 0 ��2 1� �22 ���� � 1� �2 1A : (4.53)Teraz spo���tajmeRx(��)Ry(��)Rx(�)Ry(�) = 0� 1� �22 0 ���2 1� �22 �� �� 1� �2 1A0� 1� �22 0 ��2 1� �22 ���� � 1� �2 1A= 0� 1 ��2 0�2 1 00 0 1 1A = Rz(�2) : (4.54)Toto je vzt'ah, ktor�y vyu�zijeme pri odvoden�� komuta�n�yh vzt'ahov medzi oper�atormi momentuhybnosti.4.4.2 Grupov�e reprezent�aie a komuta�n�e vzt'ahy momentu hyb-nostiU�z vieme, �ze v kvantovej mehanike existuj�u r^ozne momenty hybnosti, ktor�yh dvoma pr��kladmis�u orbit�alny moment hybosti a spin. Iste�ze nemusia byt' nevyhnutne reprezentovan�e matia-mi 3 � 3, ako rot�aie v predh�adzaj�uej �asti. Av�sak v�setky tieto momenty hybnosti maj�uist�e spolo�n�e vlastnosti, ktor�e potvrdzuj�u ih klasi�k�aiu ako momentov hybnosti. T�ymto sadost�avame k diskusii gr�up a ih reprezent�ai��.V prvej �asti o vektorov�yh priestoroh sme u�z spoznali, �o je grupa. Zopakujeme vlastnostigrupy G a jej elementov x; y; z.1. 8x; y 2 G : x � y = z 2 G2. 91 2 G : 8x 2 G : x � 1 = x3. 8x 2 G : 9x�1 2 G : x�1 � x = 1 and x � x�1 = 14. 8x; y; z 2 G : x � (y � z) = (x � y) � zV�simnite si, �ze sme ne�ziadali, aby prvky grupy komutovali vzhl'adom ku grupovej oper�aii.Pr���inou je, �ze zam�y�sl'ame sk�umat' rot�aie, ktor�e s�u isto nekomutat��vne. Fundament�alnougrupou, ktorou sa zaober�ame je grupa rot�ai�� v trojrozmernom priestore, t.j. grupa mat��3 � 3. T�ato grupa predstavuje v�setky na�se intuit��vne poznatky o rot�ai�ah. Ka�zd�a d'al�sia



4.4. V�SEOBECN�E VLASTNOSTI MOMENTU HYBNOSTI 71grupa oper�atorov p^osobiaih na vlnov�e fukie, ktor�u by sme heli naz�yvat' grupou rot�ai��,mus�� sp�l�nat' z�akladn�e vlastnosti grupy trojrozmern�yh rot�ai��. T�ato my�slienka je zahrnut�a vpojme reprezent�aie grupy.De�n��ia 4.4 Reprezent�aiou grupy G elementov x je grupa S unit�arnyh oper�atorov^D(x), tak�yh �ze existuje zobrazenie T : G ! S, ktor�e prirad'uje ka�zd�emu x 2 Goper�ator ^D(x) 2 S, pri�om oper�aia grupy sa zahov�ava, t.j. pre v�setky x; y;2 G sx � y = z plat�� ^D(x) � ^D(y) = ^D(z) : (4.55)To znamen�a, �ze obe grupy G a S s�u v podstate rovnak�e, preto�ze ih prvky zdiel'aj�u navz�ajomtie ist�e vlastnosti. Ak teraz m�ame reprezent�aiu grupy rot�ai��, je prirodzen�e potom hovorit',�ze oper�atory, ktor�e tvoria t�uto reprezent�aiu s�u oper�atormi rot�ai��.V kvantovej mehanike musia byt' rot�aie (pooto�enia) reprezentovan�e unit�arnymi op-er�atormi p^osobiaimi na stavov�e vektory. Pre rot�aie okolo osi ~n tieto unit�arne oper�atorymusia tvorit' mno�zinu oper�atorov ^U(�), parametrizovan�u uhlom �. U�z vieme, �ze unit�arneoper�atory sa daj�u reprezentovat' v tvare^U(�) = e�i ^J~n�=~ (4.56)kde ^J~n je Hermitov oper�ator a ~ je Plankova kon�stanta, ktor�u v tejto etape diskusie zav�adzameiba z d^ovodov neskor�sej interpret�aie. Oper�ator ^J~n je oper�atorom momentu hybnosti pozd�l�zosi ~n a m^o�zme prep��sat' ako ^J~n = ^~J � ~n, kde ako v�zdy ^~J = ^Jx~ex + ^Jy~ey + ^Jz~ez. �Dalej n�ajdemeexpliitn�y v�yraz pre komut�atory jednotliv�yh komponent oper�atora momentu hybnosti. Nato vyu�zijeme fakt, �ze oper�ator hybnosti tvor�� reprezent�aiu grupy rot�ai��, t.j., �ze plat�� rovnia(4.55). Z rovnie (4.54) potom dostaneme pre in�nitizim�alne rot�aie oper�atorov�y vzt'ahei ^Jx�=~ei ^Jy�=~e�i ^Jx�=~e�i ^Jy�=~ = e�i ^Jz�2=~ : (4.57)Ak rozlo�z��me obe strany tejto rovnie do Taylorovho radu, potom pre �leny do r�adu O(�2)dostaneme 11 + [ ^Jy; ^Jx℄�2=~2 = 11� i ^Jz�2=~ ; (4.58)odkial' n�ajdeme komuta�n�y vzt'ah [ ^Jx; ^Jy℄ = i~ ^Jz : (4.59)Rovnak�ym sp^osobom m^o�zeme z��skat' komuta�n�y vzt'ah medzi l'ubovol'n�ymi dvoma zlo�zkamioper�atora momentu hybnosti. Plat�� [ ^Ji; ^Jj ℄ = i~�ijk ^Jk : (4.60)Tento komuta�n�y vzt'ah de fatom^o�ze byt' pou�zit�y i ako de�n��ia oper�atora momentu hybnosti.
72 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIE4.4.3 Vlastn�e hodnoty oper�atora momentu hybnostiZo z�akladn�eho komuta�n�eho vzt'ahu pre komponenty oper�atora momentu hybnosti (4.60)m^o�zme odvodit' vlastn�e vektory t�yhto oper�atorov. Z komuta�n�eho vzt'ahu (4.60) je zrejm�e,�ze tri komponenty oper�atora momentu hybnosti, t.j. oper�atory ^Jx, ^Jy a ^Jz, nemaj�u spolo�n�evlastn�e vektory. Na druhej strane �stvore oper�atora momentu hybnosti ^~J2 = ^J2x + ^J2y + ^J2zkomutuje s ka�zdou so svojih komponent. �Dalej sa s�ustred��me na komponentu ^Jz , pre ktor�un�ajdeme [ ^~J2; ^Jz℄ = 0 : (4.61)Ked'�ze oba tieto oper�atory komutuj�u, znamen�a to, �ze maj�u spolo�n�e vlastn�e vektory, ktor�e oz-na���me ako jj;mi. Ked'�ze oper�ator ^~J2 je pozit��vny, m^o�zme jeho vlastn�e hodnoty reprezentovat'ako ^~J2jj;mi = ~2j(j + 1)jj;mi : (4.62)Kde j s�u kladn�e ���sla medzi nulou a nekone�nom. Vlastn�e hodnoty oper�atora ^Jz v stave jj;mizap���seme ako ^Jzjj;mi = ~mjj;mi : (4.63)Teraz sa s�ustred��me na probl�em ako z jedn�eho vlastn�eho vektora jj;mim^o�zme generovat' druh�yvlastn�y vektor. Na tento �u�el zavedieme dva oper�atory ^J+ a ^J�,^J� = ^Jx � i ^Jy : (4.64)pre ktor�e plat�� n�asledovn�y komuta�n�y vzt'ah[ ^Jz; ^J�℄ = �~ ^J� : (4.65)S pou�zit��m tohto komuta�n�eho vzt'ahu l'ahko n�ajdeme, �ze^Jz( ^J+jj;mi) = ( ^J+ ^Jz + ~ ^J+)jj;mi= ( ^J+~m+ ~ ^J+)jj;mi= ~(m+ 1) ^J+jj;mi : (4.66)odkial' vypl�yva ( ^J+jj;mi) = �+(j;m)jj;m+ 1i : (4.67)kde �+(j;m) je komplexn�e ���slo. Znamen�a to teda, �ze p^osoben��m oper�atora ^J+ na stav jj;miz��skav�ame nov�y vlastn�y stav oper�atora ^J s vlastnou hodnoutou va��sou o jednotku (v jednotk�ah~). Preto teda m^o�zme hovorit' o oper�atore ^J+ ako o st�upaj�uom oper�atore.Analogiky m^o�zme n�ajst' ako p^osob�� oper�ator ^J� na stav jj;mi( ^J�jj;mi) = ��(j;m)jj;m� 1i : (4.68)Tu op�at' je ��(j;m) komplexn�e ���slo. Vid��me, �ze oper�ator ^J� p^osob�� klesaj�ui oper�ator.



4.4. V�SEOBECN�E VLASTNOSTI MOMENTU HYBNOSTI 73Pred hv��l'ou sme zaviedli tak�u parametriz�aiu, �ze vlastn�e hodnoty oper�atora ^~J2 boli pro-porion�alne s�u�inu j(j + 1). Teraz bude na�sou �ulohou ur�it' ak�e hodnoty m^o�ze nadob�udat'parameter m pre dan�u hodnotu j. Aby sme to zistili budeme uva�zovat' pozit��vny oper�ator^~J2 � ^J2z = ^J2x + ^J2y : (4.69)Jeho stredn�a hodnota v stave jj;mi m�a tvarhj;mj ^~J2 � ^J2z jj;mi = ~2(j(j + 1)�m2) � 0 : (4.70)odkial' n�ajdeme, �ze parameter m mus�� byt' ohrani�en�y, t.j.jmj �pj(j + 1) : (4.71)Z predh�adzaj�uih pozn�amok vieme, �ze oper�atory ^J� umo�z�nuj�u zvy�sovat' a zni�zovat' vlastn�uhodnotu m o jednotku. Z rovnie (4.71) v�sak vypl�yva, �ze exituj�u hrani�n�e hodnoty mmax ammin tak�e, �ze ^J+jj;mmaxi = 0jj;mmax + 1i = 0 ; (4.72)a ^J�jj;mmini = 0jj;mmin � 1i = 0 : (4.73)Potom plat�� ^J� ^J+jj;mmaxi = 0 ;^J+ ^J�jj;mmini = 0 : (4.74)Aby sme mohli ur�it' expliitn�e hodnoty mmax a mmin prep���seme oper�atory ^J� ^J+ a ^J+ ^J� vterm��noh oper�atorov ^~J2 a ^Jz :^J+ ^J� = ( ^Jx + i ^Jy)( ^Jx � i ^Jy) = ^J2x + ^J2y � i[ ^Jx; ^Jy℄ = ^~J2 � ^J2z + ~ ^Jz ; (4.75)a ^J� ^J+ = ( ^Jx � i ^Jy)( ^Jx + i ^Jy) = ^J2x + ^J2y + i[ ^Jx; ^Jy℄ = ^~J2 � ^J2z � ~ ^Jz : (4.76)Odtial'to potom n�ajdeme0 = ^J� ^J+jj;mmaxi = ( ^~J2 � ^J2z � ~ ^Jz)jj;mmaxi= ~2(j(j + 1)�mmax(mmax + 1))jj;mmaxi : (4.77)�o implikuje, �ze mmax = j: (4.78)Analogiky pre mmin n�ajdeme zo vzt'ahu0 = ^J+ ^J�jj;mmini = ( ^~J2 � ^J2z + ~ ^Jz)jj;mmini= ~2(j(j + 1) +mmin(1�mmin))jj;mmini : (4.79)
74 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEhodnotu mmin = �j: (4.80)Z predh�adzaj�ueho vypl�yva, �ze m sa m^o�ze nadob�udat' hodnoty:�j;�j + 1; : : : ; j � 1; j: (4.81)�o znamen�a, �ze 2j mus�� byt' el�ym �islom, a tedaj = n2 ; n 2 N : (4.82)Odtial'to prih�adzame k vel'mi d^ole�zit�emu poznaniu, �ze kvantovo-mehanik�e �astie patriado jednej z dvoh mo�zn�yh tried. Bud' ih oper�ator momentu hybnosti m�a vlastn�e hodnotyasoiovan�e s el�ymi ���slami j = 0; 1; 2; : : : a vtedy tak�eto �astie naz�yvame boz�onami> Nadruhej strane, ak hodnoty j maj�u hodnoty j = 12 ; 32 ; : : : , potom o t�yhto �atiiah hovor��meako o fermi�onoh. Ku kvantovo-�statistik�ym vlastnostiam boz�onov a fermi�onov sa dostanemenesk^or.Teraz sa e�ste s�ustred��me na ur�enie komplexn�yh ���siel ��(j;m) v rovniiah^J�jj;mi = ��(j;m)jj;m� 1i : (4.83)Absol�utne hodnoty t�yhto komplexn�yh ���siel n�ajdeme ked' vypo���tame norme vektorov z praveji l'avej �astie rovnie (4.83), t.j.j�+(j;m)j2 = k ^J+jj;mik2 = hj;mj( ^~J2 � ^J2z � ~ ^Jz)jj;mi= ~(j(j + 1)�m(m+ 1)) : (4.84)a j��(j;m)j2 = k ^J�jj;mik2 = hj( ^~j2 � ^J2z + ~ ^Jz)jj;mi= ~(j(j + 1)�m(m� 1)) : (4.85)Ak vyberieme f�azu stavov jj;mi tak, �ze parametre ��(j;m) bud�u v�zdy kladn�e, potom n�a�s�n�alny v�ysledok popisuj�ui p^osobenie oper�atorov ^J� na vlastn�e stavy jj;mi oper�atora ^Jz za-p���seme v tvare ^J+jj;mi = ~pj(j + 1)�m(m+ 1)jj;m+ 1i ;^J�jj;mi = ~pj(j + 1)�m(m� 1)jj;m� 1i : (4.86)4.5 Spin-1/2 alebo q-bitV tejto �asti sa budeme v kr�atkosti venovat' kvantov�emu spinu-1/2 a ozrejm��me jeho vzt'ah kz�akladnej jednotke kvantovej inform�aie - kvantov�emu bitu.Nedelitel'nou jednotkou klasikej inform�aie je bit, ktor�y je reprezentovan�y bin�arnou mo�znost'ouf0; 1g. Kore�sponduj�uou jednotkou kvantovej inform�aie je kvantov�y bit, t.j. q-bit. Q-bitopisuje stav najelement�arnej�sie kvantov�eho syst�emu. Najmen�s��m netrivi�alnym Hilbertov�ym



4.5. SPIN-1/2 ALEBO Q-BIT 75priestorom je dvojrozmern�y Hilbertov priestor, v ktorom m^o�zme zade�novat' b�azu fj0i; j1ig.Ka�zd�y vektor v tomto priestore potom m^o�zme reprezentovat' akoj i = �j0i+ �j1i; (4.87)kde komplexn�e amplit�udy � a � s�u normovan�e na jednotku, t.j. j�j2 + j�j2 = 1. Q-bit je tedastavom (4.87) v dvojrozmernom Hilbertovom priestore.Vo fyzike sa rovnia (4.87) �standartne interpretuje ako spinov�y stav �astie so spinom 1/2(napr. vn�utorn�y stav elektr�onu). V tomto pr��pade sa b�azov�e stavy j0i a j1i asoiuj�u sospinov�ymi stavmi \hore" j "i a j #i pozd�l�z osi z. Dve re�alne ���sla harakterizuj�ue stav q-bitu(t.j. komplexn�e ���sla � a � s normovaou podmienkou a zanedbanou glob�alnou f�azou stavu)popisuj�u orient�aiu spinu v trojrozmernom priestore - � = os �=2 a � = ei� sin �=2, kde � jepol�arny a � azimut�alny uhol.Vr�at'me sa teraz k rot�aiam v trojrozmernom priestore. V predh�adzaj�uej diskusii somuk�azal, �ze gener�atormi t�yhto rot�ai�� s�u oper�atory momentu hybnosti ^Jx, ^Jy a ^Jz , ktor�e sp�l�naj�ukomuta�n�y vzt'ah (4.60). Tu poznamen�am, �ze \de�ning" reprezent�aia grupy rot�ai�� je tro-jrozmern�a ale najjednoduh�sia netrivi�alna irreduibiln�a reprezent�aia je dvojrozmern�a. T�atoreprezent�aia m�a tvar: ^Jk = 12 ^�k; k = x; y; z (4.88)kde ^�k s�u Pauliho matie^�x = � 0 11 0 � ; ^�y = � 0 �ii 0 � ; ^�z = � 1 00 �1 � : (4.89)Toto je dvoj-rozmern�a irreduibiln�a reprezent�aia grupy rot�ai��, ktor�a je jednozna�ne de�no-van�a s presnost'ou do unit�arnej zmeny b�azy. Ked'�ze vlastn�e hodnoty oper�atorov ^Jk s�u �12~,vol�a sa t�ato reprezent�aia spin-1/2.Pauliho matie maj�u t�u vlastnost', �ze antikomutuj�u a �ze ih �stvore je rovn�y jednotke, t.j.^�k^�l + ^�l^�k = 2Æk;l^11: (4.90)Vid��me teda, �ze �~n^~��2 =Xk;l nknl^�k^�l =Xk n2k^11 = ^11; (4.91)kde ~n je jednotkov�y vektor ur�uj�ui smer v troj-rozmernom priestore. Ak teraz rozlo�z��me terazoper�ator rot�aie ^U(~n; �) v smere osi ~n o uhol � dostaneme [pozri rovniu (4.56)℄^U(~n; �) = e�i �2~n�^~� = ^11 os �2 � i~n � ^~� sin �2 : (4.92)Ked'�ze najv�seobenej�sia unit�arna matia 2 � 2 s determinantom rovn�ym jednotke m^o�ze byt'reprezentovan�a v tvare (4.92), potom m^o�zme asoiovat' q-bit ako stav �astie so spinom 1/2.Navia, ak�ukol'vek unit�arnu transform�aiu na tomto stave m^o�zme reprezentovat' ako rot�aiuspinu 1/2.Zauj��mavou vlastnost'ou reprezent�aie ^U(~n; �) je �ze pri rot�aii o uhol 2� okolo ktorejkol'vekosi plat��, �ze ^U(~n; � = 2�) = �1: (4.93)
76 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEIn�ymi slovami na�sa reprezent�aia je de�novan�a \s presnost'ou na znamienko"^U(R1) � ^U(R2) = � ^U(R1 �R2): (4.94)T�ato reprezent�aia grupy rot�ai�� sa naz�yva spinorovou reprezent�aiou. 4Ak pooto���me syst�em s�uradn��, potom rot�aia ^R(~nm�) bude rot�aiou o rovnak�y uhol, aleokolo pooto�enej osi. Tri komponenty oper�atora momentu hybnosti sa pri rot�ai�ah transfor-muj�u ako ^U(R) ^Jk ^U(R)y = Rkl ^Jl: (4.96)Znamen�a to teda, �ze ak jmi je vlastn�ym stavom oper�atoru ^Jz^Jzjmi = mjmi; (4.97)potom ^U(R)jmi je vlastn�ym stavom oper�atoru ^R ^Jjz s tou istou vlastnou hodnotou^R ^Jz( ^U(R)jmi) = ^U(R) ^Jz ^U(R)y ^U(R)jmi= ^U(R) ^Jzjmi= m( ^U(R)jmi): (4.98)Preto m^o�zme zostrojit' vlastn�e vektory oper�atora momentu hybnosti pozd�l�z osi ~n = (sin � os �; sin � sin�; os �),tak, �ze pooto���me vlastn�e vektory oper�atora ^Jz okolo osi ~n0 = (� sin�; os�; 0). V pr��padena�sej reprezent�aie spinu 1/2 t�ato rot�aia sa d�a vyjadrit' akoexp ��i�2~n0 � ^~�� = exp ��2 � 0 �e�i�ei� 0 �� = � os �2 �e�i� sin �2ei� sin �2 os �2 � : (4.99)Ak pou�zijeme t�uto transform�aiu no pooto�enie stavu � 10 �, t.j. vlastn�eho stavu oper�atora^Jz potom dostaneme stav j (�; �)i = � e�i�=2 os �2ei�=2 sin �2 � : (4.100)L'ahko sa presved���me o tom, �ze (4.100) je vlastn�ym stavom oper�atora~n � ^~� = � os � e�i� sin �ei� sin � � os � � : (4.101)Znamen�a to teda, �ze rovnia (4.87) s � = e�i�=2 os �2 a � = ei�=2 sin �2 m^o�ze byt' interpretovan�aako spin orientovan�y v smere ur�enom uhlami (�; �).Stredn�a hodnota oper�atoru ^�z v stave (4.100) jeh (�; �)j^�zj (�; �)i = os2 �2 � sin2 �2 = os � (4.102)4Je faktom, �ze rot�aia o uhol 2� nem�a �ziadne pozorovatel'n�e d^osledky na jednom spine 1/2. Na druhejstrane, ak budeme predpokladat' dva spiny 1/2, potom m^o�zme detekovat' d^osledky takejto rot�aie. Konkr�etne,predpokladajme \stroj", ktor�y p^osob�� na tak�yto dvojspinov�y syst�em podl'a n�asleduj�uih pravidiel: ak je prv�yspin v stave j "i, potom s druh�ym spinom sa ni� nedeje. Ak v�sak je druh�y spin v stave j #i, potom sa druh�y spinpooto��� o uhol 2�. Tak�ato kondiion�lna oper�aia sp^osob��, �ze ak je prv�y spin v superpoz��ii stavov j "i + j #i,potom 1p2(j "i1 + j #i1)j #i2 �! 1p2(j "i1 � j #i1)j #i2: (4.95)Znamen�a to, �ze na druhom spine nem^ozme namerat'�ziadnu zmenu. Stav prv�eho spinu sa v�sak dramatiky zmenil- stav po transform�aii je ortogon�alny k po�iato�n�emu stavu. Tak�ata zmena je samozrejme pozorovatel'n�a.



4.6. SKLADANIE MOMENTOV HYBNOSTI 774.6 Skladanie momentov hybnostiDoteraz sme sa zaoberali momentom hybnosti jednej �astie. V�a��sinou v�sak kvantov�e syst�emypozost�avaj�u z mnoh�yh �ast�� (napr. at�om vod��ka), pri�om ka�zd�a z t�yhto �ast�� m�a svojmoment hybnosti. Ot�azka potom znie ak�y je moment hybnosti el�eho kompozitn�eho syst�emu.T�ato probl�em skladania momentov sa v�sak nevzt'ahu iba na mnoho�astiov�e syst�emy. I jednaizolovan�a �astia m^o�ze mat' viaero momentov hybnosti. Napr��klad, elektr�on v entr�alnompoteni�aly m�a orbit�alny moment hybnosti a vn�utorn�y moment hybnosti, ktor�y sanaz�yva spin. Samozrejme, potom vyvst�ava ot�azka ak�y je elkov�y momeny hybnosti elektr�onu.Uva�zujme teda �astiu v entr�alnom poteni�aly, Hamiltoni�an ktorej je dan�y vzt'ahom^H0 = ^~p22m + V (j^~xj) ; (4.103)kde ^~p je line�arna hybnost' �astie, m je jej hmotnost' a V (j^~xj) je oper�ator opisuj�ui entr�alnypoteni�al. Z preh�adzaj�uej diskusie vieme, �ze v dynamike riadenej tak�ymto Hamiltoni�anomje oper�ator orbit�alneho momentu hybnosti integr�alom pohybu. Je to t�ym, �ze Hamiltoni�an(4.103) je invariantn�y vo�i rot�aiam okolo l'ubovol'nej osi. Na popis dynamiky elektr�onu sav�sak Hamiltoni�an (4.103) pou�zit' ned�a. Probl�em je v tom, �ze popri orbit�alnom momenteelektr�on m�a e�ste i vn�utorn�y moment, na popis ktor�eho potrebujeme doplnit' Hamiltoni�an ^H0o d'al�sie �leny. Tieto �leny sa daj�u odvodit' z relativistikej te�orie elektr�onu (t.j., Diraovejrovnie). Ja sa tu obmedz��m iba na kr�atky heuristiky argument (eufemizmus pre m�avanierukami). Korektn�e odvodenie n�ajdete v literat�ure. Tak�ze: elektr�on, ktor�y sa pohybuje ventr�alnom poteni�aly okolo stredu (~x = 0) generuje pr�ud, v d^osledku �oho vznik�a magnetik�epole. Na druhej strane spin elektr�onu podmie�nuje vznik magnetik�eho momentu, orient�aiaktor�eho z�avis�� od orient�aie spinu: spin vo vzt'ahu k rovine ot�a�ania m^o�ze byt' orientovan�y bud'smerom hore alebo smerom dole. Znamen�a to teda, �ze elektr�on m�a v magnetikom poli ~B r^ozneenergie v z�avislosti od orient�aie spinu. T�ato energia je rovn�a ��0^~S ~B, kde ��0^~S je magnetik�ymoment elektr�onu a ^~S = ~(^�1~e1 + ^�2~e2 + ^�3~e3 je oper�ator elektr�onov�eho spinu. Magnetik�epole generovan�e rotuj�uim spinom je proporion�alne orbit�alnemu momentu hybnosti 5 a pretomus��me Hamiltoni�an (4.103) doplnit' o �len^H1 = ��^~S 
 ^~L = �( ^S1 
 ^L1 + ^S2 
 ^L2 + ^S3 
 ^L3) ; (4.104)kde � je interak�n�a kon�stanta, ktor�u tu nebudeme �spei�kovat'. Chem v�as upozornit' na fakt,�ze oper�atory ^~S a ^~L p^osobia na r^oznyh Hilbertovyh priestoroh. Konkr�etne, ^~S p^osob�� na2-rozmernom Hilbertovom priestore elektr�onov�eho spinu a ^~L na Hilbertovom priestore popisu-juom orbit�alny pohyb elektr�onu.L'ahko sa presved���me o tom, �ze komponenty spinu ^Si komutuj�u s Hamiltoni�anom ^H0, t.j.[ ^H0; ^Si℄ = 0, av�sak nekomutuj�u s tot�alnym Hamiltoni�anom ^H = ^H0 + ^H1. Takie�z komponenty5 �C��m vy�s�s�� je orbit�alny moment hybnosti, t�ym v�a��s�� je pr�ud indukovan�y rotuj�uim elektr�onom a t�ym v�a��sieje magnetik�e pole.

78 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEorbit�alneho momentu hybnosti nekomutuj�u s Hamiltoni�anom ^H. Napr��klad,[^L1; ^H ℄ = [^L1; ^H1℄= [^L1;��^~S � ^~L℄= ��[ ^L1; 3Xi=1 ^Si � ^Li℄= �i~� ^S2 ^L3 + i~� ^S3 ^L2 (4.105)a [ ^S1; ^H℄ = [ ^S1; ^H1℄= ��[ ^S1; 3Xi=1 ^Si � ^Li℄= ��i~ ^S3 ^L2 + �i~ ^S2 ^L3 ; (4.106)Na druhej strane, l'ahko n�ajdeme, �ze[^Li + ^Si; ^H℄ = 0 : (4.107)In�ymi slovami, suma dvoh oper�atorov ^~J � ^~S+ ^~L komutuje s Hamiltoni�anom ^H , �o znamen�a,�ze elkov�y moment hybnosti sa zahov�ava. Z predh�adzaj�uej diskusie pozn�ame vlastn�e vektoryoper�atorov ^~S a ^~S. Ked'�ze tieto oper�atory nekomutuj�u s Hamitoni�anom ^H, tieto vlastn�e stavynie s�u vlastn�ymi stavmi tohoto Hamiltoni�anu. Na�sou snahou teda je n�ajst' tak�u b�azu, vektoryktorej s�u s�u�asne vlastn�ymi stavmi tot�alneho Hamiltoni�anu ^H a elkov�eho momentu hybnosti^J .4.6.1 Vlastn�e stavy sumy dvoh oper�atorov hybnostiNajprv si spomenieme, �ze jednotliv�e komponenty oper�atoru hybnosti ^~J navz�ajom nekomutuj�u.Budme teda hl'adat' spolo�n�e vlastn�e vektory oper�atorov ^~J2, ^Jz a ^H .Aby bola na�sa diskusia �o najv�seobenej�sia, budeme predpokladat' dva l'ubovol'n�e oper�atorymomentu hybnosti ^~j(1) 2 H1 a ^~j(2) 2 H2. Celkov�y oper�ator momentu hybnosti ^~J je dan�y sumou^~J := ^~j(1) 
 ^11 + ^11
 ^~j(2) (4.108)Pre jednoduhost' v 'dal�sej diskusii nebudeme expliitne vypisovat' oper�atorov�e jednotky vde�n��i ^~J - priestor na ktor�y p^osobia oper�atory ^~j(i) je impliitne ur�en�y indexom m.Tak isto ako v pr��pade jedn�eho oper�atora hybnosti, �stvore oper�atora ^~J2 komutuje sov|setk�ymi svoj��mi komponentami, napr��klad [^~J2; ^Jz℄ = 0. Budeme teda d'alej hl'adat' spo-lo�n�e vlastn�e stavy jJ;Mi oper�atorov ^~J2 a ^Jz^~J2jJ;Mi = ~J(J + 1)jJ;Mi ;^JzjJ;Mi = ~M jJ;Mi : (4.109)



4.6. SKLADANIE MOMENTOV HYBNOSTI 79Ked'�ze stavy jj(1); m(1)i tvoria b�azu v priestore H1 a stavy jj(2); m(2)i tvoria b�azu v H2, potom\s�u�inov�e" stavy jj(1); m(1)i 
 jj(2); m(2)i tvoria b�azu v priestore H1 
 H2 pri�om b�azov�yhstavov je (2j(1) + 1)(2j(2) + 1)Znamen�a to, �ze vlastn�e stavy jJ;Mi m^o�zme reprezentovat' v b�aze jj(1); m(1)i 
 jj(2); m(2)i.Aby sme tento rozklad na�sli, budeme postupovat' n�asledovn�ym sp^osobom. Zade�nujeme najprv\st�upaj�ui" ( ^J+) a \klesaj�ui" ( ^J�) oper�ator^J� = ^j(1)� + ^j(2)� ;^J+ = ^j(1)+ + ^j(2)+ ; (4.110)kde ^j(k)� = ^j(k)x � i^j(k)y . Tieto oper�atory sp�l�naj�u n�asledovn�e komuta�n�e vzt'ahy[ ^Jz ; ^J�℄ = [^j(1)z + ^j(2)z ; ^j(1)� + ^j(2)� ℄= [^j(1)z ; ^j(1)� ℄ + [^j(2)z ; ^j(2)� ℄= �~^j(1)� � ~^j(2)�= �~ ^J� : (4.111)S vyu�zit��m t�yhto komuta�n�yh vzt'ahov n�ajdeme ako p^osob�� \klesaj�ui" oper�ator ^J� na stavjJ;Mi: ^J�jJ;Mi = ~pJ(J + 1)�M(M � 1)jJ;M � 1i : (4.112)ktor�y impliitne de�nuje proed�uru generovani v�setk�yh stavov jJ;Mi:Krok 1. Najprv identi�kujeme stav s maxim�alnou hodnotou Mmax. Ak m�ame dva oper�atoryhybnosti maxim�alny vlastn�y stav ih sumy nem^o�ze byt' v�a��s�� ako Jmax = j(1) + j(2).Ot�azkou je, ktor�y vlastn�y stav by mohol mat' elkov�y moment hybnosti rovn�y Jmax as�u�asne M = Jmax? Je pohopitel'n�e, �ze tak�yto stav m^o�ze byt' iba kombin�aiou dvohparaleln�yh momentov hybnosti. In�ymi slovami, budeme predpokladat', �ze extremalnystav ma tvar jJ = j(1) + j(2);M = j(1) + j(2)i = jj(1); j(1)i 
 jj(2); j(2)i : (4.113)Aby sme si overili tento n�a�s predpoklad presved���me sa, �ze^~J2jJ;Mi = ~2J(J + 1)jJ;Mi ;^~JzjJ;Mi = ~M jJ;Mi ; (4.114)kde J =M = j(1) + j(2).Krok 2. Teraz budeme na stav jJ;Mi opakovane p^osobit' klesaj�uim oper�atorom ^J� de�no-van�ym vzt'ahom (4.110). T�uto proed�uru budeme opakovat' a�z dostaneme stav J;M =�Ji.Krok 3. Proed�urou, ktor�u sme op��sali v kroku 2. dostaneme iba 2Jmax +1 stavov. My v�sakvieme, �ze elkov�y po�et b�azov�yh stavov je (2j(1) + 1)(2j(2) + 1). V tret'om kroku tedavygenerujeme zbytok stavov. S t�ymto iel'om si vyberieme stav jJ � 1;M = J � 1i azopakujeme na �nom proed�uru z druh�eho kroru, t.j. opakovan�e p^osobenie klesaj�uehooper�atora ^J�. T�ato proed�ura sa ukon��� ked' oper�ator ^J� bude p^osobit' na \najni�z�s��"mo�zn�y stav, t.j. na stav ked' dva momenty hybnosti s�u opa�ne orientovan�e. V tomtopr��pade sa momenty od���taaj�u a teda Jmin = jj(1) � j(2)j. Absol�utnu hodnotu mus��meuva�zovat' preto, lebo moment hybnosti m�a z de�n��ie nez�aporn�e vlastn�e hodnoty.
80 KAPITOLA 4. DYNAMIKA A SYMETRIEKrok 4. Cel�u strat�egiu budeme opakovat' a�z nakonie vytvor��me nov�u b�azu pozost�avaj�uu z(2j(1) + 1)(2j(2) + 1) stavov. 64.6.2 Skladanie dvoh spinov 1=2Oper�atory momentu hybnosti �astie so spinom 1/2 sa m^o�zu reprezentovat' Pauliho spinov�ymioper�atormi ^�i: ^jx = ~^�x; ^jy = ~^�y; ^jz = ~^�z: (4.115)L'ahko sa presved���me o tom, �ze t�ato de�n��ia sp�l�na komuta�n�e vzt'ahy pre oper�atory momentuhybnosti. Oper�ator momentu hybnosti pre ka�zd�y z dvoh spinov 1/2 m�a teda tvar ^~j = ~(^�x~ex+^�y~ey + ^�z~ez). Oper�ator elkov�eho momentu hybnosti m�a tvar^~J = ^~j(1) + ^~j(2) : (4.116)pri�om st�upaj�ui ( ^J+) a klesaj�ui ( ^J�) oper�ator vyjadr��me ako^J� = ^j(1)� + ^j(2)� ;^J+ = ^j(1)+ + ^j(2)+ : (4.117)Z predh�adzaj�uej diskusie je jasn�e, �ze maxim�alna vlastn�a hodnota elkov�eho oper�atoru hyb-nosti je J = 1. Stav s maxim�alnym momentom hybnosti (J = 1 a M = 1) m�a tvarjJ = 1;M = 1i = jj(1) = 12 ; m(1) = 12i 
 jj(2) = 12 ; m(2) = 12i ; (4.118)a ak pou�zijeme ozna�enie j "i = jj(1) = 12 ; m(1) = 12i ;j #i = jj(1) = 12 ; m(1) = �12i ; (4.119)potom ho m^o�zme prep��sat' v tvarejJ = 1;M = 1i = j "i 
 j "i : (4.120)Teraz sa pozrieme ako vyzer�a expliitn�y tvar stavu jJ = 1;M = 0i, ktor�y dostaneme p^osoben��mklesaj�ueho oper�atoru na stav jJ = 1;M = 1ijJ = 1;M = 0i = ^J�jJ = 1;M = 1i~p2= (^j(1)� + ^j(2)� )j "i 
 j "i~p2= j #i 
 j "ip2 + j "i 
 j #ip2 : (4.121)6Aby sme sa presved�ili, �ze naozaj n�am na�sa proed�ura poskytne (2j(1) + 1)(2j(2) + 1) stavov, spo���tameexpliitne po�et stavov, ktor�e vygenerujeme:JmaxXi=Jmin(2i + 1) = 0Xi=Jmin(2i+ 1)� Jmin�1Xi=0 (2i + 1) = (Jmax + 1)2 � J2min = (j(1) + j(2) + 1)2 � (j(1) � j(2))2= (2j(1) + 1)(2j(2) + 1):



4.6. SKLADANIE MOMENTOV HYBNOSTI 81Ak e�ste raz nehame p^osobit' oper�ator ^J� n�ajdeme stav jJ = 1;M = �1ijJ = 1;M = �1i = ^J�jJ = 1;M = 0i~p2= (^j(1)� + ^j(2)� )jJ = 1;M = 0i~p2= j #i 
 j #i : (4.122)Zatial' sme na�sli tri vlastn�e stavy. Vieme v�sak, �ze Hilbertov priestor dvoh spinov 1/2 je �stvor-rozmern�y, preto mus��me n�ajst' e�ste �stvrt�y stav. T�ymto je stav s hodnotou elkov�eho momentuhybnosti J = 0. Tento stav samozrejme m�a iba jednu mo�zn�u hodnotu M = 0. Tento singletn�ystav m�a tvar jJ = 0;M = 0i = j #i 
 j "ip2 � j "i 
 j #ip2 : (4.123)L'ahko sa presved���me, �ze tento stav je kolm�y na stavy jJ = 1;M = mi (m = 0;�1). T�ymtosme teda ukon�ili kon�strukiu vlastn�yh stavov oper�atora momentu hybnosti dvoh spinov 1/2.
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83

Kapitola 5Jednoduh�e kvantov�e syst�emyV tejto kapitole sa budeme venovat' t�ym najjednoduh�s��m kvantov�ym syst�emom: jednorozmern�emukvantov�emu haromik�emu osil�atoru, dvojhladinovej kvantovej �astii a nakonie budeme �studovat'vel'mi jednoduh�y model interkie medzi tak�ymito syst�emami. T�ato anal�yza n�am pom^o�zepohopit' z�akladn�e �rty kvantovej dynamiky.5.1 Kvantov�e syst�emy s jedn�ym stup�nom vol'nostiPred t�ym ako sa budeme podrobne venovat' jednorozmern�emu kvantov�emu osil�atoru vr�atimesa e�ste k oper�atorom polohy ^q a hybnosti ^p, komut�ator ktor�yh je[^q; ^p℄ = i~^11: (5.1)Na�sou bezprostrednou �ulohou teraz bude n�ajst' konkr�etnu realiz�aiu t�yhto oper�atorov, t.j.budeme kon�struovat' reprezent�aiu algebry Lie assoiovanej s komuta�n�ym vzt'ahom (5.1).V 2. kapitole sme uk�azali, �ze oper�atory polohy a hybnosti maj�u spojit�e spektrum. My v�sakn�ajdeme ih reprezent�iu ez oper�atory s diskr�etnym spektrom.5.1.1 Krea�n�e a anihila�n�e oper�atoryZade�nujeme dva oper�atory ^a a ^ay^a = 1p2~ ��^q + i� ^p� ; ^ay = 1p2~ ��^q � i� ^p� ; (5.2)pre ktor�e plat�� komuta�n�y vzt'ah [^a; ^ay℄ = ^11: (5.3)Tieto dva oper�atory nie s�u pozorovatel'n�ymi veli�inami. Dokona to nie su ani Hermitoveoper�atory. S�u v�sak navz�ajom Hermitovo zdru�zen�e. L'ahko sa presved���me o tom, �ze oper�ator^n = ^ay^a je Hermitov pozit��vne de�nitn�y oper�ator. Konkr�etne, pre ka�zd�y stav j	i plat��h	j^ay^aj	i = Xj h	j^ayj�jih�j j^aj	i= Xj jh�jj^aj	ij2 � 0 (5.4)
84 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYN�ajdeme teraz vlastn�e vektory oper�atora ^n. Budeme teda rie�sit' rovniu^njni = njni; (5.5)a budeme predpokladat', �ze t�ato m�a aspo�n jedno netrivi�alne rie�senie, ktor�emu kore�spondujevektor jni. Potom plat�� ^a^njni = ^anjni; ^ay^njni = ^aynjni; (5.6)odkial' dostaneme (^n+ 1)^ajni = n^ajni; (^n� 1)^ayjni = n^ayjni; (5.7)�o znamen�a, �ze ^nf^ajnig = (n� 1)f^ajnig; ^nf^ayjnig = (n+ 1)f^ayjnig; (5.8)In�ymi slovami, p^osoben��m oper�atora ^a na vlastn�y stav jni oper�atora ^n op�at' dost�avame vlastn�ystav ^n, teraz v�sak s vlastnou hodnotou (n � 1). Analogiky, p^osoben��m oper�atora ^ay na stavjni dost�avame nov�y vlastn�y stav oper�atora ^n s vlastnou hodnotou (n+ 1), t.j.^ajni ' jn� 1i; ^ayjni ' jn+ 1i; (5.9)Zo vzt'ahu (5.9) je zrejm�e, �ze ak budeme p^osobit' oper�atorom ^a na stav jni n-kr�at dospejemedo vlastn�eho stavu oper�atora ^n s vlastnou hodnotou rovnou nule, t.j.^aj0i = 0j0i: (5.10)Ked'�ze oper�ator ^n m�a nez�aporn�e spektrum, stav j0i je jeho vlastn�ym stavom s najmen�sou vlast-nou hodnotou. �Dalej budeme tento stav naz�yvat' v�akuov�ym stavom a budeme predpokladat',�ze je normovan�y na jednotku, t.j. h0j0i = 1. Pre jednoduhost' budeme d'alej predpokladat', �zev�akuum j0i je nedegenerovan�ym stavom. V tomto pr��pade m^o�zme p^osoben��m na�n oper�atorom^ay postupne vygenerovat' v�setky vlastn�e stavy oper�atora ^njni = n �^ay�n j0i; (5.11)kde n s�u normovaie kon�stanty, ktor�e l'ahko ur���me zo vzt'ahuhnjni = �nnh0j^an(^ay)nj0i = �nn n! = 1: (5.12)Hravo m^o�zme predpokladat', �ze n s�u re�alne ���sla 1 a potomjni = 1pn! �^ay�n j0i; (5.13)L'ahko sa presved���me o tom, �ze vlastn�e stavy jni oper�atora ^n s�u nielen normovan�e, ale inavz�ajom ortogon�alne, t.j. hnjmi = Æm;n: (5.14)1Znamen�a to, �ze stav jni de�nujeme s presnost'ou do glob�alnej f�azy, �o je �uplne OK.



5.1. KVANTOV�E SYST�EMY S JEDN�YM STUP�NOM VOL'NOSTI 85Zo vzt'ahu (5.13) je zrejm�e, �ze^ayjni = 1pn! �^ay�n+1 j0i = pn+ 1jn+ 1i;^ajni = npn! �^ay�n�1 j0i = pnjn� 1i: (5.15)Oper�ator ^n = ^ay^a sa naz�yva oper�atorom po�tu �ast��. Zo vzt'ahu (5.15) potom nah�adzameprirodzen�e pomenovanie pre ^a a ^ay ako oper�ator anihil�aie a kre�aie �ast��. T�ato terminol�ogiasa st�ava �uplne jasnou vo formalizme druh�eho kvantovania, v ktorom prehod od jedn�eho stavuk druh�emu je asoiovan�y s kre�aiou, resp. anihil�aiou �ast��.Ortonormovan�e vektory jni tvoria b�azu v Hilbertovom priestore kvantov�eho syst�emu sjedn�ym stup�nom vol'nosti. Rozklad na jednotku m�a v tejto b�aze tvar1Xn=0 jnihnj = ^11: (5.16)Krea�n�e a anihila�n�e oper�atory v tejto b�aze maj�u n�asledovn�e matiov�e elementyhnj^ayjmi = pm+ 1Æn;m+1;hnj^ajmi = pmÆn;m�1; (5.17)Znamen�a to, �ze tieto oper�atory m^o�zme tie�z reprezentovat' ako^ay = 1Xn=0pn+ 1jn+ 1ihnj;^a = 1Xn=0pn+ 1jnihn + 1j; (5.18)Odtial'to potom l'ahko n�ajdeme vzt'ah(^ay)k(^a)l = 1Xn=0 1n!p(n+ k)!(n+ l)!jn+ kihn + lj: (5.19)Pre kvantov�y syst�em s jedn�ym stup�nom vol'nosti m^o�zme ak�ykol'vek oper�ator ^A reprezen-tovat' ako sumu element�arnyh mon�omov^A = 1Xk;l=0 kl(^ay)k(^a)l; (5.20)alebo v tvare rozkladu ez diady ^A =Xn;mhnj ^Ajmijnihmj (5.21)Ako ilustr�aiu m^o�zme uviest' rozklad projektoru ^P0 = j0ih0j na v�akuov�y stav, ktor�y sa d�avyjadrit' ako suma mon�omov ^P0 = 1Xn=0 (�1)nn! (^ay)n(^a)n: (5.22)
86 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYD^okaz tohoto vzt'ahu v�am neh�am ako vi�enie.V�simnime si, �ze pokial' by oper�atory ^ay a ^a komutovali, potom by sme v�yraz v pravej �astirovnie mohli expliitne presumovat' a dostali by sme exp(�^ay^a). Na�se oper�atory v�sak neko-mutuj�u. Napriek tomu sa m^o�zme sna�zit' aspo�n form�alne vyjadrit' sumu v pravej �asti rovnie(5.22) v uzavretom tvare. Aby sme to mohli spravit' zavedieme term��n norm�alne uspori-adanie, ktor�y kore�sponduje situ�aii kedy v�setky krea�n�e oper�atory s�u nal'avo od anihila�n�yhoper�atorov, tak ako je to v mon�omoh v pravej �asti rovnie (5.22). Zavedieme tie�z pojemnorm�alneho s�u�inu oper�atorov ^ay a ^a, ktor�y reprezentuje ak�ykol'vek s�u�in oper�atorov ^ay a^a v norm�alnom tvare. Norm�alny s�u�in sa ozna�uje dvojbodkou pred a za v�yrazom, ktor�y mabyt' v norm�alnom tvare. Napr��klad, oper�atorov�y s�u�in ^a^ay vd'aka komuta�n�emu vzt'ahu (5.2)sa rovn�a ^a^ay = ^ay^a+ 1 (5.23)av�sak kore�sponduj�ui norm�alny s�u�in je: ^a^ay := ^ay^a: (5.24)Znamen�a to teda, �ze pod znakom norm�alneho s�u�inu v�setky oper�atory navz�ajom komutuj�u,t.j. : ^a^ay :=: ^ay^a : (5.25)S vyu�zit��m pojmu norm�alneho �u�inu m^o�zme reprezentovat' projektor ^P0 dan�y vzt'ahom(5.22) v uzavretej forme ^P0 = 1Xn=0 (�1)nn! (^ay)n(^a)n= 1Xn=0 (�1)nn! : (^ay^a)n : = : exp(�^ay^a) : (5.26)Analogiky m^o�zme ak�ykol'vek projektor ^Pn = jnihnj zap��sat' ako^Pn =: (^ay^a)nn! exp(�^ay^a) : (5.27)V danom pr��pade m^o�ze zaviest' i generuj�uu funkiu pre v�setky projektory ^Pn a zap��sat' v�yraz(5.27) v elegantnej forme^Pn = (�1)nn! � dd��n : exp(��^ay^a) :�����=1 : (5.28)Spomenieme si teraz, �ze z teor�emy Taylora 2 plat��, �ze1Xn=0 ^Pn = : e�(��1)^ay^a :����=1 = 1; (5.29)�o e�ste raz dokazuje �uplnost' b�azy vektorov jni.2Teor�emu Taylora m^o�zme vyjadrit' v tvare1Xn= �nn! � dd��n f(�) = e� dd� f(�) = f(�+ �):



5.1. KVANTOV�E SYST�EMY S JEDN�YM STUP�NOM VOL'NOSTI 875.1.2 Reprezent�aia oper�atorov ^q a ^p v b�aze jniZ de�n��ie krea�n�eho a anihila�n�eho oper�atora (5.2) n�ajdeme^q = 1�r~2(^a+ ^ay); ^p = �ir~2(^a� ^ay); (5.30)odkial' pre matiov�e elemenety oper�atorov polohy a momentu ^p a ^q v b�aze jni n�ajdemehnj^qjmi = 1�r~2 hpn+ 1Æn+1;m +pnÆn;m+1i ;hnj^pjmi = �ir~2 hpn+ 1Æn+1;m �pnÆn;m+1i ; (5.31)Vid��me teda, �ze v oper�atory ^q a ^p s�u v b�aze jni nediagon�alne, t.j.hnj^qjmi = 1�r~2 0BBBBB� 0 p1 0 0 : : :p1 0 p2 0 : : :0 p2 0 p3 : : :0 0 p3 0 : : :... 1CCCCCA ;hnj^pjmi = �ir~2 0BBBBB� 0 p1 0 0 : : :�p1 0 p2 0 : : :0 �p2 0 p3 : : :0 0 �p3 0 : : :... 1CCCCCA ; (5.32)Teraz sa pok�usime zap��sat' tieto oper�atory v diagon�alnom tvare, t.j. budeme hl'adat' ih vlastn�ehodnoty a vlastn�e vektory: ^qjqi = qjqi; ^pjpi = pjpi: (5.33)V b�aze jni tieto rovnie maj�u tvar1Xm=0hnj^qjmihmjqi = qhnjqi;1Xm=0hnj^pjmihmjpi = phnjpi; (5.34)Ak ozna���me hnjqi = n a hnjpi = dn, potom m^o�zme prep��sat' predh�adzaj�ue rovnie vmatiovom tvare 0BBBBB� 0 p1 0 0 : : :p1 0 p2 0 : : :0 p2 0 p3 : : :0 0 p3 0 : : :... 1CCCCCA �0BBBBBBB� 01234...
1CCCCCCCA = x �0BBBBBBB� 01234...
1CCCCCCCA (5.35)

88 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYkde sme pou�zili ozna�enie x = �q 2~q. Analogiky pre vlastn�e stavy oper�atora ^p zap���semerovniu v matiovom tvare1i 0BBBBB� 0 p1 0 0 : : :�p1 0 p2 0 : : :0 �p2 0 p3 : : :0 0 �p3 0 : : :... 1CCCCCA �0BBBBBBB� d0d1d2d3d4...
1CCCCCCCA = y �0BBBBBBB� d0d1d2d3d4...
1CCCCCCCA (5.36)kde y = 1�q 2~p.Z matiov�yh rovn�� (5.35) a (5.36) dostaneme dva syst�emy line�arnyh algebraik�yh rovn��pre amplit�udy n p11 = x � 0p10 +p22 = x � 1p21 +p33 = x � 2p32 +p44 = x � 3 (5.37)... = ...a pre amplit�udy dn �ip1d1 = y � d0ip1d0 � ip2d2 = y � d1ip2d1 � ip3d3 = y � d2ip3d2 � ip4d4 = y � d3 (5.38)... = ...Z predh�adzaj�uih dvoh syst�emov rovn�� dostaneme rekurentn�e vzt'ahy pre amplit�udy n1 = xp102 = xp21 � p1p20 (5.39)...n = xpnn�1 � pn� 1pn n�2a pre amplit�udy dn d1 = i yp1d0d2 = i yp2d1 + p1p2d0 (5.40)...dn = i ypndn�1 + pn� 1pn dn�2



5.1. KVANTOV�E SYST�EMY S JEDN�YM STUP�NOM VOL'NOSTI 89�Dalej sa budeme podrobne venovat' rie�seniu rekurentn�eho vzt'ahu (5.39). Pre jednoduhost'zavedieme nov�e ozna�enie n = en=pn!. Pre amplit�udy en dostaneme z rovnie (5.39) rekurent-n�y vzt'ah en = x en�1 � (n� 1)en�2: (5.41)Teraz si spomenieme, �ze Hermitove polyn�omy de�novan�e akoHn(�) = e�2 �� dd��n e��2 (5.42)sp�l�naj�u rekurentn�y vzt'ahHn(�) = 2�Hn�1(�)� 2(n� 1)Hn�2(�); (5.43)pri�om H0(�) = 1;H1(�) = 2�; (5.44)H2(�) = 4�2 � 2;H3(�) = 8�3 � 12x;H4(�) = 16�4 � 48x2 + 12:Teraz u�z l'ahko n�ajdeme rie�senia pre amplit�udy n a dnn(q) = hnjqi = 1p2nn!Hn� �p~q� 0(q);dn(p) = hnjpi = (i)np2nn!Hn� 1�p~p� d0(p); (5.45)Na to, aby sme �uplne ur�ili amplit�udy n a dn mus��me e�ste n�ajst' 0 a d0. Tieto n�ajdeme zpodmienky ortogon�alnosti vlastn�yh stavov oper�atoru polohyhq0jqi = 1Xn=0hq0jnihnjqi = Æ(q0� q) (5.46)a analogiky pre oper�ator hybnosti. Dosaden��m rie'senia (5.45) do rovnie (5.46) n�ajdeme�0(q0)0(q) 1Xn=0 12nn!Hn� �p~q0�Hn� �p~q� = Æ(q0� q): (5.47)Teraz si spomenieme 3 �ze pre Hermitove polyn�omy plat��1Xn=0 12nn!Hn(�)Hn(�) = p�e�2Æ(� � Æ): (5.48)3Alebo sa pozrieme do tabuliek. Napr��klad A.P.Prudnikov, Yu.A.Bryhkov, and O,I,Maryhev: Integralsand Sums: Speial Funtions, vol.2 (Nauka, Mosow, 1982), p.710, formula 5.12.2.1
90 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYa preto z rovnie (5.47) dostaneme pre absol�utnu hodnotu amplit�udy 0 v�yrazj0(q)j = � �2�~�1=4 e��2q22~ : (5.49)Znamen�a to teda, �ze pre amplit�udu hnjqi nakonie n�ajdeme explitn�y v�yrazn(q) = hnjqi = 1p2nn! � �2�~�1=4 e��2q22~ +i'q Hn� �p~q� ; (5.50)kde 'q je f�aza normovaej kon�stanty, t.j. glob�alna f�aza stavu, ktor�u nem�usime �spei�kovat'.Analogiky, pre amlit�udu dn(p) n�ajdemedn(p) = hnjpi = (i)np2nn! � 1�2�~�1=4 e� p22�2~+i'p Hn� 1�p~p� (5.51)kde, tak isto ako v preh�adzaj�uom vyraze, 'p je f�aza normovaej kon�stanty, t.j. glob�alna f�azastavu, ktor�u nemus��me �spei�kovat'.Teraz, ked sme odvodili amlitu�dy n(q) a dn(p) vypo���tame ako vyzer�a skal�arny s�u�in hpjqi,in�ymi slovami, hl'ad�ame reprezent�aiu vlastn�eho stavu oper�atora hybnosti v b�aze vlastn�yhstavov oper�atora polohy (resp. naopak):hqjpi = 1Xn=0hqjnihnjpi = 1Xn==0 �n(q) dn(p)= �0(q)d0(p) 1Xn=0 (i)n2nn!Hn� �p~q�Hn� 1�p~p� : (5.52)Pre Hermitove polyn�omy plat�� vzt'ah1Xn=0 (i)n2nn!Hn(�)Hn(�) = 1p2e �2+�22 +i��; (5.53)s pou�zit��m ktor�eho pre prav�u �ast' rovnie (5.52) dostaneme vzt'ahhqjpi = 12�~ei qp~ � ei('p�'q): (5.54)Tento vzt'ah samozrejme u�z pozn�ame z kapitoly 2, kde sme ho v�sak odvodili �uplne in�ymsp^osobom. Na�sli sme teda reprezent�aiu vlastn�yh vektorov hybnosti v reprezent�aii vlastn�yhvektorov oper�atora polohy. Vid��me, �ze v tejto reprezent�aii sa stavy s presne de�novanouhodnotou hybnosti vyjadruj�u ako jednorozmern�e rovinn�e vlny.Z predh�adaj�uih vzt'ahov l'ahko n�ajdeme reprezent�aiu oper�atorov ^q a ^p v b�aze vektorovjni. Konkr�etne, ^q = ^11 � ^q � ^11 = 1Xn;m=0hnj^qjmi jmhinj;^p = ^11 � ^p � ^11 = 1Xn;m=0hnj^pjmi jmihnj; (5.55)



5.1. KVANTOV�E SYST�EMY S JEDN�YM STUP�NOM VOL'NOSTI 91kde matiov�e elementy s�u ur�en�e vzt'ahmi (5.31).Popri tejto reprezent�aii n�ajdeme e�ste reprezent�aiu oper�atora ^p v b�aze vlastn�yh vektorovoper�atora ^q. In�ymi slovami n�ajdeme matiov�e elementy hqj^pjq0ihqj^pjq0i = 1Xm;n=0hqjnihnj^pjmihmjq0i (5.56)= �0(q)0(q)�p~2 1Xn=0 i �Hn+1� �p~q�� 2nHn�1� �p~q�� Hn � �p~q0�2nn! :Ak spo���tame sumu v pravej �asti rovnie (5.56) n�ajdemehqj^pjq0i = �i~ ��q �Æ (q � q0) ei('q0�'q)�= �i~ ��q Æ (q � q0)� ~Æ (q � q0) �'q�q : (5.57)Pozn�amka 4Spome�nme si, �ze v kapitole 2. sme odvodili trohu odli�sn�y v�yraz pre matiov�y element hqj^pjq0i.Pointa je v tom, �ze v tejto kapitole sme expliitne uhov�avali v�yraz pre glob�alnu f�azu 'q a'p. Tieto f�azy v kone�nom d^osledku nie s�u d^ole�zit�e, preto�ze stavov�e vektory s�u vo v�seobenstide�novan�e s presnost'ou do glob�alnej f�azy, t.j. s presnost'ou do transform�ai��jqi �! jqi ei'q ; jpi �! jpi ei'p: (5.58)Zo vzt'ahu (5.57) v�sak vypl�yva, �ze transform�aie (5.58) menia v�yraz pre reprezent�aiu oper�atorahybnosti v q-reprezent�aii, t.j prid�avaj�u k nemu �len �~Æ (q � q0) �'q�q . Tento fakt m^o�zmeinterpretovat' ako zmenu oper�atora hybnosti pri transform�aiah (5.58), t.j.^p �! ^p� ~�'q(^q)�^q ; (5.59)kde 'q(^q) je l'ubovol'n�a (re�alna) funkia oper�atoru polohy ^q. Znamen�a to teda, �ze v q-reprezent�aii, t.j. pri expliitnej de�n��ii oper�ator ^q sa oper�ator ^p prostredn��tvom komu-ta�n�eho vzt'ahu (5.1) nede�nuje jednozna�ne, ale iba s presnost'ou do transform�aie (5.59).Toto je velku pohopitel'n�e, preto�ze oper�ator ~�'q(^q)�^q komutuje s oper�atorom polohy ^q.V d'al�som v�sak budeme predpokladat' konkr�etny tvar oper�atora ^p v q-reprezent�aii ako iskal�arny s�u�in hqjpi: hqjpi = 12�~ei qp~ ; (5.60)hqj^pjq0i = �i~ ��q Æ (q � q0) :Tento tvar vieme v�zdy dosiahnut' vhodn�ym v�yberom kalibra�nej transform �aie (pozri pozn�amkupod �iarou4).4 T�ato pozn�amka ma priamy vzt'ah k existenii kalibra�n�yh transform�ai�� prv�eho druhu v kvantovej meh-nike. Mysl��m si v�sak, �ze nie je iel'om na�sih predn�a�sok vnikat' do detailov t�yhto transform�ai��. Chem ibaaby ste si zapam�atali toto kl'�u�ov�e slovo v kontexte �spei�k�yh transform�ai��, ktor�e nepriv�adzaj�u k priamopozorovatel'n�ym efektom.

92 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMY5.2 Kvantov�y harmonik�y osil�atorPredt�ym ako sa budeme venovat' kvantov�emu harmonik�emu osil�atoru spomenieme si naz�akladn�e vlastnosti klasik�eho harmonik�eho osil�atora - asi najjednoduh�sieho netrivi�alnehofyzik�alneho modelu v^obe, ktor�y, napr��klad, sa hod�� na popis dynamiky fyzik�alneho kyvadlav gravita�nom poli zeme, materi�alneho bodu na pru�zine s nulovou hmotnost'ou, ale na popisjedn�eho m�odu elektromagnetikej vlny. Klasik�emu harmonik�emu osil�atoru sa budeme veno-vat' predov�setk�ym preto, �ze potom s pomoou prin��pu kore�spondenie budeme mat' ak�u-tak�uintuit��vnu predstavu o tom, ako m�a vyzerat' kvantov�y osil�ator.5.2.1 Klasik�y harmonik�y osil�atorZa�neme teda z de�n��ie Hamiltoni�anu klasik�eho harmonik�eho osil�atora. Hamiltonovufunkiu zap���seme v term��noh kanonik�yh premenn�yh - polohy (q) a hybnosti (p):H(q; p) = p22m + k q22 ; (5.61)kde m je hmostnost' osil�atora a k je, povedzme, kon�stanta harakterizuj�ua harmonik�y po-teni�al, v ktorom sa nah�adza �astia.Dynamika n�a�sho harmonik�eho osil�atora je ur�n�a Hamiltonov�ymi rovniami pre kanon-ik�e premenn�e q a p ddtq = �H�p ; ddtp = ��H�q : (5.62)Na to aby sme mohli ur�it' dynamiku osil�atora, potrebujeme e�ste poznat' po�ito�n�e (t = 0)hodnoty polohy (q(t = 0) = q0) a hybnosti (p(t = 0) = p0) osil�atora.Z rovn�� (5.62) pre Hamiltoni�an (5.61) dostaneme syst�em line�arnyh difereni�alnyh rovn��ddtq = 1m p ;ddtp = �kq ; (5.63)ktor�e s�u ekvivalentn�e difereni�alnej rovnii druh�eho r�adud2dt2 q + !2 q = 0; (5.64)kde !2 = k=m, s po�iato�n�ymi podmienkami q(t = 0) = q0 a ddt q(t = 0) = 1m p0. V tom-to pr��pade m�a rie�senie rovnie (5.64) jednoduh�y tvar, odkial' n�asledne dostaneme rie�senieHamiltonov�yh rovn�� pre harmonik�y osil�atorq(t) = q0 os!t+ p0pkm sin!t ;p(t) = p0 os !t� q0pkm sin!t: (5.65)Teraz zavedieme pojem f�azov�eho priestoru jednorozmern�eho fyzik�alneho syst�emu. Tak�ytof�azov�y priestor je dvojrozmern�y - jedna jeho s�uradnia kore�sponduje polohe q a druh�a hybnos-ti p fyzik�alneho syst�emu. Bod f�azov�eho priestoru je ur�en�y s�uradniami (q; p) a kore�sponduje
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Obr�azok 5.1: Trajekt�oria harmonik�eho osil�atora vo f�azovom priestore. Po�iato�n�y stav os-il�atora je reprezentov�an�y bodom so s�uradniami (q0; p0) a �asov�y v�yvoj osil�atora je reprezen-tovan�y pohybom bodu v smere hodinov�yh ru�i�iek po kru�znii so stredom v po�iatku f�azov�ehopriestoru a preh�adzaj�uej bodom (q0; p0).stavu jednorozmern�eho syst�emu s danou polohou a hybnost'ou. Ak vid��me z rovn�� (5.65) dy-namika harmonik�eho osil�atora s dan�ymi po�iato�n�ymi podmienkami kore�sponduje vo f�azovompriestore pohybu po kru�znii so stredom v po�iatku f�azov�eho priestoru - vid'. obr�azok 5.1.Vzhl'adom na to, �ze Hamiltoni�an nez�avis�� expliitne od �asu, n�a's syst�em, je konzer-vat��vny, t.j. energia sa zahov�ava. Pri�om energia je rovn�a Hamiltoni�anu. L'ahko sa o tomtopresved���me ak dosad��me rie�senia (5.65) do rovnie (5.61), t.j.H = p2(t)2m + kq2(t)2 = p202m + kq202 = onst: (5.66)Ak teraz zavedieme nov�e s�uradnie pomou line�arnyh transform�ai��q = 1p2!m(�+ ��);p = 1i pkp2! (�� ��) (5.67)potom z Hamiltonov�yh rovn�� (5.63) dostaneme pre premenn�e �(t) a ��(t) rovnied�dt = �i!� ;d��dt = i!�� ; (5.68)ktor�e spolu s po�iato�n�ymi podmienkami �(t = 0) = �0 a ��(t = 0) = ��0 maj�u rie�senie�(t) = �0e�i!t; ��(t) = ��0ei!t: (5.69)Teraz m^o�zme zap��sat' Hamiltonou funkiu (5.61) v term��noh premenn�yh (5.69). V�ysledkomtakejto substit�uie je v�yraz H = !��(t)�(t) = !��0�0 = onst: (5.70)
94 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMY5.2.2 Klasik�y f�azov�y priestorDoteraz sme reprezentovali stav klasik�eho harmink�eho osil�atora ako bod vo f�azovom priestore(q; p), pri�om �asov�y v�yvoj s�uradn�� bodu popisuj�ueho dynamiku harmonik�eho osil�atora jedan�y rie�seniami (5.65) Hamiltonov�yh rovn��. Ak vo f�azovom priestore zavedieme rozdeleniehustoty pravdepodobnosti P (q; p), tak�e, �ze v�yraz P (q; p) d
(q; p) ur�uje pravdepodobnost' to-ho, �ze harmonik�y osil�ator sa nah�adza v \bode" (q; p) o \plohe" d
(q; p) (preto je P (q; p)hustotou pravdepodobnosti a nie pravdepodobnost'ou). Invariantn�u mieru vo f�azovom priestore(q; p) de�nujeme ako d
(q; p) = dp dq2�A ; (5.71)kde A je kon�stata s fyzik�alnym rozmerom �u�inku, ktor�a zabezpe�uje, �ze miera je bezrozmern�a.T�ato kon�stanta de�nuje vel'kost' element�arneho \binu" vo f�azovom priestore a m^o�ze byt' l'ubovol'nemal�a. Hustota pravdepodobnosti P (p; q) je vo v�setk�yh bodoh f�azov�eho priestoru nez�aporn�aa plat�� pre �nu normovaia podmienkaZ d
(q; p)P (q; p) = 1: (5.72)S pomoou hustoty pravdepodobnosti P (q; p) m^o�zme potom nah�adzat' stredn�e hodnoty fyzik�alnyhveli���n asoiovan�yh s na�sim fyzik�alnym syst�emom. Napr��klad, pre stredn�u hodnotu polohy �qm�ame vzt'ah �q = Z d
(q; p) qP (q; p); (5.73)alebo v�seobenej�sie, pre stredn�u hodnotu funkie F (q; p) polohy a hybnosti n�ajdemeF (q; p) = Z d
(q; p)F (q; p)P (q; p); (5.74)V pr��pade harmonik�eho osil�atora, dynamika ktor�eho je ur�en�a rie�seniami (5.65) mo�zmehustotu pravdepodobnosti P (q; p) zap��sat' akoP (q; p; t) = 2�A Æ (q � q(t)) Æ (p� p(t)) : (5.75)Vieme si v�sak predstavit' i situ�aiu, �ze poloha a hybnost' klasik�eho harmonik�eho osil�atoranie s�u presne ur�en�e (napr��klad, vd'aka uktu�aiam podmienen�ymi vplyvom okolia). V tomtopr��pade, P (q; p) nie je lokalizovan�a v jednom boda f�azov�eho priestoru, ale je \rozmazan�a".Napr��klad si m^o�zme predstavit' gaussovsk�e rozdelenie hustoty pravdepodobnostiP (q; p) = 1�q�p exp �� 12A [q � q(t)℄2�2q � 12A [p� p(t)℄2�2p � ; (5.76)T�ato funkia (pozri obr. 5.2) je v elom f�azovom priestore nez�aporn�a a je vd'aka vlastnostiintegr�alov gaussov�yh funki��1p2��x Z 11 dx exp �� [x� y℄22�x � = 1 (5.77)
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qObr�azok 5.2: Gaussovsk�e pravdepodobnostn�e rozdelenie P (q; p) de�novan�e vzt'ahom (5.76).Jednotky vo f�azovom priestore s�u zvolen�e tak, �ze A = 1, �2q = �2p = 1=2, a v dan�y momentq(t) = 2 a p(t) = 0.normovan�a na jednotku. V tomto pr��pade pre stredn�e hodnoty polohy �q a hybnosti �q n�ajdemes pomoou vzt'ahu (5.74) a integr�aluZ 11 (ax2 + 2bx + ) e�sx2�tx dx = p�4 s�5=2[4s2 � 4stb+ a(t2 + 2s)℄e s24t (5.78)vzt'ahy �q(t) = q(t); �p(t) = p(t): (5.79)Vid��me teda, �ze stredn�e hodnoty polohy a hybnosti s�u v pr��pade pravdepodobnostn�eho rozde-lenia (5.76) tak�e ist�e ako v pr��pade ide�alneho harmonik�eho osil�atora. Rozdiel je v�sak vomomentoh vy�s�s��h r�adov. De�nujme druh�y moment pravdepodobnostn�eho rozdelenia f(x)ako �2x := (x� �x)2 = x2 � �x2: (5.80)Potom pre druh�e momenty polohy �q a hybnosti �p harmonik�eho osil�atora n�ajdeme�q = pA�q ;�p = pA�p : (5.81)Tieto momenty vyjadruj�u neur�itost' polohy a hybnosti harmonik�eho osil�atora harakteri-zovan�eho pravdepodobnostn�ym rozdelen��m (5.76), t.j. ur�uj�u \�s��rku" tohoto rozdelenia. Ihs�u�in de�nuje elkov�u neur�itost' pravdepodobnostn�eho rozdelenia (5.76) v jednotk�ah \binov"A f�azov�eho priestoru: �q�p = A�q�p: (5.82)Poloha a hybnost' klasik�eho harmonik�eho osil�atora m^o�ze byt' v prin��pe kontrolovan�a ataktie�z nameran�a s absol�utnou (v prin��pe) presnost'ou, �o kore�sponduje s�u�asnej limite �q ! 0a �p ! 0. Pozrime sa teda, ako sa v tomto pr��pade spr�ava pravdepodobnostn�e rozdelenie(hustota pravdepodobnosti) (5.76). Spomenieme si na vzt'ahlim�x!0 exp �� [x� y℄22�x � =p2��x Æ(x� y); (5.83)

96 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYpomou ktor�eho dok�a�zeme,lim�q ;�p!0 1�q�p exp �� 12A [q � q(t)℄2�2q � 12A [p� p(t)℄2�2p � = 2�A Æ(q� q(t)) Æ(p� p(t)): (5.84)Ako vid��me v tejto limite dost�avame z rozdelenia (5.76) rozdelenie, ktor�e presne ur�uje polohuharmonik�eho osil�atora. Je pohopitel'n�e, �ze teraz je s�u�in neur�itost�� (5.82) rovn�y nule.5.3 Kvantov�y harmonik�y osil�atorHamiltoni�an klasik�eho harmonik�eho osil�atora je ur�en�y funkiou (5.61). Na z�aklade prin��pukore�spondenie de�nuje Hamiltonov oper�ator ^H kvantov�eho harmonik�eho osil�atora ako^H = ^p22m + k ^q22 = ^H = ^p22m + m!2 ^q22 ; (5.85)kde !2 = k=m. Na�sou prvou �ulohou bude n�ajst' vlastn�e vektory tohoto oper�atora, t.j. budemerie�sit' rovniu ^Hj	i = Ej	i : (5.86)Spomenieme si, �ze na za�iatku tejto kapitoly sme vzt'ahom (5.2) de�novali krea�n�e a anihi-la�n�e oper�atory ^ay a ^a. Teraz s pomoou rovnie (5.2) vyjadr��me oper�atory polohy a hybnostiako ^q = 1�r~2(^a+ ^ay) ;^p = �ir~2(^a� ^ay): (5.87)Po dosaden�� t�yhto v�yrazov do Hamiltonovho oper�atoru (5.85) dostaneme tento v tvare^H = ~2 �[(^a)2 + (^ay)2℄�m!22�2 � �22m�+ (^a^ay + ^ay^a)�m!22�2 + �22m�� (5.88)Ak si teraz zvol��me � = pm!; (5.89)potom m^o�zme Hamiltonov oper�ator prep��sat' v tvare^H = ~! (^a^ay + ^ay^a)2 = ~!�^n+ 12� ; (5.90)kde sme vyu�zili komuta�n�y vzt'ah (5.3) a de�n��iu oper�atora po�tu exit�ai�� ^n = ^ay^a. Znamen�ato teda, �ze Hamiltonov oper�ator harmonik�eho osil�atora je proporion�alny oper�atoru po�tuexit�ai�� ^n. No a t�ymto sme de fato na�su prv�u �ulohu u�z vyrie�sili, preto�ze vieme, �ze stavov�evektory jni s�u vlastn�ymi vektormi oper�atora ^n. Vid��me, �ze vlastn�e hodnoty Hamiltonovhooper�atora, t.j. oper�atora energie, harmonik�eho osil�atora s�u diskr�etne a ekvidistantn�e, t.j.En = ~!�n+ 12� ; n = 0; 1; 2; 3; : : : (5.91)



5.4. KVANTOV�Y F�AZOV�Y PRIESTOR 97Ak vyu�zijeme terminol�ogiu krea�n�yh a anihila�n�yh oper�atorov, potom m^o�zme povedat', �zepri prehode z hladiny jni na hladinu jmi (n > m) sa \vy�ziari" n � m kv�ant energie ~!(t�ato terminol�ogia za�ne mat' zmysel, ked' budeme �studovat' zlo�zitej�s�� model, v ktorom budekvantov�y harmonik�y osil�ator interagovat' s in�ym kvantov�ym syst�emom). Podstatn�e je v�sakto, �ze spektrum energie kvantov�eho harmonik�eho osil�atora nie je spojit�e, ale je diskr�etne.Vlnov�u funkia  n(q) = hqjni stavov�eho vektoru v q-reprezent�aii u�z pozn�ame - sta��� ak sapozrieme na rovniu (5.50) n(q) = hqjni = 1p2nn! � �2�~�1=4 e��2q22~ �i'q Hn� �p~q� ; (5.92)a analogiky v p-reprezent�aii - pozri rovniu (5.51) n(p) = hpjni = (�i)np2nn! � 1�2�~�1=4 e� p22�2~�i'p Hn� 1�p~p� (5.93)pri�om si mus��me pam�atat', �ze kon�stanta � je ur�n�a vzt'ahom (5.89).5.4 Kvantov�y f�azov�y priestorVel'mi v�ynimo�n�ymi stavmi kvantov�eho harmonik�eho osil�atora s�u takzvan�e koherentn�e stavyj�i. Tieto stavy s�u vlastn�ymi stavmi anihila�n�eho oper�atora s vlastnou hodnotou �, t.j.^aj�i = �j�i: (5.94)Ked'�ze ^a nie je Hermitov oper�ator, � je vo v�seobenosti komplexn�e ���slo. Tie stavy m^o�zubyt' generovan�e z v�akua j0i t.j. stavu s nulov�ym po�tom exit�ai�� [ ^aj0i = 0℄ p^osoben��m na�nGlauberov�ym pos�uva��m oper�atorom ^D(�)^D(�) � exp ��^ay � ��^a� ; j�i = ^D(�)j0i: (5.95)Ako sme u�z hovorili, f�azov�y priestor je parametrik�y priestor vlastn�yh hodn^ot Hermitov�yh op-er�atorov ^q a ^p. Je to nekone�ne vel'k�a rovina s Eulkidovou metrikou parametrizovan�a re�alnymiparametrami q a p. Ekvivalentn�ym f�azov�ym priestorom je komplexn�a rovina, body ktorej s�ukomplexn�e ���sla � � = 1p2~ ��q + i��1p� : (5.96)Invariantne miery vo f�azov�yh priestoroh (q; p) a (Re�; Im�) s�u de�novan�e ako1�d2� = 1�d[Re(�)℄ d[Im(�)℄ = 12�~dq dp: (5.97)Tak ako v klasikej mehanike, tak aj v kvantovej mehanike m^o�zme opisovat' fyzik�alne sys-t�emy pomoou pravdepodobnostnyh rozdelen�� vo f�azov�yh priestoroh. Konkr�etne, predpok-ladajme, �ze n�a�s kvantov�y syst�em (napr. harmonik�y osil�ator) je v stave pop��sanom oper�atoromhustoty ^� (d'alej budeme analyzovat' predov�setk�ym �ist�e stavy, pre ktor�e ^� = j	ih	j). S ka�zd�ymoper�atorom hustoty ^� potom m^o�zme asoiovat' Wignerovu funkiu W^�(�), ktor�a opisuje hus-totu kvazi-pravdepodobnosti vo f�azovom priestore (tieto slov�a nadobudn�u konkr�etny zmyselnesk^or v tejto kapitole).

98 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYWignerova funkia je de�novan�a ez harakteristik�u funkiu C(W )^� (�) Weylovo (symetriky)usporiadan�yh momentov krea�n�yh a anihila�n�yh oper�atorov ^a a ^ayW^�(�) = 1� Z C(W )^� (�) exp(��� � ���) d2�: (5.98)Charakteristik�a funkia C(W )^� (�) je jednozna�ne ur�en�a oper�atorom hustoty ^�C(W )^� (�) � Tr[^� ^D(�)℄; (5.99)kde ^D(�) je Glauberov pos�uvai�oper�ator vyjadren�y vzt'ahom Eq.(5.95). Pomou harakter-istikej funkie C(W )^� (�) m^o�zme ur�it' stredn�e hodnoty hf(^ay)m^angi Weylovo-usporiadan�yhs�u�inov krea�n�yh a anihila�n�yh oper�atorov podl'a vzt'ahuhf(^ay)m^angi = �(m+n)��m�(���)nC(W )^� (�)�����=0 : (5.100)Tak�eto stredn�e hodnoty sa daj�u ur�it' pomou Wignerovej funkieTr �f(^ay)m^ang^�� = 1� Z d2� (��)m�nW^�(�): (5.101)Napr��klad, stredn�a hodnota symetriky usporiadnan�eho (Weylovho) s�u�inu hf^ay^a2gi sa d�aspo���tat' ako hf^ay^a2gi = 13h^ay^a2 + ^a^ay^a+ ^a2^ayi = 1� Z d2� j�j2�W^�(�): (5.102)Pozn�amkaNesk^or v t�yhto predn�a�skah e�ste budem hovorit' o entr�alnyh momentoh (kumulantoh)syst�emov�yh oper�atorov ^a a ^ay. Tieto budeme ozna�ovat' ako h:::i() a v d'al�som budemeuva�zovat' symetriky usporiadan�e momenty de�novan�e akohf(^ay)m^angi() � hf(^ay � h^ayi)m(^a� h^ai)ngi: (5.103)Z tejto de�n��ie je zrejm�e, �ze entr�alne momenty r�adu k (k = m + n) m^o�zu byt' ur�en�e ezmomenty ni�z�s�h r�adov. Tieto kumunlanty s�u v�a��sinou de�novan�e ez harakteristik�u funkiuC(W )^� (�) (pozri rovniu (5.99) )hhf(^ay)m^angii = �(m+n)��m�(���)n lnC(W )^� (�)�����=0 ; (5.104)P^ovodne bola Wignerova funkia zaveden�a vo forme odli�snej od (5.98). Konkr�etne, Wignero-va funkia bola de�novan�a ako Fourierova transform�aia oper�atora hustoty v b�aze vlastn�yhvektorov jqi oper�atoru polohyW^�(q; p) � Z 1�1 d�hq � �=2j^�jq + �=2ieip�=~: (5.105)



5.5. STAVY KVANTOV�EHO HARMONICK�EHO OSCILATORA 99V pr��pade �ist�yh stavov ^� = j	ih	j je potom Wignerova funkia de�novan�a akoW^�(q; p) � Z 1�1 d� (q � �=2) �(q + �=2)eip�=~; (5.106)kde  (q) � hqj	i. Priamou kontrolou sa d�a overit', �ze de�n��ie (5.98) a (5.105) Wignerovejfunkie s�u identik�e pokial' parametre � a �� maj�u n�asledovn�y vzt'ah k s�uradniiam q and pf�azov�eho priestoru� = 1p2~ ��q + i��1p� ; �� = 1p2~ ��q � i��1p� ; (5.107)t.j., W^�(q; p) = 12�~ Z C(W )^� (q0; p0) exp �� i~(qp0 � pq0)� dq0 dp0; (5.108)kde je harakteristik�a funkia C(W )^� (q; p) de�novan�a vzt'ahomC(W )^� (q; p) = Tr h^� ^D(q; p)i : (5.109)Pos�uva�� oper�ator ^D(^q; ^p) m^o�zme reprezentovat' ako^D(q; p) = exp � i~(^qp� ^pq)� : (5.110)Symetriky usporiadan�e kumulanty oper�atorov ^q and ^p sa potom daj�u ur�it' zo vzt'ahuhhf^pm^qngii = ~n+m �(m+n)�(�iq)m�(ip)n lnC(W )^� (q; p)����q;p=0 ; (5.111)Wignerova funkia sa interpretuje ako hustota kvazi-pravdepodobnostn�eho rozdelenia n�ajst'kvantov�y syst�em v bode f�azov�eho priestoru (q; p). S pomoou Wignerovej funkie W^�(q; p)ur���me pravdepodobnostn�e rozdelenia w^�(q) a w^�(p) ako margin�alne integr�aly ez konjugovan�epremenn�e (v d'al�som budeme predpokladat', �ze � = 1)w^�(q) � 1p2�~ Z dpW^�(q; p) = p2�~hqj^�jqi � 0 (5.112)kde jqi je vlastn�ym stavom oper�atoru polohy ^q. Tak�eto margin�alne pravdepodobnostn�e rozde-lenie je normovan�e na jednotku, t.j. 1p2�~ Z dq w^�(q) = 1: (5.113)5.5 Stavy kvantov�eho harmonik�eho osilatoraKvantov�y harmonik�y osil�ator sa m^o�ze nah�adzat' v mnoh�yh stavoh, ktor�e m^o�zme rozdelitet'do niekol'k�yh kateg�ori��. V tejto �asti na�sih predn�a�sok sa budeme zaoberat' niekol'kymifyzik�alne vel'mi zauj��mav�ymi triedami stavov kvantov�eho harmonik�eho osil�atora.
100 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMY5.5.1 Fokove stavyVlastn�e stavy jni operatora po�tu exit�ai�� ^n = ^ay^a = [ 12~(^q2+ ^p2)� 12 ℄ sa naz�yvaj�u Fokov�ymistavmi. Z predh�adzaj�uej diskusie vieme, �ze tieto stavy s�u ortnorom�alne (t.j., hnjn0i = Æn;n0)a �ze tvoria �upln�u b�azu (t.j., Pn jnihnj = ^1). Fokov stav jni je generovan�y z v�akua j0i(t.j. vlastn�eho stavu oper�atora ^n s nulovou vlastnou hodnoutou) mnohon�asobn�ym p^osoben��mkrea�n�eho oper�atora jni = (^ay)npn! j0i: (5.114)Wignerova funkia Fokovho stavu jni v �-parametrizovanom f�azovom priestore m�a tvarWjni(�) = 2(�1)n exp ��2j�j2�Ln �4j�j2� ; (5.115)kde Ln(x) je Laguerreov polyn�om n-t�eho r�adu. V (q; p)-parametrizovanom f�azovom priestorem�a t�ato Wignerova funkia tvarWjni(q; p) = 2(�1)n exp��q2 + p2~ �Ln�2q2 + p2~ � : (5.116)Tieto Wignerove funkie s�u ne-Gaussove a maj�u v niektor�yh �astiah f�azov�eho priestoruz�aporn�e hodnoty. Tieto s�u indik�aiou \neklasik�eho" harakteru Fokov�yh stavov (k tejtoot�azke \neklasi�nosti" sa vr�atime nesk^or). Z rovnie Eq.(5.116) l'ahko n�ajdeme v�yrazy preniekol'ko prv�yh oper�atorov polohy a hybnostih^qi = h^pi = 0;h^q2i = h^p2i = ~2(2n+ 1);h^q4i = h^p4i = ~24 (6n2 + 6n+ 3) = 32 h^q2i2 + h^p2i22 + 38~2; (5.117)h^q2^p2i = h^p2^q2i = ~24 (2n2 + 2n� 1) = 12 h^q2i2 + h^p2i22 � 38~2;ktor�e jasne indikuj�u ne-Gaussovsk�y harakter Wignerovej funkie (5.116). T�ato Wignerovafunkia je harakterizovan�a nekone�n�ym po�tom nez�avisl�yh momentov oper�atory polohy ahybnosti. Na obr�azku 5.3 s�u uk�azan�e Wignerove funkie prv�yh troh Fokov�yh stavov.Vid��me, �ze iba v�akuov�y stav j0i m�a nez�aporn�u Wignerovy funkiu, ktor�a ma Gaussovsk�y tvar.Z rovnie (5.117) n�ajdeme pre druh�e momenty oper�atorov ^q a ^p v�yrazy�^q2 = �^p2 = ~(2n+ 1)=2; (5.118)odkial' nah�adzame, �ze �^q ��^p = ~(2n+ 1)=2; (5.119)t.j. iba Fokov stav j0i (t.j. v�akuum) je stavom s minim�alnou neur�itost'ou. V tomtokonkr�etnom pr��pade vari�aie �^q = �^p = p~=p2 s�u navz�ajom rovnak�e (spome�nme si, �zesme zvolili jednotky tak�e, �ze � = 1). Ih s�u�in minimalizuje rel�aiu neur�itosti. T�ymto jeteda v�akuov�y stav kvantov�eho harmonik�eho osil�atora v�ynimo�n�y. Pre v�setky d'al�sie Fokovestavy je neur�tost' priamo proporion�alna po�tu exit�ai��.Nakonie e�ste spo���tame momenty oper�atoru po�tu �ast�� ^n vo Fokovom stave jnih^nki = nk; (5.120)Z tohto vzt'ahu vid��me, �ze momenty vy�s�s��h r�adov oper�atoru ^n sa daj�u vyjadrit' ez momentprv�eho r�adu.
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Obr�azok 5.3: Wignerove funkie prv�yh troh Fokov�yh stavov: j0i je na obr�azku (a), zatial'�o j1i a j2i s�u na obr�azkoh (b) a (). Tieto dve Wignerove funkie nadob�udaj�u z�aporn�ehodnoty �o je indik�atorom neklasik�yh vlastnost�� Fokov�yh stavov.

102 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMY5.5.2 Koherentn�e stavyKoherentn�e stavy kvantov�eho harmonik�eho osil�atora hraj�u entr�alnu �ulohu v kvantovej op-tike. Form�alne m^o�zu byt' op��san�e ako stavy, ktor�e vznik�aj�u p^osoben��m klasik�eho osil�atora nakvantov�y harmonik�y osil�ator, ktor�y je na po�iatku interakie pripraven�y vo v�akuovom stave.Ak interak�n�y Hamiltoni�an v interak�nom obraze repreprezentujeme ako^HI = �"^ay + "�^a� : (5.121)potom kore�sponduj�ui evolu�n�y oper�ator ^U(t) = exp(�it ^HI=~) je ekvivalentn�y pos�uvaiemuoper�atoru (5.95) s � = �it". P^osoben��m oper�atoru (5.121) sa z v�akua generuje koherentn�ystav j�i j�i = ^D(�)j0i; (5.122)Vyu�zij�u komuta�n�e vlastnosti krea�n�yh a anihila�n�yh oper�atorov m^o�zme l'ahko uk�azat', �zekoherentn�e stavy s�u vlastn�ymi stavmi anihila�n�eho oper�atora ^a, t.j. j�iV b�aze Fokov�yh stavov jni m�a koherentn�y stav n�asledovn�y rozkladj�i = 1Xn=0 e�j�j2=2 �npn! jni: (5.123)Znamen�a to, �ze pravdepodobnost' n�ajst' v koherentnom stave j�i n-exit�ai�� je dan�a vzt'ahomPn = jhnj�ij2 = e�j�j2 j�j2nn! ; (5.124)In�ymi slovami, exit�aie v koherentnom stave maj�u Poissonove rozdelenie, pre ktor�e plat��,�ze �^n2 = j�j2 = �n. Odklon rozdelenia po�tu exit�ai�� od Poissonovho rozdelenia m^o�zmekvanti�kovat' tzv. Mandelov�ym Q-parametromQ = h(�^n)2i � h^nih^ni : (5.125)Vid��me, �ze pre koherentn�y stav, Q = 0. Rozdelenie sa naz�yva sub-(super-)Poissonov�ym akQ < 0 (Q > 0).Wignerova funkia koherentn�eho stavu v �-parametrizovanom f�azovom priestore je Gaussovoufunkiou (pozri Fig. 5.4)Wj�i(�) = 2 exp ��2j� � �j2� ; � = �x + i�y; (5.126)zatial' �o v (q; p)-parametrizovanom f�azovom priestore m�ame pre koherentn�y stavWj�i(q; p) = 1�q�p exp �� 12~ (q � �q)2�2q � 12~ (p� �p)2�2p � ; (5.127)kde �q = p2~�x; �p = p2~�y a �2q = �2p = 12 : (5.128)
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qObr�azok 5.4: Wignerova funkia koherentn�eho stavy (5.127) so strednou hodnoutou oper�atorapolohy �q = 2 a hybnosti �p = 0..Stredn�y po�et exit�ai�� v koherentnom stave je �n = j�j2 a pre vari�aie v polohe a hybnostiharmonik�eho osil�atora pripraven�eho v tomto stave n�ajdemeh�j(�^q)2j�i = ~�2q ; h�j(�^p)2j�i = ~�2p: (5.129)Teraz vid��me, �ze koherentn�e stavy patria do triedy stavov s minim�alnou neur�itost'ou, pre ktor�eplat�� h(�^q)2ih(�^p)2i = ~2�2q�2p = ~24 : (5.130)Vid��me tie�z, �ze kvantovo-�statistik�e vlastnosti koherentn�yh stav s�u jednozna�ne ur�n�e stred-nou hodnotou oper�atorou polohy a hybnosti a ih vari�aiami.Koherentn�e stavy maj�u t�u vlastnost', �ze1� Z 11 d2�j�ih�j = ^11 (5.131)Znamen�a to, �ze by mohli tvorit' b�azu v Hilbertovom priestore harmonik�eho osil�atora. Prob-l�emom v�sak je, �ze nie s�u vz�ajomne ortogon�alne, t.j.h�j�i = exp��j�j2 + j�j22 + ��2� ; (5.132)resp. jh�j�ij2 = exp ��j�� �j2� : (5.133)Tieto stavy s�u ortogon�alne iba v limite j�� �j ! 1.Pozrime sa d'alej na �asov�y v�yvoj harmonik�eho osil�atora, ktor�y sa na po�iatku v�yvojanah�adza v koherentnom stave op��sanom Wignerovou funkiou (5.127). Ak vyrie�sime Shr�o-dingerovu rovniu s Hamiltoni�anom (5.85) a s kore�sponduj�uimi po�iato�n�ymi podmienkamin�ajdeme, �ze Wignerova funkia tak�ehoto harmonik�eho osil�atora v �ase t m�a tvarWj�i(q; p; t) = 1�q�p exp �� 12~ (q � q(t))2�2q � 12~ (p� p(t))2�2p � ; (5.134)

104 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYkde q(t) = �q os!t+ �p sin!t ;p(t) = �p os!t� �q sin!t: (5.135)Ak sa teraz pozrieme na dynamiku klasik�eho harmonik�eho osil�atora [pozri rie�senie (5.65)℄zist��me, �ze v istom zmysle sa kvantov�y harmonik�y osil�ator men�� v �ase tak isto ako klasik�yosil�ator s Gaussov�ym rozdelen��m hustoty pravdepodobnosti (5.76). Je tu v�sak jeden z�asadn�yrozdiel - v pr��pade klasik�eho harmonik�eho osil�ator parametre �q a �p m^o�zu byt' l'ubovol'nemal�e, v pr��pade kvantov�eho harmonik�eho osil�atora pripraven�eho na po�iatku v koherent-nom stave v�zdy plat�� �q�p = 1=2. Napriek tomu, koherentn�e stavy s�u stavy s vlastnost'aminajbli�z�s��mi klasik�ym stavom - ih neur�itost' je minim�alna a dynamika sa najvia podob�aklasikej dynamike.5.5.3 Stla�en�e stavyPred hv��l'ou sme uva�zovali koherentn�e stavy s minim�alnou neur�itost'ou, pre ktor�e v dan�yhjednotk�ah �q = �p = 1=p2. M^o�zme si teraz dat' ot�azku, ako vyzeraj�u stavy s minim�alnouneur�itost'ou, pre ktor�e maj�u uktu�aie v q a v p s�u r^o�zne. Je zrejm�e, �ze v tomto pr��padejedna z vari�ai�� m^o�ze byt' men�sia ako 1=p2 na �ukor n�arastu neur�itovsti v druhej (kanonikyzdru�zenej) premennej. Tak�eto stavy harmonik�eho osil�atora sa naz�yvaj�u stla�en�ymi stavmi.Tak�eto stavy sa m^o�zu generovat' v parametrik�yh proesoh, v ktor�yh s�u�asne vznikaj�u �izanik�aj�u dve exit�aie. Tak�eto proesy s�u v interak�nej reprezent�aii op��san�e Hamiltoni�anom^HI = ��(^ay)2 + ��^a2� : (5.136)Tomuto Hamiltoni�anu kore�sponduje evolu�n�y oper�ator ^U(t) = exp(�i ^Ht=~), ktor�y m^o�zmeprep��sat' v tvare \stl�a�aieho" oper�atora^S(�) = exp �� (^ay)22 � �� ^a22 � ; (5.137)s � = r exp(i�). Pr�ave parameter � = �i�t=~ ur�uje vel'kost' stla�enia kvantov�yh uktu�ai��.Ak sa harmonik�y osil�ator v po�iatku �asov�eho v�yvoja nah�adza vo v�akuovom stave, potompod vplyvom stl�a�aieho oper�atora dostaneme stavj�i = ^S(�)j0i; (5.138)ktor�y sa naz�yva stla�en�ym v�akuom.Ak zoberieme do �uvahy, �ze oper�atory ^K� = ^a2=2 a ^K+ = (^ay)2=2 spolu s oper�atorom^K0 = (^ay^a+ 1=2)=2 tvoria �spei�k�u boz�onov�u reprezent�aiu SU(1; 1) Lieovej algebry, potomm^o�zme pou�zit' tzv. SU(1; 1) rozpletaiu teor�emu 5 odkial' pre stla�en�y stav (5.138) dostanemev�yraz vo Fokovej b�azej�i = 1posh r 1Xn=0 [(2n)!℄1=22nn! �ei� tanh r�n j2ni: (5.143)5SU(1; 1) Lieova algebra pozost�ava z troh gener�atorov ^K0, ^K+ and ^K�, pre ktor�e platia komuta�n�e vzt'ahy[ ^K0; ^K�℄ = � ^K� ; [ ^K�; ^K+℄ = 2 ^K0: (5.139)Rozpletaia teor�ema pre SU(1; 1) Lieovu algebru hovor��, o tom, �ze oper�ator ^S(�)^S(�) = exp(� ^K+ � �� ^K�) (5.140)
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Obr�azok 5.5: Rozdelenie po�tu exit�ai�� stla�en�eho v�akua (5.143) so stredn�ym po�tom exit�ai���n = 4 je vyzna�en�e v tvare st�lpou. Vytie�novan�a ploha kore�sponduje term�alnemu rozdele-niu harmonik�eho osil�atora s rovnak�ym po�tom exit�ai��. Ako uk�a�zeme nesk^or, osil�aie vrozdelen�� po�tu exit�ai�� sa daj�u interpretovat' ako d^osledok interferenie vo f�azovom priestore.Vid��me teda, �ze stla�en�y stav je superpoz��iou iba p�arnyh Fokov�yh stavov, �o je velkupohopitel'n�e, preto�ze tento stav je generovan�y proesom, v ktorom simult�anne vznikaj�u alebozanikaj�u dve kvant�a energie harmonik�eho osil�atora. Rozdelenie po�tu exit�ai�� v stave (5.143)je ur�n�e vzt'ahomP2n = 1osh r (2n)!(n!)22n (tanh r)2n = 1p1 + �n (2n)!(n!)22n � �n1 + �n�n ;P2n+1 = 0 (5.144)kde �n = sinh2 r je stredn�y po�et exit�ai�� v stave (5.138). Toto osiluj�ue rozdelenie po�tuexit�ai�� vid��me na obr�azku 5.5.Vari�aia v rozdelen�� po�tu exit�ai�� (5.144) je dan�a vzt'ahom (�^n)2 = 2�n(�n + 1) odkial'vid��me, �ze sa rovn�a dvojn�asobku vari�aie rozdelenia po�tu exit�aie osil�atora v term�alnomstave (pre t�u ist�u hodnotu stredn�eho po�tu exit�ai��). Pri�om osil�ator v term�alnom stave jeop��san�y oper�atorom hustoty ^� = 11 + �n 1Xn=0� �n1 + �n�n jnihnj: (5.145)a stredn�y po�et exit�ai�� v tomto stave je determinovan�y teplotou, pri ktorej sa nah�adzaosil�ator (doplnit').sa d�a vyjadrit' v \rozpletenom" tvare^S(�) = exp(� ^K+) exp(� ^K0) exp(��� ^K�); (5.141)kde � = � 12� exp(�i�); � = � tanh(�=2) exp(�i�) a � = ln(1� j�j2), pri�om pre parametre � ,� and j�j plat��� 2 (�1;1) ; � 2 (0; 2�) ; j�j 2 (0; 1): (5.142)
106 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYStla�en�y stav j�i de�novan�y rovniou (5.137) je vlastn�ym stavom oper�atora ^b s nulovouvlastnou hodnotou (t.j. ^bj�i = 0), ktor�y m^o�zme dostat' z oper�atorov ^a a ^ay pomoou Bogoli-ubovej transform�aie ^b = ^S(�)^a ^Sy(�) = ^a osh r � ^ayei� sinh r;^by = ^S(�)^ay ^Sy(�) = ^ay osh r � ^ae�i� sinh r: (5.146)Znamen�a to teda, �ze z�akladn�y (v�akuov�y) vlastn�y stav transformovan�eho osil�atora b sa rovn�astla�en�emu stavu p^ovodn�eho osil�atora reprezentovan�eho oper�atormi ^a a ^ay.Tak ako v pr��pade koherentn�yh stavov, i stla�en�e stavy nie s�u navz�ajom ortogon�alne.Skal�arny s�u�in dvoh stla�en�yh stavov j�i a j�0i jeh�0j�i = 1fosh r osh r0 � exp[i(�� �0)℄ sinh r sinh r0g1=2 : (5.147)Wignerova funkia stla�en�eho v�akua s f�azou stla�enia rovnou nule 6 m�a Gaussov tvar (pozriobr�azok 5.6) W (q; p) = 1�q�p exp �� 12~ q2�2q � 12~ p2�2p � (5.148)resp. v �-parametrizovanom f�azovom priestoreW (�) = 2 exp ��Re(�)2�2q � Im(�)2�2p � (5.149)Odtial'to vid��me, �ze stla�en�e v�akuum je jednozna�ne ur�en�e dvoma paramterami �q and �p auhlom pooto�enia �.S pou�zit��m Wignerovej funkie l'ahko n�ajdeme stredn�e hodnoty oper�atorov polohy a mo-mentu harmonik�eho osil�atora v stla�enom stave - tieto s�u nulov�e. Pre stredn�e momenty(vari�aie) t�yhto oper�atorov n�ajdeme(�^q)2 = ~�2q = ~2e2r; (�^p)2 = ~�2p = ~2e�2r: (5.150)Znamen�a to, �ze pre zvolen�u f�azu stla�enia (�) a r > 0 s�u uktu�aie v hybnosti osil�atorav stla�enom stave redukovan�e na �ukor n�arastu uktu�aii v polohe tohoto osil�atora. Pri�oms�u�in t�yhto neur�itost�� je dan�y vzt'ahom (�^q)2(�^p)2 = ~2=4 �o znamen�a, �ze stla�en�e v�akuumje stav s minim�alnou neur�itost'ou.V tejto s�uvislosti m^o�zme poznamenat', �ze \nekone�ne stla�en�e v�akuum je vlastn�ym stavomoper�atora ^q, resp. ^p, v z�avislosti od uhlu stla�enia.�Dalej poznamen�ame �ze p^osoben��m stla�aieho oper�atora ^S(�) n�asledne p^osoben��m pos�uvaiehooper�atora ^D(�) na v�akuov�y stav j0i m^o�zme vygenerovat' el�u triedu Gaussov�yh stavov, tzv.posunut�yh stla�en�yh stavov 7 j�; �i = ^D(�) ^S(�)j0i, ktor�e s�u harakterizovan�e nenulov�ymi6Na tomto mieste poznamen�ame, �ze stla�en�e v�akuum harakterizovan�e komplexn�ym parametrom stla�enia� = rei� m^o�ze byt' z��skan�e zo stla�en�eho v�akua harakterizovan�eho re�alnym parametrom � = r (i.e. � = 0)pomoou oper�atora rot�aie ^R(�) = exp hi�2 ^ay^ai, t.j. jrei�i = ^Rjri.7Tu treba poznamenat', �ze oper�atory ^D(�) a ^S(�) navz�ajom nekomutuj�u. Znamen�a to teda, �ze s-tavy ^D(�) ^S(�)j0i and ^S(�) ^D(�)j0i sa navz�ajom nerovnaj�u, ale s�u vo vzt'ahu ^S(�) ^D(�)j0i = ^D(� osh r +��ei� sinh r) ^S(�)j0i
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qObr�azok 5.6: Na obr�azku je zobrazen�a Wignerova funkia stla�en�eho v�akua ur�en�eho rovniou(5.143). V danom pr��pade predpoklad�ame, �ze redukovan�e s�u uktu�aie v hybnosti kvantov�ehoosil�atora, t.j. v ozna�en�� (5.150) je parameter r kladn�y, �o znamen�a, �ze �p < 1=p2 .stredn�ymi hodnotami oper�atora ^a, t.j. h�; �j^aj�; �i = �. Na druhej strane, vari�aie oper�atorovpolohy a hybnosti sa nemenia pri p^osoben�� pos�uvaieho oper�atora. Wignerova funkia po-sunut�eho stla�en�eho v�akua sa d�a z��skat' jednoduhou kanonikou transform�aiou z Wignerovejfunkie stla�en�eho v�akua z�amenou premenn�yh. K tranform�aiam, ktor�e zahov�avaj�u tvarWignerov�yh funki�� sa e�ste vr�atime v na�sih predn�a�skah.Stredn�y po�et exit�ai�� posunut�eho stla�en�eho v�akua m�a tvar h^ni = sinh2 r + j�j2; je toteda suma stredn�yh exit�ai�� koherentn�eho stavu j�i a stla�en�eho v�akua j�i. Rozdeleniepo�tu exit�ai�� v posunutom stla�enom stave m�a op�at' osila�n�y harakter, av�sak na rozdiel odstla�en�eho v�akua, P2n+1 6= 0. Navia, pre �spei�k�e hodnoty posunutia a stla�enia tento stavm^o�ze mat' sub-Poissonovu �statistiku (spome�nme si, �ze stla�en�e v�akuum m�a super-Poissonovu�statistiku). Vari�aia v rozdelen�e po�tu exit�ai�� pre posunut�e stla�en�e v�akuum ma tvar(�^n)2 = j�j2 �e�2r sin2(� � �=2) + e2r os2(� � �=2)� + 2 sinh2 r osh2 r; (5.151)kde � je f�azou posunutia � = j�jei�. Ak pre t�uto f�azu plat�� � � �=2 = �=2, potom pre vel'k�ehodnoty j�j z rovnie Eq.(5.151) n�ajdeme(�^n)2 ' j�j2e�2r; (5.152)odkial' priamo vid��me sub-Poissonov harakter rozdelenia po�tu exit�ai�� posunut�eho stla�en�ehov�akua. Navia z rovnie Eq.(5.152) vypl�yva, �ze redukia uktu�ai�� v polohe �i hybnosti sa d�aasoiovat' s redukiou uktu�ai�� v po�te exit�ai��.5.5.4 Dvojm�odov�e stla�en�e v�akuumDoteraz sme analyzovali jeden jednorozmern�y harmonik�y osil�ator, ktor�y je najjednoduh�s��mkvantovo-mehanik�ym syst�emom. Teraz sa pozrieme na situ�aiu kedy m�ame dva tak�eto os-il�atory, ktor�e navz�ajom interaguj�u. Budeme predpokladat' vel'mi jednoduh�u interakiu kedypod vplyvom vonkaj�sie klasik�eho pol'a oba osil�atory sa s�u�asne exituj�u �i deexituj�u. Akdva osil�atory opisujeme oper�atormi ^a, ^ay a ^b, ^by, potom tak�yto korelovan�y proes kre�aie a

108 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYanihil�aie exit�ai�� je op��san�y interak�n�ym Hamiltoni�anom ^H = �^ay^by + ��^a^b, ktor�emu ko-re�sponduje evolu�n�y oper�ator, ktor�y m^o�zeme prep��sat' v tvare dvojm�odov�eho stl�a�aie op-er�atora ^Sab(�) = exp h�^ay^by � ��^a^bi : (5.153)kde oper�atory ^K� = ^a^b a ^K+ = ^ay^by spolu s oper�atorom ^K0 = (^ay^a + ^by^b)=2 tvoria d'al�siuboz�onov�u reprezent�aiu SU(1; 1) Lieovej algebry (s Bargmannov�ym indexom k = 1=2). D-vojm�odov�e stla�en�e v�akuum je de�novan�e p^osoben��m oper�atora (5.153) na v�akuov�e stavy os-il�atorov a a b, t.j. j�iab = ^Sab(�)j0iaj0ib; (5.154)kde � = rei�. Ak op�at' pou�zijeme rozpletaiu teor�emu pre SU(1; 1) Lieove algebry [pozrirovniu (5.141)℄ m^o�zme prep��sat' stav (5.154) vo Fokovej b�aze dvoh osil�atorovj�iab = 1osh r 1Xn=0 ein�[tanh r℄njniajnib: (5.155)Vid��me teda, �ze tento stav je superpoz��iou Fokov�yh stavov s rovnak�ym po�tom exit�ai��oboh osil�atorov. Tak�yto stav je silne korelovan�y a ned�a sa zap��sat' vo faktorizovanom t-vare. In�ymi slovami, dva osil�atory s�u kvantovo-mehaniky spleten�e (entanglovan�e). Prob-l�emu kvantov�eho prepletenia sa budeme podrobne venovat' nesk^or, teraz hem iba uk�azat', �zeoper�ator hustoty ka�zd�eho z osil�atorov m�a tvar a:^�a = Trbj�iabh�j = 1osh2 r 1Xn=0[tanh r℄2njniahnj = 11 + �n 1Xn=0� �n1 + �n�n jniahnj; (5.156)kde sme vyu�zili fakt, �ze stredn�y po�et exit�ai�� �n in ka�zd�eho z dvoh osil�atorov nah�adzaj�uihsa v dvoj-m�odovom stla�enom stave m�a tvar �n = sinh2 r. S vyu�zit��m tejto parametriz�aiem^o�zme prep��sat' v�yraz pre dvoj-m�odov�e stla�en�e v�akuum Eq, (5.155) v tvarej�iab = 1p1 + �n 1Xn=0 � �n1 + �n�n=2 ei�njniajnib: (5.157)Zo �struk�tury gener�atorov dvoj-m�odov�eho stla�en�eho stavu sa d�a ur�it', �ze tento stav saned�a reprezentovat' vo faktorizovanom tvare ako s�u�in �ist�yh stavov dvoh osil�atorov. In�ymislovami oper�ator ^Sab(�) sa ned�a reprezentovat' ako s�u�in dvoh oper�atorov p^osobiaih iba naosil�ator a a osil�ator b. Na druhej strane m^o�zme reprezentovat' tento dvoj-m�odov�y stl�a�a��oper�ator ako s�u�in jedno-m�odov�yh (p^osobiaih iba na jeden osil�ator) oper�atorov p^osobiaihna transformovan�e osil�atory  and d^ = ^a+^bp2 ; ^d = ^b� ^ap2 : (5.158)Ak teraz prep���seme opr�ator ^Sab(�) pomoou ^ and ^d dostaneme^Sab(�) = ^S(�) ^Sd(��); (5.159)



5.6. KVANTOV�A INTERFERENCIA VO F�AZOVOM PRIESTORE 109kde ^S(�) and ^Sd(��) s�u stl�a�aie oper�atory p^osobiae na osil�atory  a d. Vid��me teda, �zestla�enie osil�atorov  a d je d^osledkom korel�ai�� medzi osil�atormi a a b. Tieto korel�aie maj�uza n�asledok redukiu uktu�ai�� rozdielu oper�atorov ^na a ^nb, t.j. [�(^na � ^nb)℄2 = (�^na)2 +(�^nb)2 � 2(h^na^nbi � h^naih^nbi) = 0.Dvojm�odov�y stla�en�y stav dvoh osil�atorov sa d�a zov�seobenit' na pr��pad kontinu�alnehopo�tu osil�atorov. V tomto pr��pade stl�a�a�� oper�ator m�a tvar^S[�(!)℄ = exp�12 Z 2
0 d! h�(!)^by(!)^by(2
� !)� ��(!)^b(!)^b(2
� !)i� ; (5.160)kde stav Q! j0i! reprezentuje v�akuum kontinua osil�atorov. Parameter stla�enia � v tomtopr��pade m�a tvar �(!) = r(!)ei�(!) a boz�onov�e oper�atory ^b(!) a ^by(!) sp�l�naj�u komuta�n�e vzt'ahy[^b(!);^by(!0)℄ = Æ(! � !0)^11.Oper�ator (5.160) je prirodzen�ym zov�seobenen��m dvoj-m�odov�eho oper�atora stla�enia (5.153),a jeho p^osobenie koreluje osil�atory frekvenie ktor�yh s�u 
�Æ. Tak�yto nekone�ne vel'k�y s�uborosil�atorov sa �asto naz�yva i stla�en�ym reservoirom. Tento je harakterizovan�y korela�n�ymifunkiami h^by(!)^b(!0)i = sinh2 r(!)Æ(! � !0);h^b(!)^b(!0)i = ei�(!) sinh r(!) osh r(!)Æ(!+ !0 � 2
): (5.161)5.6 Kvantov�a interferenia vo f�azovom priestore5.6.1 Superpoz��ia Fokov�yh stavovAby sme z��skali \intuit��vnu" predstavu o kvantovej intereferenii budeme sa najprv venovat'superpoz��iam Fokov�yh stavov. Vy�setr��me najprv superpoz��iu dvoh Fokov�yh stavov jnia jmi (neh n < m): j i = Cnjni+ Cmjmi; (5.162)kde komplexn�e amplit�udy sp�l�naj�u normaliza�n�u podmienku jCnj2+ jCmj2 = 1; a relat��vna f�azamedzi Cn and Cm je �, t.j. C�nCm = jCnjjCmj exp(i�).Wignerovu funkiu stavu (5.162) m^o�zme reprezentovat' ako sumuWignerovej funkie �statistikejzmesi WM(�) a Wignerovej funkie popisuj�uej kvantov�u interfereniu W I(�):W (�) =WM(�) +W I(�): (5.163)FunkiaWM(�) kore�sponduje oper�atoru hustoty �statistikej zmesi ^� = jCnj2jnihnj+jCmj2jmihmj;a m^o�ze sa zap��sat' ako WM(�) = jCnj2Wjni(�) + jCmj2Wjmi(�); (5.164)kde Wjni(�) je Wignerova funkia Fokovho stavu jni [pozri rovniu (5.115)℄. Interferen�n�a�ast' Wignerovej funkie m�a tvarW I(�) = C�nCmWjnihmj(�) + C�mCnWjmihnj(�); (5.165)s Wjnihmj(�) = 2(�1)n� n!m!�1=2 (2��)m�n exp(�2j�j2)L(m�n)n (4j�j2); (5.166)
110 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYkde L(m�n)n (x) je Laguerrov polyn�om. Interferen�n�a �ast'W I(�) sa d�a tie�z prep��sat' akoW I(�) = 4jCnjjCmj(�1)n� n!m!�1=2 (2j�j)m�n exp(�2j�j2)� L(m�n)n (4j�j2) os[� � '(m� n)℄; (5.167)kde ' je f�aza komplexnej amplit�udy �. Z rovnie (5.167) vid��me, �ze interferen�n�y �len z�avis��od rozdielu f�az � = � �'(m�n). Kvantov�a interferenia medzi Fokov�ymi stavmi je pr���inoutoho, �ze stredn�e hodnoty anihila�n�eho a krea�n�eho oper�atora nadob�udaj�u v superpozi�nomstave nenulov�e hodnotyh j^akj i = 1� Z d2��kW (�) =rm!n! C�nCmÆn+k;m: (5.168)Pozrieme sa teraz na uktu�aie polohy a hybnosti kvantov�eho harmonik�eho osil�atora,ktor�y je v superpozi�nom stave (5.162). Pre vari�aie oper�atorov polohy a hybnosti v tomtostave n�ajdemeh(�^q)2i = ~2 + ~ hjCnj2n+ jCmj2m+ Æn+2;mjCnjjCmjpm(m� 1) os �� 2Æn+1;mjCnj2jCmj2m os2 �� ; (5.169)h(�^p)2i = ~2 + ~ hjCnj2n+ jCmj2m� Æn+2;mjCnjjCmjpm(m � 1) os �� 2Æn+1;mjCnj2jCmj2m sin2 �� :odkial' priamo vid��me, �ze (5.162) nie je stavom s minim�alnou neur�itost'ou. Napriek tomu, pren = m � 1 or n = m � 2, m^o�zme pozorovat' stla�nie uktu�ai�� pod �urove�n kvantov�eho �sumu.Konkr�etne, predokladajme, �ze n = 0 and m = 1 . Ak budeme d'alej uva�zovat' os2 � = 0,potom n�ajdeme h(�^q)2i � ~=2 pre v�setky hodnoty jC1j, zatial' �o �fluktu�aie h(�^p)2i preniektor�e hodnoty jC1j m^o�zu byt' redukovan�e pod hodnotu ~=2.Na druhej strane, ak os2 � = 1, potom uktu�aie h(�^q)2i s�u stla�en�e. Z rovnie (5.169)vid��me, �ze stla�enie uktu�i�� h(�^q)2i m^o�zme pozorovat' ak jC1j < 1=p2, pri�om maxim�alnaredukia uktu�ai�� h(�^q)2i = 3~=8 je pozorovatel'n�a pre jC1j=1/2.Z v�yrazu (5.169) pre vari�aiu oper�atorov ^q a ^p vid��me, �ze i superpoz��ia v�akua a stavu sdvoma exit�aiami, t.j. j i = C0j0i+ C2j2i, vykazuje stla�enie kvantov�yh uktu�ai��.Na obr�azku 5.7 s�u Wignerove funkie superpozi�n�yh stavov v�akua s s Fokov�ymi stavmis jednou a dvoma exit�aiami.�Dalej sa v kr�atkosti budeme venovat' tomu, ako vd'aka kvantovej interferenie medzi Fok-ov�ymi stavmi vznik�a koherentn�y stav. Koherentn�y stav j�i sa d�a vyjadrit' ako superpoz��iaFokov�yh stavov pomoou vzt'ahu (5.123), kde � = j�j exp(i#). Wignerovu funkiu Wj�i(�)koherentn�eho stavu m^o�zme reprezentovat' ez Wignerove funkie Fokov�yh stavov Wjni(�)[pozri (5.115)℄ a interferen�n�e �leny Wjnihmj(�) de�novan�e vzt'ahom (5.166):W (�; �) =WMj�i(�) +W Ij�i(�); (5.170)kde WMj�i(�) = 1Xn=0 jCnj2Wjni(�) (5.171)
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Obr�azok 5.7: Na obr�azku (a) je Wignerova funkia superpozi�n�eho stavu j i = C0j0i+ C1j1is jC1j = 1=2 a � = 0. Pre porovnanie na obr�azku (b) je Wignerova funkia kore�sponduj�uej�statistikej zmesi v�akua a stavu s jednou exit�aiou. Porovnan��m vid��me, �ze Wignerova funkiasuperpozi�n�eho stavu je \stla�en�a". Na obr�azku () je Wignerova funkia superpozi�n�ehostavu j i = C0j0i + C2j2i s jC2j = 0:303 a � = 0. Na obr�azku (d) je Wignerova funkiakore�sponduj�uej �statistikej zmesi. Wignerove funkie (b) a (d) popisuj�ue zmesi s�u rota�neinvariantn�e (t.j. f�azovo nez�avisl�e). Na druhej strane Wignerove funkie �ist�yh superpozi�n�yhstavov s�u f�azovo z�avisl�e.

112 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYa W Ij�i(�) = 1Xn=0 1Xm>n �C�nCmWjnihmj(�) + C�mCnWjmihnj(�)� : (5.172)S vyu�zit��m expliitn�yh v�yrazov pre funkieWjni(�) aWjnihmj(�) n�ajdeme preWignerovu funki-u zmesi (5.171) v�yraz WMj�i(�) = 2 exp ��2j�j2 � 2j�j2� J0(4ij�jj�j); (5.173)kde J0(z) je Besselova funkia. Ak zoberieme do �uvahy, �zeJ0(4ij�jj�j) = 1Xn=0 (4j�j2j�j2)n(n!)2 ; (5.174)potom vid��me, �ze funkia WMj�i(�) je nez�aporn�a. T�ato funkia kore�sponduje oper�atoru hustoty^� = 1Xn=0 jCnj2jnihnj = 12� Z ��� d�j�ih�j (5.175)ktor�y sa dramatiky odli�suje od oper�atoru hustoty koherentn�eho stavu j�i. Tento stav sanaz�yva f�azovo-ustrednen�y koherentn�y stav.Pre interferen�n�u �ast'W Ij�i(�) dan�u rovniou (5.172) n�ajdemeW Ij�i(�) = 4 exp(�2j�j2 � 2j�j2) 1Xm=0 os(�m)im Jm(4ij�jj�j); (5.176)kde � = # � '. Z rovnie (5.176) vid��me, �ze interferen�n�y �len je op�at' f�azovo-z�avisl�y. T�atof�azov�a z�avislost' je vyjadren�a i v tom, �ze integr�al tejto Wignerovej funkie ez el�y f�azov�ypriestor je rovn�y nule: 1� Z d2�W Ij�i(�) = 0; (5.177)pri�om pre �statistik�u zmes m�ame 1� Z d2�WMj�i(�) = 1: (5.178)Ak teraz vyu�zijeme vzt'ah pre Besselove funkieJ0(iz) + 2Xm=0 os(�m)im Jm(iz) = exp[z os�℄; (5.179)potom s�u�et W Ij�i a WMj�i n�am d�a Wignerovu funkiu koherentn�eho stavu [pozri Eq.(5.126)℄.Fokove stavy s�u stavy s v�yrazne neklasik�ymi vlastnost'ami o �om sved��� fakt, �ze ihWignerove funkie nadob�udaj�u z�aporn�e hodnoty. V tomto zmysle, nie je prekvapj�ue, �zekvantov�a interferenia medzi t�ymito stavmi vedie k d'al�s��m neklasik�ym efektom (stla�enie k-vantov�yh uktu�ai��). �Dalej sa budeme zaoberat' kvantovou interfereniou medzi koherentn�ymistavmi, t.j. stavmi, ktor�e by sa dali identi�kovat' ako najklasikej�sie spomedzi kvantov�yh s-tavov. T�ato interpret�aia je v duhu Shr�odingerovho pon��mania koherentn�yh stavov akokvantovej reprezent�aie klasik�yh bodov f�azov�eho priestoru.Uvid��me, �ze interferenia medzi t�ymito stavmi (op��san�a ako nediagon�alne elementy v b�azekoherentn�yh stavov) priv�adza k neklasik�ym efektom, ako je stla�enie kvantov�yh uktu�ai���i sub-Poissonova �statistika rozdelenia exit�ai��.



5.6. KVANTOV�A INTERFERENCIA VO F�AZOVOM PRIESTORE 1135.6.2 Superpoz��ie koherentn�yh stavovUva�zujme dva typik�e pr��klady kvantovej superpoz��ie koherentn�yh stavov j�i a ��i:j�ei = N1=2e (j�i+ j � �i) ; N�1e = 2 �1 + exp(�2j�j2)� ; (5.180)a j�oi = N1=2o (j�i � j � �i) ; N�1o = 2 �1 � exp(�2j�j2)� ; (5.181)ktor�e sa odli�suj�u \iba" f�azou amplit�ud, ktor�a je v druhom pr��pade zmenen�a o �. Prv�y zt�yhto superpozi�n�yh stavov sa v literat�ure naz�yva p�arny koherentn�y stav a druh�y zo stavovsa naz�yva nep�arny koherentn�y stav. T�ato terminol�ogia sa pou�z��va preto, lebo p�arny (nep�arny)koherentn�y stav je vo Fokovej b�aze reprezentovan�y superpoz��iou Fokov�yh stavov s p�arnym(nep�arnym) po�tom exit�ai��. Oba tieto stavy s�u vlastn�ymi stavmi oper�atora ^a2.Wignerove funkie p�arneho (5.180) a nep�arneho (5.181) koherentn�eho stavy sa daj�u vyjadrit'v tvare (d'alej pre jednoduhost' budeme predpokladat', �ze � je re�alne):Wj�ei(q; p) = Ne �Wj�i(q; p) +Wj��i(q; p) +Wint(q; p)� ; (5.182)a Wj�oi(q; p) = No �Wj�i(q; p) +Wj��i(q; p)�Wint(q; p)� ; (5.183)kde Wignerove funkie Wj��i(q; p) koherentn�yh stavov j � �i s�u ur�en�e vzt'ahom (5.127).Interferen�n�a �ast' Wignerov�yh funki�� (5.181) a (5.182) m�a tvarWint(q; p) = 2�q�p exp �� q22~�2q � p22~�2p � os� �qp~�q�p� ; (5.184)kde �q = p2~� ( � je re�alne) a vari�aie �2q a �2p s�u ur�en�e vzt'ahom (5.129). Z rovn�� (5.182)-(5.183) vypl�yva, �ze p�arne a nep�arne koherentn�e stavy sa navz�ajom odli�suj�u \iba" znamienkompri interferen�nej �asti. Pr�ave v�sak rozdiel vo f�aze pri interferen�nom �lene je zdrojou dra-matiky odli�sn�yh neklasik�yh vlastnost�� t�yhto superpozi�n�yh stavov. Na obr�azku 5.8 s�uprezentovan�e Wignerove funkie p�arneho a nep�arneho koherentn�eho stavu ako i stavu, ktor�y je�statistikou zmesou dvoh koherentn�yh stavov. T�ato �statistik�a zmes je pop��san�a oper�atoromhustoty ^� = 12 j�ih�j + 12 j��ih��j: (5.185)Z obr�azku 5.8 jasne vid��me, �ze Wignerova funkia stavu (5.185) je v�sade pozit��vna, zatial' �oWignerove funkie p�arneho a nep�arneho koherentn�yh stavov nadob�udaj�u i z�aporn�e hodnoty.S pomoou Wignerovej funkie (5.182) spo���tame stredn�e hodnoty momentov oper�atarovpolohy a hybnosti ^q a ^p. Stredn�e hodnoty prv�yh momentov t�yhto oper�atorov s�u nuloh�e, t.j.h^qi = h^pi = 0, zatial' �o pre vy�s�sie momenty n�ajdemeh^q2i = ~2 (1 + 8Ne�2) ;h^p2i = ~2 �1� 8Ne�2e�2�2� ;h^q4i = 3~24 �1 + 16Ne�2 �1 + 23�2�� ;h^p4i = 3~24 h1� 16Ne�2e�2�2 �1� 23�2�i : (5.186)
114 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYZ rovn�� (5.186) vypl�yva, �ze p�arny koherentn�y stav vykazuje stla�enie kvantov�yh uktu�ai��oper�atoru ^p. Znamen�a to teda, �ze �spei�k�a kvantov�a interferenia typik�a pre p�arny koher-entn�y stav je zdrojom stla�enia kvantov�yh uktu�ai�� oper�atora hybnosti. S�u�asne v�sak t�atointerferenia sp^osobuje super-Poissonove rozdelenie exit�ai�� v tomto stave. Aby sme sa o tom-to presved�ili vypo���tame rozdelenie po�tu exit�ai�� v p�arnom koherentnom stave, pre ktor�en�ajdeme P2n = 2 exp(��2)1 + exp(�2�2) �4n(2n)! ;P2n+1 = 0: (5.187)Osil�aie rozdelenia po�tu exit�ai�� Pn (5.187) s�u vel'mi podobn�e osil�aiam v pr��pade st-la�en�yh stavov (a ako sa presved���me nesk^or, maj�u de fato rovnak�y p^ovod - kvantov�u in-tereferniu). Stredn�y po�et exit�ai�� v p�arnom koherentnom stave je �n = �2 tanh�2 a preMandelov Q parameter n�ajdemeQ = 4�2 exp(�2�2)1 � exp(�4�2) > 0; (5.188)Z jeho pozit��vnosti pre v�setky hodnoty �2 vypl�yva, �ze p�arny koherentn�y stav m�a super-Poissonovu �statistiku rozdelenia exit�ai��.Na druhej strane nep�arne koherentn�e stavy sa odli�suj�u od p�arnyh t�ym, �ze kvantov�a inter-ferenia priv�adza k reduki�� uktu�ai�� v ur�en�� po�tu exit�ai�� (t.j. sub-Poissonovej �statistike)Pre rozdelenie po�tu exit�ai�� v nep�arnyh koherentn�yh stavoh n�ajdeme v�yrazP2n+1 = 2 exp(��2)1� exp(�2�2) �4n+2n! ;P2n = 0: (5.189)Potom l'ahko n�ajdeme stredn�y po�et exit�ai�� v t�yh stavoh �n = �2 oth�2 a pre MandelovQ parameter n�ajdeme Q = �4�2 exp(�2�2)1� exp(�4�2) < 0; (5.190)odkial' je zrejm�e, �ze nep�arny koherentn�y stav m�a sub-Poissonian �statistiku (poznamen�ame, �zetento neklasik�y jav je najlep�sie pozorovatel'n�y pri mal�yh hodnot�ah stredn�eho po�tu exit�ai���n , t.j. pri �2 ! 0. Pr�ave v tejto limite (t.j. ked' �n ! 1) dostaneme Q ! �1. Je topohopitel'n�e, preto�ze v tejto limite sa nep�arny koherentn�y stav rovn�a Fokovmu stavmu j1i.5.6.3 Jedno-rozmern�e kontinu�alne superpoz��ie koherent�yh stavovV predh�adzaj�uej �asti sme si povedali, �ze p�arny koherentn�y stav m�a redukovan�e kvantov�euktu�aie v ur�en�� hybnosti. D�a sa uk�azat', �ze miera stla�enia t�yhto uktu�ai�� sa e�ste zv�a��s��ak k p^ovodn�ym dvom koherentn�ym stavom j�i a j � �i prid�ame e�ste d'al�s�� p�ar koherentn�yhstavov j�i a j��i (predpokladajme pre jednoduhost', �ze � a � s�u re�alne)j	i = A1=2[p�(j�i+ j��i) + p�(j�i+ j��i)℄; (5.191)
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Obr�azok 5.8: Wignerove funkie p�arneho (a) a nep�arneho (b) koherentn�eho stavu. Pre porov-nanie je prezentovan�a i Wignerova funkia pre �statistik�u zmes dvoh koherentn�yh stavov ().Amplit�udy koherentn�yh stavov j�i a j��i s�u re�alne a � = 2.

116 KAPITOLA 5. JEDNODUCH�E KVANTOV�E SYST�EMYkde p�;� s�u nejak�e ���seln�e parametre a A je normaliza�nou kon�stantou. Pre vhodne zvolen�ehodnoty � a � stav (5.191) vykazuje siln�e stla�enie kvantov�yh uktu�ai�� (silnej�sie ako v pr��padep�arneho koherentn�eho stavu). Ak budeme teda pokra�ovat' v prid�avan�� koherentn�yh stavov dosuperpoz��ie (5.191) m^o�zme zvy�sovat' maxim�alny stupe�n stla�enia. V prin��pe m^o�zme prejst' dokontinu�alnej limity, a de�novat' jednorozmern�u superpoz��iu koherentn�yh stavov na priamkevo f�azovom priestore j�i = CF Z 1�1 F (�; �)d�j�i; (5.192)kde � je re�alny parameter aC�2F = Z Z 1�1 F (�; �)F (�0; �) exp[�(�� �0)2=2℄d�d�0: (5.193)Ak vhodne zvol��me pravdepodobnostn�e rozdelenie F (�; �), potom superpozi�n�y stav (5.192)vykazuje vel'k�y stupe�n stla�enia, ktor�y pre dan�y stredn�y po�et exit�aii m^o�zme maximalizovat'ak zvol��me F (�; �) ako Gaussovu funkiuF (�; �) = exp ��(1� �)2� �2� ; (5.194)v tomto pr��pade stav (5.192) je identik�y stla�en�emu v�akuu, t.j.j�i = CF Z 1�1 F (�; �) ^D(�)j0id� = ^S(�)j0i; (5.195)kde ^S(�) je oper�ator stla�enia a ^S(�)j0i je stla�en�e v�akuum.Na druhej strane nep�arny koherentn�y stav vykazuje sub-Poissonovu �statistiku. Ukazuje sa,�ze m^o�zme zostrojit' superpoz��iu koherentn�yh stavov jj�je�i'i s rovnakou amplit�udou j�j avhodne zvolen�ymi f�azami, tak, �ze miera sub-Poissonovej �statistiky sa e�ste preh�lbi. V kontin-u�alnej limite m^o�zme n�ajst' superpoz��iu koherent�nyh stavov na kruhu vo f�azovom priestore,ktor�a sa rovn�a Fokovmu stavu (stavu s maxim�alnou sub-Poissonovou �statistikou), t.j.jni = An(r) Z ��� d'e�in'jrei'i; � = rei' (5.196)kde An(r) je normovaia kon�stantaAn(r) = pn!r�n2� er2=2: (5.197)In�ymi slovami - jednorozmern�a kontinu�alna superpoz��ia koherentn�yh stavov na kruhu svhodne zvolen�ymi f�azami je identik�a Fokovmu stavu jni.



Kvantov�a te�oria prenosu inform�aieApril 18, 20001 �UvodVznik te�orie inform�aie sa datuje od roku 1948, kedy Shannon matematiky zade�noval pojmyinform�aie, informa�n�eho zdroja a komunika�n�eho kan�ala. S inform�aiou m^o�zeme v podstate robit'dve z�akladn�e oper�aie, a s��e m^o�zeme ju menit' (transformovat'), alebo ju pren�a�sat', �i u�z v �ase(uhov�avat' v pam�ati), alebo v priestore (komunik�aia). Na z�aklade tohoto m^o�zeme te�oriu inform�aierozdelit' na oblast', ktor�a sa zaober�a po���tan��m (transformovan��m inform�aie) a oblast' zaoberaj�uusa prenosom. Pr�ave o prenose budeme v d'al'�som hovorit'. Najprv mus��me zodpovedat' dve ot�azky:� pre�o fyzika vstupuje do te�orie inform�aie� �o je to inform�aia a kol'ko inform�aie je v \nie�om" obsiahnutejV�setky manipul�aie s inform�aiou sa uskuto��nuj�u na zariadeniah, ktor�e prauj�u na fyzik�alnyhprin��poh. P^ovod tohoto faktu je v tom, �ze samotn�a inform�aia je \zak�odovan�a" do stavov fyzik�alnyhsyst�emov, resp. do v�ysledku nejak�eho merania. Napr��klad m^o�zeme logik�u nulu reprezentovat'�ervenou guli�kou a jednotku modrou guli�kou. Pozorovan��m farby guli�ky z��skame v�ysledok modr�aalebo �erven�a. Z tohto v�ysledku vieme, �o n�am hel niekto povedat', t.j. �i nula alebo jedna. Tentov�ysledok budeme d'al'ej naz�yvat' javom a p�ytame sa pr�ave na mno�zstvo inform�aie obsiahnutej vtomto v�ysledku, resp. v meran��. V nasleduj�uih riadkoh sa pok�usime motivovat' zavedenie pojmuinform�aie a jeho fyzik�alny obsah.O �om vlastne hovor��me, ked' hovor��me o inform�aii? Na�su ot�azku, kol'ko inform�aie obsahujenejak�y jav, mus��me spresnit'. Napr��klad in�y informa�n�y obsah m�a DNA pre h�emiu a in�y pre biol�ogiu.Mus��me sa preto p�ytat' na kontext, o ktorom m�a inform�aia hovorit'. To znamen�a, �ze sa p�ytamena mno�zstvo inform�aie v nejakom jave o nejakom inom jave, napr. kol'ko n�am hovor�� ur�it�a �ast'DNA o pohlav�� diet'at'a. Dan�y jav je v�zdy spojen�y s nejak�ym syst�emom a s nejak�ym pozorovan��m natomto syst�eme. Na�sa ot�azka na mno�zstvo inform�aie je potom ot�azkou, kol'ko n�am v�ysledok jedn�ehopozorovania hovor�� o v�ysledku in�eho pozorovania. Z praxe (fyziky) vieme, �ze v�ysledky merania s�uvo v�seobenosti n�ahodn�ymi javmi. Ak n�a�s pojem javu stoto�zn��me s pojmom javu, ako sa vyskytujev te�orii pravdepodobnosti, tak z��skame pravdepodobnostn�e rozdelenie na mno�zine v�setk�yh javov,ktor�e m^o�zeme stoto�znit' s pojmom pozorovanie. To znamen�a, �ze sa zauj��mame o mno�zstvo inform�aie,ktor�u obsahuje jedna pravdepodobnostn�a distrib�uia (opisuj�ua pozorovanie) o inej.2 Te�oria inform�aie2.1 Pojem inform�aieZ predh�adzaj�ueho vid��me, �ze pojem inform�aie s�uvis�� s pravdepodobnostn�ymi distrib�uiami de�-novan�ymi na danom syst�eme. Za�neme zade�novan��m pojmu f-divergenie. Motiv�aiou k zavedeniupojmu f-divergenie je probl�em kvantitat��vneho pos�udenia podobnosti dvoh pravdepodobnostn�yhmodelov toho ist�eho re�alneho syst�emu. Pri pevnom X ide o rozl���sitel'nost' hust^ot pravdepodobnost��,alebo im pr��slu�sn�yh pravdepodobnost��. 1

De�n��ia: f-divergeniu budeme ozna�ovat' Df (P1; P2) a de�novat' pre l'ubovol'n�u konvexn�ufunkiu f , t.j. f(z) je spojit�a a ku ka�zd�emu z0 existuje �(z0) tak�e, �ze plat�� f(z) � f(z0)+�(z0)(z�z0)pre z 6= z0, de�novan�u na (0,1), ktor�a je navia striktne konvexn�a v bode z = 1, t.j. f(z) >f(1) + �(z � 1) pre z 6= 1, v�yrazomDf (P1; P2) = Xx2X p2(x)f �p1(x)p2(x)� : (1)Za maxim�alne divergentn�e (nepodobn�e) je prirodzen�e pova�zovat' tak�e modely, v ktor�yh s�upravdepodobnosti P1 a P2 ortogon�alne, t.j. existuj�u disjunktn�e podmno�ziny E;F � X, pre ktor�eplat�� P1(E) = 1 a P2(F) = 1.Ak zade�nujeme funkiu ~f(z) = f(z)� f(1), tak pre f je konvexn�u a striktne konvexn�u v z = 1tieto vlastnosti m�a aj ~f , pri�om ~f(1) = 0. Teda m^o�zeme bez naru�senia v�seobenosti de�n��ie f-divergenie predpokladat', �ze f(1) = 0.Pre f-divergeniu platia tieto nerovnosti0 � Df (P1; P2) � f(0) + limz!1 f(z)zkde l'av�a rovnost' plat��, akk P1 = P2, lebo vtedy p1p2 = 1 a f(1) = 0. Prav�a rovnost', ak ( v pr��padef(0) + limz!1 f(z)z < 1 pr�ave vtedy, ked') s�u navz�ajom ortogon�alne. Uvedieme si niekol'ko pr��kladovf-divergeni��:� I-divergenia: f(z) = zlog(z) a analytik�e vyjadrenieI(P1; P2) = Xx2X p1(x) log p1(x)p2(x)� �-divergenia: f(z) = jz��1j1=� pre � 2 (0; 1), ktor�a sa pre �=2 naz�yva Hellingerova vzdialenost'a m�a nasledovn�e analytik�e vyjadrenieD1=2 = 2(1 � Xx2X(p1(x)p2(x))1=2� �-divergenia: f(z) = sign(�� 1)(z� � 1) pre � 2 (0;1)� �-divergenia: f(z) = jz � 1j�, ktor�a sa pre � = 1 naz�yva tot�alnou vari�aiou a m�a tvar�1(p1; p2) = Xx2X jp1(x)� p2(x)jf-divergenia n�am hovor�� nakol'ko sa dve pravdepodobnostn�e distrib�uie podobaj�u, resp. s�urozl���sitel'n�e. Pri inform�aii n�am v�sak ide o nie�o in�e. Je zrejm�e, �ze dve distrib�uie musia byt'navz�ajom z�avisl�e, aby obsahovali nejak�u inform�aiu jedna o druhej. Ide n�am teda vlastne o mierytejto z�avislosti, ktor�e budeme naz�yvat' f-inform�aie. Uva�zujme teraz, �ze P�� je v�yberov�a pravde-podobnost' dvoh n�ahodn�yh veli���n �; �, t.j m�ame p�� na v�yberovom priestore X � Y , kde X; Y s�uv�yberov�e priestory jednotliv�yh veli���n. Zade�nujme margin�alne pravdepodobnostip�(x) := Xy2Y p��(x; y)p�(y) := Xx2X p��(x; y):2



V pr��pade, �ze niektor�y z v�yberov�yh priestorov z X; Y je spojit�y, t.j. interval z R, tak pr��slu�sn�esumy prejd�u na integr�aly podl'a pravidla Px2X ! RX dx. Pravdepodobnost' P�� bude hrat' �ulohu P1v predo�slom a �ulohu P2 bude hrat' P� � P�, t.j. m�ame ur�en�e v�setky objekty, ktor�e vystupuj�u vde�n��ii f-divergenie a teda f-divergenia n�am ur�uje mieru nez�avislosti dvoh n�ahodn�yh veli���n,lebo pre nez�avisl�e veli�iny plat�� p��(x; y) = p�(x)p�(y) a teda Df (P��; P� � P�) = 0.De�n��ia:f-inform�aiou vo veli�ine � o veli�ine � nazveme funkiu de�novan�u nasledovneIf (�; �) := Df (P��; P� � P�) (2)Tento vzt'ah vyjadruje intuit��vne h�apanie: ���m v�a��sia je �statistik�a v�azba medzi � a �, t�ym viaejinform�aie mus�� niest'� o � a aj naopak, pri�om plat��If (�; �) = If (�; �):Ku ka�zdej f-divergenii je priamo z de�n��ie priraden�a f-inform�aia. My si uvedieme iba Shannonovuinform�aiu, ktor�a prisl�uha I-divergenii:I(�; �) = Xx2X Xy2Y p��(x; y) log p��(x; y)p�(x)p�(y) (3)Ka�zd�u I(�; �) m^o�zeme h�apat' ako mieru mno�zstva inform�aie, ktor�e z��skame o realiz�aii �, akpozorujeme realiz�aiu � za predpokladu, �ze obidve tieto realiz�aie boli z��skan�e pri n�ahodnom pokuse,ktor�y sa riadi pravdepodobnost'ou P�� na X � Y . V�simnime si , �ze nehovor��me o konkr�etnyhrealiz�aiah � alebo �. Tak�ze ide o glob�alnu mieru inform�aie, ktor�a ale ni� nehovor�� o tom, �ze ak prirealiz�aii � nameriam konkr�etne y2Y, tak kol'ko inform�aie m�am o nejakom konkr�etnom x2X.De�n��ia: f-inform�aiou v realiz�aii � = y o realiz�aii � = x nazveme funkiuIf (x; y) = p�(x)p�(y)p��(x; y) f  p��(x; y)p�(x)p�(y)! :T�ato funkia s��e m^o�ze byt' z�aporn�a, ale je nulov�a, ak s�u javy � = x a � = y nez�avisl�e, t.j. plat��p�(x)p�(y) = p��(x; y). Pre If (�; �) potom plat��If (�; �) = Xx2X Xy2Y If (x; y)p��(x; y)2.2 Entropia a inform�aiaIn�e odvodenie Shannonovej inform�aie vyh�adza z pojmu entropie. Vo fyzike sa sk^or ako pojeminform�aie zaviedol pojem neur�itosti (alebo neznalosti) fyzik�alneho syst�emu. Miera tejto neur�itostisa naz�yva entropiou. Vyjadruje vlastne inform�aiu, ktor�a n�am o syst�eme h�yba, a ktorej d^osledkomje pravdepodobnostn�y opis tak�ehoto syst�emu. Pod pravdepodobnostn�ym opisom fyzik�alneho syst�emurozumieme, �ze vieme ur�it' pravdepodobnostn�e rozdelenia v�ysledkov v�setk�yh meran��. Tejto po�ziadavkevyhovuje pojem stavu fyzik�alneho syst�emu. Tu op�at' vidno vstup fyziky do te�orie inform�aie.Pre meranie vieme predpovedat' iba pravdepodobnosti v�ysledkov, t.j. pozn�ame pravdepodob-nostn�u distrib�uiu v�ysledkov. Vieme, �ze pri n opakova�yh meraniah na rovnako pripraven�yh nsyst�emoh, pre n dostato�ne vel'k�e, o�ak�avame ni = npi v�ysledkov typu i. Po�et r^oznyh mo�znost��ako konkr�etne vyzeraj�u jednotliv�e v�ysledky pri n meraniah je n!=(n1!n2! : : :). Pre n ! 1 a spou�zit��m Stirlingovho vzora dost�avamelog n!n1!n2! : : : = n logn� n�Xi (ni log ni � ni) = �nXi pi log pi:3

V�yraz S := � NXi=1 pi log pi (4)naz�yvame entropiou pravdepodobnostnej distrib�uie fp1 : : : pNg. T�ato kvantita vyjadruje mieru na�sejnevedomosti pre dan�e meranie a dan�y stav syst�emu. Nez�avis�� od po�tu n uskuto�nen�yh meran��.Dopredu nevieme ak�y v�ysledok konkr�etne nameriame a pri n meraniah je po�et r^oznyh mo�zn�yhpostupnost�� v�ysledkov rovn�y 2�nS . �C��m viaej r^oznyh postupnost�� existuje, t�ym via o syst�emenevieme (alebo zanedb�avame v pr��pade klasikej te�orie).Ak pravdepodobnostn�a distrib�uia pi = 1=N pre v�setky i = 1; :::; N; tak sa entropia rovn�a logNa je maxim�alna.Pre l'ubovol'n�u distrib�uiu vieme teda ur�it' jej entropiu. Ak uv�a�zime, �ze vieme podmienen�uhustotu pravdepodobnosti veli�iny A, ak bola realizovan�a hodnota b veli�iny B, t.j. pajb(xjy), takentropiu tejto distrib�uie A naz�yvame relat��vna entropia, a ozna�ujeme ju S(AjB). Ak pozn�amepravdepodobnost' pab, tak podmienen�u pravdepodobnost' de�nujemepajb(x; y) = pab(x; y)pb(y) ; (5)ak pb(y) 6= 0. Inak je podmienen�a pravdepodobnost' l'ubovol'n�a. Teda pre relat��vnu entropiu plat��S(AjB) = �Xx2X Xy2Y pb(y)pajb(x; y) log pajb(x; y):Pri interpret�aii entropie ako miery neznalosti o syst�eme op��sanom pravdepodobnostnou dostrib�uioupr��deme k z�averu, �ze(neznalost0 A)� (neznalost0 A pri znalosti B) = (informaia v B o A)I(A;B) = S(A)� S(AjB):Poznamenajme, �ze predh�adzaj�ue vzt'ahy s�u myslen�e v priemere ez v�setky inform�aie javov y ojavoh x. Po dosaden�� do posledn�eho vzt'ahu dost�avameI(AjB) =Xx Xy �pa(x) log pa(x) + pb(y)pajb(x; y) log pajb(x; y):Teraz op�atovne pou�zijeme de�ni�n�y vzt'ah (5), pa(x) =Py pab(x; y) dostanemeI(AjB) =Xx Xy pab(x; y)(� log pa(x) + log pab(x; y)pb(y) )I(AjB) =Xx Xy pab(x; y) log� pab(x; y)pb(y)pa(x)� ;�o je to ist�e ako v (3).�Dalej roz�s��rime pojem entropie pre kvantov�e syst�emy. V kvantovej te�orii s�u pravdepodobnostiv�ysledkov merania A =Pa aEa ur�en�e vzt'ahomPr(a) = Tr(Ea%)a teda s�u jednozna�ne dan�e matiou hustoty. Maxim�alna hodnota entropie zodpoved�a maxim�alnejzmesi. Opa�n�ym pr��padom je pr��pad vlastn�eho stavu pozorovatel'nej, kedy je entropia nulov�a. Vtedyexistuje meranie, ktor�e tento �ist�y stav jednozna�ne ur�uje.4



Zade�nujeme entropiu pr��pravy stavu, ako najni�z�siu hodnotu (4) pre v�setky ortogon�alne merania.Optim�alnym meran��m, ktor�e minimalizuje S je meranie vo vlastn�yh stavoh oper�atora matiehustoty, pre ktor�e S = �X� �� log ��;kde �� s�u vlastn�e hodnoty tohto oper�atora. Matia hustoty opisuj�ua syst�em m�a v b�aze vlastn�yhvektorov tvar % =X� ��j��ih��j:In�e meranie je op��san�e mno�zinou ortogon�alnyh projektorov fj 1ih 1j; : : : ; j Nih N jg. Ak rob��mestopu v b�aze vlastn�yh stavov matie hustoty, tak dost�avame pre jednotliv�e v�ysledky meran�� ai prei = 1; :::; N Pr(ai) =X� ��jh ij��ij2 =X� ��p�i:Na�sou �ulohou je porovnat' entropiu pre meranie v b�aze vlastn�yh stavov matie hustoty S = S(��)a entropiu pre l'ubovol'n�e in�e ortogon�alne meranie S = S(P� ��p�i).Po���tajme rozdielS(X� ��p�i)� S(��) =X� �� log �� �Xi X� ��p�i log (X� ��p�i) ==X� ��(log�� �Xi p�i log (Pr(ai)) =X�;i ��p�i log (��=Pr(ai));kde sme vyu�zili, �ze vd'aka ortogon�alnosti merania plat�� Pi p�i = 1. �Dalej plat�� log x � 1� x�1 aS(Pr(ai))� S(��) �X�;i ��p�i(1� Pr(ai)=��) = 0:Vidno teda, �ze meranie v b�aze vlastn�yh stavov matie hustoty je optim�alne v zmysle, �ze entropiapravdepodobnostnej distrib�uie v�ysledkov je pri �nom najni�z�sia. Entropia pr��pravy, alebo entropiastavu %, je teda S = �Tr(% log %): (6)Relat��vnou entropiou S(�jj%) naz�yvame nasleduj�ui v�yrazS(�jj%) = Tr(%(log %� log �));kde % a � s�u dva stavy toho ist�eho syst�emu.Uvedieme niektr�e matematik�e vlastnosti entropie:1.Invariantnost' pri unit�arnej transform�aii S(U%U+) = S(%).2.Subadit��vnost' S(%AB) � S(%A) + S(%B);kde %A = TrB(%AB) a %B = TrA(%AB). Rovnost' nast�ava v pr��pade, akk %AB = %A 
 %B. T�atonerovnost' n�am hovor��, �ze �ast' inform�aie je v korel�aiah medzi syst�emami.3.Araki-Liebova nerovnost' (trojuholn��kov�a nerovnost')S(%AB) � jS(%A)� S(%B)j:4.Siln�a subadit��vnost' S(%ABC) + S(%B) � S(%AB) + S(%BC):5

3 Z�akladn�e pojmy te�orie prenosu inform�aieTeraz prejdeme k opisu prenosu inform�aie. Inform�aia bude dan�a spr�avou, ktor�u tvor�� postupnost'l'ubovol'n�yh znakov z nejakej �xnej mno�ziny, v ktor�yh je inform�aia obsiahnut�a. Znak budemenaz�yvat' p��smenom a mno�zinu p��smen abeedou. Spr�ava bude teda usporiadanou mno�zinou p��smenz abeedy. Pri prenose spr�avy prih�adza k jej skresleniu, lebo fyzik�alne je ka�zd�e pren�a�san�e p��smenospr�avy stoto�znen�e so stavom syst�emu, ktor�y je po�as prenosu v interakii s prostred��m. Vplyvyprostredia naz�yvame spolo�n�ym n�azvom �sum. Tento �sum pr�ave harakterizuje prenosov�e zariadenie,ktor�e naz�yvame komunika�n�ym kan�alom. Z d^ovodu existenie �sumu je prirodzenou snahou pren�a�sat'iba podstatn�u inform�aiu, t.j. inform�aiu potrebn�u pre vlastn�e rozhodovanie prij��matel'a. Napr��kladnamiesto spr�avy x=(x1; : : : ; xN) n�am sta�i poslat' hodnotu nejakej funkie T(x) na mno�zine spr�av,preto�ze t�ato je podstatn�a pre prij��matel'a, aj ked' je nepohybne v elej spr�ave inform�aie via.Cel�a situ�aia prenosu inform�aie sa d�a op��sat' nasledovne : Zo zdroja inform�aie z��skame spr�avuv abeede X zdroja. Ked'�ze v�seobene nemus�� platit' , �ze abeeda zdroja je zhodn�a so vstupnouabeedou komunika�n�eho kan�ala A, a teda mus��me prep��sat' spr�avu z jednej abeedy do druhej.Tento prepis vol�ame k�odovanie1. Podobn�a situ�aia nast�ava aj na koni komunika�n�eho kan�ala, kdemus��me prep��sat' v�ystupn�u spr�avu z v�ystupnej abeedy B do abeedy prij��matel'a Y, �o naz�yvamedek�odovan��m.Teraz matematiky pop���seme komunika�n�y kan�al.De�n��ia: Komunika�n�y kan�alK de�nujeme, preM = 1; 2; : : : ; ako postupnost' troj�� (AM ; pM(:j:);BM),kde A je vstupn�a abeeda a B je vystupn�a abeeda komunika�n�eho kan�ala. f pM (:ja) : a 2 AMg jerodina pravdepodobnostn�yh hust^ot na mno�zine BM v�ystupn�yh spr�av, pri�om sa o nih predpok-lad�a konzistentnost' v nasledovnom zmyslepM (b1; : : : ; bM ja1; : : : ; aM) = XbM+12B pM+1(b1; : : : ; bM+1ja1; : : : ; aM+1)pre v�setky a 2 AM+1;b 2 BM .V na�sej de�n��ii predpoklad�ame, �ze po�et p��smen M v spr�ave sa pri prenose nemen��. Komu-nika�n�y kan�al opisuje v jazyku te�orie pravdepodobnosti, ako sa vstupn�a spr�ava a transformuje nav�ystupn�u spr�avu b. T�ato transform�aia je deterministik�a iba v pr��pade, ak pM (bja) = 1 pre niektor�ub = b(a) 2 BM . V�seobene ide o stohastik�u transform�aiu op��san�u hustotou pravdepodobnostipM (: ja) na BM. Samotn�e pM (bja) ur�uje pravdepodobnost', �ze pri v�ystupnej spr�ave b bola navstupe spr�ava a.Podmienka konzistenie sp�aja hustoty pravdepodobnost��, ktor�e de�nuj�u komunika�n�y kan�al, priprenosoh spr�av r^oznyh d�l�zok. Ak by bola pravdepodobnost' nal'avo v�a��sia, tak pri poslan��m spr�avyo jedno p��smeno dlh�sej by bola ist�a pravdepodobnost', �ze na koni prenosu bude jedno p��smenoh�ybat'. Naopak si predstavme, �ze sa nezauj��mame o posledn�e p��smeno spr�avy. Pri opa�nej nerovnostiby sme potom s v�a��sou pravdepodobnost'ou ur�ili o p��smeno krat�siu spr�avu, ako pri prenose iba tejtosamotnej (krat�sej) spr�avy. Je rozumn�e tak�eto prenosy nepova�zovat' za prenosy ez komunika�n�ykan�al.Komunika�n�y kan�al naz�yvame bezpam�at'ov�y, akk na v�ystupnej abeede B existuje rodina hust^otpravdepodobnost�� fp(:ja) : a 2 Ag, pre ktor�upM (bja) = MYi=1 p(bijai) M = 1; 2; : : :1To znamen�a, �ze k�odujeme nielen, ked' heme spr�avu utajit'.6



Uveden�a podmienka konzistenie je potom splnen�a a ka�zd�y bezpam�at'ov�y kan�al je ur�en�y trojiou(A,p(:j:),B). Bezpam�at'ovost' komunika�n�eho kan�ala je v tom, �ze poslanie p��smena neovplyv�nujejeho p^osobenie na neskor�sie poslan�e p��smen�a, t.j. nepam�at�a si, �o u�z preniesol. Alebo v re�ipravdepodobnosti posielania p��smen ez komunika�n�y kan�al s�u nez�avisl�e javy a teda spolo�n�a pravde-podobnost' javu (elej spr�avy) sa rovn�a su�inu jednotliv�yh javov (p��smen), �o je �statistik�ym vyja-dren��m nez�avislosti. Tak�yto komunika�n�y kan�al m^o�zeme op��sat' matiou p(jji), kde j = 1; : : : ;m ai = 1; : : : ; n; kde n je po�et p��smen v abeede A a m je po�et p��smen v abeede B.Ak na vstup pr��de spr�ava a, tak v�ystupn�a spr�ava je n�ahodn�y vektor s v�yberov�ym priestorom(BM ; pM (:ja)). Ak�akol'vek hustota �M na mno�zine vstupn�yh spr�av AM de�nuje n�ahodn�u vstupn�uspr�avu s v�yberov�ym priestorom (AM ; pM� (a) = �M (a)). Na v�ystupe komunika�n�eho kan�ala pozoru-jeme n�ahodn�e spr�avy b 2 BM s pravdepodobnost'ou pM� (b) =Pa2AM pM (bja)�M(a): Pravdepodob-nost', �ze na vstupe je spr�ava a a na v�ystupe je spr�ava b je pM��(a;b) = pM (bja)�M (a). Teraz sam^o�zeme sa zauj��mat' o Shannonovu inform�aiu (3) o spr�avah � 2 AM , ak na v�ystupe pozorujemspr�avy � 2 BM . Dosaden��m pr��slu�sn�yh pravdepodobnostn�yh distrib�ui�� do (3) dostaneme preShannonovu inform�aiu I(�; �) = Xa2AM Xb2BM pM (bja)�M (a) log pM (bja)pM� (b) : (7)Treba poznamenat', �ze ide o glob�alnu mieru inform�aie, t.j. ni� n�am nehovor�� o tom kol'ko inform�aiem�ame o konkr�etnej vstupnej spr�ave a, ak na v�ystupe m�ame konkr�etnu spr�avu b. Inform�aia jepre �xn�u d�l�zku spr�avy M jednozna�ne ur�en�a komunika�n�ym kan�alom (t.j. pM (bja)) a vstupnouhustotou �M .K�odovanie sa uskuto��nuje pomoou zariadenia, ktor�e naz�yvame k�oder a dek�odujeme pomooudekod�era. K�oder, prisl�uhaj�ui zdroju inform�aie s abeedou X, komunika�n�emu kan�alu a d�l�zkespr�av M , je de�novan�y ako zobrazenie � : XN ! AM . Naopak dekod�er je zobrazenie Æ : BM ! AMa z�avis�� iba od komunika�n�eho kan�ala a d�l�zky spr�avy. Zdroj inform�aie (odosielatel' ) generuje spr�avux 2 (XN ; pN), ktor�u k�oder zak�oduje do vstupnej spr�avy a = �(x) 2 AM a spolu de�nuj�u vstupn�uhustotu pravdepodobnosti �M (:) = pN (��1(:)) na AM . Dekod�er Æ na z�aklade v�ystupnej spr�avyb ur��� vstupn�u spr�avu a0 = Æ(b) 2 AM . Adres�at ale spr�ave a0 nerozumie, lebo nepozn�a k�od, atak sa mu mus�� dodat' spr�ava x0 = ��1(a0) 2 XN , �o znamen�a, �ze �upln�y dekod�er je zobrazenie��1Æ : BM ! XN . Pravdepodobnost' hyby, t.j. x0 6= x, je rovn�a pravdepodobnosti, �ze na v�ystupeje nespr�avne ur�en�e a0, t.j. a0 6= a. 24 KapaitaV tejto �asti zavedieme pojem kapaity komunika�n�eho kan�ala. Malo by ��st' o ���seln�u harak-teristiku, ktor�a ur�uje mno�zstvo inform�aie prenesen�e poslan��m jedn�eho p��smena dan�ym komu-nika�n�ym kan�alom. Vieme, �ze inform�aia z�avis�� od komunika�n�eho kan�ala, d�l�zky spr�avy M a hustotypravdepodobnosti �M de�novanej na vstupn�yh spr�avah, ktor�a je ur�en�a k�odovan��m (vid' koniepredh�adzaj�uej �asti). Ked'�ze my heme kvantitu, ktor�a z�avis�� iba od komunika�n�eho kan�ala, takkapaitu zade�nujeme nasledovneC = limM!1 1M sup�M I(�1; : : : �M ; �1 : : : �M ): (8)V tomto vzori najprv rob��me supr�emum ez k�odovania pri �xnej d�l�zke spr�av M a potom limituM id�ue do nekone�na. Vyber�ame teda najlep�sie k�odovanie v zmysle mno�zstva prenesenej inform�aie.2Toto plat�� iba ak � je prost�e zobrazenie, lebo inak ��1 nie je jednozna�ne de�novan�e.7

To znamen�a najmen�siu pravdepodobnost' hyby pri takomto prenose, lebo vtedy v�ystupn�a spr�avaobsahuje v priemere najvia inform�aie o vstupnej spr�ave pri �xovanom M. Predelenie inform�aied�l�zkou spr�avy vyjadruje potom priemern�e mno�zstvo inform�aie pripadaj�uej na jedno prenesen�ep��smeno spr�avy.Uva�zujme teraz, �ze �M (a) = �(a1) : : : �(aM ), kde � je hustota pravdepodobnosti na abeede A.�Dalej neh kan�al je bezpam�at'ov�y, t.j. pM (bja) = PMi=1 p(bijai). Potom (�1; �1); : : : ; (�M ; �M ) s�uvz�ajomne nez�avisl�e dvojie n�ahodn�yh veli���n so spolo�n�ym v�yberov�ym priestorom (A�B; �(:)p(:j:)).Inform�aia (7) prejde na sumu inform�ai�� ez v�setky dvojie n�ahodn�yh veli���n, pri�om v tomtopr��pade ide o dvojie rovnak�yh veli���n, t.j. v sume s�u v�setky �leny rovnak�e, tak�zeI(�; �) =MI(�1; �1):Ak toto dosad��me do (8), tak dostanemeC = sup� I(�1; �1) = sup� Xa2AXb2B�(a)p(bja) log p(bja)p�1(b) ; (9)kde p�1(b) = Xa2A p(bja)�(a):Kapaita bezpam�at'ov�eho komunika�n�eho kan�ala sp�l�na nerovnost'0 � C � logN;kde N je po�et p��smen vo vstupnej abeede. Rovnost' na l'avej strane nast�ava, akk s�u v�setky hustotyp(:ja); a 2 A rovnak�e, t.j. �1; �1 s�u nez�avisl�e pri l'ubovol'nej vstupnej hustote �. Rovnost' na pravejstrane nast�ava, akk p(bja) = Æab, t.j. ked' v�ystupn�e p��smeno jednozna�ne ur�uje p��smeno na vstupe.Nezodpovedanou ot�azkou zostal v�yber z�akladu v logaritme, ktor�y s�uvis�� s v�yberom jednotiekinform�aie. �Standardn�y v�yber je logaritmus so z�akladom dva a jednotkou inform�aie je potom bit.V�yber tejto jednotky s�uvis�� s pou�z��van��m dvojprvkovej (bin�arnej) abeedy v praxi. Jedn�ym bitominform�aie budeme naz�yvat' maxim�alnu kapaitu ide�alneho bezpam�at'ov�eho komunika�n�eho kan�ala,ktor�y pri prenose pou�z��va bin�arnu abeedu, t.j. A = B = f0; 1g. V takomto pr��pade p(ijj) = Æija kapaita je logz 2. My heme povedat', �ze tak�yto komunika�n�y kan�al m�a kapaitu rovn�u jednej,t.j logz 2 = 1, �o plat�� ak z�aklad logaritmu je pr�ave dva.5 Kvantov�a te�oria inform�aieHlavn�y rozdiel medzi klasikou a kvantovou te�oriou je v �strukt�ure stavov klasik�yh a kvantov�yhsyst�emov. Tento rozdiel sa pren�a�sa aj do te�orie inform�aie, lebo vieme, �ze vo fyzike stav ur�ujepravdepodobnostn�e distrib�uie v�ysledkov v�setk�yh meran��, t.j. objekty s ktor�ymi te�oria inform�aieprauje. M^o�zeme povedat', �ze inform�aia je ukryt�a v stavoh fyzik�alneho syst�emu a z��skavame juvhodn�ym meran��m. Nie je to tak d�avno, �o vznikla tzv. kvantov�a te�oria inform�aie, v ktorej jeinform�aia pr�ave v stavoh kvantov�eho syst�emu. Pr��nos kvantovej te�orie v te�orii inform�aie je vzlep�sen�� a zefekt��vnen�� niektor�yh manipul�ai�� s inform�aiou. Napr��klad v oblasti komunik�aie ide obezpe�nej�s�� prenos inform�aie. Kvantov�a te�oria pon�uka niekol'ko mo�znost�� bezpe�nej�sieho prenosuinform�aie ako klasik�a te�oria.V klasikej te�orii sa p��smeno k�oduje do stavu klasik�eho fyzik�alneho syst�emu, ale tento fakt nie jepri vykladan�� samotnej te�orie inform�aie v klasikom pon��man�� nejak v�yznamn�y. V�setky javy, ktor�es t�ymto faktom s�uvisia s�u zahrnut�e pod pojem �sum a t�ykaj�u sa iba samotn�eho prenosu.8



Situ�aia sa zmen��, ak p��smen�a zak�odujeme do stavov kvantov�eho syst�emu. Vtedy vst�upi do hrykvantov�a te�oria, v ktorej stavy nemusia byt' �uplne rozl���sitel'n�e. To znamen�a, �ze k�ym v klasikompr��pade je abeeda zadan�a po�tom p��smen, tak v kvantovom pr��pade treba konkretizovat' aj jednotliv�estavy prisl�uhaj�ue p��smen�am. D^ovod tejto rozdielnosti je v �strukt�ure stavov klasikej a kvantovejte�orie. V kvantovej te�orii existuje mo�znost' superpoz��ie stavov. T�ato vlastnost' nem�a klasik�y anal�og.Jej d^osledkom je, �ze v klasikej te�orii sa d�a zmes zap��sat' jednozna�ne ako konvexn�y s�u�et �ist�yhstavov, kde�zto v kvantovej te�orii je tak�yhto z�apisov nekone�ne vel'a. S�ubor kvantov�yh stavovje �uplne rozl���sitel'n�y, ak je ortogon�alny, lebo vtedy existuje meranie, ktor�e medzi t�ymito stavmijednozna�ne rozli�suje. Ortogon�alna abeeda je teda ekvivalentn�a klasikej.Ako pr��klad si uved'me bin�arnu abeedu, zlo�zen�u v klasikej te�orii z p��smen 0 a 1. V kvantovejte�orii ozna�me tieto p��smen�a j0i a j1i, ktor�e reprezentuj�u dvojrozmern�y Hilbertov priestor. Objektyz dvojrozmern�eho Hilbertovho priestoru naz�yvame v kvantovej te�orii inform�aie qubity. U�z samotn�yn�azov nazna�uje, �ze ide o kvantov�y anal�og klasik�yh bitov, �o s�u p��smen�a z bin�arnej abeedy.Prenosom jedn�eho z nih prenesieme maxim�alne pr�ave jeden bit inform�aie.Prepis z abeedy zdroja Z do vstupnej abeedy komunika�n�eho kan�ala, ktorej p��smen�a s�u reprezen-tovan�e stavmi, naz�yvame k�odovan��m. V kvantovej te�orii tomuto prepisu zodpoved�a proed�urapr��pravy stavu, ktor�y pren�a�sa p��smeno v �nom zak�odovan�e. K�odovanie spolu so zdrojom inform�aieur�uje pravdepodobnostn�u distrib�uiu �k na t�yhto kvantov�yh stavoh %k. T�uto distrib�uiu budemed'alej naz�yvat' k�odovan��m, lebo pre dan�y informa�n�y zdroj je n��m jednozna�ne ur�en�a. Ak m�amed-rozmern�u abeedu, tak Hilbertov priestor H, do stavov ktor�eho k�odujeme, bude tie�z d-rozmern�y.Kvantov�y komunika�n�y kan�al sa od klasik�eho l���si t�ym, �ze pren�a�sa p��smen�a zak�odovan�e v stavohkvantov�eho syst�emu a nie klasik�eho syst�emu. Po�as prenosu sa tak�yto stav vyv��ja podl'a z�akonovkvantovej te�orie. Evol�uia v nej je op��san�a superoper�atorom%k ! $(%k) =X� A�%kA+� :V pr��pade, ak je superoper�ator unit�arny, t.j. superoper�ator obsahuje v Krausovej reprezent�aii ibajeden oper�ator A, tak tak�yto kvantov�y komunika�n�y kan�al budeme naz�yvat' ide�alny. Ide�alny ko-munika�n�y kan�al zahov�ava �strukt�uru vstupn�yh stavov v zmysle ih skal�arneho s�u�inu a vz�ajomnejrozl���sitel'nosti, �o je v zhode s klasik�ym pr��padom, kde pod ide�alnym komunika�n�ym kan�alom rozu-mieme tak�y komunika�n�y kan�al, ktor�y p��smenu v�ystupnej abeedy, prirad�� jednozna�ne p��smeno zabeedy vstupnej, t.j. je bez�sumov�y.V�ystupn�u abeedu kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala tvoria stavy Wk = $(%k) a anal�ogom dek�o-dovania je meranie na v�ystupn�yh stavoh, ktor�e je v kvantovej te�orii op��san�e POVM, t.j. pozit��vnymioper�atormi Xj , pre ktor�ePj Xj = 1H. Pravdepodobnost' jednotliv�yh v�ysledkov POVM merania nastave % je ur�en�a vzt'ahom Pr(j) = Tr(%Xj):Teraz sa pozrime na mno�zstvo klasikej inform�aie (7) meranej v bitoh prenesenej tak�ymtokvantov�ym kan�alom. Podmienen�a pravdepodobnost', ktor�a de�nuje komunika�n�y kan�al, je v tomtopr��pade p(kjj) = Tr(WkXj);tak�ze inform�aia prenesen�a kvantov�ym komunika�n�ym kan�alom $ v pr��pade k�odovania �k a dek�odovaniaXj je I1(�;X) =Xk;j �kTr(WkXj) log Tr(WkXj)Pk �lTr(WjXl)! : (10)T�ato kvantita ur�uje priemern�e mno�zstvo klasik�yh bitov prenesen�yh poslan��m jedn�eho p��smena.9

Pozrime sa na prenos spr�avy zlo�zenej z n p��smen. V takomto pr��pade m�ame Hilbertov priestorH
n = H
 : : :
 H. V stavoh tohoto syst�emu%~k = %k1 
 : : :
 %kns�u zak�odovan�e spr�avy ~k = (k1; : : : ; kn), kde kj 2 Z a %kj s�u stavy priraden�e p��smen�am z abeedyzdroja Z, t.j. tvoria vstupn�u abeedu kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala. Spr�avy ~k m^o�zeme h�apat'ako prvky abeedy Zn, t.j. p��smen�a, na ktor�yh op�at' m�ame zade�novan�u pravdepodobnostn�u dis-trib�uiu (k�odovanie) �~k = nYl=1�kl:Prenos elej spr�avy ~k je op��san�y superoper�atorom na elom priestore H
n. Ak tento superoper�atorsp�l�na $(%k1 
 : : :
 %kn) = $(%k1)
 : : :
 $(%kn);tak, analogiky s klasik�ym komunika�n�ym kan�alom, tak�yto kvantov�y komunika�n�y kan�al nazvemebezpam�at'ov�y. Znamen�a to, �ze stav na koni prenosu nebude v entanglovanom stave, t.j. komunika�n�ykan�al skuto�ne p^osob�� na ka�zd�e p��smeno zvl�a�st' (t.j. lok�alne).Dek�odovanie v tomto pr��pade je ur�en�e POVM meran��m na elom priestore H
n. Tak�eto meraniem^o�ze byt' vo v�seobenosti optim�alnej�sie v zmysle lep�sieho ur�enia spr�avy ~k z tohto glob�alneho mera-nia, ne�z osobitn�ymi meraniami na ka�zdom p��smene spr�avy.Inform�aia pri prenose spr�avy d�l�zky n je dan�a vzt'ahom analogik�ym ako (10)In(�;X) =X~k;~l �~kTr(W~kX~l) log Tr(W~kX~l)P~q �~qTr(W~lX~q)! ; (11)kde �~k je k�odovanie na vstupn�yh spr�avah a X ozna�uje POVM meranie na v�ystupn�yh stavohW~k kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala. Tieto stavy predstavuj�u spr�avy zlo�zen�e z n p��smen, a akdimZ = d, tak s�u stavmi z dn-rozmern�eho Hilbertovho priestoru.5.1 De�n��ia kapaityKapaitu kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala zade�nujeme podobne ako v klasikej te�orii (8) akostredn�y po�et prenesen�yh bitov na jedno prenesen�e p��smeno. V podstate ide op�at' o stredovanieprenesenej inform�aie ez d�l�zky spr�av. TedaC = limn!1 1n sup�;X In(�;X); (12)kde In je mno�zstvo prenesenej inform�aie pri posielan�� spr�avy d�l�zky n (11). Supr�emum je roben�e ezv�setky mo�zn�e POVM merania a v�setky mo�zn�e k�odovania.Po���tat' kapaitu priamo z tejto de�n��ie je dost' zlo�zit�e. Preto si uvedieme jednoduh�s�� vzt'ahC = max� hS(X�kWk)�X�kS(Wk)i ; (13)kde stavy Wk tvoria v�ystupn�u abeedu.V tomto vzt'ahu u�z v^obe netreba uva�zovat' POVM merania na v�ystupn�yh stavoh. Samotn�yd^okaz ekvivalenie t�yhto dvoh vyjadren�� pre kapaitu kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala bol podan�yA.S.Holevom. Dovtedy bol tento v�yraz uv�adzan�y iba ako horn�e ohrani�enie pre kapaitu. Holevodok�azal aj opa�n�u nerovnost'. 10



D^okaz opa�nej nerovnoti je zalo�zen�y na tzv. k�odovaej teor�eme. T�ato teor�ema hovor��, �ze pravde-podobnost' hyby pri prenose ez komunika�n�y kan�al kles�a s po�tom n prenesen�yh p��smen ako2�nC+Æ, kde C je pr�ave kapaita komunika�n�eho kan�ala de�novan�a ez Shannonovu inform�aiu.Holevo uk�azal, �ze pre bezpam�at'ov�y komunika�n�y kan�al vzt'ah (13) sp�l�na t�uto teor�emu.Niektor�� autori ber�u (13) za de�ni�n�y vzt'ah pre kapaitu. My budeme v d'al'�som tie�z praovat's t�ymto vyjadren��m pre kapaitu kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala.5.2 Pr��pad v�seobenej bin�arnej abeedyTeraz spo���tame kapaitu ide�alneho kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala pre l'ubovol'n�u bin�arnu abeedu.Vieme, �ze v�seoben�y stav dvojdimenzion�alneho Hilbertovho priestoru sa d�a zap��sat' v nasledovnomtvare %(~m) = 12(1+ ~m:~�):Bin�arna abeeda bude teda jednozna�ne ur�en�a dvomi vektormi ~m; ~n, ktor�yh norma nie je v�a��siaako jedna. Kapaita (13) potom bude rovn�aC = max�1 [S(%)� �1S(%(~m))� �2S(%(~n))℄;kde �2 = 1� �1 a % = �1%(~m) + �2%(~n):Vlastn�e hodnoty matie hustoty %(~m) s�u �� = (1� j~mj)=2 a entropia tak�ehoto stavu je potomS(j~mj) = 1� 12[(1 + j~mj) log(1 + j~mj) + (1� j~mj) log(1� j~mj)℄; (14)kde sme pre jednoduhost' z�apisu S(%(~m)) ozna�ili ako S(j~mj). �Dalej prep���sme matiu hustoty % dotvaru % = �1%(~m) + �2%(~n) = �112(1+ ~m:~�) + �2 12(1+ ~n:~�) == 12(1+ (�1 ~m+ �2~n):~�);odkial' vidno vektor, ktor�y n�am stav % ur�uje.V novom ozna�en�� m^o�zeme teraz kapaitu prep��sat' akoC = max�1 [S(j�1~m + �2~nj)� �1S(j~mj)� �2S(j~nj)℄: (15)Ost�ava u�z iba ur�it' optim�alne k�odovanie, t.j. optim�alnu hodnotu �1. Zderivovan��m (15) podl'a�1 dostaneme�C�� = S(j~nj)� S(j~mj)� 12 (�(m2 + n2 � 2mn os�) +mn os�� n2j�~m + (1� �)~nj log 1 + j�~m+ (1 � �)~nj1� j�~m+ (1 � �)~nj) ;kde sme polo�zili �1 = �, j~mj = m, j~nj = n a � je uhol, ktor�y zvieraj�u vektory ~m a ~n. Pre konkr�etnedva stavy ur�en�e vektormi ~m a ~n by sme vedeli optim�alne k�odovanie � n�ajst'. Vo v�seobenosti tov�sak ur�it' nevieme, lebo ide o transendentn�u rovniu.5.3 �Spei�alne bin�arne abeedyUva�zujme, �ze Alia pripravuje stavy vstupnej abeedy unit�arnymi oper�aiami p^osobiaimi na nejak�y�xn�y stav, t.j. stavy, ktor�e vstupuj�u do komunika�n�eho kan�ala maj�u rovnak�u entropiu. Ked'�ze jeentropia, v pr��pade stavov z dvojrozmern�eho Hilbertovho priestoru, ur�en�a jednozna�ne vel'kost'ou11

vektora, ktor�y tento stav zad�ava, tak pre takto generovan�e p��smen�a j~mj = j~nj = m. Ak si uvedom��me,�ze v tomto pr��pade plat�� j�~m+ (1� �)~nj = mq1 + 2(1� os�)(�2 � �);tak podmienka extr�emu kapaity, t.j. �C�� = 0, prejde na rovniu�12 m(2� � 1)(1� os�)p1 + 2(1 � os�)(�2 � �) log 1 +mp1 + 2(1 � os�)(�2 � �)1�mp1 + 2(1 � os�)(�2 � �) = 0;�o nast�ava v pr��pade3, ak � = 1=2. Ak m = 0, tak kapaita je nulov�a, lebo v tomto pr��pade jeabeeda tvoren�a �uplnou zmesou, t.j. iba jedn�ym p��smenom. V pr��pade os� = 1 to znamen�a, �zeuhol medzi vektormi je nulov�y, t.j. ide o tie ist�e vektory, a teda aj stavy, ktor�e ur�uj�u, s�u rovnak�e.Pre kapaitu op�at' plat�� C = 0.Kapaita sa d�a v tomto pr��pade (j~mj = j~nj = m) s uv�a�zen��m � = 1=2 vyjadrit' nasledovneC = S(mq(1 + os�)=2)� S(m): (16)Pre konkr�etne m je kapaita iba funkiou uhlu � medzi vektormi ur�uj�uimi stavy. Minim�alnahodnota kapaity je pre uhol � = 0, kedy C = S(m) � S(m) = 0: Maximum kapaita nadob�uda prehodnotu uhla � = 180Æ, kedy je os� = �1, t.j.C = S(0)� S(m) = log 2 � S(m) = 1 � S(m);kde S(m) je dan�e vzt'ahom (14).Ak polo�z��me j�j2 = (1 +m)=2 a j�j2 = (1�m)=2; tak vstupn�a abeeda je tvoren�a stavmi, ktor�emaj�u vo vhodnej b�aze tvar W1 = j�j2j0ih0j+ j�j2j1ih1jW2 = j�j2j0ih0j+ j�j2j1ih1j (17)Kapaita pri takejto vol'be abeedy je potomC = 1 + j�j2 log j�j2 + j�j2 log j�j2: (18)V limite pre �ist�e stavy (m = 1, t.j. � = 1) abeedu tvoria ortogon�alne stavy a C = 1.5.4 Pauliho kvantov�y komunika�n�y kan�alZa�nime de�n��iou Pauliho kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala na vstupn�y stav %k%k ! %0k = (1� p)%k + px�x%k�x + py�y%k�y + pz�z%k�z; (19)kde p = px + py + pz.Najprv si uk�a�zme, �ze tento komunika�n�y kan�al je skuto�ne superoper�atorom. Zo z�apisu (19) l'ahkovidno �styri oper�atory vystupuj�ue v Krausovej reprezent�aii, a s��e p1� p1,ppx�x,ppy�y,ppz�z.Vyu�zit��m �+l �l = �2l = 1 pre l = x; y; z; over��me Krausovu normaliza�n�u podmienku, t.j.X� A+�A� = (1 � p + px + py + pz)1 = 1:3v pr��pade, �ze je pod odmoninou nula, tak s��e dost�avame log 1 = 0, ale t�ato odmonina n�am vystupuje aj vmenovateli pred logaritmom 12



Vidno teda, �ze Pauliho kan�al je superoper�atorom.P^osobenia jednotliv�yh Krausov�yh oper�atorov, t.j. �-mat��, interpretujeme ako hyby, ktor�epo�as prenosu nast�avaj�u.� oto�enie bitu �x : j0i ! j1ij1i ! j0i� zmena f�azy �z : j0i ! j0ij1i ! �j1i� kombin�aia obidvoh �y : j0i ! ij1ij1i ! �ij0iJeho p^osobenie na vstupn�y stav v tvare%(~m) = 12(1+ ~m:~�)vyzer�a nasledovne %0 = (1� p)12(1+ ~m:~�) +X� p��� 12(1+ ~m:~�)�� == 12(1+ ~m0:~�);kde ~m0 = ((1� 2(py + pz))mx; (1� 2(px + pz))my; (1� 2(px + py))mz) (20)Vidno, �ze pre px = py = pz = 1=4, dost�avame pre l'ubovol'n�y vstupn�y stav na koni komunika�n�ehokan�ala �upln�u zmes 121, �o znamen�a, �ze nem�ame �ziadnu �sanu ur�it' stav na vstupe, a teda neprene-sieme v tomto pr��pade �ziadnu inform�aiu. V pr��pade, �ze px = py = pz = p=3 = q, tak�yto komunika�n�ykan�al naz�yvame depolariza�n�y a ~m0 = (1� 4q)~m.Pri v�ypo�te kapaity m^o�zeme pou�zit' v�ysledky z predh�adzaj�uej �asti. Ak na vstupe m�ame dvastavy ur�en�e vektormi ~m; ~n, tak na v�ystupe Pauliho kan�ala m�ame stavy ~m0; ~n0 ur�en�e rovniou (20).Ak Alia k�oduje unit�arnymi oper�aiami, t.j. generuje stavy s rovnakou entropiou, tak stavy na konivo v�seobenosti u�z rovnak�u entropiu (14) mat' nemusia. Pr�ave iba v pr��pade depolariza�n�eho kan�alabude entropia stavov na v�ystupe rovnak�a, aj ked' men�sia ako na za�iatku. Kapaitu Pauliho kan�alav takomto pr��pade m�ame ur�en�u vzt'ahom (16).6 Entanglovanie a prenos inform�aie6.1 EPR paradoxAk sa syst�em sklad�a z podsyst�emov (zlo�zen�y syst�em), H = H1 
 : : : 
 Hd, a jeho stav %H sa d�azap��sat' ako v�ahovan�y kart�ezsky s�u�in stavov jednotliv�yh podsyst�emov, t.j.%H =Xk pk%kH1 
 : : :
 %kHd ;tak tento stav %H naz�yvame separabiln�y. Povieme, �ze stav je entanglovan�y, ak nie je separabiln�y.Lok�alnym unit�arnym oper�atorom nazveme unit�arny oper�ator p^osobiai iba na jednom z podsyst�emovel�eho syst�emu, a ktor�y sa na ostatn�yh podsyst�emoh hov�a ako jednotkov�y oper�ator. Tak�ytounit�arny oper�ator nijako nemen�� stavy na ostatn�yh podsyst�emoh. Analogiky lok�alnym meran��m13

nazveme meranie uskuto�nen�e iba na jednom podsyst�eme, ktor�e matemetiky opisujeme samozdru-�zen�ym oper�atorom, ktor�y sa na ostatn�yh podsyst�emoh spr�ava ako jednotkov�y oper�ator.Entanglovan�e stavy sa asi dostali po prv�ykr�at do pozornosti vd'aka EPR4 paradoxu. Uva�zujmedvoj�astiov�y syst�em v entanglovanom stavej�+iAB = 1p2(j00i+ j11i);kde ka�zd�y zo syst�emov A,B je dvojstavov�y. Stavy na jednotliv�yh podsyst�emoh s�u v pr��padeuva�zovan�eho stavu matie hustoty 121, �o s�u maxim�alne zmesi v zmysle, �ze pre ka�zd�e ortogon�alnemeranie na podsyst�eme s�u v�setky v�ysledky rovnako v�ahovan�e, leboTr(%Ea) = 12Tr(Ea) = 12 :Tak�yto �ist�y stav, pre ktor�y plat��, �ze stavy podsyst�emov s�u maxim�alne zmesi, naz�yvame maxim�alneentanglovan�y.Neh z nejak�eho miesta C sa entanglovan�e �astie v stave j i po�sl�u jedna (syst�em A) na miesto Aa druh�a (syst�em B) na miesto B (6=A). V t�yhto miestah neh prebieha meranie. V�ysledky merania�z na A a na B bud�u �uplne korelovan�e, t.j ak A nameria spin hore, tak aj B nameria spin hore (akmeria spin v tom istom smere). Teda A m^o�ze s ur�itost'ou predpovedat' v�ysledok tohto merania naB bez merania na tomto syst�eme. A tu vznikol EPR paradox.Zmeran��m spinu pozd�l�z osi z ur���me hodnotu spinu aj na B, podobne aj pre meranie v nejakominom smere, napr. x, ur���me hodnotu spinu B aj v tomto smere. Podl'a Einsteina, ak vieme prediko-vat' s ur�itost'ou hodnotu fyzik�alnej veli�iny bez naru�senia syst�emu, tak existuje element fyzik�alnejreality, ktor�y zodpoved�a tejto hodnote, t.j. syst�em je v stave, ktor�y m�a t�uto hodnotu. Vlastnost'znalosti stavu syst�emu B po meran�� na A podl'a EPR nar�u�sa prin��p Einsteinovej lok�alnosti, t.j.hypot�ezy, �ze pre dva priestorovo separovan�e syst�emy akia roben�a na A nem^o�ze okam�zite menit' opissyst�emu B. V na�som pr��pade by potom mal mat' syst�em B dopredu ur�en�e v�setky hodnoty v�setk�yhmo�zn�yh meran�� priemetov spinu, �o v kvantovej te�orii nie je mo�zn�e. Toto viedlo EPR k tomu, �zeopis syst�emu vlnovou funkiou nie je �upln�y, lebo �upln�a te�oria by podl'a EPR mala sp�l�nat' Einsteinovulok�alnost'. EPR navrhli existeniu parametrov syst�emu, ktor�e my s��e zat'ial' nepozn�ame a neviemeur�it', ale ktor�yh znalost' by n�am jednozna�ne a deterministiky ur�ovala v�ysledky meran��, akosme zvyknut�� v klasikej mehanike. Tak�uto te�oriu, ktor�a by u�z vyhovovala Einsteinovej lok�alnosti,naz�yvame te�oriou so skryt�ymi parametrami.Ot�azkou zostala existenia te�orie so skryt�ymi parametrami, ktor�a by bola lok�alna a reproduko-vala by v�ysledky kvantovej te�orie, ak by sme vedeli aspo�n pravdepodobnostn�u distrib�uiu t�yhtoparametrov (aj ked' pri presnej znalosti hodn^ot parametrov by ur�ovala presne ka�zd�y v�ysledok mera-nia, t.j. bola by te�oriou deterministikou).Odpoved' na�siel a�z Bell, ktor�y zostrojil triedu te�ori�� so skryt�ymi lok�alnymi parametrami (tedaklasik�u te�oriu) a odvodil tzv. Bellove nerovnosti, ktor�e by mala ka�zd�a tak�ato te�oria sp�l�nat'. Tietonerovnosti v^obe nepotrebuj�u existeniu kvantovej te�orie a daj�u sa merat' experiment�alne. Pr�aveexperiment v ist�yh pr��padoh potvrdzuje naru�senie t�yhto nerovnost�� a toto naru�senie je v zhodes predpoved'ami kvantovej te�orie. D�a sa uk�azat', �ze vd'aka Gleasonovmu teor�emu, ktor�y plat�� predimenzie v�a��sie alebo rovn�e trom, tak�eto te�orie so skryt�ymi parametrami neopisuj�u v�setky javykvantovej mehaniky, lebo existuj�u stavy syst�emov, ktor�e nar�u�saj�u Bellove nerovnosti. Experimentteda vyvr�atil Einsteinovu hypot�ezu o lok�alnom opise pr��rody. Poznamenajme, �ze pre dimenziu rovn�udvom je tak�ato te�oria so skryt�ymi parametrami mo�zn�a.4Einstein-Podolsky-Rosen 14



6.2 Miery entanglovaniaDva syst�emy v entanglovanom stave nemusia byt' navz�ajom rovnako silne korelovan�e. Uva�zujmeteraz trohu v�seobenej�s�� stav j iAB = �j00i+ �j11i;ktor�y je entanglovan�y, akk � 6= 0 alebo � 6= 1. Ak p^ojdeme s �! 0 alebo �! 1, tak entanglovan�ystav preh�adza na stav separabiln�y. Matie hustoty na syst�eme A a B s�u op�at' rovnak�e%A = %B = j�j2j0ih0j+ j�j2j1ih1j;a teda j AB nie je, ak � 6= �, maxim�alne entanglovan�y. Existuje nejak�y rozdiel medzi tak�ymtostavom a stavom maxim�alne entanglovan�ym?Tento rozdiel by malo byt' vidiet' v situ�aiah, kde je entanglovanie podstatn�e, ako napr��kladpri Bellovyh nerovnostiah, kvantovej teleport�aii, alebo pri hustom kvantovom k�odovan��(vid' nasle-duj�ue �asti). Vo v�seobenosti nie v�setky entanglovan�e stavy nar�u�saj�u Bellove nerovnosti, t.j. t�atovlastnost' nie je dobr�ym krit�eriom pri ur�ovan�� mno�zstva entanglovania. Niektor�e entanglovan�e stavytoti�z nie s�u v zmysle nar�u�sania Bellovyh nerovnost�� odl���sitel'n�e od separabiln�yh, ktor�e nikdy tietonerovnosti nenar�u�saj�u.Vyh�adzaj�u z kvantovej teleport�aie, pri ktorej separabiln�e stavy nem^o�zu byt' pou�zit�e, V.Vedrala M.B.Plenio zade�novali mieru entanglovania ako re�alnu funkiu na mno�zine stavov S, pre ktor�uplat��E1.E(�)=0 akk � 2 S je separabiln�y stav.E2.E(�)=E(UA 
 UB�U+A 
 U+B), t.j. lok�alne unit�arne transform�aie neh�avaj�u mieru E(�) invari-antn�u.E3.Entanglovanie nem^o�ze narastat' pri proed�ure zlo�zenej z lok�alneho zov�seobenen�eho merania(POVM), z v�ymeny inform�aie o meran�� ez klasik�y komunika�n�y kan�al a z vhodnej lok�alnejunit�arnej oper�aie. Proed�ura je spolu op��san�a oper�atormi Vk = Ak 
 Bk, pre ktor�e PkV+k Vk = 1.Podmienka nenarastania mno�zstva entanglovania m�a tvarXTr(�k)E(�k=Tr(�k)) � E(�);kde �k = Vk�V +k .E4.Pre dva p�ary entanglovan�yh �ast�� v stavoh �1 a �2 plat��E(�1 
 �2) = E(�1) + E(�2):Uved'me konkr�etne pr��klady niektor�yh mier entanglovania:� entropia entanglovaniaEv(j iABh j) = S(TrA(j iABh j)) = S(TrB(j iABh j))T�ato miera je vhodn�a pre �ist�e stavy dvojzlo�zkov�yh syst�emov. Pre zmesi by aj v separabilnompr��pade bola t�ato miera nenulov�a, �o je v spore s podmienkou E1. Niektor�� autori po�zaduj�u odmiery entanglovania, aby v limite pre �ist�e stavy preh�adzala na entropiu entanglovania. Pr��klady,ktor�e si uvedieme t�uto vlastnost' sp�l�naj�u.� relat��vna entropia entanglovania ER(�) = min%2D S(�jj%)kde D je mno�zina v�setk�yh neentanglovan�yh stavov.�entanglovanie formovania Ef (%AB) = minXk pkEv(j kiABh kj);15

kde minimum berieme ez v�setky rozklady %AB na �ist�e stavy, t.j. %AB =Pk pkj kiABh kj.St�ale je otvorenou ot�azkou n�ajst' \dobr�u" mieru entanglovania, ktor�a by bola mierou aj pre zmesi,a s�u�asne by bola aj l'ahko spo���tatel'n�a. Je ot�azne, �i tak�a miera v^obe existuje.6.3 Kvantov�e superhust�e k�odovanieKvantov�e hust�e k�odovanie je pr��kladom vyu�zitia zvl�a�stnost�� kvantovej te�orie. Vyu�zijeme inform�aiuskryt�u v kvantov�yh korel�aiah medzi vzdialen�ymi syst�emami, t.j. existeniu entanglovan�yh stavov,na prenos klasikej inform�aie.Inform�aiu sa pok�usime pren�a�sat' nasledovnou proed�urou. Neh Alia a Bob5 s�u spojen�� kvan-tov�ym komunika�n�ym kan�alom a zdiel'aj�u spolu dve dvojhladinov�e �astie (qubity). Alia aplikujena svoj qubit jednu zo �styroh l'ubovol'n�yh, ale �xn�yh transform�aii a takto pripraven�y qubit po�slekvantov�ym komunika�n�ym kan�alom Bobovi. V�yberom transform�aie Alia ur�uje posielan�e p��smeno.Bob prijme qubit poslan�y od Alii a prevedie meranie na obidvoh zdiel'an�yh qubitoh. Z v�ysledkumerania sa Bob pok�u�sa ur�it' poslan�e p��smeno. T�uto proed�uru naz�yvame hust�ym k�odovan��m.V pr��pade, ak Bob rob�� merania iba na prijatom qubite, tak vieme, �ze maximum prenesenejinform�aie je jeden bit. Ot�azkou je ako sa zmen�� mno�zstvo prenesenej inform�aie jedn�ym qubi-tom, ak Alia a Bob vyu�zij�u fakt, �ze qubit poslan�y od Alii m^o�ze byt' v entanglovanom stave squbitom Bobov�ym. Hilbertov priestor dvoh qubitov je �stvorrozmern�y, t.j. abeeda m^o�ze byt' tvoren�a�styrmi ortogon�alnymi stavmi a prenesen�a inform�aia m�a v takomto pr��pade maximum log2 4 = 2bity. Ot�azkou je, �i Alia m^o�ze lok�alnymi unit�arnymi oper�aiami na svovom qubite pripravit' �styriortogon�alne stavy, ktor�e by tvorili v�ystupn�u abeedu.Pr��pad, ak zdiel'an�y stav je l'ubovol'n�y, je predmetom tejto diplomovej pr�ae. Teraz si uvedieme�spei�alny pr��pad stavu j iAB = 1p2(j0iA 
 j0iB + j1iA 
 j1iB);ktor�y je maxim�alne entanglovan�y. Budeme predpokladat', �ze kvantov�y komunika�n�y kan�al je trivi�alny,t.j. nijako nep^osob�� na vstupn�e stavy. Uvedieme pr��klad vol'by Aliin�yh lok�alnyh unit�arnyh ope-r�ai��: 1A(nulov�a rot�aia); t:j:�+ ! �+�1(180o rot�aie okolo x); t:j:�+ !  +�2(180o rot�aie okolo y); t:j:�+ !  ��3(180o rot�aie okolo z); t:j:�+ ! ��;kde j��iAC = 1p2(j00i � j11i)j �iAC = 1p2(j01i � j10i); (21)tvoria ortonorm�alny syst�em, a teda b�azu spolo�n�eho Hilbertovho priestoru. To znamen�a, �ze existujeortogon�alne meranie (Bellove meranie), ktor�e �uplne rozli�suje medzi t�ymito stavmi, ktor�e tvoria or-togon�alnu abeedu. Bob preveden��m Bellovho merania z��ska �upln�u inform�aiu o poslanom p��smene,t.j. dva bity inform�aie.M^o�zeme povedat', �ze poslan��m jedn�eho qubitu sa preniesli dva bity klasikej inform�aie. Samo-zrejme, �ze v skuto�nosti sme zaml�ali po�iato�n�e rozposlanie entanglovan�yh qubitov z nejak�ehozdroja, jeden Alii a druh�y Bobovi. Tak�ze qubity v skuto�nosti spolu prejd�u dvakr�at vzdialenost'5�standartn�� experiment�atori v kvantovej te�orii inform�aie16



medzi Aliou a Bobom. Napr��klad m^o�ze byt' zdrojom Alia a posielat' priamo dva entanglovan�equbity, pri�om iba na jednom urobila dan�e lok�alne oper�aie.M^o�ze to byt' aj tak, �ze Alia a Bob boli v minulosti spolu a vtedy previazali svoje qubity, �oznamen�a, �ze qubity sa nepren�a�sali �ziadnym komunika�n�ym kan�alom. A pr�ave o takomto pr��padehovor��me, t.j. ked' sa rozposlanie qubitov nedialo prostredn��tvom n�a�sho kvantov�eho komunika�n�ehokan�ala, a v tomto zmysle hovor��me, �ze poslan��m jedn�eho qubitu ez komunika�n�y kan�al pren�a�samedva bity klasikej inform�aie.Alia a Bob sa v tomto pr��pade v^obe nemusia ob�avat' odpo��uvania. Qubit posielan�y komu-nika�n�ym kan�alom sa toti�z pri ka�zdej vol'be p��smena nah�adza v maxim�alnej zmesi 121. Potenion�alnynaru�sitel' by meran��m na tomto qubite nezistil ni� o pren�a�sanom p��smene. M^o�zeme povedat', �zeBobov qubit sl�u�zi ako kl'�u� k z��skaniu inform�aie. Op��san�y pr��klad sa zvykne naz�yvat'aj superhust�ymk�odovan��m.6.4 Kvantov�a teleport�aiaIde o sp^osob ako preniest' kvantov�y stav pomoou prenosu klasikej inform�aie a lok�alnymi oper�a-iami.Neh Alia m�a stav j iC = aj0iC + bj1iC;ktor�y he poslat' Bobovi, ale s�u od seba vzdialen�y a Alia m^o�ze poslat' iba klasik�u inform�aiu. Nehale obidvaja zdiel'aj�u maxim�alne entanglovan�y stav dvoh qubitov j�+iAB: Alia spoj�� stav j iC s jej�ast'ou entanglovan�eho stavu a na tejto dvojii qubitov sprav�� Bellove meranie, ktor�eho v�ysledkoms�u Bellove stavy (21). Inform�aiu o v�ysledku svojho merania po�sle ez klasik�y komunika�n�y kan�alBobovi (ide o prenos dvoh bitov inform�aie), ktor�y podl'a prijatej spr�avy urob�� na svojom qubite zentanglovan�eho p�aru unit�arne oper�aie podl'a nasleduj�ueho pravidlaj�+iAC ! 1Bj +iAC ! �(B)1j �iAC ! �(B)2j��iAC ! �(B)3a dostane u seba stav j i. T�ato proed�ura sa naz�yva kvantov�a teleport�aia. Zdanlivo je to v rozporez no-loning teor�emom, ale Alia meran��m svoj stav, ktor�y teleportuje Bobovi, zni���.Uk�a�zme si ako to funguje. Rozp���sme si po�iato�n�y stav n�a�sho elkovo troj�astiov�eho syst�emu,kde syst�em teleportovan�eho stavu ozna�me p��smenom Cj iC
 j�+iAB = (aj0iC+ bj1iC)
 1p2(j00i+ j11i)AB = 1p2(aj000i+ aj011i+ bj100i+ bj111i)CAB == 12af(j�+i+ j��i)ACj0iB+(j +i+ j �i)ACj1iBg+ 12bf(j�+i�j��i)ACj1iB+(j +i�j �i)ACj0iBg == 12(j�+iAC(aj0iB+bj1iB)+j +iAC(aj1iB+bj0iB)+j��iAC(aj1iB�bj0iB)+j��iAC(aj0iB�bj1iB)) == 12 j�+iACj iB + 12 j +iAC�1j iB + 12 j �iAC(�i�2)j iB + 12 j��iAC�3j iB;odkial' vidno d^ovod vol'by Bobov�yh oper�aii v z�avislosti od prijatej spr�avy od Alie, resp. Aliinhov�ysledku merania. 17

�Co by sa stalo v pr��pade, �ze by Alia a Bob nezdiel'ali �uplne entanglovan�y stav, alebo by zdiel'aliseparabiln�y stav?V pr��pade separabiln�eho stavu by sme touto proed�urou nijako neovplyvnili stav syst�emu B, ateda by k �ziadnej teleport�aii pr��st' nemohlo. Vlastne v�setky tri syst�emy A,B,C by boli separabiln�ea aj po uroben�� Bellovho merania na A+C, by A+C a B zostali separovan�e.6.5 EPR distrib�uia kl'�u�aPredstavme si, �ze heme poslat' nejak�u spr�avu z miesta odosiel'atel'a A na miesto pr��jemu B aneheme, aby niekto mohol t�uto spr�avu (okrem pr��jemu) pre���tat'. Matematiky je dok�azan�e, �zenajbezpe�ne�sie k�odovanie je pomoou kl'�u�a, ktor�y je rovnako dlh�y ako posielan�a spr�ava. Predstavmesi spr�avu a aj kl'�u� reprezentovan�e ret'azom bitov. Posielan�u spr�avu s t�ymto kl'�u�om bitovo s���tamea v�ysledn�y ret'aze posielame komunika�n�ym kan�alom. Pr��jimatel', ktor�y samozrejme vlastn�� kl'�u�,tie�z bitovo s���ta prijat�u spr�avu s t�ymto kl'�u�om a z��ska tak p^ovodn�u spr�avu. Probl�emom je bezpe�n�erozposlanie kl'�u�a z miesta A na miesto B. Kvantov�a te�oria pon�uka mo�znost' vyu�zitia existenieentanglovan�yh stavov k tzv. EPR distrib�uii kl'�u�a.Odosielatel' a pr��jema obdr�zia dvojhladinov�e �astie (napr. fot�ony), ktor�e s�u v �uplne entan-glovanom stave. Potom neh obidvaja robia na nih merania polariz�ai�� do dvoh r^oznyh smerov.V�ysledkom tak�yhto meran�� je hodnota polariz�aie, t.j. �1. �Castie s�u v stave, �ze merania na A aB s�u v pr��pade, ak obaja meraj�u v tom istom smere, �uplne korelovan�e. Potom si nejak�ym verejn�ymkomunika�n�ym spojen��m (napr. telef�onom) vymenia inform�aiu o smeroh, do ktor�yh meraniapostupne volili. Poznamenajme, �ze si nevymenia v�ysledky svojih meran��. Ak zvolili obaja rovnak�ysmer, tak ih v�ysledky s�u rovnak�e. Ak nie, tak tieto v�ysledky zahadzuj�u. Zost�avaj�ue v�ysledky tvoriapostupnost' n�ul (v�ysledok �1) a jednotiek (1), t.j. tvoria prenesen�y kl'�u�.7 Hust�e k�odovanie pre nemaxim�alne entanglovan�e stavy7.1 Ide�alny komunuika�n�y kan�al7.1.1 �Cist�e stavyZ pr��kladu superhust�eho k�odovania vieme, �ze situ�aia sa trohu skomplikuje v pr��pade, ak qubitvstupuj�ui do kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala je v entanglovanom stave so syst�emom prij��matel'a.Komunika�n�ym kan�alom sa pren�a�sa iba jeden qubit, ktor�y je z dvojrozmern�eho kvantov�eho syst�emu,ale vstupn�a aj v�ystupn�a abeeda s�u �stvorrozmern�e Hilbertove priestory. Vstupn�u abeedu tvoriaAliine lok�alne unit�arne transform�aie pomoou ktor�yh k�oduje. Na v�ystupe Bob rob�� meranie(dek�oduje) na svojom a prijatom qubite od Alii. Bob vlastne vyu�z��va svoj qubit ako kl'�u� kroz�sifrovaniu spr�avy. Doteraz pren�a�sal komunika�n�y kan�al ka�zd�e p��smeno zvl�a�st'. V tomto pr��padeakoby pren�a�sal jedn�ym p��smenom p��smen�a dve. Komunbika�n�y kan�al v tomto pr��pade uva�zujeme vnasledovnom tvare BINARY CHANNEL
NOTHING:Teraz sa pozrieme na pr��pad nie �uplne entanglovan�yh �ist�yh stavov, t.j. nesuperhust�eho k�odovania.Zo Shmidtovej dekompoz��ie vypl�yva, �ze �ist�y stav dvojzlo�zkov�eho syst�emu, ktor�eho podsyst�emy s�udvojdimenzion�alne Hilbertove priestory, sa d�a zap��sat' v nasledovnom tvarej 0iAB = �j0iA 
 j�0iB + �j1iA 
 j�1iB;kde h�1j�0i = 0 a j�j2 + j�j2 = 1. Pre jednoduhost' budeme v d'al'�som ozna�ovat'j0iB = j�0iB18



j1iB = j�1iBOt�azkou je optim�alna vol'ba Aliin�yh oper�aii. Vyu�zijeme znalost' rie�senia pre pr��pad super-hust�eho k�odovania. Ide o limitu j�j = j�j, ktor�u budeme naz�yvat' Bellovou limitou. V tejto limite s�uvygenerovan�e stavy (p��smen�a abeedy) navz�ajom ortogon�alne. Ak�e lok�alne unit�arne transform�aiesp�l�naj�u t�uto limitu? Poznamenajme, �ze hl'ad�ame lok�alne unit�arne transform�aie, ktor�e nez�avisia navstupnom stave j i. V nasleduj�uom budeme t�uto �ulohu rie�sit'.V�seoben�a lok�alna unit�arna transform�aia na dvojdimenzion�alnom priestore je vyjadren�a matiouzo �stvorparametrikej grupy U(2) a m�a tvarUk = eiqk(os k1+ i sin k( ~nk:~�)); (22)kde ~nk = (sin �k os�k; sin �k sin�k; os �k) je jednotkov�y vektor okolo ktor�eho rotujeme o uhol  k6.�Ulohou je n�ajst' �styri lok�alne unit�arne transform�aie Uk 
 1, ktor�ymi zo stavu j 0i dostaneme�styri stavy j ki = Uk 
 1j 0i, pre ktor�e plat��jh kj jij2 == jh 0jU+k Uj j 0ij2 = j j�j2h0jU+k Uj j0i+ j�j2h1jU+k Uj j1ij2 == j j�j2(Wkj)00 + j�j2j2(Wkj)11j2; (23)kde Wkj = U+k Uj ;�o pri neuva�zovan�� f�azov�eho faktoru eipk v (22) d�avaWkj = 1(os k os j + ~nk: ~nj sin k sin j) + i~�:(sin k sin j( ~nk � ~nj)� sin k os j ~nk + sin j os k ~nj);kde sme vyu�zili vzt'ah �k�j = Ækj1+ i"kjl�l:Z (23) vidno, �ze n�am sta�ia iba diagon�alne elementy Wkj a teda sa zo �-mat�� uplatn�� iba �3,lebo iba t�a m�a nenulov�e diagon�alne elementy. Takisto n�am sta��� vediet' len z-ov�e zlo�zky vektorov~nk; ~nj; ( ~nk � ~nj):Pri ozna�en�� akj = os k os j + ~nk: ~nj sin k sin jbkj = sin k sin j( ~nk � ~nj)z � sin k os j( ~nk)z + sin j os k( ~nj)z;kde ~nk ~nj = os �k os �j + sin �k sin �j os(�j � �k)( ~nk � ~nj)z = sin �k sin �j sin(�j � �k);plat�� (Wkj)00 = akj + ibkj(Wkj)11 = akj � ibkj :Potom z (23) dostanemej j�j2(akj + ibkj) + j�j2(akj � ibkj)j2 = (akj � ibkj(j�j2 � j�j2))(akj + ibkj(j�j2 � j�j2))t.j. jh kj jij2 = a2kj + b2kj(j�j2 � j�j2)2: (24)6 ozna�ujeme aj stav, aj uhol, ale z kontextu by malo byt' v�zdy jasn�e, o ktor�y v�yznam ide19

Jednu z transform�ai�� vyberieme ako trivi�alnu, t.j. U0 = 1A. Dosaden��m do (24) dostaneme vzt'ahmedzi p^ovodn�ym stavom a stavmi z��skan�ymi oper�aiami pre k = 1; 2; 3jh 0j kij2 = os2  k + sin2  k os2 �k(j�j2 � j�j2)2: (25)Vyu�zijeme Bellovu limitu, v ktorej s�u tieto rovnie nulov�e. Nutne mus�� platit'os2  k = 0akj = 0t.j.  k = ��2 odkial' vypl�yva, �ze j sin kj = 1. Ak toto dosad��me do akj , tak nutne ~nk: ~nj = 0, t.j.smery, okolo ktor�ah rotujeme o uhol  k = ��2 , s�u na seba kolm�e. Zhr�nme si podmienky, ktor�e musiabyt' splnen�e, ak plat�� limita Bellov�yh stavov k = ��2 (26)~nk: ~nj = Ækj : (27)Na�sli sme teda lok�alne unit�arne transform�aie f1A; ~nk :~�g, kde k=1,2,3 a nk tvoria ortonorm�alnub�azu re�alneho trojrozmern�eho priestoru. Tieto transform�aie maj�u jednu zauj��mav�u vlastnost'. Prip^osoben�� t�ymito transform�aiami na niektor�y stav j ki pre k=1,2,3, dostaneme~nj :~�j ki = ( ~nj:~�)( ~nk:~�)j 0i = Æjk1+ i( ~nj � ~nk):~�j 0inejak�y in�y stav z abeedy. To znamen�a, �ze na�sa abeeda j ii je invariantn�a vzhl'adom k t�ymtotransform�aiam. Trivi�alna transform�aia samozrejme stav nemen��, a teda, a�z na f�azov�y faktor, s�una�se stavy navz�ajom spojen�e t�ymito �styrmi transform�aiami.Ked'�ze tieto transform�aie s�u unit�arne, tak po ih aplik�aii na  0 dost�avame�styri �ist�e stavy. Pripo���tan�� kapaity (13) pre tak�eto stavy op�at' sta��� spo���tat' entropiu zmesi t�yhto stavov s rovnakouv�ahou �k = 1=4, t.j. matiu hustoty% = 14Xk %i = 14Xk Uk 
 1j 0ih 0jU+k 
 1; (28)kde Uk = ~nk:~�pre k = 1; 2; 3U0 = 1: (29)Matia hustoty, ktorej entropiu treba spo���tat' m�a tvar14 0BBB� j�j2(1 +Pk nzk:nzk) j�j2Pk nzk(nxk � inyk) ���Pk nzk(nxk + inyk) ���(1�Pk nzk:nzk)j�j2Pk nzk(nxk + inyk) j�j2Pk(nyk:nyk + nxk :nxk) ���Pk(nxk + inyk)(nxk + inyk) ���Pk nzk(nxk � inyk)���Pk nzk(nxk � inyk) ���Pk(nxk � inyk)(nxk � inyk) j�j2Pk(nyk :nyk + nxk :nxk) j�j2Pk nzk(nxk + inyk)���(1 �Pk nzk:nzk) ���Pk nzk(nxk + nyk) j�j2Pk nzk(nxk � inyk) j�j2(1 +Pk nzk:nzk) 1CCCAkde njk je j-ta komponenta vektora nk. Tieto vektory tvoria �upln�y ortonorm�alny syst�em, t.j. plat�� ajpodmienka �uplnosti Xk njknlk = Æjl;20



kde j; l = x; y; z. Po dosaden�� tejto vlastnosti do matie dostaneme diagon�alnu matiu% = 0BBBB� j�j22 0 0 00 j�j22 0 00 0 j�j22 00 0 0 j�j22 1CCCCA (30)z ktorej pre kapaitu kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala dost�avameC = 1� j�j2 log j�j2 � j�j2 log j�j2 = 1� S(%A); (31)kde %A = TrB(j 0ih 0j). Dostali sme teda el�u triedu transform�aii ur�uj�uih vstupn�e abeedy,pre ktor�e je kapaita ide�alneho kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala rovnak�a. Poznamenajme, �ze na�setransform�aie d�avaj�u stavy, ktor�e rozkladaj�u t�u ist�u matiu hustoty s tou istou v�ahou pre ka�zd�y stav.Vlastnost', �ze transform�aie (29) d�avaj�u vektory, medzi ktor�ymi sa m^o�zeme pohybovat' iba pomo-ou t�yhto transform�ai��, sa t�yka �uplne v�setk�yh stavov (aj mat�� hustoty). P^osoben��m transform�ai��Uj na stavoh %k = Uk%0U+k dost�avame op�at' iba stav z tejto mno�ziny, t.j. t�ato mno�zina je vzhl'adomk t�ymto transform�aiam invariantn�a. Tak�uto mno�zinu m^o�zeme pris�udit' l'ubovol'n�emu stavu %0.P^ovod tejto vlastnosti je v platnosti vzt'ahu UkUj = i"lkjUl; ktor�y nem�a ni� spolo�n�e s nejak�ymkonkr�etnym stavom.Na z�aver tejto kapitoly e�ste uvedieme dva �spei�alne pr��pady �stvorie transform�aii. Uvid��me,�ze �strukt�ura abeied stavov z��skan�yh po aplikovan�� t�yhto transform�ai�� na stav j 0i = 1p2(�j00i+�j11i) je r^ozna. Jedna abeeda bude generovan�a �-matiami de�novan�ymi vzhl'adom k b�aze fj0iA; j1iAg.Druh�a skupina transform�ai�� je zvolen�a tak, aby vo vzt'ahoh (24) a (25) bolo minimum, ktor�e budenavia rovnak�e. To znamen�a, �ze hl'ad�ame transform�aie, ktor�e d�avaj�u navz�ajom rovnako vzdialen�u�stvoriu stavov.�Strukt�ura stavov pre pr��pad j�0i = j 0i; j�ki = �k 
 1j 0i plat��jh�kj�jij2 = 8><>: 1 ak k = j42 ak kj = 01; 10; 23; 320 inak (32)A v pr��pade minim�alnyh vzdialenost�� s�u hl'adan�e lok�alne transform�aie ur�en�e vektormi~n1 = (r23 ; 0;r13)~n2 = (�r16 ; p22 ;r13) (33)~n3 = (r16 ; p22 ;�r13):a plat�� jh kj jij2 = ( 1 ak k = j1342 ak k 6= j; (34)kde j ki = ~nk:~� 
 1j 0i a 4 = jj�j2 � j�j2j:
21

7.1.2 ZmesiPok�usme sa zov�seobenit' v�ysledky aj na zmesi. Op�at' vyjdeme z jedn�eho stavu %0, na ktor�y Aliap^osob�� �styrmi unit�arnymi oper�aiami a generuje tak �styri p��smen�a abeedy. Ka�zd�u zmes viemevyjadrit' ako konvexn�u kombin�aiu �ist�yh ortogon�alnyh stavov, t.j. v diagon�alnom tvare%0 = 4Xk=1�kj 0kih 0kj: (35)Ka�zd�y �ist�y stav j 0ki dvojzlo�zkov�eho syst�emu vieme vyjadrit' v Shmidtovej b�aze (Shmidtovejdekompoz��ii). Ot�azkou je, �i pre navz�ajom kolm�e vektory existuje t�a ist�a Shmidtova b�aza. Vy-jadrime jeden z vektorov v Shmidtovej b�azej 01i = �j0iAj0iB + �j1iAj1iB:Teraz sa pozrime, ako by mali vyzerat' zvy�sn�e vektory v tejto Shmidtovej b�aze. Shmidtova dekom-poz��ia je unit�arna transform�aia, a teda aj v Shmidtovej b�aze musia byt' v�setky vektory navz�ajomkolm�e, t.j. jeden z nih (ozna�me ho indexom k = 2) mus�� mat' tvarj 02i = ��j0iAj0iB � ��j1iAj1iBa zvy�sn�e dva j 03i = j0iAj1iB + Æj1iAj0iBj 04i = Æ�j0iAj1iB � �j1iAj0iB:Vidno, �ze ka�zd�y z nih je zap��san�y v Shmidtovej dekompoz��ii v tej istej b�aze, �o sme heli.Teraz na takto zap��san�u zmes pou�zijeme lok�alne unit�arne transform�aie Uj = ~nj~� 
 1, ���mdostaneme �styri stavy %j = Uj%0U+j . Na v�ypo�et kapaity pre takto z��skan�u abeedu vyu�zijemeznalosti z predo�slej �asti tejto kapitoly. Zr�atajme najsk^or S(%j). Ked'�ze na�se transform�aie s�uunit�arne, tak entropia v�setk�yh je rovnak�a a druh�y �len v (13) je rovn�yS(%0) = �Xk �k log �k:V d'al'�som spo���tame entropiu stavu% = 14 3Xj=0Uj%0U+j = 14 3Xj=0Uj  4Xk=1�kj 0kih 0kj!U+j ;�o vd'aka linearite Uj m^o�zeme prep��sat' na% = 4Xk=1�k 14 3Xj=0Uj j 0kih 0kjU+j :V�yraz 14 3Xj=0Uj j 0kih 0kjU+jje pre ka�zd�e k = 1; 2; 3; 4; zhodn�y s (28). Pr�ave teraz vyu�zijeme, �ze z�apis na�sih stavov je v Shmid-tovej b�aze, lebo to bola podmienka, z ktorej sme vyh�adzali pri v�ypo�toh d'alej. Poznamenajme,�ze t�ato podmienka nijako neobmedzuje triedu stavov, ktor�e m^o�zeme uva�zovat', lebo pre ka�zd�y �ist�ystav existuje z�apis v Shmidtovej b�aze. V�ysledkom z predo�slej �asti tejto kapitoly je fakt, �ze el�y22



tak�yto v�yraz je diagon�alny v Shmidtovej b�aze a ak k tomu prid�ame, �ze pre v�setky k = 1; 2; 3; 4 s�uv tej istej Shmidtovej b�aze, tak pr��deme k tomu, �ze el�e % je diagon�alne v jednej b�aze, a teda nie japrobl�em spo���tat' entropiu tak�ehoto stavu. Matia % m�a tvar% = 12(j�j2�1 + j�j2�2 + jj2�3 + jÆj2�4)(j00ih00j + j10ih10j)++12(j�j2�2 + j�j2�1 + jj2�4 + jÆj2�3)(j01ih01j + j11ih11j):Ost�ava u�z iba ur�it' �; �; ; Æ pre nejak�e konkr�etne %0, pri�om plat�� j�j2 + j�j2 = jj2 + jÆj2 = 1: Pretak�uto abeedu je kapaita ide�alneho kvantov�eho komunika�n�eho kan�alaC =Xk �k log �k + 1� x logx� y log y; (36)kde x = j�j2(�1 � �2) + jj2(�3 � �4) + �2 + �4y = j�j2(�2 � �1) + jj2(�4 � �3) + �1 + �3: (37)Ak si uvedom��me, �ze plat�� %A = TrB(%AB) =  x 00 y ! ;tak kapaitu m^o�zeme vyjadrit' nasledovn�ym vzt'ahomC = 1 + S(%A)� S(%AB): (38)V�simnime si niektor�e �spei�alne pr��pady. Ak �k = 1=4, tak kapaita C = 0, �o je pohopitel'n�e,lebo v tomto pr��pade stav %0 a t�ym aj v�setky ostatn�e p��smen�a abeedy s�u �upln�yni zmesami. Uv�a�zmepr��pad �ist�eho stavu, t.j. napr��klad pre �1 = 1 a ostatn�e �k = 0 pre k = 2; 3; 4. V tomto pr��padedostaneme vzt'ah zhodn�y so vzt'ahom (31), lebo prv�y �len z rovnie vypadne, x = j�j2 a y = j�j2.7.2 �Spei�alna abeeda, alebo �sumov�y komunika�n�y kan�alUva�zujme po�iato�n�y stav v �spei�alnom tvare~%0 = sj 0ih 0j+ 1� s4 1:Aplikujme na tento stav na�se �styri transform�aie Uk. Dostaneme ~%k = sj kih kj+ 1�s4 1, kde j ki =Ukj 0i. Zr�atajme kapaitu ide�alneho kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala pre abeedu tvoren�u stavmi~%i. C = S(~%)� 14Xk S(~%k);kde ~% = 14Xk ~%k = s%+ 1� s4 1je diagon�alna matia (% je matia hustoty (30)). Pri po���tan�� S(~%k) zvol'me ortonorm�alnu b�azuf k; �1; �2; �3g, v ktorej je matia %k diagon�alna, t.j. ked'�ze ide o �ist�y stav, m�a vlastn�u hodnoturovn�u jednej, (1 je v ka�dej b�aze diagon�alna). Dost�avame diagon�alnu matiu hustoty~%k = 0BBB� 3s+14 0 0 00 1�s4 0 00 0 1�s4 00 0 0 1�s4 1CCCA23

ktor�a je pre v�setky k = 0; 1; 2; 3 rovnak�a, aj ked' pre r^ozne k je vyjadren�a v r^oznyh ortonorm�al-nyh b�azah. Matie, z ktor�yh po���tame entropiu m�ame v diagon�alnej forme. Teda dost�avame prekapaitu C = � s(2j�j2�1)+12 log � s(2j�j2�1)+14 �� s(2j�j2�1)+12 log � s(2j�j2�1)+14 �++3s+14 log �3s+14 �+ 3(1�s)4 log �1�s4 �Graf tejto funkie je zobrazen�y na obr�azku 1. V�ysledok m^o�zeme jednoduho overit', ak polo�z��mes = 1, tak dost�avame v�ysledok zhodn�y s (31). Naopak pre s = 0, �o je pr��pad abeedy zlo�zenej zjedn�eho p��smena (�uplnej zmesi), bude kapaita nulov�a. Pre ist�e hodnoty s a � je stav ~%0 separabiln�y.
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je potom �iasto�ne transponovan�a matia ez syst�em B. V na�som pr��pade~%partial T0 = 0BBBB� s(4j�j2�1)+14 0 0 00 1�s4 s��� 00 s��� 1�s4 00 0 0 s(3�4j�j2)+14 1CCCCAVlastn�e hodnoty tejto matie s�u �1 = s(4j�j2�1)+14 � 0�2 = s(3�4j�j2)+14 � 0�3 = 1�s+4sj�jj�j4 � 0�4 = 1�s�4sj�jj�j4kde iba posledn�a vlastn�a hodnota je men�sia ako nula (t.j. stav je entanglovan�y) pr�ave vtedy, aks > 11 + 4j�jj�j (39)V pr��pade rovnosti nast�ava prehod medzi separabiln�ymi a neseparabiln�ymi stavmi. Pozrime saako vyzer�a kapaita kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala pr�ave v pr��pade rovnosti. Pre jednoduhost'z�apisu polo�zme j�j = � a j�j = � a pre kapaitu dostanemeC = 11+4��f2�� log(1 + 4��)� (�2 + 2��) log(�2 + 2��)��(�2 + 2��) log(�2 + 2��) + (1 + ��) log(1 + ��) + �� log��g:Minimum nast�ava v pr��pade Bellovyh stavov, kedy C = 12 log 43 : Toto nie je a�z tak�e prekvapuj�ue,ak si uvedom��me, �ze v tomto pr��pade je �sum, t.j. v�yraz 1 � s, maxim�alny. Maximum nast�ava vpr��pade � = 1, kedy s = 1 a C = 1, �o je v zhode s o�ak�avan��m, lebo v tomto pr��pade ide o ide�alnykomunika�n�y kan�al pre �ist�y separabiln�y stav. Abeeda je tvoren�a z dvoj�� rovnak�yh stavov, pri�omtieto dvojie s�u navz�ajom ortogon�alne. Teda abeeda je v skuto�nosti bin�arna ortogon�alna, pre ktor�uje kapaita C = 1.Poznamenajme, �ze rovniu j kih kj = %k ! ~%km^o�zeme h�apat' aj ako p^osobenie kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala na vstupn�e stavy j kih kj.Tak�yto kvantov�y komunika�n�y kan�al budeme naz�yvat' �sumov�y.7.3 Pauliho komunika�n�y kan�alV tejto �asti bude Alia Pauliho komunika�n�ym kan�alom posielat' qubit entanglovan�y s Bobov�ymqubitom. P^osobenie na stav %ABi vyzer�a nasledovne%k ! %0k = (1� p)%k + px�x 
 1B%k�x 
 1B + py�y 
 1B%k�y 
 1B + pz�z 
 1B%k�z 
 1B; (40)kde pou�z��vame ozna�enia z (19) a %k = Uk%0U+k ;kde Uk s�u �styri Aliine transform�aie (29), pomoou ktor�yh k�oduje.Op�at' pre pk = q tak�yto kan�al naz�yvame depolariza�n�y.K ur�eniu kapaity treba (13) spo���tat' pre stavy %0k, t.j. pre v�ystupn�e stavy. P^osobenie jed-notliv�yh Krausov�yh oper�atorov vyzer�a nasledovne��%k�� = (n�k)2%0 + i:n�k [( ~n� � ~nk)~�; %0℄ + (( ~n� � ~nk)~�)%0(( ~n� � ~nk)~�)25

kde ~n� je jednotkov�y vektor, ktor�y m�a na �-tom mieste jednotku. Pre jednoduhost' z�apisu vyneh�a-vame tenzorov�y s�u�in s jednotkov�ym oper�atorom na syst�eme B.V�ystupn�y stav bude s���tan��m ez stavy z��skan�e p^osoben��m jednotliv�yh Krausovyh oper�atorov,t.j.%0k = (1� p) 3X�;�=1��%0��n�kn�k + 3X�=1 p�f(n�k)2%0+ i:n�k [( ~n�� ~nk)~�; %0℄ + (( ~n�� ~nk)~�)%0(( ~n�� ~nk)~�)g:Cheme spo���tat' matiu hustoty % = 14Xk %0k:Ni� n�as samozrejme neopr�av�nuje k vol'be k�odovania �k = 1=4; ale ani numeriky nie je �ulohal'ahko zvl�adnutel'n�a kv^oli vel'k�emu po�tu parametrov. N�a�s v�ysledok bude prinajhor�som doln�ymohrani�en��m pre kapaitu. Po vyu�zit�� �uplnosti syst�emu vektorov ~nk dostaneme% = 14[(1� p)(%0 +X� ��%0��) +X� p�(%0 +X� 6=���%0��)℄;�o je nez�avisl�e od vol'by Aliin�yh transform�aii ur�en�yh trojiou navz�ajom kolm�yh jednotkov�yhvektorov.Kapaita C = S(%)� S(14Xk %0k)v�sak u�z pre l'ubovol'n�y kan�al nemus�� byt' v^obe rovnak�a pre r^ozne vol'by Aliin�yh transform�aii.Aj ked' zdanlivo nevystupuj�u v prvom v�yraze, tak v druhom ur�ite vystupuj�u. Pr�ave je ot�azkou,pri ktor�yh Pauliho komunika�n�yh kan�aloh je kapaita rovnak�a pri r^oznyh vol'b�ah Aliin�yhtransform�aii.Pozrime sa, �o dostaneme pre kapaitu v pr��pade depolariza�n�eho komunika�n�eho kan�ala, t.j.p� = q. V pr��pade bin�arnej abeedy mali v�ystupn�e stavy st�ale rovnak�u entropiu. Predpokladajmedve r^ozne abeedy ur�en�e vol'bou Aliin�yh transform�ai��. Zvol'me lok�alne unit�arne transform�aie,ktor�e d�avaj�u navz�ajom rovnako vzdialen�e stavy (34) a transform�aie, ktor�e s�u ur�en�e �-matiami(32). Tieto transform�aie aplikujeme na stav j 0i = �j00i + �j11i, ���m z��skav�ame vstupn�e stavykomunika�n�eho kan�ala. Numeriky sme spo���tali vlastn�e hodnoty mat�� hustoty vystupuj�uih vov�yraze pre kapaitu, t.j. opisuj�uih v�ystupn�e stavy, ktor�e vy�sli v obidvoh pr��padoh rovnak�e, a s��e�1 = 2qj�j2�2 = 2qj�j2�3 = 12(1� 2q +p(1� 2q)2 � 16qj�j2j�j2(1� 3q))�3 = 12(1� 2q �p(1� 2q)2 � 16qj�j2j�j2(1� 3q)): (41)To znamen�a, �ze aj entropia t�yhto v�ystupn�yh stavov je rovnak�a.�Dalej plat�� % = 14(%0 +X� ��%0��);�o je vlastne stav (30). Kapaita C = S(%) � S(%0k) je potom tie�z rovnak�a pri obidvoh abeed�ah.Po dosaden�� dost�avame C = 1� (j�j2 log j�j2 + j�j2 log j�j2) +Xk �k log �k: (42)26
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0.2Figure 2: Z�avislost' kapaity depolariza�n�eho kvantov�eho komunika�n�eho kan�ala od parametra q,ktor�y harakterizuje tento komunika�n�y kan�al, a od j�j2.Graf tejto funkie je na obr�azku 2, kde vidno, �ze pre q = 0 dost�avame kapaitu ide�alneho komu-nika�n�eho kan�ala pre �ist�e entanglovan�e stavy (31).K tak�emuto v�ysledku m^o�zeme pr��st' aj inou �uvahou, pri ktorej vyu�zijeme vzt'ah (36) odvoden�ypre ide�alny komunika�n�y kan�al. Vyjdeme z poznatku, �ze entropia vystupuj�uih stavov je rovnak�a.Teraz si sta��� uvedomit', �ze aj v pr��pade ide�alneho komunika�n�eho kan�ala sme po���tali v�yraz prekapaitu na mno�zine stavov s rovnakou entropiou, ktor�e s���tan�e s v�ahou �k = 1=4 d�avaj�u stav (30).Porovnan��m zist��me, �ze v�yraz (42) je �spei�alnym pr��padom vzt'ahu (36).8 Hust�e k�odovanie a miery entanglovaniaPok�usime sa zaviest' mieru entanglovania. Pri jej zaveden�� sa pok�usime vyu�zit' jav zv�a��senia kapaitybin�arneho kan�ala, ak sa pou�z��va tzv. hust�e k�odovanie.Niekto posiela qubity Alii a Bobovi. Tieto qubity tvoria spolu �stvorrozmern�y Hilbertov priestora v�seobene s�u op��san�e matiou hustoty %AB. Alia svojimi lok�alnymi transform�aiami pripravujep��smen�a abeedy, ktor�e sa pren�a�saj�u komunika�n�ym kan�alom. Na druhej strane �ak�a Bob a ka�zd�yprih�adzaj�ui qubit spoj�� so svojim qubitom a na tomto p�are qubitov rob�� meranie s iel'om zistit'posielan�y stav. Kapaita je kvantita, ktor�a hovor�� ako naj�uspe�snej�sie m^o�ze rozoznat' Aliinu spr�avu.Tak�yto prenos naz�yvame hust�ym k�odovan��m.Predpokladajme, �ze m�ame stav %AB, ktor�y zdiel'aj�u Alia a Bob. V tomto pr��pade vieme ur�it'kapaitu ide�alneho komunika�n�eho kan�ala. Budeme ju ozna�ovat' CentA!B, kde A! B ozna�uje smerposielania spr�avy. Podl'a (38) plat��CentA!B = 1 + S(%A)� S(%AB):27

Za pov�simnutie stoj�� fakt, �ze kapaita z�avis�� od toho, �i posiela Alia alebo Bob. D^ovod je v tom,�ze vo v�seobenosti %A 6= %B: Vidno to aj z vyjadren�� pre x a y (37), v ktor�yh sta��� zamenit' �3 za �4a dost�avame x0; y0, ktor�e tvoria diagon�alne prvky %B. Kapaita teda pre niektor�e zmesi, ktor�e Aliaa Bob zdiel'aj�u m^o�ze sp�l�nat' nerovnost' CentA!B 6= CentB!A:Pre �ist�e stavy plat�� v tomto vzt'ahu v�zdy rovnost', lebo ka�zd�y �ist�y stav vieme zap��sat' v Shmidtovejdekompoz��ii.Pri �istom bin�arnom prenose Alia pripravuje stavy iba dva a Bob odhaduje poslan�y qubit ibameraniami na �nom samotnom. Alia pripravuje stavy s rovnakou entropiou. Uva�zujme iba ide�alnykomunika�n�y kan�al a vieme, �ze v tomto pr��pade je (17) abeedou, ktor�a maximalizuje komunika�n�ykan�al, ak jeden zo stavov m�ame zadan�y. T�uto kapaitu budeme ozna�ovat' CbinA!B. Plat��CbinA!B = 1� S(%A):Probl�em je ako porovnat' tieto dva druhy prenosu, alebo ak�y stav priradit' Alii (Bobovi) pribin�arnom prenose, ak m�ame dan�y stav %AB, ktor�eho miera entanglovania n�as zauj��ma.Predpokladajme, �ze medzi syst�emami nie je �ziadna klasik�a korel�aia. Stav, ktor�y pr��de k Alii(Bobovi), je potom %A(%B). Tento stav m^o�zu pou�zit', bud' na hust�e k�odovanie, alebo na prenosbin�arny. Ked'�ze sme vyl�u�ili mo�znost' klasikej korel�aie, tak v�setka korel�aia medzi syst�emami jekvantov�a, t.j. entanglovanie. Rozdiel kapa��t medzi hust�ym a bin�arnym prenosom by mohol ���selnevyjadrovat' mno�zstvo entanglovania (ozna�me E) v stave %AB. Treba vziat' do �uvahy fakt, �ze kapaitav hustom pr��pade z�avis�� od odosiel'atel'a. Zade�nujmeE(%AB) = 12(CentA!B + CentB!A � CbinA!B � CbinB!A)Po dosaden�� dost�avame vzt'ah, ktor�y vyzer�a vel'mi jednoduhoE = S(%A) + S(%B)� S(%AB):Je to vlastne iba vel'mi zn�ama vlastnost' entropie zn�ama ako subadit��vnost' (vid' �ast' Entropia). Jezn�ame, �ze E vyjadruje mieru korel�aii medzi podsyst�emami. My sme ju dostali ako rozdiel kapa��tide�alneho bin�arneho kan�ala pri hustom a oby�ajnom k�odovan��. Vidno, �ze E = 0, akk %AB = %A
%B,t.j. s�u separabiln�e, ale aj klasiky nekorelovan�e. Existuj�u separabiln�e stavy, pre ktor�e by E 6= 0.Pre �ist�e stavy E = 2S(%A(B)), �o je zn�ama miera na �ist�yh stavoh.Probl�em je, ak klasik�y stav je aj klasiky korelovan�y. Sk�usme sa pozriet' na separabilitul'ubovol'n�eho stavu %AB met�odou �iasto�ne transponovanej matie. Ka�zd�y stav m^o�zeme zap��sat'v spektr�alnom tvare (35) %0 = 4Xk=1�kj 0kih 0kj:Zap��san�y v Shmidtovej b�aze je ur�en�y parametrami �; �; ; Æ; �k pre k = 1; 2; 3; 4; z ktor�yh je p�at'nez�avisl�yh. Po transponovan�� ez syst�em B m�a tvar%TBAB = 0BBB� �1j�j2 + �2j�j2 0 0 Æ(�3 � �4)0 �3jÆj2 + �4jj2 ��(�1 � �2) 00 ��(�1 � �2 �4jÆj2 + �3jj2 0Æ(�3 � �4) 0 0 �2j�j2 + �1j�j2 1CCCA : (43)28



Pre vlastn�e hodnoty takejto matie plat���1 = 12(�1 + �2 �pP)�2 = 12(�1 + �2 +pP)�3 = 12(�3 + �4 �pQ)�4 = 12(�3 + �4 +pQ); (44)kde P = 4jj2jÆj2(�3 � �4)2 + (�1 � �2)2(1� 4j�j2j�j2)Q = 4j�j2j�j2(�1 � �2)2 + (�3 � �4)2(1� 4jj2jÆj2):Ak niektor�e vlastn�e ���sla s�u z�aporn�e, tak potom tento stav je neseparabiln�y, V na�som pr��pade s�u�2; �4 v�zdy kladn�e. Podmienky, za ktor�yh s�u zvy�sn�e dve vlastn�e hodnoty kladn�e s�u(1� 4j�j2j�j2) � (�1 + �2)2 � 4jj2jÆj2(�3 � �4)2(�1 � �2)2(1� 4jj2jÆj2) � (�3 + �4)2 � 4j�j2j�j2(�1 � �2)2(�3 � �4)2 :Pre konkr�etne zadan�y stav by sme teda vedeli ur�it', kedy je separabiln�y a kedy je entanglovan�y.St�ale v�sak nevieme vyjadrit' mno�zstvo entanglovania. Hlavn�ym probl�emom pri ur�ovan�� miery en-tanglovania s�u zmesi, ktor�e m^o�zu obsahovat' aj klasik�e korel�aie syst�emov. Nie je zn�ama oper�aia,ktor�a by oddelila klasik�u korel�aiu od entanglovania. Uroben��m �iasto�nej stopy ignorujeme v�setkykorel�aie. �Ciasto�nou transpoz��iou rozl���sime \iba" medzi separabiln�ymi a entanglovan�ymi stavmi.Ak by sme heli, aby na�se E pre separabiln�e stavy %AB =Pk pk%kA
%kB d�avalo nulu, tak m^o�zemezade�novat' E(%AB) = minrozklady 12 "Xk pk(S(%kA) + S(%kB))�Xk pkS(%kAB)# ;�o by mohla byt' miera entanglovania. Podmienky E1,E2,E4 s�u splnen�e. Probl�em je s podmienkouE3. Ka�zd�y rozklad separabilnej zmesi vieme previest' na rozklad do �ist�yh stavov, �o automatikyznamen�a, �ze E = 0. Sta��� sa n�am teda v de�n��ii obmedzit' iba na rozklady do �ist�yh stavov.Potom v druh�y v�yraz bude v�zdy nulov�y. Ak po���tame entropiu pre redukovan�e stavy �ist�eho stavul�eho syst�emu, tak vd'aka Shmidtovej dekompoz��ii vieme, �ze entropie stavov podsyst�emov s�u vt-edy rovnak�e. A teda dost�avame identik�y v�yraz pre E s v�yrazom pre \entanglovanie formovania"de�novan�ym vzt'ahom Ef (%AB) = minXj pjEv(j jiABh j j):Na z�aver este poznamenajme, �ze p^ovodnou snahou bolo zaviest' mieru, ktor�a by sa dala jednodu-ho aj spo���tat'. T�ato \miera" t�uto vlastnost' nesp�l�na.
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