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N�vod ke �ten� t�chto skript

Texty psan� antikvou t�to velikosti jsou ur�eny i za��te�n�k�m �t�eba ja�
ko dopln�k k p�edn��ce jednoho z autor� tohoto textu� a obsahuj� l�tku�
kterou doporu�ujeme student�m v�ech druh� studia libovoln�ho ro�n�ku na
MFF UK� Roz�i�uj�c� partie psan� n�kdy men��m p�smem� a n�kdy zna�ka�
mi ��� resp� ��� ozna�uj�c�mi za��tek resp� konec doty�n�  roz�i�uj�c� partie!
jsou ur�eny pokro�ilej��m� resp� v�ce motivovan
m �ten���m� Ani tyto partie
v�ak nevy�aduj� v�t�� p�edb��n� znalosti� snad krom� ovl�dnut�  kalkulu!�
tzn� element� diferenci�ln�ho a integr�ln�ho po�tu " jako oblast�� kter� �as�
to zasahuj� sv
m t�matem� Skripta jsou ps�na dosti stru�n� nejen z d�vo�
du  snahy udr�et rozsah v �nosn
ch mez�ch!�� #�dn
 p�edm�t nelze dob�e
ovl�dnout bez jist�ho vlastn�ho  tv�r��ho! �sil�� Partie vynechan� se slo�
vy  doka�te si sami! nedoporu�ujeme p�eskakovat� pokud by �ten��i nebyla
v�c dost jasn�� i kdy� to t�eba je�t� neum� zformulovat� M��e se st�t� �e
vynechan� partie vyvolaj� nevoli �ten��e p��padn� p��n� nal�zt podrobn�j�
�� vysv�tlen�� Uv�t�me tedy jakoukoliv� nejl�pe v�ak konstruktivn�� kritiku a
n�m�ty pro zlep�en� a roz���en� na�eho textu� V dal��ch vers�ch tohoto "zat�m
provisorn�ho" textu se pokus�me na uveden� n�m�ty reagovat�

 Vulgarisuj�c�! shrnut� a pozn�mky nevy�aduj�c� zvl��tn� vn�mavost a in�
teligenci jsou ps�ny strojopisn
m fontem ��pro ty s p��mo�a�ej��m ch�	

p�n�m matematiky
���

�Kone�n� rozhodnut�� kter� pas��e poj�m�me jako roz�i�uj�c�� jsme je�t� neprovedli	
�Tedy lenosti	
�Co� mohou b
t i auto�i textu	 V dal��m pl�nujeme uveden
 typ pozn�mek podstatn�

roz���it	 Niels Bohr p�i sv� n�v�t�v� v Moskv� v roce ��� prohl�sil� �e se nikdy p�ed sv
mi
studenty nebr�n� prozradit� �e je hlup�k	 Perevod�ik to p�elo�il tak� �e se netaj� s t�m� �e
jsou studenti hlup�ci	 Kapica �mo�n� n�kdo jin
� vtipn� replikoval� �e pr�v� v tomto tkv�
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Matice A je ps�na tlust��m p�smem a matice transponovan�� komplexn�
sdru�en�� hermitovsky sdru�en�� inversn� a pseudoinversn� po �ad� jako AT �
A� A�� A�� a A�� Pro vektory jsou vyhra�ena p�smena se �ipkou� nap�� �u�
Po��t�te�li ale n�co sami� volte samoz�ejm� zna�en� podle vlastn�ho uv��en��
Po��tejte s t�m� �e fysici obvykle p��� adjungovanou matici pomoc� k���ku
�Ay�� komplexn� sdru�en� pomoc� hv�zdi�ky m�sto pruhu �c�� a nad matici
mnoh
 autor p��e st���ky� Pro transponovanou matici je obl�ben� vlnka$ eA�

Grupy� t�lesa a prostory jsou ps�ny p�smem zdvojen
m�
Pom�rn� brzy se objev� z�pis matematick
ch formul� s doln�mi i horn�mi

indexy �pokud jde o mocn�n�� lze to vy��st z kontextu�$ v�imn�te si� �e v �ist�
line�rn� algebraick
ch p��padech se sumuje jen podle zdvojen
ch index��
z nich� je jeden dole a druh
 naho�e �v�t�inou v tomto po�ad��� a voln�
indexy maj� stejnou polohu ve v�ech �lenech na obou stran�ch rovnost��
V
jimku tvo�� nap�� skal�rn� sou�in v Rn

b��x� �y� %
nX
i��

xiyi� �����

Spr�vn� by se tento vzorec m�l ps�t ve tvaru

b��x� �y� %
nX
i��

nX
j��

gijx
iyj� �����

kde gij �t�eba gij % � pro i % j a gij % � jinak� je veli�ina zvan� metrick

tensor� Hodnota skal�rn�ho sou�inu nen� nic  a priori dan�ho!� jak uvid�me
pozd�ji&

Bezpatkov� p�smo v b��n�m textu nazna�uje� �e pr�v� �tete jakousi �lo�
hu� Pro d�kazy je �asto voleno p�smo �ikm��

Mo�n� u� brzy zjist�te� jak jest u�ite�n� latinsk� a �eck� abeceda�
Proto je zde uv�d�me ��eckou s anglick
mi n�zvy p�smen��

A je stan a nebo st���ka L je klika od d�evn�ku�
B dv� baculat	 b���ka
 M dva stany t	born�k�

C je rohl�k� m�s�c� srp� N p�i�lo M o nohu�
D p�l broskve n�kdo slup�
 O je kol	 z tvarohu

E je h�eben vyl	man�� P je prapor na m	v	n��
F semafor pochrouman�� R je �a�ek pro zasm	n��
G je rohl�k bez �piky� S je zatoen� had�
H post�lka Haniky
 T stoleek � prost�rat�
CH je m�s�c u postele� U je m�sa na knedl�ky�
I prav�tko uitele� V je v	za z keramiky�
J je obr	cen	 h�l� Y vidlice na pr	ek�
K sn�hov� vloky p�l
 Z je znaka zat	ek


A� � alpha N� � nu
B� � beta �� � xi
�� � gamma O� o omikron
�� � delta �� ��� pi
E� 	� 
 epsilon P� �� � rho
Z�  zeta �� �� � sigma
H� � eta T� � tau

�� �� � theta �� � upsilon
I� � iota �� �� � phi
K� � kappa X� � chi
�� � lambda �� � psi
M� � mu �� � omega

rozd�l mezi koda�skou a moskevskou �kolou	 Auto�i se nestyd� p�iznat hloupost jak u�itel��
tak student�� projev��li se	



� OBSAH

�vodn� pozn�mky k obsahu skript

P�edm�t line�rn� algebry tvo�� bezesporu jednu z centr�ln�ch ��st� z�kladn��
ho matematick�ho vzd�l�v�n� na universit�ch� Jeho v
razn� logick� stavba�
abstraktnost a elegance pojm� a v�t a tak�� p�es �etn� vazby k ostatn�m
matematick
m discipl�n�m i aplikac�m� zna�n� sob�sta�nost p�edm�tu �ve
smyslu mal�ho objemu znalost� jin
ch matematick
ch discipl�n bezpodm��
ne�n� nutn
ch k pochopen� zde studovan� l�tky� z n�ho �in� ide�ln� �vodn�
p�edm�t modern� matematiky�

Term�n  modern� matematika! je nutno v t�to souvislosti trochu vy�
sv�tlit� Nejde ji� samoz�ejm� v�bec jen o  vy��� matematiku! s pon�kud
hypertrofovan
m d�razem na klasick
 in�nitesim�ln� po�et� Uv�domme si�
�e jinak dokonal� knihy t�eba Jarn�kovy zrcadl� �nejen m�sty ji� archaic�
k
m zp�sobem vyjad�ov�n�� dobu sv�ho vzniku " kter� je sou�asn� generaci
student� vzd�lena srovnateln� s dobou Bolzano�Cauchyho�

Modern� matematiku v sou�asnosti charakterisuje ji� nejen abstraktnost
p��stupu� snaha o logickou jasnost v
stavby p�edm�tu� lakoni�nost vyjad�o�
v�n� �co� jsou p�evl�daj�c� trendy matematiky ���stolet��� ale tak�� zvl��t�
v posledn�ch desetilet�ch� op�tn
 n�vrat k interakc�m s fysikou a ostatn�mi
p��rodn�mi v�dami� Posledn� trend ov�em nep�sob� je�t� tak dlouho� aby se
sta�il odrazit v p�ev��n� v�t�in� st�vaj�c�ch u�ebnic� od obecn� �koly po���
naje� ovlivn�n
ch v�ce ne� pades�tiletou  odlukou! matematiky od fysiky
�zapo�atou rozvojem discipl�n jako je teorie mno�in� topologie a abstraktn�
algebra a vrchol�c� v d�le Bourbakiho��

Zkr�tka �e�eno� nyn� je op�t  v m�d�! svazovat abstraktn� matematick�
konstrukce s re�ln
m sv�tem sou�asn� fysiky �a dal��ch v�d�� Pisatel� t�chto
skript pat�� k t�m� jim� uveden� m�da vyhovuje mnohem v�ce ne� d��v�j��
stav�

Ne�in�me si� samoz�ejm�� n�rok na zvl��tn� originalitu� Kup��kladu� ani�
bychom se sna�ili opisovat nap�� knihu '�(� je jasn�� �e tato kniha �a samoz�ej�
m� t�� kniha '�(� zna�n� ovlivnila obsah uveden
ch skript �a doporu�ujeme
ji k p�e�ten� �i alespo� sezn�men� se s n� ambici�zn�j��m student�m�� Ji�
nak je vhodn� p�ipomenout� �e o p�edm�tu line�rn� algebry existuj� des�tky
knih� skript� u�ebn�ch text�� a to i v �e�tin�� a dal�� vych�zej�� Doporu�ujeme
�ten��i alespo� zb��n� sezn�men� nap��klad s existuj�c�mi skripty line�rn� al�
gebry autor� Vop�nky '�(� Goral��ka '	(� Be�v��e '�( a dal��ch� �Je pou�n�
si p�e��st t�eba jen �vody k t�mto knih�m dokumentuj�c�� jak r�zn� osob�
nosti p�istupuj� odli�n
m zp�sobem ke zd�nliv� stejn
m t�mat�m�� Sezn�m�
se tak trochu i s histori� p�edn��en� tohoto p�edm�tu na MFF UK� Skripta
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'�( byla nap��klad ps�na v dob�  vrchol�c� odluky! matematiky od fysiky�
kdy geometrie �speci�ln� projektivn� geometrie� byla m�lem naz�r�na jako
ji�  mrtv� discipl�na!� jej�� znalost v�ak m��e b
t vhodn� jako  pr�prava
k jin
m� d�le�it�j��m obor�m matematiky!�

Posice geometrie se ov�em za posledn�ch dvacet let radik�ln� prom�nila$
Nyn� je geometrie v centru sou�asn�ho matematick�ho d�n� " co� dosv�d�
�uje i po�et tzv� Fieldsov
ch medail� �analogie Nobelovy ceny� kter� "jak
zn�mo" nen� v matematice ud�lov�na�� LA je samoz�ejm� do zna�n� m�ry
tak� �vodem k tomuto p�edm�tu�

LA je v�ak tak� stavebn�m kamenem kvantov� mechanice� teorii pravd��
podobnosti� teorii diferenci�ln�ch rovnic� line�rn�mu programov�n�� ekonomii
� � � � jak �asem uvid�me� a t�� �vodem do modern� anal
zy� p�esn�ji do p�ed�
m�tu zvan�ho  funkcion�ln� anal
za!�

Je obdivuhodn�� jak mnoh� pojmy LA maj� krom� sv� vnit�n� elegan�
ce �kter� samoz�ejm� nen� utajena autor�m '�(� '	(� '�(� � � � � t�� r�znorod�
aplikace a vazby na dal�� matematick� obory� Tento aspekt je v uveden�
literatu�e t�m�� zcela zanedb�v�n� Nap��klad pojem oper�toru je jedn�m
z nejvhodn�j��ch v
chodisek k formulaci kvantov� mechaniky� pojem expo�
nenci�ly matice je z�kladn�m prost�edkem popisu evolu�n�ch rovnic �tzn�
syst�m� vyv�jej�c�ch se v �ase��

Weyl ve sv�m nekrologu o Hilbertovi �ekl mimo jin�$  � � � do�lo
pak nav�c k jist�mu z�zraku$ uk�zalo se� �e teorie spektra Hilber�
tov
ch prostor�� je odpov�daj�c�m matematick
m prost�edkem
nov� kvantov� fysiky� zaveden� Heisenbergem a Schr)odingerem
r������!

Zdaleka nejen do LA pat�� z�sadn� pojem grupy� slou��c� mj� k mate�
matick�mu zkoum�n� pojmu symetrie� �S pojmem grupy se sezn�m�me na
�etn
ch p��kladech* samotn� teorie grup v�ak v t�chto skriptech nen� obsa�
�ena��

Tato skripta jsou z�piskem p�edn��ek line�rn� algebry pro prvn� ro�n�k
fysiky� konan
ch p�vodn� v�cem�n� dle Kop��kov
ch skript� p�edn��ek� je�
postupn� doznaly zm�n a roz���en� hlavn� sm�rem k aplikac�m�� Jsou  nul�
t
m! pokusem o text� kter
 v �esk� literatu�e o p�edm�tu LA zat�m v�cem�n�
chyb�� Obsahuj� jist� velik� mno�stv� chyb� snad p�ev��n� t�ch nepodstat�
n
ch� Jsou ps�na �pro leckoho a� p��li�� stru�n�� nebo+ necht�j� suplovat
existuj�c� texty� M�la by b
t� alespo� v z�sad�� sob�sta�n��� aby �ten�� ne�

�Tzn	 nekone�n�dimension�ln�ch prostor� se skal�rn�m sou�inem	
�Viz nap�	 tabulku na stran� �	
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musel hledat podstatnou informaci jinde�
Na druh� stran� v�ele doporu�ujeme �ten��i� aby �erpal dal�� informace

z n e j r � z n � j � � c h zdroj�� Vede to t�m�� v�dy k lep��mu pochopen�
�tak jako je v�dy lep�� komunikovat s v�ce lidmi " �pln� hlup�ky ov�em
vyj�maje " ne� st�le sly�et jeden� by+ i konsistentn�� n�zor�� N��e uv�d�me
seznam n�kter� z�kladn� literatury� C�lem t�to knihy je v�ce polo�it d�raz
na s o u v i s l o s t i LA s ostatn� matematikou �resp� alespo� na ty� kter�
jsou bli��� autor�m textu� ne� na p�edm�t tak��kaj�c  s�m o sob�!�

Tak� jsme se sna�ili soust�edit n�kter� fakta� kter� jsou sice dob�e zn�ma
znalc�m specialisovan
ch obor�� tzn� pat�� do jak�hosi obecn�ho  folkl�ru!
dan
ch obor� a kter� tedy ��dn�mu specialistovi nestoj� za zformulov�n� u�
proto� �e to p�ece v�ichni �experti� znaj� " kter� ale naopak b
vaj� nezn�m�
obecn�mu �i matematick�mu� publiku a nevyskytuj� se v �vodn�ch textech
�ba n�kdy ani v monogra��ch�� P��kladem budi� t�eba Feynman�v integ�
r�l� podm�nka detailn� rovnov�hy z teorie Markovsk
ch proces�� ale i tak
trivi�ln� v�c� jakou je v
po�et objemu k�rozm�rn�ho rovnob��nost�nu v n�
rozm�rn�m prostoru �co� m��e b
t pro ryz�ho  algebraika! v�c  le��c� mimo
jeho z�jem! a ryz�mu  analytikovi! se to m��e jevit jako trivi�ln� cvi�en� na
v�tu o substituci �i plo�n
 integr�l�

Jinak �e�eno� text se obrac� ke �ten��i libovoln�ho ro�n�ku nap�� fysiky�
kter
 nebude ani specialistou analytikem� ani specialistou algebraikem� ale
c�t� pot�ebu porozum�t n�kter
m z�kladn�m v�cem " t�eba po��t�n� obje�
m� �i plo�n
ch obsah� mnohost�n�� � � " a u teoretick
ch konstrukc� oce�uje
nejen jejich kr�su� ale je�t� rad�ji jejich n e p o s t r a d a t e l n o s t v roz�
voji matematicko�fysik�ln� gramotnosti� R�di bychom �ten��e p�esv�d�ili� �e
v�t�ina konstrukc� uveden
ch v t�to knize vyhov� tomuto po�adavku�

Dal�� doporu�en� literatura pro studenty fysiky

Do doby zdokonalen� t�chto skript lze je�t� doporu�it standardn� skripta
Kop��kova �podle nich� byla koneckonc� uveden� p�edn��ka zpo��tku or�
ganisov�na� Matematika pro fyziky II�IV� Sb�rka p��klad� �Kop��ek a kolek�
tiv� je nezbytn
m dopl�kem �do doby� ne� za�ad�me odpov�daj�c� p��klady i
do p�edkl�dan
ch skript� ka�d�ho studenta LA,fys� O sb�rce p��klad� Pro�
skurjakov lze ��ci tot�� co o jej� paralele v oblasti anal
zy �D�midovi��� Ob�
sb�rky obsahuj� velik� mno�stv� �n�kdy velice zaj�mav
ch i t��k
ch a d�le�
�it
ch� p��klad� a p�es svoji zastaralost �vznikaly v ���letech a d��ve� jsou
zat�m nenahraditeln� pro v��n�j�� z�jemce� Z velik�ho mno�stv� dal�� litera�
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tury lze ostatn� literaturu v jazyce �esk�m doporu�it jen jako dopl�kovou�
nebo+ v�t�inou nepokr
v� v�echny partie� na kter� se klade d�raz v t�chto
skriptech �plat� to samoz�ejm� i obr�cen���

Krom� knihy Kostrikina a Manina doporu�ujeme z�kladn� a dnes ji�
klasickou u�ebnici Sou�asn� geometrie� p�elo�enou i do angli�tiny�

V
b�r l�tky v p�edlo�en�m textu je samoz�ejm� ovlivn�n subjektivn�
volbou autor� �nealgebraik�&�* uve-me alespo� heslovit� n�kter� z�kladn�
t�mata� kter� k line�rn� algeb�e tak� pat�� a informaci o nich� by �ten�� zde
marn� hledal�

Jde p�edev��m o numerick� aspekty line�rn� algebry �co� je samostatn

obor velk� praktick� d�le�itosti�� d�le o soustavn�j�� informaci o a�nn� a pro�
jektivn� geometrii �a o line�rn�m programov�n��� o teorii perturbace spektra
line�rn�ch oper�tor� �uve-me alespo� knihu '��(�� Tak� n�kter�  �ist� line�r�
n� algebraick�! partie jsou asi pojedn�ny m�n� ob��rn�� ne� b
v� zvykem�
U t�matu tak standardn�ho� jako je LA� nem� smysl se sna�it o p��li�nou
originalitu v
kladu� Na druh� stran� n�kter� roz�i�uj�c� partie nemaj� v�dy
" pokud je n�m zn�mo " odpov�daj�c� analogii v b��n� �i cizojazy�n�� kni�n�
literatu�e�

Zm�n�n� a n�kter� dal�� literatura

�� Ji�� Kop��ek$ Matematika pro fyziky I� II� III� IV a p��klady k nim I�IV
�� A� I�Kostrikin� J� I�Manin$ LA i geometrija� Moskva ��	

�� Petr Vop�nka$ Line�rn� algebra a analytick� geometrie� ��
�� skripta UK
	� Pavel Goral��k$ vod do line�rn� algebry� ���	� skripta UK
�� Jind�ich Be�v��$ Line�rn� algebra I� II� ��	�� skripta UK
�� Ladislav Bican$ Line�rn� algebra� ��	�� skripta UK
�� B� A�Dubrovin� A� T� Fomenko� S� P�Novikov$ Sou�asn� geometrie� I�d�l�
Moskva ����� ��	

� G� Birkho.� S�MacLane$ Algebra� Bratislava ���
�� Israel M�Gelfand$ Lekce z line�rn� algebry�� Moskva ����
�� Vladim�r Ko��nek$ Z�klady algebry� z t�to knihy se u�ili po desetilet� va�i
d�vn� p�edch�dci� Praha ����
��� Leo Bo�ek$ Tensorov� po�et� Praha ���
��� Tosio Kato$ Perturbation Theory � Springer�Verlag ��	


�Tato kniha samoz�ejm� representuje pouze nepatrn
 zlomek rozs�hl�ho d�la jednoho
z nejv�t��ch matematik� ��	 stolet�	 Tak� na legend�rn�m Gelfandov� semin��i �kter
 trv�
od podzimu roku ���� a� dodne�ka� posledn� l�ta ov�em na Rutgersov� universit� v USA�
je line�rn� algebra �a potenci�ln� cel� matematika� st�le p��tomna	
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��� Michael B�Green� John H� Schwarz� Edward Witten$ Superstring theory�
Cambridge University Press ���
�	� I� V� Proskurjakov$ Sb�rka �loh z LA� Moskva� ����
��� Ji�� Form�nek$ vod do kvantov� teorie� Academia ��	�
��� Ale� Pultr$ Skripta k p�edn��ce pro �� a �� ro�n�k informatiky� ����
��� Ladislav Koubek$ vod do anal� geometrie a algebry� ��
�� skripta UK
�� Gilbert Strang$ Linear Algebra and its Applications� Academic Press
��� 

��� Nicolas Bourbaki$ Algebra� Paris ����� je to op�t literatura pro n�ro�n�*
obsahuje v�ak i historick� pozn�mky o p�edm�tu line�rn� algebry
��� Jozef Kvasnica$ Matematick� apar�t fyziky� Academia� Praha ����
��� Ji�� Blank� Pavel Exner� Miroslav Havl��ek$ Line�rn� oper�tory v kvan�
tov� fyzice� Praha� Karolinum ���	
��� L�Krump� V� Sou�ek� J� T���nsk
$ vod do anal�zy na variet�ch� v p���
prav�� vyjde ���
��� Marjorie Senechal$ Quasicrystals and geometry� Cambridge University
Press� ����

Jeden cit�t pro kur�� na z�v�r �vodu

Jeden z tv�rc� kvantov� mechaniky R� Jost vzpom�n� na vznik kvantov�
teorie pole� matematicky v�cem�n� nerigorosn�� av�ak �sp��n� fysik�ln� teorie
" podle knihy Simon�Reed� Metody sou�asn� matematick� fysiky$

In the thirties� under the demoralizing in/uence of quantum
perturbation theory� the mathematics required of a theoretical
physicist was reduced to a rudimentary knowledge of the Latin
and Greek alphabets�

A budete�li m�t n�kdy p�i �etb� textu pocit� �e jste se s n�jak
m pojmem
�kter
 pr�v� pot�ebujete� je�t� nesetkali� pou�ijte rejst��k&

�Velmi roz���en� americk� u�ebnice ��for handicapped students�� citujeme�li postesk�
nut� jednoho z u�ivatel� t�to knihy nad �rovn� americk
ch student�� kter
m p�edn��el� � � �
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Pozn�mka k �	 vyd�n� skript

V nov�m vyd�n� skript jsou opraveny zji�t�n� chyby a p�eklepy* je t�� p�id�no
n�kolik drobn
ch dodatk��

N�kter� z parti� textu " zvl��t� z t�ch� ch�pan
ch jako  roz�i�uj�c�! �pro
�ten��e libovoln�ho ro�niku �i v�ku� by si mo�n� zaslou�ily p�epracov�n� �i
dopln�n�� Tyto partie v�ak obvykle netvo�� sou��st �vodn�ch kurs�� Mnoh�
��sti textu �a nejen ty vymezen� symboly ��� a ���� mohou tedy naopak b
t
p�i �etb� vynech�ny�

To lze doporu�it zejm�na �ten��i bez speci�ln�ho z�jmu o fyzik�ln� apli�
kace �jako jsou mnoz� studenti kurs� matematiky a informatiky�� Minim�ln�
smysluplnou podmno�inu textu mohou pak tvo�it nap�� �m�sty m�rn� okle��
t�n�� kapitoly �� 	 " �� � plus rudimenty kapitol �� �� ��� �	� ��� ��� ���
�Konzultujte p�itom obsah knihy* pop�� i strom z�vislosti na str� ����

Z hlediska obor�� jako je �ist� algebra a informatika� ov�em ve skriptech
mnoh� z�kladn� v�ci st�le chyb� �jako t�eba d�kladn�j�� zm�nka o jin
ch
t�lesech ne� je R �i C � speci�ln� o kone�n
ch t�lesech� a d�raz je m�sty
polo�en jinam� ne� by pot�eby t�chto obor� vy�adovaly� Z dal��ch v
zna�n
ch
aplikac� LA zde pak chyb� nap�� jak�koliv informace o teorii line�rn�ch k�d��

Av�ak samotn
 fakt� �e line�rn� algebra m� podstatn
 dopad i jinde ne�
v sob� sam�� je snad ilustrov�n dostate�n� i tak�

Pozn�mka k 
	 vyd�n� skript

Kr�tk
 term�n od rozebr�n� p�edchoz�ho vyd�n� do p��pravy nov�ho tisku
neumo�nil ud�lat pl�novan� podstatn�j�� zm�ny a dopl�ky* bylo pouze opra�
veno n�kolik dal��ch zji�t�n
ch chyb a p�id�no jedno cvi�en�� Do budoucna
pl�nujeme roz���en� kn��ky m�j� o obs�hlej�� soubor �e�en
ch p��klad�� Jak��
koliv n�m�ty k dal��mu vyd�n� jsou v�t�ny�

P�i adaptaci textu 	� vyd�n� LaTEXem n�m poskytl velmi efektivn� a
rychlou pomoc student �� ro�n�ku Michal Belda* pat�� mu n�� v�el
 d�k&
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Prvn� sezn�men�
s p�edm�tem

Abstraktnost� logick� v
stavba a univers�lnost pou�it� pojm� LA jsou rysy
t�to teorie� kter� za��te�n�k sotva ocen� ihned� Ve snaze probudit jeho mo�
tivaci a pomoci mu p�en�st se p�es po��te�n� abstraktn� partie bez zjevn
ch
aplikac� uvedeme hned te- n�kter� p��klady situac�� p�i jejich� zkoum�n�
p�edm�t LA vyrostl a k jejich� popisu jsou pojmy a v�ty LA u�ite�n
m
n�strojem �jak �asem uvid�me��

Podnikneme zde kr�tkou �vodn� exkursi do problematiky$

�� �e�en� soustav line�rn�ch rovnic

�� v
po�tu objem� �pozd�ji i povrch��

	� vyu�it� symetri� p�i zkoum�n� pravideln
ch t�les�

Zm�n�me se t�� o metod�  linearisace! jako kl��ov� ideje mnoh
ch p���
rodn�ch v�d�

Pot�ebn
 nadhled nad ��� bude pozd�ji poskytovat teorie line�rn�ch pro�
stor�� nad ��� teorie determinant� a antisymetrick
ch tensor� a nad �	�
teorie grup�

�	� Gaussova eliminace

Sezn�m�me se kr�tce s touto z�kladn� metodou �e�en� soustav line�rn�ch
rovnic� Soustavu m rovnic o n nezn�m
ch

a��x� 0 � � �0 a�nxn % b�

��
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��� �����

am�x� 0 � � �0 amnxn % bm

budeme zapisovat pomoc� tabulky� tzv� matice �podrobn�ji budeme pozd�ji
mluvit o roz���en� matici soustavy�

�B� a�� � � � a�n b�
���

� � �
���

���
am� � � � amn bm

�CA � �����

Vzpome�me si nyn�� jak jsme �e�ili soustavy dvou rovnic na st�edn� �kole$
 vypo��t�me! z ��rovnice

x� %
�
a��

�b� �
nX
i��

a�ixi� ���	�

a dosad�me do dal��ch rovnic� V �e�i matic to m��eme p�ehledn�ji vyj�d�
�it takto �promyslete�$ ode�teme vhodn
 n�sobek ����dku od ostatn�ch ��d�
k� tak� abychom dostali novou�  ekvivalentn�! matici �d�vaj�c� soustavu se
stejn
m �e�en�m jako d��ve�� maj�c� pod �lenem a�� sam� nuly��BBBB�

a�� a�� � � � a�n b�
� 1a�� � � � 1a�n 1b�
���

���
� � �

���
���

� 1am� � � � 1amn 1bm

�CCCCA � �����

kde 1a�� % a�� � a��
a��

a�� atd�
Pokud je a�� % �� mus�me postup modi�kovat$ p�ehod�me po�ad� rovnic�

Nelze�li ani takto doc�lit a�� �% �� tzn� cel
 prvn� sloupec matice je nulov
�
m��eme z�ejm� volit x� libovoln� a fakticky potom �e��me pouze soustavu
s matic� �B� a�� � � � a�n b�

���
� � �

���
���

am� � � � amn bm

�CA � �����

Analogicky pokra�ujeme d�le " vynulov�n�m sloupce pod 1a�� �pokud lze
doc�lit 1a�� �% �* jinak vol�me x� libovoln� a x� na z�v�r vypo�teme z prvn�
rovnice pot�� co jsme ur�ili x�� � � � � xn ze zb
vaj�c�ch rovnic� atd� Uveden
m
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postupem dosp�jmeme nakonec k  ekvivalentn�! matici �vedouc� k t�mu�
�e�en�� tvaru �promyslete podrobn�ji� procvi�te na konkr�tn�ch p��kladech�

�BBBBBBB�

� ��� ��� ��� ��� ��� 2
� ��� ��� ��� ��� 2

� ��� ��� ��� 2
� ��� 2

2�
2�

�CCCCCCCA �����

kde k���ky ��� ozna�uj� zaru�en� nenulov� prvky " n�kdy zvan� pivoty �je�
jich� p��li�n� malost by ov�em nep��zniv� p�sobila na numerickou p�esnost
v
sledku��� od nich� nalevo jsou sam� nuly� stejn� tak jako nalevo od �krt�
nut
m troj�heln�kem ozna�en
ch prvk� na prav� stran�� tak�e je�li n�kter

z prvk� ozna�en
ch 2� nenulov
� soustava z�ejm� nem� �e�en�� Jinak p��eme
obecn� �e�en� soustavy ����� a tedy i obecn� �e�en� v
choz� soustavy takto$

Nech+ posledn� ��dek� v n�m� existuje nenulov
 �len� je v po�ad� k�t
�
nech+ 1akl je p��slu�n
 pivot� tedy zleva prvn� takov
to �len� �Nebudeme ji�
ps�t dal�� vlnovky�� Prom�nn� xl!�� � � � � xn vol�me nyn� libovoln�* prom�n�
nou xl dopo�teme z rovnice

1aklxl 0 1ak�l!�xl!� 0 � � �0 1aknxn % 1bk� ����

Dal�� postup  sm�rem nahoru! je analogick
� �ten�� si ho zkus� promyslet
s�m& �Prom�nn� xj � u nich� se nikdy nevyskytne  pivotn�! koe�cient typu
�� libovoln� vol�me* ostatn� prom�nn� xj postupn� �pro klesaj�c� indexy�
dopo��t�v�me z rovnic

1aijxj 0
nX

k�j!�

1aikxk % 1bi� �����

kde 1aij je  pivotn�! koe�cient��

�Na�rtli jsme jen nejz�kladn�j�� schema metody� kter� je �iroce pou��v�na a jej�� pou�it�
m� mnoho dal��ch� zvl��t� numerick
ch� aspekt�� kter
mi se zde v�bec nezab
v�me	
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�	� �e�en� soustav rovnic a objemy t�les

Omez�me se pro n�zornost na p��pad t�� rovnic pro t�i nezn�m�� Ozna�me
s�� s�� s� sloupce matice�B� a�� a�� a��

a�� a�� a��
a�� a�� a��

�CA � tedy s� %

�B� a��
a��
a��

�CA atd� �����

Chceme �e�it soustavu napsanou ve vektorov�m tvaru takto$

x�s� 0 x�s� 0 x�s� % b kde b %

�B� b�
b�
b�

�CA � ������

Pro jak�koli t�i vektory a� b� c � R � % R �R �R zave-me ozna�en� V �a� b� c�
pro objem rovnob��nost�nu R vymezen�ho vektory a� b� c tzn� t�lesa tvaru

R�a� b� c� % fv % x�a0 x�b0 x�c jxi � ��� ��g� ������

Podle zn�m�ho vzorce pro objem � z�kladna kr�t v
�ka!� snadno ov���me
platnost vztah� " �za b dosad�me

P
xisi� promyslete a nakreslete si� co zname	

n
� �e v��ka nem�n� svou velikost p�i p�echodu od rovnob��nost�nu R�s�� s�� b�
k rovnob��nost�nu R�s�� s�� x�s���

V �s�� s�� b� % x�V �s�� s�� s�� ������

�a podobn� pro x�� x��� Tedy plat� vzorec

x� %
V �s�� s�� b�
V �s�� s�� s��

� ����	�

Jde o Cramerovo pravidlo� s n�m� se setk�te v kapitole o determinantu�

�	
 Vpo�et objemu pravideln�ho dvacetist�nu

U� Pythagorejci m�li za embl�m pravideln
 p�ti�heln�k� obrazec� jeho� po�
divuhodn� vlastnosti byly skryty oby�ejn
m smrteln�k�m �a n�kter� z nich i
samotn
m Pythagorejc�m� jak uvid�me pozd�ji v kapitole o Penroseov� po�
kryt�� a jeho� zkoum�n� mus� p�edch�zet studiu dvacetist�nu� Uvid�me� jak
symetrie pom�h� v �e�en� t�to �lohy�
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Spo�teme nejprve ��slo x % cos ���� % cos ��� Pohledem na pravideln

p�ti�heln�k s jednotkov
mi vektory �ei

�

�����
PPPPi

J
J
JJ�

�
�

���

�e�

�e�

�e�
�e�

�e�

Cvi�en�� Nakreslete podobnou hv�zdici�
ov�em z vektor �e� 0 �e� a podobn��

Kolikr
t v�t�� rozm�ry bude m�t� tj� kolik je
k�e� 0 �e�k � k�e�k �

zjist�me� �e �odvodn�te podrobn�� v�imn�te si� �e ve v�razu n��e pracujeme
celkem s p�tadvaceti dvojicemi vektor� z nich� deset je �bl�zk�ch�� jako nap��
� a �� a deset je �dalek�ch�� jako nap�� � a ���

� % k�e� 0 �e� 0 �e� 0 �e� 0 �e�k� % � 0 �� cos
��
�

0 �� cos
��
�

% ������

% � 0 ��x0 ����x� � ��� ������

tedy x % �
��
p
�� �� % �

� � kde � je tzv� zlat� �ez�

� � ������ �� 0 � % � �ili ��� % � 0 �� ������

O  magick
ch! vlastnostech tohoto ��sla se lze pou�it v knih�ch o teorii ��sel�
Podobn� pozorov�n� plat� i pro pravideln
 dvacetist�n� maj�c� jak zn�mo

�� vrchol�� kter� d�le ztoto�n�me s vektory �e�� � � � �e�� vych�zej�c�mi z po��t�
ku ve st�edu t�lesa� Doporu�ujeme zapj�it si nebo l�pe s
m si vyrobit zm�n�n�
dvacetist�n�

Dva vrcholy dvacetist�nu toti� bu- spl
vaj�� nebo jsou protilehl� a nebo
jsou v posici  bl�zk�! �i  dalek�!� p�i�em� obou druh� dvojic je po t�ice�
ti* ka�d
 z dvan�cti vrchol� m� p�t  bl�zk
ch! soused� a stejn� tak p�t
 dalek
ch!� sou�in v�ak d�l�me dv�ma� abychom nezapo�etli ka�dou dvoj�
ici dvakr�t� Jeliko� k�e� 0 � � �0 �e��k % �� lehce ov���me� �e cos� se li�� jen

�Nezapome�te� �e cos �� � � cos� �� �	
�Zlat
 �ez se vykl�d� jako pom�r stran obd�ln�ka� kter
 jde rozd�lit na jemu podobn


obd�ln�k a �tverec	 Nedivte se� �e mnoh
 autor m�n� zlat
m �ezem p�evr�cenou hodnotu
� ����	 Zlat
 �ez je tak� �doka�te� limitou pom�ru sousedn�ch �len� Fibonacciho po�

sloupnosti� v n�� je ka�d
 �len sou�tem p�edch�zej�c�ch dvou� �� �� �� �� �� �� �� ��� ��� �� � � �
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ve znam�nku� ozna�uje�li � �hel mezi dv�ma body  bl�zk�! resp�  dalek�!
dvojice vrchol� �ei��ej � Spo�teme tento �hel � mezi bl�zk
mi vrcholy$

Volme o��slov�n� dvan�cti vrchol� tak� aby vektor

�e� 0 �e� 0 �e� 0 �e� 0 �e� �����

byl kladn
m n�sobkem �e�� Pak je �ov��te��

k�e� 0 �e� 0 �e� 0 �e� 0 �e�k� % � 0 �� cos�� �� cos� ������

�v dan� p�tici je p�t bl�zk
ch a p�t dalek
ch dvojic�� Z druh� strany� zpro�
jektujeme�li �e�� � � � ��e� do �e�� plat�

k�e� 0 �e� 0 �e� 0 �e� 0 �e�k� % �� cos��� % �� cos� �� ������

Tedy cos� spl�uje rovnici

�� cos� � % �� tedy cos� % ����� ������

a objem ji� pom�rn� snadno dopo�teme �prove�te���

Cvi�en�� Spo�t�te i objemy dal��ch pravideln�ch �Plat�nov�ch� t�les pro
zn
mou vzd
lenost vrchol od t��i�t�� T�mito t�lesy jsou �ty�st�n� krychle�
osmist�n a dvan
ctist�n� dvan
ctist�n m
 p�ti�heln�kov� st�ny�

N�kolik pozn�mek o principu linearisace

Linearisujeme�li probl�my  jedn�! nez�visl� prom�nn�� dost�v�me z hlediska
LA objekty vcelku trivi�ln�� toti� jednorozm�rn�� Tedy LA nem� p��li� co ��ci
ke klasick�mu in�nitesim�ln�mu po�tu jedn� prom�nn��

Jin� situace nastane p�i zkoum�n� funkc� v�ce prom�nn
ch� Tam u� v�t�
�ina v
zna�n�j��ch tvrzen� m� sv� line�rn� algebraick�  j�dro!* pokud by se
LA vyu�ovala jen jako pomocn�k pro anal
zu� bylo by logi�t�j�� s algebrou
za��t a� v letn�m semestru ��ro�n�ku� I v anal
ze usly��te mnoho o pojmu�
kter
 se de�nuje jako  line�rn� zobrazen�� � � !� toti� o diferenci�lu�

Mnoh� fysik�ln� z�kony �Hook�v� Ohm�v� � � � jsou linearisovanou vers�
z�kon� p�esn�j��ch� o to v�ak slo�it�j��ch� toti� neline�rn�ch� Nejpozd�ji za�
nedlouho uvid�te� �e cel� fysik�ln� teorie �nerelativistickou mechaniku� lze
ch�pat jako  linearisovan� verse! teori� �pln�j��ch �teorie relativity��

Na z�v�r jedna odstra�uj�c� pozn�mka�  Linearisovan�! obr�zky� jako
graf n��e zobrazuj�c� typick
 z�znam zm�n pr�m�rn
ch ro�n�ch teplot v ob�
dob� �� ��� let�
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d d
d

d d c

kter� �asto tvo�� gra�ck
 doprovod nejr�zn�j��ch zkouman
ch situac� �a+
u� jde o kol�s�n� cen akci� na burse� z�pis teploty pacienta nebo cokoli ji�
n�ho� sv�d�� obvykle o nevelk� matematick� gramotnosti autora� M�me�li
k disposici jen �daje ozna�en� kole�kem� jsou domalovan� line�rn� spojnice
mezi nimi jenom p�ek��ej�c�m balastem� Kritick
 u�ivatel dan� informace by
m�l tyto line�rn� spojnice nejd��ve umazat �a teprve pot� si p��padn� m��e
polo�it ot�zku� jak
 typ k�ivky je vhodn� prolo�it dan
mi daty " �i  pod�l
nich!��

Linearisovat probl�mm� toti� smysl� jsou�li nam��en� hodnoty rozprost�e�
ny  dostate�n� hust�! �vzhledem k rychlosti zm�ny derivace zkouman� z��
vislosti��

Jako p��klady extr�mn� chaotick
ch funkc� vzp�raj�c�ch se i p�i zna�n�
hust�m v
b�ru m��en
ch dat rozumn� linearisaci uve-me ned�vno publiko�
van
 graf zm�n pr�m�rn� ro�n� teploty ve �tvrtohor�ch �z�skan
 r� ���	 na
z�klad� m��en� pr��ezu gr�nsk�ho ledovce�� kde vhodn
 krok pro linearisaci
probl�mu ne�in� miliony ale pouh� des�tky let�&� �i " v jin� �k�le " grafy
r�zn
ch elektrick
ch potenci�l� a jin
ch �i nefysik�ln�ch� �asov
ch veli�in
popisuj�c�ch �innost mozku �linearisovat a tud�� jednodu�e predikovat t�eba
prom�ny n�lad n�kter
ch psychicky nevyrovnan
ch osob se jev� jako mar�
n� sna�en� n�kdy i v rozmez� pouh
ch vte�in�&�* k porozum�n� takov
mto
prom�nliv
m veli�in�m je l�pe op��t se o poznatky z teorie chaosu �i sta�
cion�rn�ch n�hodn
ch proces��� Kr�tce� situace� kdy p�edlo�en� �daje maj�
 hustotu nedostate�nou pro rozumnou linearisaci!� jsou velmi �ast�� Dopl�u�
j�c� �daje bu- nem�me� nebo se domn�v�me� �e je nepot�ebujeme " a n�vyk
ze �koly kreslit p��mky  jako podle prav�tka! m��e p�esto p�etrv�vat��

�Autor�m se bohu�el nepoda�ilo v t�to �lipice proti lomen
m �ar�m b
t d�sledn
mi�
p�i kreslen� chaotick�ho grafu naho�e byl pou�it program TEXCad� prokl�daj�c� lomenou
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Pro nerozumn� u�ivatele �ehokoliv �a+ je to tu�ka a prav�tko� LA� statis�
tika �i jin� partie matematiky� plat�� �e nejl�pe by bylo jim doty�n
 n�stroj
zcela utajit�

Pozn�mka� Pon�kud ra�novan�j��m zp�sobem linearisace je  preparace
dat metodou integr�ln�ch sou�t�!� Ta je zalo�ena na pom�rn� prost� my��
lence " �e toti� primitivn� funkce t�eba i k velmi  divok�! funkci " jako
na p�edchoz�m obr�zku " u� vypad� podstatn�  hlad�eji!� tak�e p�ikl�dat
prav�tko ke grafu primitivn� funkce u� smysl m�t m��e �vezmeme�li pak pri�
mitivn� funkci je�t� jednou� bude situace je�t� lep��&�

V
rok typu  graf roste! m� pak u� dobr
 smysl �jenom�e je zase obt���
n�j�� ��ci� �eho �e graf to vlastn� roste�� Nejv�de�t�ji dan� metoda vypad��
p�i�teme�li k p�vodn� zkouman� funkci konstantu tak� aby st�edn� hodnota
byla rovna nule na dan�m intervalu� Primitivn� funkce pak  m��e za��nat i
kon�it v nule!� tzn� vypad� obvykle u� jako  luk!� pop��pad� m� t�ch ohyb�
trochu v�ce� A u� lze �init z�v�ry typu$ od roku �� do roku ���� se klima
oteplovalo� pak ochlazovalo do roku ����� pak zase � � �

�vodn� pozn�mka o funkcion�ln� analze

Pou�it� LA na nejr�zn�j�� probl�my p��rodn�ch v�d ve smyslu p�edchoz� po�
zn�mky se d� shrnout do  hesla!$ m�sto slo�it� funkce

f�x�� � � � � xn� ������

zkoumejte jej� linearisaci v okol� dan�ho bodu v Rn�
Toto v�ak nen� jedin
 zp�sob� jak LA vstupuje do jin
ch parti� mate�

matiky� Takto LA b�hem ���stolet� vznikla� av�ak pou�it� uveden�ho typu
ji� netvo�� nejpodstatn�j�� ��st toho� jak LA interaguje se zbytkem mate�
maticky nyn�� Vy��� stupe� abstrakce nab�z� discipl�na zvan� funkcion�ln�
anal�za� Ta pracuje s v�cerozm�rn
mi line�rn�mi objekty �jako r�zn� ne�
kone�n�rozm�rn� prostory funkc�� s pou�it�m  n�zorn
ch! pojm� zn�m
ch
z geometrie euklidovsk�ho prostoru� Tento p��stup je velmi u�ite�n
 i pro
z�sk�n� pot�ebn�ho nadhledu nad takovou parti�� jako je klasick
 diferenci�l�
n� a integr�ln� po�et� Pojmy funkcion�ln� anal
zy tvo�� i z�klad soudob�ho
jazyka kvantov� teorie� Z tohoto a dal��ch d�vod� budeme postupn� �ten��i
 vnucovat! funkcion�ln��analytick� my�len� i tam� kde by to zpo��tku ani

��ru zvolen
mi body grafu� � �
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neo�ek�val� Uvid� t�eba� �e n�kter� ��sti anal
zy vypadaj� z pohledu LA po�
n�kud jinak a leckdy i jednodu�eji " nap�� Taylor�v vzorec jako exponenci�la
derivace� Uvid� elegantn� popis situac� jako je nap�� teorie �e�en� soustav li�
ne�rn�ch diferenci�ln�ch rovnic prv�ho ��du s konstantn�mi koe�cienty� kde
bez znalosti LA �Jordanova tvaru� nelze probl�mu v�bec porozum�t� pokud
porozum�n�m m�n�me v�ce ne� nau�en� se  kucha�ce! odn�kud  spadl
ch!
p�edpis��

Dal�� pozn�mky o p�edm�tu

LA je mnohem mlad�� ne� t�eba anal
za� Zat�mco j�dro klasick�ho  kal�
kulu! vzniklo v �� a ���stolet�� n�kter� zcela z�kladn� pojmy LA vznikly
ani ne p�ed sto lety� a partie LA bl�zk� sv
m pojet�m funkcion�ln� anal
ze
jsou jenom p�r des�tek let star�� �N�kter� je�t� ani nepronikly do mnoha
standardn�ch u�ebnic��

Sou�asn
 bou�liv
 rozvoj geometrie v souvislosti s teoretickou fysikou jis�
t� d�le obohat� obsah p�edm�tu LA v bl�zk� budoucnosti* srovnateln� rychl

rozvoj �relativn� vzhledem k historick�mu obdob�� v anal
ze prob�hl napos�
led snad n�kdy v osmn�ct�m stolet�� � �

Znamen� to tak� snad� �e LA teprve �ek� obdob� zp�es�ov�n� a p�ebu�
dov�n� jejich z�klad� v analogii s prac� Bolzana� Cauchyho�� � � v z�kladech
anal
zy� Asi nikoliv� co� je d�no tak� odli�nou povahou obou p�edm�t�$
v algeb�e v jist�m smyslu  nen� co zp�es�ovat! a cesta od n�zorn�ho argu�
mentu �i �sp��n� form�ln� manipulace k precisn�mu d�kazu je zde mnohem
p��mo�a�ej�� ne� v anal
ze�

P�irovnejme anal
zu resp� algebru k dv�ma n�sleduj�c�m d�tsk
m �in�
nostem$ staven� hradu z p�sku �anal
za� a sestaven� hodin ze stavebnice
�algebra�� V
rok  hrad u� je skoro hotov� zb
v� p�r v�c� uhladit a zam�st!
nem� p�i sestavov�n� hodin prot�j�ek$ ozuben� kole�ka hodin do sebe prost�
bu- zapadaj� nebo ne � skoro zapadaj�! je nesmysl�� Tak je to i s d�kazy
v line�rn� algeb�e$ jsme�li  skoro hotovi!� jsme obvykle ji� zcela hotovi� za�
t�mco v anal
ze b
v� n�kdy od  d�kazu podle obr�zku! k p�esn�mu d�kazu
je�t� dlouh� cesta�

U na�eho p�irovn�n� m��eme ��ci$ zat�mco p�i v
stavb� hradu z p�sku se
n�zory na hotovost d�la� vypracov�n� detail�� �klid atd� mohou li�it podle n��
tury a po��dnosti jednotliv
ch u�astn�k� stavby �i p�ihl��ej�c�ch� v p��pad�
konstatov�n�  stavebnice je slo�ena! je mo�n� hodnocen� mnohem jedno�
zna�n�j���
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Poznamenejme d�le� �e jsme v tato skripta vlo�ili mnoho pozn�mek uv��
d�j�c�ch i fakta� kter� zde nejsou dok�z�na� V takov
ch p��padech n�m �lo o
uveden� n�kter
ch snadno formulovateln
ch �nikoliv nutn� snadno dokazatel�
n
ch� tvrzen� ��kaj�c�ch d�le�itou dodate�nou informaci o pr�v� prob�ran�m
p�edm�tu a jeho souvislostech� O�ek�v�me n�mitky typu  ideje a n��rtky
d�kaz� nepat�� do u�ebnic� a v�bec u� ne do u�ebnic pro za��te�n�ky! a
p�edes�l�me� �e s takov
mito n�mitkami nesouhlasime* k vysv�tlen� toho�
to stanoviska si rozt�i-me tvrzen� a v�ty objevuj�c� se v textu do n�kolika
skupin$

�� v�ty z�kladn� d�le�itosti pro dal�� text� s v
raznou a netrivi�ln� my��
lenkou d�kazu �leckdy i nesouc� n�zev autora����$ tyto dokazujeme
v�dy� n�kdy i v�ce zp�soby �existuje�li v�ce mo�nost� d�kazu�� Tako�
v
chto v�t je jenom ���� v ka�d�m semestru �a ka�d
 adept na zn�mku
alespo� 	 by je m�l ��dn� zaregistrovat &��

�� v�ty �ekn�me standardn�� jejich� d�kaz �po uveden� p��padn�ho n�vo�
du� vy�aduje jistou samostatnou ale  p��mo�arou! n�mahu " jako po�
zorn� pron�soben� sum v sou�inech apod� " d�kaz takov
chto v�t �asto
p�enech�me �ten��i* n�kter� z t�chto v�t mohou p��padn� m�t snadno
pochopiteln
 v
znam i pro za��te�n�ka� kter
 v takov�m p��pad� m��e
zpo��tku form�ln� d�kaz p�esko�it a vr�tit se k n�mu pozd�ji po zdo�
konalen� sv
ch formula�n�ch dovednost�� D�le�itost v�t tohoto typu je
obvykle sp��e v tom� �e pom�haj� ujasnit si roli z�kladn�ch de�nic dan�
oblasti�

	� v�ty sice d�le�it� jinde� ale okrajov�ho v
znamu v uveden�m textu �ne�
navazuje se na n� d�le�� Zde se sna��me uv�st leckdy alespo� my�lenku
d�kazu� ne v�ak v�dy� N�kter� fakta jsou prost� zaj�mav� dokonce i
bez d�kazu& �Nematematici to v�d�� � � � Bylo na�� v�domou snahou vlo�
�it takto do textu nejr�zn�j�� dopl�uj�c� l�tku souvisej�c� s LA �i kdy�
nem��e b
t ani �e�i o �plnosti na�eho v
b�ru�� Sou�asn� matematika
�a to i ta  skute�n� nepostradateln�! t�eba pro fysika� je toti� tak
rozs�hl� discipl�na� �e zvl�dnout ji po��dn� ve smyslu dokonal�ho i
form�ln�ho ovl�dnut� technick
ch detail� je �kol prakticky nezvl�dnu�
teln
 pro jedince� �asto je ale pot�ebn� m�t t�eba jen letm� pov�dom�
o u�ite�n
ch pojmech a metod�ch " u� proto abychom v�d�li� s ��m se
t�eba pot�ebujeme v budoucnu v�ce sezn�mit� M�me�li volit mezi  ne�
po��dnou znalost�! �t�eba i jednoduchou karikaturou jinak mnohem
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form�ln� slo�it�j�� situace� nebo �pln
m ignorov�n�m d�le�it
ch fakt�
vol�me prvn� mo�nost�

V kontrastu k �asto vyslovovan�mu n�zoru� �e j�drem matematiky jsou
v�ty a �p�esn�&� d�kazy� chceme zd�raznit i d�le�itost znalost� vhodn
ch
metod �a tedy vlastn� i vhodn
ch de�nic�� Zast�v�me n�zor� �e metoda je
d�le�it�j�� ne� v�ta " z jedn� metody volbou r�zn
ch p�edpoklad� a r�zn
ch
situac� �asto dost�v�me r�zn� tvrzen�� Opa�n
 p��pad� kdy jeden d�le�it

fakt se dokazuje r�zn�mi metodami� je sice velice pozoruhodn
� ale pod�
statn� m�n� �ast
& Metodu lze vylo�it leckdy i v jednoduch� karikatu�e*
v
raznou metodu si lze zapamatovat mnohem snadn�ji ne� technick� p�ed�
poklady �ty koneckonc� metoda leckdy p�irozen� nastol� ji� sama od sebe�*
je�t� hor�� je� �e n�kdy komplikovan� p�edpoklady zatemn� v
raznou metodu
p��padn� tuto metodu tak  znetvo��! ��patn� zvolen�� n�kdy i p��li� obecn�
p�edpoklady v�ty nap��� tak� �e neuvid�me pozd�ji mo�nost uplatnit p�vod�
n� jasnou metodu i v situac�ch� kter� ambici�sn� formulovan� obecn� v�ta
jaksi nep�edv�dala� � �

Nap�� �lov�k i letmo sezn�men
 se sou�asnou teoretickou fysikou v�� jak
mnohostrann� pou�it� �asto ve velmi komplikovan
ch situac�ch m� ona velmi
jednoduch� metoda integrace zvan�  per partes!� Viz koneckonc� i uveden�
skripta$ co maj� spole�n�ho t�eba ortogon�ln� polynomy� distribuce apod�
krom� onoho jedin�ho magick�ho slova per partes� Myslet si� �e jedna ab�
straktn� v�ta z teorie n�jak�ho  hodn� obecn�ho! integr�lu v�echny tyto
p��pady zahrne� je dosti absurdn� a hlavn� neu�ite�n� p�edstava* pokud by
je t�eba i moment�ln� zahrnula� tak se nepochybn� brzy objev� n�jak� dal��
odli�n� aplikace� �Mimochodem to� co maj� t�eba distribuce a ortogon�ln�
polynomy spole�n�ho� se sp��e vyj�d�� jazykem LA " pojmem transponova�
n�ho �i adjungovan�ho oper�toru " ne� jazykem teorie integr�lu� kter
 sotva
zahrne dv� takto odli�n� pou�it� metody per partes do jedn� v�ty��

Pod�kov�n�� Auto�i d�kuj� �etn
m koleg�m �v�etn� mnoh
ch studen�
t� MFF UK�� kte�� v�novali sv�j �as na sezn�men� se s n�kter
mi partiemi
skript a jejich� kritick� pozn�mky a n�m�ty leckdy zanechaly stopu na obsa�
hu t�chto skript� Zvl��tn� d�ky pat�� recensent�m prof� J� Form�nkovi� DrSc�
a dr� M� Znojilovi� CSc� Dal�� reakce na obsah i formu t�chto skript budou
v�t�ny* nejl�pe na elektronick
ch adres�ch uveden
ch v z�v�ru knihy�
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Kapitola �

Kdo je grupa a t�leso

�	� Grupa

Tato kapitola� striktn� vzato� je�t� nepat�� do line�rn� algebry� Pojem gru�
py je v�ak natolik �st�edn�m pojmem algebry �a cel� matematiky�� �e se
mu samoz�ejm� nem��eme vyhnout� Naopak� budeme se sna�it tento pojem
co nejv�ce ilustrovat v pr�b�hu cel�ho kursu LA� Zde uvedeme jen n�kolik
nejz�kladn�j��ch pojm��

Za�n�me tedy kone�n� v
klad stylem v�ta� d�kaz�� � �

Definice grupy� Mno�inu G � na n�� je de�nov�na bin�rn� operace tzn�
zobrazen�

f�a� b� �� a0 b resp� ab resp� a 	 bg $ G � G � G �����

naz
v�me grupou� plat��li vztahy

�� 
a� b� c � G a 0 �b 0 c� % �a 0 b� 0 c resp� a � �b � c� % �a � b� � c
�asociativita��

�� �� resp� � � G �takzvan
 nulov
 �i neutr�ln� prvek�� �e 
a � G a0� %
� 0 a % a resp� a � � % � � a % a�

	� 
a � G �b �tzv� opa�n
 �i inverzn� prvek� p��eme potom b % �a resp�
b % a��� takov
� �e a0 b % b0 a % � resp� ab % ba % ��

Zna��me�li operaci jako 0� mluv�me o aditivn� grup�� p��eme�li ji jako n��
soben�� jde �e� o grup� multiplikativn�� jindy jde o  komposici! apod�

�
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Cvi�en�� Doka�te jedine�nost neutr
ln�ho a inversn�ho prvku�

Definice� Grupu nazv�me komutativn� nebo Abelovou� je�li 
a� b �
G $ a0 b % b0 a� �Znak  0! jsme vyhradili jen pro Abelovy grupy��

Definice� Podmno�ina P � G � kter� je uzav�ena na bin�rn� operaci
grupy G a un�rn� operaci inverse� se naz
v� podgrupou G � Podgrupa P �
G je norm�ln� podgrupou G � plat��li


g � G g � P  fg � p� p � Pg % fp � g� p � Pg  P � g �����

T��dy a � P  fa � p� p � Pg lze n�sobit �pro norm�ln� podgrupu P&� podle
vzorce �a�P���b�P� % ��a � b� � P�� Tento vzorec je korektn� pr�v� tehdy� jde�li
o norm�ln� podgrupu� nebo+ mo�nost napsat jak
koliv sou�in apbp� t�� ve
tvaru abp�� je ekvivalentn� mo�nosti napsat jak
koliv prvek pb t�� ve tvaru
bp��p��� % bp���� Vzniklou grupu naz
v�me faktorgrupou grupy G podle P
a ozna�ujeme G �P� �Tento pojem� jako� i n�sleduj�c� pojem direktn�ho a
polodirektn�ho sou�inu� bude pro za��te�n�ka asi velmi abstraktn� a proto
t��k
* je mo�no ho p�i prvn�m �ten� vypustit��

Jin� definice� Po�adavek 
g � G g � P % P � g lze p�epsat tak�
jako 
g � G g � P � g�� % P� co� je d�vod� pro� norm�ln� podgrup� tak�
��k�me invariantn� �m�n�no v��i tzv� vnit�n�m automor�sm
m �g $ p ��
gpg���� P je tedy norm�ln� podgrupou G pr�v� tehdy� kdy�


g � G � p � P gpg�� � P� ���	�

Tento vztah vyjad�uje gPg�� � P� a jeliko� plat� i pro g��$ g��Pg � P �
P � gPg��� je ekvivalentn� gPg�� % P�

Pojem norm�ln� podgrupy by se nedo�kal docen�n� bez zaveden� n�sle�
duj�c� konstrukce�

Definice morfismu� Zobrazen� � $ G � eG mezi dv�ma grupami na�
zveme mor�smem nebo homomor�smem� p�en����li grupovou operaci�
tzn�

��a � b� % ��a�e���b�� ���� % e�� ��a��� % ��a�f�� �����

Vlnka zde ozna�uje bin�rn� operaci� un�rn� operaci  vybr�n� inversn�ho prv�
ku! nebo nul�rn� operaci  vybr�n� neutr�ln�ho prvku! v eG � Budi� zn�mo� �e
mor�smus� kter
 je surjekc�� to jest funkc�  na!� se naz
v� epimor�smem
a monomor�smem je mor�smus v p��pad�� �e funkce je injekc� �tj� kdy�




��� GRUPA ��

je prost
� r�zn
m p�i�ad� r�zn��� �Mnemotechnick� pom�cka SEMI �i MISE
slo�en� z po��te�n�ch p�smen t�chto zobrazen� v�m v�dy p�ipomene� kter�
je kter��� Je�li � ob�� to jest zobrazen� je bijekc�� vz�jemn� jednozna�n
m
p�i�azen�m� mluv�me o isomor�smu�

Definice j�dra� J�drem homomor�smu � $ G � eG nazveme mno�
�inu vzor� neutr�ln�ho prvku z eG � Doka�te� �e j�dro ka�d�ho mor�smu je
norm�ln� podgrupou G a naopak� je�li G � norm�ln� podgrupou G � je G �

j�drem mor�smu fx �� x0 G �g $ G � G �G ��

Definice centra�Centrem grupy G naz
v�me jej� podmno�inuZ�G �
t�ch prvk� s� pro n��


g � G sg % gs� �����

a je to tedy podgrupa �gs� % s�g� gs� % s�g � g�s�s�� % �s�s��g� a to
dokonce norm�ln�� proto�e gsg�� % sgg�� % s�

Definice prostoty�Grupu naz
v�me poloprostou �polojednoduchou��
neobsahuje�li ��dn� vlastn�� norm�ln� Abelovy podgrupy� Grupa je prost�
�jednoduch��� neobsahuje�li ��dn� vlastn� norm�ln� podgrupy� �U Lieov
ch
spojit
ch grup� diskutovan
ch d�le� slovo  ��dn�! mus�me ch�pat jako  ��d�
n� krom� diskr�tn�ch!��

P��m� sou�in grup� Typick
m p��kladem grupy� kter� nen� prost�� je
direktn� neboli p��m� �tak� kart�zsk
� sou�in grup A � B � Jde o kart�zs�
k
 sou�in t�chto grup s jednotkov
m prvkem ��A� �B�� inversn�m prvkem
�a� b��� % �a��� b��� a s operac� de�novanou vztahem �a�� b�� 	 �a�� b�� %
�a� 	 a�� b� 	 b��� Jej� po�et prvk� je tedy roven sou�inu po�t� prvk� grup A
a B �v p��pad� spojit
ch grup je jej� dimense rovna sou�tu dimens� grup A �
B ��

Takov� grupa m� za svoji norm�ln� podgrupu jak grupu isomorfn� A
�s prvky �a � A � �B��� tak grupu isomorfn� B �

Cvi�en�� Ilustrujte uveden� pojmy na n
sleduj�c�ch p��kladech grup�

�� �R �0�� jej� podgrupy �Q �0� a �Z�0�� �Rnf�g� ��� �Q nf�g� ��� � � �Existuje
mor�smus fx �� exg $ �R �0� � �R n f�g� ��� proto�e ea!b % ea � eb a
dokonce isomor�smus na grupu �R!� ���

�Vlastn� znamen� netrivi�ln�� Grupa m� v�dy dv� trivi�ln� norm�ln� podgrupy� sebe
samu a grupu obsahuj�c� jen neutr�ln� prvek	
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��  ruleta! Zn % f�� �� �� � � � � n � �g �i � j� % �i 0 j� modulo n�
Je isomorfn� multiplikativn� grup� n ��sel rovnom�rn� rozestav�n
ch
po jednotkov� kru�nici� jedn�m z nich� je jednotka� $ fa � Zn ��
exp���ia�n�g $ Zn � podgrupa C �

	�  spojit� ruleta! U� % fz � C * jzj % �g s n�soben�m komplexn�ch
��sel� Lze sestrojit mor�smus fx �� exp�ix�g $ �R �0� � �U�� �� nebo
isomor�smus z aditivn� grupy t��d re�ln
ch ��sel li��c�ch se o n�sobek
�� �s��t�n� modulo ����

�� Permutace na mno�in� 3 skl�d�n�� viz d�le�

�� P�em�st�n� �ili shodnosti v element�rn� geometrii a r�zn� podgrupy
na zp�sob symetrie t�les �nap�� isometrie dvacetist�nu�� symetrie
krystal� apod�

�� Krystalogra�ck	 grupy� v dvojrozm�rn�m p��pad� symetrie dl��d��
n�� Pohle-me na obr�zky ve speci�ln� kapitole �a na text na stran� ����
v�novan� t�mto ot�zk�m a charakterisujme grupy tam pojmenovan�
 prostorov�!�  bodov�! neboli  krystalogra�ck�! a  stacion�rn�!�

� Pojem grupy je �st�edn�m matematick
m pojmem i jinde ve fysice�
Ve standardn�m modelu element�rn�ch ��stic� to jest teorii kvark��
lepton� a zprost�edkuj�c�ch boson�� je d�le�it� grupa symetri� SU� �
SU� � U�� r�zn� teorie velk�ho sjednocen� se sna�� tuto grupu vylo�it
jako podgrupu grupy v�t��� nap�� SU� a heterotick� stringy se ji sna��
doc�lit z grupy SO �� nebo E , � E ,�

�� Historicky se pojem grupy poprv� objevil za��tkem ���stolet� �to jest

po roce ��� p�i zkoum�n� �ne��e�itelnosti algebraick
ch rovnic stup�
n� alespo� p�t�ho� Galois sv�j objev sepsal p�es noc� n�sleduj�c� den
m�l souboj kv�li n��n�mu pohlav� a nechal se odpr�sknout�

�� Radujme se� �e v posledn�m desetilet� byla dokon�ena �snad� klasi�ka�
ce velk� t��dy grup� toti� kone�n
ch grup� do n�� pat�� grupy krysta�
logra�ck�� grupy permutac�� stejn� jako grupa symetri� dvacetist�nu a
jin
ch t�les a dal��� tak� grupa v�ech operac�� kter� lze prov�st s Rubi�
kovou kostkou� Klasi�kace kone�n
ch grup je d�lem srovnateln
m �i
vahou p��slu�n� knihy� s atlasem sv�ta a je v
sledkem enormn�ho �sil�
n�kolika generac� algebraik��

�P�ipom�n�me� �e exp�ix� � cosx i sinx	
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Kone�n� Abelovy grupy� Neskonale prost�� �lohou je klasi�kace ko�
ne�n
ch komutativn�ch grup " dokonce v�ech kone�n� generovan
ch �s kone��
n
m gener�torem�� kter
m porozum�te sami� zobecn�te�li pojem direktn�ho
sou�inu na libovoln� mno�stv� �initel��

V�ta� Ka�d� kone�n� Abelova grupa je isomorfn� p��m�mu sou�inu
vhodn
ch cyklick
ch grup� kter� jdou dokonce volit tak� �e ka�d� z nich m�
po�et prvk� rovn
 mocnin� prvo��sla �pozor� ��dy grup��initel� se mohou
opakovat��

G % Zp)�*n��� �Zp)�*n��� � � � ��Zp)N*n�N� � nap�� Z � % Z� �Z��� �����

V�imn�te si� �e nap�� grupa Z� nen� isomorfn� p��m�mu sou�inu Z� � Z�

" nap��klad proto� �e druh� mocnina ka�d�ho prvku druh� z grup �nikoliv
v�ak prvn�� je jednotkov
 prvek�

Definice� �ekneme� �e mno�ina A � G generuje grupu G � jestli�e


g � G �n�a�� a�� � � � � an� �e 
i�ai � A nebo a��i � A� a �e ����

g % a�a� � � � � � an� �����

�N�kter� ai mohou b
t stejn��� Grupa generovan� jednoprvkovou mno�inou
se naz
v� cyklick� �nap�� Zn nebo Z� a je v�dy komutativn�� co� doka�te�

�	� Permutace

Motto�
M�te permutace r�di� R�di m�te permutace� Permutace r�di m�te�
R�di permutace m�te� Permutace m�te r�di� M�te r�di permutace&
Permutace je vz�jemn� jednozna�n� �tj� prost� a  na!� zobrazen� ob�

vykle kone�n� mno�iny na sebe�

Pojem� Permutaci p $ X � X ozna��me za transposici� existuj��li
x �% y � X takov�� �e p�x� % y� p�y� % x a jinak p�z� % z pro z � X n fx� yg�

Definice� Jakoukoli uspo��danou n�tici �x�� x�� � � � � xn�� pokud p�xi�
% xi!� pro i % �� � � � � n � � a p�xn� % x� nazveme cyklem permutace p
d�lky n� ��
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Tato situace pro
permutace nenastane$

�nebylo by prost��

Definice� Uspo��d�me�li prvky X do posloupnosti ��� �� � � � � n� �kde n
je po�et prvk� X�� m��eme permutaci zn�zornit tabulkou

� � 	 � � � � n
� � � � � � � �

p��� p��� p�	� p��� � � � p�n�

Ka�dou dvojici typu i 	 j� kde p�i� 
 p�j� nazveme invers� tabulky
�permutace�� �Budeme mluvit o i� j�inversi�� 4ipky a r�me�ky budeme nad�le
vynech�vat�

T	i ekvivalentn� de
nice znaku �znam�nka permutace

� znak �p % ����po�et invers� p

� znak �p % ����suma d�lek cykl� p� tedy ����po�et cykl� lich� d�lky

� znak �p % ����k� kde k je po�et transposic Ti nutn
ch k sestaven�
permutace$ p % T� 	 � � � 	 Tk

V�ta� Pojem znaku permutace je dob�e de�nov�n a v�echny t�i de�ni�
ce ur�uj� tot��� Permutac�m s kladn
m resp� z�porn
m znakem �znam�nkem�
��kejme sud	 resp� lich	�

D�kaz�

�� znak � % znak � $ Z�kladn� skutenost�� ji� je t�eba dok�zat� je� �e p�id��
me�li k permutaci S transposici T � zm�n� se poet invers� o lich� �slo�
Nech� tedy P % S 	Tij � kde Tij je transposice m�n�c� prvky i �% j� Pak
m� permutace P tabulku� v n�� je v druh�m ��dku proti permutaci S
vym�n�no i�t� a j�t� �slo� Inverse i� j bu� zmiz� nebo se objev� �v P
proti S� to je to �lich� �slo��� inverse� kter�ch se ne�astn� ani i ani j�




�
� PERMUTACE 		

z�stanou a u invers� typu i� a a a� j �kde a je libovoln� prvek tabulky�
se bu� nic nezm�n�� nebo ob� zmiz�� nebo ob� vzniknou� nebo jedna
vznikne a jedna zmiz��

Z toho plyne nejen rovnost znak�� ale i jednoznanost de�nice znak ��
proto�e znak � je de�nov�n jednoznan��


� znak � % znak � $ Ka�dou permutaci lze slo�it z cykl� a ka�d� cyklus
d�lky n lze rozepsat na komposici n transposic�� Nap���

� � 	 �
� 	 � �

�
%

�
� � 	 �
� � 	 �

�
	 �����

	
�

� � 	 �
� 	 � �

�
	
�

� � 	 �
� � � 	

�
������

Vyhodnocujeme�li pravou stranu� to jest zji��ujeme�li� co v�sledn� per�
mutace p�i�ad� t�eba trojce� je nutn� nejprve p�e��st� co p�i�ad� trojce ta
�pln� prav� permutace ���� druh� zprava p�i�ad� �ty�ce �ty�ku ��� a lev�
t�to �ty�ce �ty�ku� Proto nalevo nap��eme pod trojku �ty�ku�

M�ete si tak� promyslet� kterak v permutaci� kter
 obsahuje dva cykly� lze
tyto dva cykly �slepit�� slo��me	li tuto permutaci s n�jakou transposic�� p�eha	
zuj�c� dva prvky� ka�d� z jednoho cyklu� a naopak� slo��me	li tento cyklus znovu
s touto transposic�� dostaneme dva cykly��
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Cvi�en��

�� Sud� permutace tvo�� norm
ln� podgrupu A n grupy v�ech permutac� Sn�
Co je faktorgrupou�

�� Doka�te tuto v�tu� Zobrazen� fp �� znak pg $ P �X� � Z� je mor�s	
mus grupy P �X� v�ech permutac� na mno�in� X do multiplikativn� grupy
f0����g a ta je isomorfn� cyklick� dvojprvkov� grup� Z� % f�� �g se
s��t
n�m modulo �� Sud� permutace jsou j
drem tohoto homomor�smu�
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�� �Je�t� ke grup
m obecn��� Grupa v�ech oto�en� a posunut� trojrozm�r	
n�ho prostoru �uva�ujme jen ty� kter� nem�n� orientaci� m
 za norm
ln�
podgrupu grupu v�ech posunut�� Naopak podgrupa v�ech oto�en� �xuj�c�ch
po�
tek nen� norm
ln�� Uka�te� pro�� �Dv� rzn
� vz
jemn� neinversn� oto	
�en� nemohou d
t dohromady identitu� a� je nav�c skl
d
me s translacemi
v jak�mkoli po�ad���

Polop��m� sou�in grup 	�
� Posledn� cvi�en� bylo typick
m p��kla�
dem� kdy lze grupu G v�ech isometri� popsat jako polop��m� sou�in grup
A �
�
B � kde B je norm�ln� podgrupa �d�litel� G �v na�em p��pad� je B grupou

v�ech translac�� a A je isomorfn� faktorgrup� G �B �
Polodirektn� �semidirektn�� sou�in grup A �

�
B je tedy kart�zsk


sou�in t�chto grup s operac� de�novanou podle

�a�� b���a�� b�� % �a�a�� b�b
a�
� �� ������

kde ba % ��a�b je symbol ��inkov�n� grupy A na grup� B ��ili n�kter�ho
zvolen�ho mor�smu grupy A do grupy automor�sm� B � �ili grupy v�ech iso�
mor�sm� B do sebe�� Konkr�tn� v naho�e uveden�m p��klad� si uv�domte� �e
rotace generuje p�irozen
m zp�sobem automor�smus grupy translac�� kter

dan� translaci p�i�ad� translaci ve sm�ru p��slu�n� oto�en�m� �Zvol�me�li tri�
vi�ln� mor�smus �� kter
 ka�d�mu a p�i�ad� identick
 automor�smus grupy
B � dostaneme oby�ejn
 p��m
 sou�in A � B �� Ka�d
 si m��e nal�zt inversn�
prvek k �a� b� �nebo alespo� ov��it� �e j�m �a��� �b���)a��*� je�� jednotkov

prvek je ��A� �B� a asociativitu ov���me zde$

'�a�� b���a�� b��( �a�� b�� % �a�a�a�� b�b
a�
� b

)a�a�*
� �

�a�� b�� '�a�� b���a�� b��( % �a�a�a�� b��b�b
a�
� �a��

������

Prvn� slo�ky obou v
sledk� se rovnaj� evidentn�� ale rovnaj� se i druh�� pon��
vad� �upravujeme druhou komponentu v druh�m v
sledku� plat� n�sleduj�c�
vzorce plynouc� z toho� �e ��a� jsou automor�smy grupy B �

�b�b
a�
� �a� % ba�� �ba�� �a� % ba�� b

)a�a�*
� ����	�

Dal��m p��kladem polop��m�ho sou�inu je �n�prvkov� grupa 2n symetri�
pravideln�ho n��heln�ka� kter� je polop��m
m sou�inem �p�esn�ji je mu iso�
morfn�� grupy Z� �hraje roli A � a grupy Zn �kter� je norm�ln� podgrupou
2n�� ���




��� �E�IL VY BYSTE ROVNICI P�T	HO STUPN�� 	�

�	
 �e�il vy byste rovnici p�t�ho stupn��

��� Tuto sekci jsme nenazvali Galoisova teorie� abychom p��li� nepodr��dili
p��padn� na v�t�� form�ln� p�esnost si potrp�c� znalce t�to teorie� ale p�esto
douf�me� �e hloubav� studenty inspiruje k dum�n� o �e�en� rovnic vy���ch
stup���

Mnoz� jsou p�esv�d�eni� �e vzorec pro �e�en� algebraick� rovnice libo�
voln�ho stupn� mus� existovat� Proto hned na po��tek p�edvedeme jeden
d�vod� kter
 snad v�ru t�chto osob v existenci vzorce podlom�$

Hled�me�li ko�eny rovnice �vyd�lili jsme koe�cienty u nejvy��� mocniny
a zavedli st��dav� znam�nka�

xn � axn�� 0 bxn�� � cxn�� 0� � � � % �� ������

chceme vlastn� rozlo�it tento polynom na sou�in ko�enov�ch �initel


xn�axn��0 bxn��� cxn��0� � � � % �x�x���x�x�� � � � � � �x�xn�� ������

Rozn�sob�me�li pravou stranu a uv���me� �e se mus� rovnat v�echny koe�ci�
enty u jednotliv
ch mocnin x� zjist�me� �e a je sou�tem v�ech ko�en� �kladn�
vzat
m d�ky na�� znam�nkov� konvenci�� b je sou�tem v�ech sou�in� dvojic
r�zn
ch ko�en� atd�

V�imn�me si� �e v�echny koe�cienty jsou invariantn�� v��i libovoln� per�
mutaci ko�en�� a toto bude zajist� platit pro jak�koli jejich funkce �a��b � � ���
Nezd� se v�m t��k� z nich z�skat v
raz natolik asymetrick
� jak
m je x��

Jak to vlastn� d�l�me u kvadratick� rovnice

x� � ax0 b % �� kde a % x� 0 x�� b % x� � x�� ������

Umocn�me a na druhou� dostaneme x�� 0 �x�x� 0 x��� ode�teme �b a zbude
n�m x�� � �x�x� 0 x��� co� po odmocn�n� d�v� ��x� � x��� P�i�ten�m a a
vyd�len�m dv�ma dost�v�me ko�eny�

Z uveden�ho postupu je snad z�ejm�� �e r�zn� ko�eny d�v� �jeden� vzorec
proto� �e vol�me r�zn� hodnoty odmocnin� �Zde� v p��pad� druh� odmocniny�
jde o dvojzna�nost znam�nka� n�t� odmocnina je n�zna�n� funkce��

Chcete�li si odvodit vzorce pro �e�en� rovnice t�et�ho a �tvrt�ho stupn��
doporu�ujeme v�m sestavit si tabulky� kterak vyj�d�it r�zn� �v��i permuta�
c�m ko�en�� invariantn� polynomy ko�en�� nap��

x�� 0 x�� % a� � �b� �����

�Nezm�n� se� permutujeme�li ko�eny	
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Pro kubickou rovnici pak pohled�te na v
raz �� % exp ��i�	 je  primitivn�
hodnota! �

p
��

x� 0 �x� 0 ��x� ������

a uv�dom�te si� �e pokud se v�m poda�� vypo��tat tento v
raz z koe�cient��
budete m�t tak�ka vyhr�no� �P�i�tete k v
razu zrcadlov
 x� 0 ��x� 0 �x�
a sou�et ko�en� x� 0 x� 0 x� a dostanete 	x�* vid�me� �e vzorec pro ko�en
bude m�t tvar sou�tu dvou t�et�ch odmocnin a a�	��

Z�rove� t�et� mocnina dan�ho v
razu vypad� symetri�t�j�� v��i permu�
tac�m ko�en� �a tak by se mohla l�pe vyjad�ovat pomoc� koe�cient��� nen�
v�ak �pln�$�

�x� 0 �x� 0 ��x��� % x�� 0 x�� 0 x�� 0 �x�x�x�0
0	��x��x� 0 x��x� 0 x��x�� 0 	���x�x�� 0 x�x

�
� 0 x�x

�
���

������

P�eps�n�m � do tvaru ����� 0 i
p
	��� dosp�jeme radostn� ke stavu� kdy

jedin
 v��i permutac�m neinvariantn� �len bude

i	
p
	���x��x� 0 x��x� 0 x��x� � x�x

�
� � x�x

�
� � x�x

�
��� ������

Ten ov�em ji� lze z�skat jako druhou odmocninu v
razu v��i v�em permuta�
c�m invariantn�ho podobn�� jako x��x� u kvadratick�� �Pod on�mi s��tan
mi
t�et�mi odmocninami bude sou�et n�jak
ch polynom� z koe�cient� a jak�si
druh� odmocniny��

Provedete�li nazna�en� kroky� dosp�jete k �e�en�$ je�t� je v�ak u�ite�n�
substituc� x % y�a�	 rovnici p�ev�st do formy s nulov
m koe�cientem u x��
co� se projev� t�m� �e lze vy�krtat v�echny �leny obsahuj�c� a� Z�v�rem bude
Cardan
v vzorec$ rovnice

y� 0 py 0 q % � ������

m� ko�eny �r�zn� znam�nka p�ed druhou odmocninou pr�v� zaji�+uj�  zrcad�
lovost! v
raz��

y %
�

vuut�q
�
0

s�
p

	

��

0
�
q

�

��

0
�

vuut�q
�
�
s�

p

	

��

0
�
q

�

��

� ������

Podobn� lze v radik�lech �pomoc� odmocnin� vy�e�it i rovnici �tvrt�ho
stupn� �zkuste si to�� Pro odvozen� je t�eba zn�t triky pro �e�en� rovnice
kubick�� Zkus�te za��t s v
razem

�x� 0 x� � x� � x��� ����	�

�V
raz pak nap��eme ve tvaru t�et� odmocniny t�to !t�et� mocniny"	
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Teprve potom trochu pochop�te� pro� nelze �e�it rovnice vy���ch stup���
shrnete�li postup �e�en�$

Z koe�cient� jsme v�dy sestavili �symetrick
 v��i Sn� v
raz� odmocnili�
a dostali tak formuli F � kter� se n�sob� n�kterou odmocninou z jednotky od�
pov�daj�c�ho stupn� p�i ur�it� permutaci ko�en�� Na�li jsme tak charakter
�mor�smus do U�� grupy dosud p��pustn
ch permutac�� T�m� �e k takov��
mu v
razu p�i�teme v
raz symetrick
 nebo zrcadlov
� dostaneme vzore�ek�
kter
 zcela m�n� hodnotu p�i permutac�ch� v��i kter
m nen� F invariantn��
Zaj�m�me se tedy jen o podgrupu permutac�� kter� F nech�vaj� beze zm�ny
���kejme tomu naru�en� grupy symetri� Sn do G � nap�� A n�� Tato gru�
pa G je norm�ln� podgrupou grupy p�edchoz�� jako ka�d� j�dro charakteru�
Tvorbou nov
ch v
raz� a dal��m odmoc�ov�n�m postupn� naru�ujeme grupu
symetri� dan�ho v
razu a� na �G� grupu obsahuj�c� jen identickou permutaci�

Naru�en� grupy prob�h� S� � A � % �G resp� S� � A � � �G resp� S� �
A � � B � � �G� kde B � je �lok�ln�� ozna�en� pro �ty�prvkovou podgrupu A �

isomorfn� Z� �Z� s prvky

��� �� 	� �� � f��� �� 	� ��� ��� �� �� 	�� �	� �� �� ��� ��� 	� �� ��g� ������

U vy���ch stup�� postup nelze realisovat� pon�vad� zn�m� v�ta �obsa�e�
n� v u�ebnic�ch algebry� ��k�� �e grupa A n je prost� pro n 
 �� Prostotu A �

�vzorce pro rovnice vy���ch stup�� by n�m umo�nily odvodit i vzorec pro
rovnici p�t�ho stupn�� dok��ete tak� �e si uv�dom�te� �e p��padn� norm�l�
n� podgrupa grupy A � by musela �aby nebyla trivi�ln�� obsahovat alespo�
jednu neidentickou permutaci p� kter� m��e m�t v p��pad� p�ti prvk� jednu
z n�sleduj�c�ch struktur cykl�$ cyklus d�lky �� cyklus d�lky �� dv� transpo�
sice� Aby v�ak byla norm�ln�� mus� obsahovat s permutac� p v�echny prvky
gpg��� g � A �� a tud�� �jak zjist�te� by musela obsahovat v�echny prvky
stejn� struktury cykl�� Z po�adavku uzav�enosti na komposici v�ak vyvod��
te� �e mus� obsahovat v�echny permutace z A � �a jde tedy stejn� o trivi�ln�
podgrupu�� proto�e cyklus d�lky � lze zapsat jako komposici cykl� d�lky �
apod� ���

�	� Nehmotn� t�lesa

Sezn�m�me se s p��klady algebraick
ch struktur proti grup� bohat��ch o dal��
operaci�

Definice�Mno�inu M se dv�ma bin�rn�mi operacemi  0! a  �! nazveme
okruhem� plat��li
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�� a0 b % b0 a
�� �a0 b� 0 c % a0 �b0 c�
	� a � �b � c� % �a � b� � c
�� �� $ a0 � % � 0 a % a
�� 
b �a a0 b % � % b0 a� �b % �a�
�� �� $ a � � % � � a % a
� a�b0 c� % ab0 ac
�� �a0 b�c % ac0 bc

P��klad� Zobrazen� na Rn mohu skl�dat � 	!�� ale i s��tat � 0!�$ ��0
��a� $% ��a� 0 �a�� Nejde v�ak je�t� o okruh �co nen� spln�no�� Okruh
dostaneme� bereme�li line�rn� zobrazen� �viz d�le�� Podrobn�j�� diskusi t�chto
a dal��ch p��buzn
ch pojm� �obor integrity� � � � viz algebraick� u�ebnice�

N�s bude d�le nejv�ce zaj�mat n�sleduj�c� speci�ln� p��pad okruhu$

Definice� Okruh nazveme t�lesem� pokud


a � M n f�g �b � M � �e ������

ab % ba % � a zna��me b % a��� ������

P��klady t�les�

�� Zp� kde p je prvo��slo " cyklick� grupa s p prvky$ T�lesem Zp zde
m�n�me t�leso ��sel f�� � � � � p � �g se s��t�n�m a n�soben�m modulo p
�zbytek po d�len� p�* je vid�t� �e v p��pad�� �e p nen� prvo��slo �nap��
�� najdeme v Zp n�jak� s n�m soud�ln� ��slo �nap�� ���� jeho� ka�d

n�sobek �modulo p� bude d�liteln
 jejich nejv�t��m spole�n
m d�lite�
lem �zde � a tedy nem��e b
t roven jedni�ce �ze Zp�* nenajdeme tedy
inversn� prvek� Naopak� je�li p prvo��slo� najdeme pro ka�d� nenulov�
i � Zp inversn� prvek �nap�� v Z jsou inversn� prvky k ����	������ po
�ad� ��������	��� t�eba � � 	modulo  % ���

�� Krom� Zp s prvo��seln
m p lze sestrojit komutativn� t�lesa� kter� maj�
pn prvk� �mocnina prvo��sla�� kter� si lze p�edstavit jako polynomy
nejv
�e �n� ���n�ho stupn� s koe�cienty ze Zp� se s��t�n�m modulo p
v ka�d�m stupni x a n�soben�m modulo n�jak
 vhodn
 �ireducibiln��
to jest nerozlo�iteln
 na sou�in jednodu���ch� polynom n�t�ho stup�
n�� �Operace modulo polynom n�t�ho stupn� se prov�d� ode��t�n�m
sou�inu tohoto polynomu s n�jak
mi xi� dokud nedostaneme polynom
nejv
�e �n� ���n�ho stupn���
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	� �Q �0� ��� V�te� jak se n
sob� a s��taj� zlomky�

�� �R �0� �� a jeho nejv�t�� komutativn� nadt�leso �C �0� ���
Pro� nejsou u�ite�n� t�eba u�komplexn� ��sla x % a 0 bu� u� % ��
Inversn� ��slo k x lze ps�t jako x�� % �a � bu���a� � b�� a neexistuje
pro x % a�� � u� " z puristick�ho hlediska tedy nespl�uje axi�my pro
t�leso�

Z�sadn�j�� je� �e takov� u�komplexn� ��sla se rozpadaj� na dv� nez�visl�
re�ln� ��sla* nap��eme�li dv� u�komplexn� ��sla ve tvaru

x % a
� 0 u

�
0 b

�� u

�
� y % c

� 0 u

�
0 d

�� u

�
� �����

lze potom zapsat sou�in xy jako sou�et dvou slo�ek� z nich� prv� je
sou�inem jen prv
ch slo�ek �initel� a druh� je sou�inem druh
ch$

xy % ac
� 0 u

�
0 bd

�� u

�
������

P�esn� tak se n�sob� diagon�ln� matice x resp� y s ��sly a� b resp� c� d
na diagon�le� �Ov�� uveden
 fakta��

�� Mno�ina ��sel typu fm0
p
p � n jm � T� n � Tg pro p � T� pp �� T pro

dan� t�leso T �zprvu T % Q � jsou t�lesa� hraj�c� velkou roli v d�kazech
nemo�nosti trisekce �hlu apod�

�� U kvaternion� se pozdr��me tro�ku d�le�

Kvaterniony� nejv�t�� nadt�leso t�lesa R � objev Williama Rowana Ha�
miltona �podle n�ho zna��me t�leso H � z roku ���	� Pat�� k nej�ast�ji ci�
tovan
m p��klad�m  z�blesku g�nia! v matematick� literatu�e� o �em� se�
spolu s popisem v
jime�n� osobnosti W�R�Hamiltona� m��ete do��st nap��
v �asopise Math� Intelligencer ��,��������

Chceme�li m�t t�leso s v�ce ne� jednou imagin�rn� jednotkou �pouh� dv�
nesta��� jak se d� nahl�dnout�� aby

i� % j� % k� % � � � % ��� ������

p�edep��eme�li je�t� vztah n��e a uva�ujeme�li jen t�i jednotky i� j� k

ij % k� ���	��
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je u� v�e dal�� ur�eno de�nic� t�lesa� vztahy nap��

ij % k � i�j % ik � �ik % j apod� ���	��

Kvaterniony jsou tedy  ��sla! tvaru

x % �0 �i0 �j 0 �k� f�� �� �� �g � R ���	��

s��taj�c� se z�ejm
m zp�sobem a n�sob�c� se v souladu s distributivn�m z��
konem a s pravidly �v�imn�te si nekomutativity�

i� % j� % k� % ��� ij % k % �ji� jk % i % �kj� ki % j % �ik� ���		�

V�echna mo�n� nadt�lesa C s maxim�ln� dimens� jsou isomorfn� s kva�
terniony� P�i d�kazu se vyu��v� vhodn� volba kombinac� ��magin�rn�ch jed�
notek� aby byly spln�ny podm�nky i� % j� % k� % ijk % ���

Pokuste se naj�t x��� � � �Nev�te	li� prozkoumejte ��slo

�� �i� �j � �k

�� 0 �� 0 �� 0 ��
� ���	��

V �itateli je sdru�en� kvaternion� ve jmenovateli �tverec jeho normy�

�	� Cayleyova ��sla

��� Je�t� v�t�� �t�leso� ne� kvaterniony dostaneme� opust�me	li po�adavek asocia	
tivity n
soben�� Ka�d� Cayleyovo ��slo neboli oktonion m
 svj oboustrann�
inversn� prvek� Zn
me	li distributivn� z
kon a p�irozen� z
kon s��t
n�� tak jedin��
co je t�eba naj�t pro nalezen� jejich struktury� je multiplikativn� tabulka imagin
r	
n�ch jednotek�

Prozra�me hned na po�
tku� �e algebra Cayleyov�ch ��sel �zna�me ji O � m

imagin
rn�ch jednotek sedm� je tedy osmirozm�rn�m prostorem nad R � M�ete si
promyslet� pro� v jin� dimensi nic podobn�ho nefunguje�

Pokud se dozv�te� �e obsahuje za sv� podt�leso kvaterniony �a �e �tverec ka�d�
imagin
rn� jednotky je ���� jist� v
s symetricko	estetick� dvody p�ivedou k v��e�
�e kvaterniony obsahuje v�cekr
t� ��kejme kvaternionick� trojice trojici Cayleyo	
v�ch ��sel �obvykle imagin
rn�ch jednotek�� kter� se chovaj� jako i� j� k� Ozna��me	li
imagin
rn� Cayleyovy jednotky jako i� j� k� A�B�C�D� napadne n
s� �e �krom� ijk�
tak� ABC mohou tvo�it trojici� Hned se ale dostaneme do nesn
z�� proto�e sou�iny
iA a iB mus� b�t oba �D �chceme	li� aby sou�inem dvou imagin
rn�ch jednotek
byla plus minus jin
� a sou�in iD ji� nelze de�novat v souladu s po�adavkem� aby
ka�d� dv� rzn� jednotky spolu s jejich sou�inem tvo�ily trojici�




�!� CAYLEYOVA ��SLA ��

Existuje v�ak �e�en�� �tve�ice ABCD lze rozd�lit na dvojice t�emi zpsoby� ke
ka�d�mu zpsobu lze p�i�adit jednu jednotku z fi� j� kg� Tedy budeme m�t sedm
imagin
rn�ch jednotek� jejich� �tverce budou ��� kter� navz
jem antikomutuj�� a
kvaternionick� trojice z�skaj� tvar �z jist�ch dvod je t�eba ps
t iDC� kCB m�sto
iCD� kBC�

ijk� iAB� iDC� jAC� jBD� kCB� kAD� ������

V�imn�te si� �e ka�d
 dvojice jednotek je v pr
v� jedn� trojici� a jej� sou�in je tedy
dob�e de�nov
n� P��klad neasociativity je

�ij�A � kA � D �� �D � iC � i�jA�� ������

Podobn�� jako lze z�skat H z mno�iny C �C � lze O z�skat z H �H � p�edep��eme	li
pro n
soben�

�x � yA��x� � y�A� � �xx� � y�y� � �yx� � y�x�A� x� y� x�� y� � H � ������

Zaj�mav
 je ot
zka automor�sm uveden� algebry� Po�adujeme	li po automor�smu
�� aby

��a� b� � ��a� � ��b�� ��a � b� � ��a� � ��b�� ������

zjist�me� �e komplexn� ��sla maj� grupu automor�sm isomorfn� Z� �krom� iden	
tick�ho automor�smu komplexn� sdru�en��� automor�smy kvaternion tvo�� grupu
SO ��� �t�i imagin
rn� jednotky lze oto�it trojrozm�rnou ortogon
ln� transformac��
a Cayleyova ��sla maj� zvl
�tn� grupu automor�sm G �� Jde o podgrupu SO ��� �
kvaterniony lze tak� ortogon
ln� ot
�et� ale nikoli zcela voln�� dimense grupy G �

je jen �� ve srovn
n� s dimens� �� � � � ��� ���� grupy SO ���� viz str� ����
Jak vypadaj� takov� transformace grupy G � Shrom
�d�me	li k sob� zbytky kva	

ternionick�ch trojic od jedn� imagin
rn� jednotky � nap��klad i �to jest jk� AB�DC��
m�eme ��ci� �e lze rotovat �do sebe� sou�adnice j a k� stejn� jako A a B nebo D
a C� ov�em v grup� G � mus� b�t celkov� !hel t�chto t�� oto�en� nulov� �proto je
dimense G � jen dvout�etinov
 ve srovn
n� s SO �����

Ov���te	li� �e algebra je skute�n� symetrick
 v�i uveden�m rotac�m� snadno
pak i pochop�te� pro� m
 ka�d� prvek jednozna�n� oboustrann� inversn� prvek�

Co se t��e invariant� m
 grupa G � invariant grupy SO ��� �metrick� tensor
�mn� a nav�c antisymetrick� tensor ymno �indexym�n� o nab�vaj� hodnot i� j� k� A�B�
C a D�� kter� je nulov� vyjma p��pad� kdy m�n� o tvo�� kvaternionickou trojici
�pak nab�v
 znaku permutace�� G � lze tak� charakterisovat jako podgrupu SO ����
kter
 ponech
v
 na m�st� n�jak� prvek spinorov� representace�

Ostatn� vy�at� grupy� Grupa G � je jednou z Cartanov�ch vy"at�ch grup�
o nich� je�t� usly��me� Ka�d
 z nich m�e b�t charakterisov
na jako grupa auto	
mor�sm n�jak� neasociativn� algebry �struktury podobn� okruhu� viz def� na str�
����

Dvodem� pro� neuk
�eme tyto algebry s grupami symetri� E ��E ��E �� je jejich
slo�itost� #ekneme jen� �e F � je grupa automor�sm algebry A ���O �� to jest v�ech
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hermitovsk�ch matic �� � s Cayleyov�mi elementy a operac� de�novanou jako

�antikomut
tor� A �B �
�
�
�AB�BA�� ����$�

Takov
 matice obsahuje t�i nez
visl
 re
ln
 ��sla na diagon
le a t�i dal�� Cayleyo	
va ��sla mimo diagon
lu� dimense A ���O � je tedy ��� ov�em jednotkov
 matice
p�i automor�smu mus� p�ej�t op�t na sebe� To je dvod� pro� v sekci Cartani
da
prohl
s�me� �e fundament
ln� representace F � je ��	rozm�rn
�

�	� Trisekce �hlu prav�tkem a kru��tkem

Stovky lid� se sna�ilo a mnoz� dodnes sna�� rozt�etit !hel� V t�to sekci uk
�eme�
pro� je nemo�n� rozd�lit obecn� !hel na t�etiny pomoc� prav�tka a kru��tka�

Uk
�eme� nejprve� �e v�echny body� kter� lze sestrojit� maj� sou�adnice� kter�
jdou zapsat jako v�raz obsahuj�c� s��t
n�� od��t
n�� n
soben�� d�len� a druh� odmoc	
niny� a nazna��me� �e body� kter� by musely j�t vytvo�it� kdybychom um�li rozt�etit
!hel� maj� sou�adnice� kter� nemaj� takov�to jednoduch� tvar z druh�ch odmocnin�

Budeme postupn� roz�i�ovat t�leso Ti� podt�leso R � obsahuj�c� v�echny x	ov� a
v�echny y	ov� sou�adnice� Za�neme s i � % a T� � Q � Nov� body �x� y� lze z�skat
jako prnik p��mky s p��mkou

x� x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

a
x� x�
x� � x�

�
y � y�
y� � y�

� ����%�

kru�nice s kru�nic�

�x� x��
� � �y � y��

� � r��� a �x� x��
� � �y � y��

� � r���� ������

nebo p��mky s kru�nic��

�x � x���y� � y�� � �y � y���x� � x�� a �x� x��
� � �y � y��

� � r��� ������

kde p��mky spojuj� ji� vyzna�en� body a kru�nice maj� st�ed v n�kter�m vy	
zna�en�m bod� a maj� polom�r� aby na nich le�el n�jak� ji� odkryt� bod� To jest
xi� yi� r

�
ij � �xi � xj�� � �yi � yj�� � Ti� Vy�e�en�m prvn� dvojice rovnic dost
	

v
me� �e i x a y le�� v Ti� tedy nic nov�ho� U druh� dvojice lze dv� rovnice od
sebe ode��st� x�� y� se po�ere a zbude line
rn� rovnice� kter
 v kombinaci s jednou
z kvadratick�ch d
 soustavu t�ho� typu� jakou je t�et�� op�t s koe�cienty z Ti�

Kdy� �e��me t�et�� bu� budou x a y z Ti� nebo budou tvaru x resp� y � m�n�pd�
kde m�n� d � Ti a

p
d �� Ti� V druh�m p��pad� sta�� roz���it t�leso na Ti&

p
d'� to

jest na
Ti	� � Ti&

p
d' � fm� n �

p
d jm�n � Tig� ������

�D�kujeme panu Petru Vop�nkovi za inspiraci	
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To je opravdu t�leso� proto�e �m�n�pd��� � �m�n�pd���m��n�d�� �T�leso C lze
pak ch
pat jako R &

p��'�� Proto�e operac� s kru��tkem a prav�tkem d�l
me kone�n�
po�et� sta�� kone�n�kr
t roz���it t�leso� V�echny sou�adnice bod� je� dostaneme�
budou tud�� z n�jak�ho roz���en�ho t�lesa Tn�

Kdybychom um�li dan� !hel �� rozt�etit� pak bychom um�li sestrojit vzd
lenost
tan� p�i dan� jednotkov� vzd
lenosti a dan�m tan ���

tan��� �� �
tan�� tan�
�� tan� tan�

� tan �� � �
tan�

�� tan� �
������

tan �� �
� tan�
��tan� �

� tan�

�� � tan� tan�
��tan� �

�
� tan�� tan� �

�� � tan� �
������

Sekvenci rovnost� a( si veri�kuje ka�d� s
m� Posledn� vzorec nen� nic jin�ho ne�
kubick
 rovnice pro tan��

tan� �� � tan �� � tan� �� � tan�� tan �� � % ������

Pokud m
 ale tato rovnice s koe�cienty z Ti ko�en z Ti	�� t�eba m � n � pd� kde
m�n� d � Ti a

p
d �� Ti� pak m
 tak� ko�en m � n � pd �polynom se rozpadne na

M �N � pd a mus� b�t M � N � %� speci
ln� pro d � �� zde tvrd�m� �e rovnice
s re
ln�mi koe�cienty obsahuje s komplexn�m ko�enem i komplexn� sdru�en��� Pro
kubickou rovnici je ale faktor u kvadratick�ho �lenu minus sou�tem ko�en� �ili t�et�
ko�en le�� v Ti� je roven ��m � n � pd� � �m � n � pd� � kvadratick� koe�cient�
Indukc� dost
v
me� �e pokud m
 kubick
 rovnice ko�en z Ti� m
 pak i racion
ln�
ko�en �T� � Q �� Nen� t��k� nahl�dnout� �e ur�it� pro n�jak� racion
ln� �ba pro
v�t�inu� tan �� nebude m�t� racion
ln� ko�en� ��m� tvrzen� dok
�eme �detaily v dal��
subsekci��

T�� z
v�r bychom dostali pro kubaturu krychle �rovnice x� � �� nalezen� hra	
ny krychle s dvojn
sobn�m objemem� nebo kup��kladu pro konstrukci pravideln�ho
sedmi!heln�ka� �Pravideln� p�ti!heln�k jde sestrojit)�

Racion�ln� ko	eny

Cht�jme nal�zti v�echny racion
ln� ko�eny algebraick� rovnice s celo��seln�mi koe	
�cienty an� � � � � a�� a��

anx
n � � � �� a�x� a� � % ������

Dosad�me	li po�adovan� tvar ko�enu x � p�q �m�eme uva�ovat� �e p� q jsou nesou	
d�ln
 cel
 ��sla� do t�to rovnice� dostaneme po vyn
soben� v�razem qn rovnici

anp
n � an��p

n��q � � � �� a�pq
n�� � a�q

n � %� ������

�#hel �� s racion�ln� tangentou jde v�dy sestrojit a p�esto nejde nar
sovat jeho t�etina	
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Nap��eme ji ve dvou tvarech� v nich� je n
zorn�j��

anp
n � �q�an��pn�� � � � �� a�pq

n�� � a�q
n��� ����$�

a�q
n � �p�a�qn�� � � � �� an��p

n��q � anp
n���� ����%�

�e �podle prv�ho� an mus� b�t n
sobkem q �pn a q jsou nesoud�ln
� a �e �podle
druh�ho� a� mus� b�t n
sobkem p �qn a p jsou nesoud�ln
� v z
vorce jsou v�dy cel

��sla��

Nyn� ji� sta�� zkontrolovat ��sla p�q� kter
 p�ipadaj� do !vahy�
Pro� tedy nelze sestrojit pravideln� sedmi!heln�k 
Proto�e by musel j�t sestrojit !hel � � ���� Zkontrolujte n�sleduj�c� vzorce�

tan �� � tan�� � ��� � � tan���� tan� ��

�� � tan� �� tan� �
������

tan �� � tan���� ��� � tan�

�
�� tan� �

�� � tan� �
� �

�� tan� �

�� � tan� �� tan� �

�
������

Ale pro � � ��� je tan �� � % a jeliko� tan� �� %� mus� b�t nulov
 z
vorka� P��eme	li
x � tan� �� m
me tedy rovnost

�� x

�� �x
�

�� �x
�� �x� x�

� % neboli x� � ��x� � ��x� � � %� ������

co� je kubick
 rovnice� kter
 �d�ky skute�nostem v��e� nem�e m�t jin� re
ln� ra	
cion
ln� ko�eny ne� ��� ����� �� *
dn� ale rovnici ne�e�� �zkontrolujte�� a tak nelze
sestrojit !se�ku d�lky tan� ���� a tedy ani !se�ku d�lky tan����

Sestrojen� !se�ek d�lek x a x� jsou ekvivalentn� !koly� pon�vad� m
me	li x�
sta�� nar�sovat podobn� troj!heln�ky� jeden se stranami �� x� druh� s odpov�daj�	
c�mi stranami x� y a bude y � x�� Naopak� lze vyzna�it na p��mku sousedn� !seky
o d�lk
ch ca � �� cb � x�� nad !se�kou ca � cb zkonstruovat Thaletovu kru�nici a
sestrojit kolmici v bod� d�l�c�m !seky ca� cb� V��ka v dan�ho troj!heln�ka pak bude
x podle Euklidovy v�ty o v��ce v� � cacb� ���



Kapitola �

Prostory pln� vektor�

Touto kapitolou za��n� vlastn� v
klad line�rn� algebry�

Definice� Nech+ T je komutativn� t�leso* d�le m�jme na mysli v�dy R
nebo C � p�i�em� oba tyto p��pady budou velmi d�le�it� a v lec�ems odli�n���

Mno�inu V nazveme line�rn�m nebo vektorov�m prostorem nad T�
jsou�li de�nov�ny na V operace  s��t�n�! a  n�soben� konstantou! z T spl�
�uj�c� n�sleduj�c� axiomy �neutr�ln� prvek prostoru jako�to grupy �V budeme
zna�it ���

�� �V �0� je komutativn� grupa

�� 
�� � � T 
�v � V � � �� � �v� % �� � �� � �v

	� �T � �v % �V � ���T � � �v % ��vV

�� � � ��u0 �v� % � � �u0 � � �v

�� ��0 �� � �v % � � �v 0 � � �v

Prvky takov�ho prostoru naz
v�me vektory a zna��me �u apod� Kdyby�
chom podtr�en� slovo  t�leso! v de�nici nahradili slovem  okruh!� v
sledn

objekt bychom naz
vali modulem�

�Nev�nujeme pozornost prostor�m nad jin
mi t�lesy� a� jsme si v�domi toho� �e je
studuj� v dne�n� matematice obory z nejpresti�n�j��ch� jak
m je algebraick� geomet�

rie	 Zpo��tku si m��ete p�edstavovat prostory re�ln�� na p�echod ke komplexn�m v�as
upozorn�me	

��
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Pojem line�rn� kombinace� Jak
koliv vektor tvaru sou�tu n�sobk�
kone�n�ho po�tu vektor�

�v %
nX
i��

�vi�
i �	���

nazveme line�rn� kombinac� vektor� �v�� � � � � �vn�

Definice� Pro libovolnou mno�inuM vektor� nazveme jej�m line�rn�m
obalem line�rn� prostor v�ech line�rn�ch kombinac� vektor� z M a zna��me
ho

L�M� % f
nX
i��

�vi�
i� 
i �vi �M� �i � Tg� �	���

Definice� Base prostoru V je ka�d� minim�ln�� mno�ina vektor� �d�le
m�sto adjektiva  minim�ln�! budeme mluvit o line�rn� nez�visl
ch vekto�
rech�� jej�m� line�rn�m obalem je cel� V� a dimense je po�et t�chto vektor��
O jednozna�nosti pojmu dimense p�esv�d��me ned�v��iv� v sekci o Steinitzo�
v� v�t�� Obvykle budeme mluvit o prostorech kone�n� dimense� ale mnoh�
z�v�ry mohou b
t elegantn� p�evedeny i do situace nekone�n� dimense�

Definice� �ekneme� �e M � V generuje V� pokud


�v � V ��v�� �v�� � � � � �vn �M a ��� ��� � � � � �n � T� �e �v %
nX
i��

�vi�
i� �	�	�

P��klady line�rn�ch prostor��

�� Vektory v rovin� a v prostoru z element�rn� geometrie�

�� Rn % R � R � � � �� R� �z 	
n

�

	� C n�

�� Prostor F�X� v�ech funkc� �re�ln
ch �i komplexn�ch� na n�jak� mno�i�
n� X� Je�li X interval� jde o velik�nsk
 prostor� pro interval X % h�� �i
hle- na dal�� p��klady�

�� C h�� �i � spojit� funkce na h�� �i �
�Takov�� z n�� nelze ��dn
 ubrat tak� �e se line�rn� obal nezm�n�	



���� LINE�RN� NEZ�VISLOST �

�� P h�� �i polynomy� Pn h�� �i polynomy nejv
�e n�t�ho stupn��

� T h�� �i trigonometrick� polynomy� kombinace funkc� cos ��nx a sin ��nx
pro n � N �

�� Prostor funkc� po ��stech konstantn�ch na h�� �i� vyjma d�l�c�ch bod�
� 	 a� 	 a� 	 � � � 	 an 	 ��

�� Prostor spojit
ch funkc� po ��stech line�rn�ch�

��� Mno�ina �e�en� soustavy line�rn�ch rovnic s nulovou pravou stranou�

��� Prostor v�ech �resp� jen omezen
ch resp� konvergentn�ch� posloupnost��

��� Patologick
 p��klad$ R coby line�rn� prostor nad t�lesem racion�ln�ch
��sel �podobn�  zvrhlost! se u��v� p�i d�kazu existence nem��iteln
ch
mno�in v teorii m�ry��

�	� Magick	 neboli latinsk	 �tverce� �tvercov� tabulky ��sel� v nich�
se navz�jem rovnaj� v�echny ��dkov� a sloupcov� sou�ty� p��padn� dle
libosti i sou�ty po diagon�l�ch�

��� Miliony dal��ch p��klad��

�kol� Hledejte base uveden�ch prostor �ne ka�d� prostor m
 basi p�iro	
zen� zadanou jako ����� nebo i ��� nap�� �������� sestrojte t�mto isomor�smy do
vhodn�ho Rn �je	li to mo�n�� a ur�ete dimense�


	� Line�rn� nez�vislost

Definice� Vektory �v�� � � � � �vn � V nazveme line�rn� z�visl	� existuje�
li n�tice ��sel

���� � � � � �n� � Tn n f��� �� � � � � ��g �	���

takov�� �e
nX
i��

�vi�
i % �� �	���

Zde T znamen� R nebo C � Pro ka�d� i� pro n�� �i �% �� lze vyj�d�it vektor
�vi jako line�rn� kombinaci ostatn�ch vektor�

�vi %
X
j ��i

�vj�
j kde �j % ��

j

�i
� �	���
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Necel� dimense

��� Neodpust�me si z t�matu vybo�uj�c� pozn�mku ur�enou pro zv�dav� �te�
n��e� kte�� si cht�j� zap�em
�let nad frakt�ly� to jest �tvary sob� podobn
mi
�zv�t��me�li frakt�l� vid�me podobnou strukturu jako p�ed zv�t�en�m�� o tom�
�e mnohdy m� smysl mluvit i o necelo��seln� dimensi� Rozpracov�n� teorie
takov
ch prostor� zah�jil jeden z nejv�t��ch �snad nejv�t��� matematik� na�
�eho stolet� John von Neumann��

Uva�me� �e trojrozm�rn
 prostor m� podmno�iny trojrozm�rn� �cel
 pro�
stor� kv�dry� koule atd��� dvojrozm�rn� �povrchy kv�dr�� koul�� kruhy atd��
a jednorozm�rn� �k�ivky� a �e objem �m�ra� t�lesa dimense men�� ne� t�i je
nulov
�

Podobn� brzy usly��te� �e Lebesgueova m�ra Cantorova diskontinua
na p��mce je nulov�� Cantorovu diskontinuu lze p�ipsat dimensi ln �� ln 	
v souladu s n�sleduj�c� de�nic�� �P�esv�d�te se� �e pro �tvary s celo��selnou
dimens� d
v
 spr
vn� hodnoty��

Jak ji spo��tat� V Rn m�jme omezenou mno�inu bod� M � Pro ka��
dou p�esnost C najd�me co nejlep�� zp�sob s co nejmen��m B�C�� kterak
lze pro ka�d
 bod P z M pomoc� B�C� bit� informace vypo��tat sou�adnice
takov�ho bodu A� aby m�l od bodu P vzd�lenost men�� ne� ��C �nebo jinak
�e�eno� aby se ka�d� sou�adnice A li�ila od odpov�daj�c� sou�adnice P m�n�
ne� o ��C � tj� byla s p�esnost� na C bit��� Zobecn�nou �Hausdor�ovou�
dimens� pak rozum�me limitu pom�ru B�C��C pro C ��� �U��vejme de�
�nici jen pro omezen� mno�iny�� Pojem v
�e uveden
 se obvykle formalisuje
n�sleduj�c�m zp�sobem$

Definice� Nazv�me ��s�t� dan� mno�iny M takovou jej� kone�nou pod�
mno�inuN � �e ka�d
 bod m� od mno�inyN vzd�lenost nejv
�e �� Hausdor.o�
va dimense se de�nuje jako�to

d % lim

�-

lnn
ln �����

� �	��

pokud tato limita existuje� kde n ozna�uje minim�ln� mo�n
 po�et prvk�
��s�t� N �

�$lechtickou p�edponu z�skal jeho otec za to� �e p�j�il c�sa�i pen�ze	 Ji� jako mal

projevoval John matematick� nad�n�� a tak se jeho otec rozhodl� �e z n�ho vychov� velk�ho
matematika	 Nu�e platil nejlep�� matematiky� aby Johna u�ili� a vychoval z n�ho sv�tov�ho
matematika	



���� LINE�RN� NEZ�VISLOST ��

Pojem Cantorova diskontinua� Jde o podmno�inu intervalu h�� �i
t�ch ��sel� kter� lze ve trojkov� soustav� zapsat jako �� abcde � � �� kde ��s�
lice a� b� c� d� e � � � jsou jen nuly a dvojky� p�i�em� sem pat�� i ��sla typu
��� ����� � � ��� �toto je tot�� jako ��� ��� % ��	��

Z hlediska teorie mno�in je to mno�ina nespo�etn� �nelze jej�m prvk�m
vz�jemn� jednozna�n� p���adit p�irozen� ��sla�� jej�mohutnost je stejn�� ja�
ko mohutnost kontinua$ sta�� nahradit dvojky v z�pise jednotkami a vznikl�
��slo interpretovat jako bin�rn�� ��m� Cantorovo diskontinuum jednozna�n��

p�i�ad�me intervalu h�� �i�
Mno�inu lze n�zorn� z�skat tak� �e interval h�� �i rozd�l�me na t�i ��sti

a prost�edn� �otev�en
 interval ���	� ��	�� vypust�me� Ka�d
 zbyl
 inter�
val rozd�l�me na t�i ��sti a prost�edn� vypust�me �tj� intervaly ����� ���� a
���� ������ Takto postupujeme do nekone�na* Cantorovo diskontinuum je
tedy pr�nikem mno�in po n vy�ktrtnut�ch p�es n � N �

Celkem vynech�me z intervalu h�� �i �se�ky o celkov� d�lce

�
	
0

�
�
0

�
�

0
�
��

� � � %
��	

�� ��	
% �� �	���

�ili zbude mno�ina m�ry nula� ���

Czech	shmade �$$�

Bod na kup��doln� t�etin� obrysu obrazce�
kter� z�sk
me po nekone�n�kr
t proveden�m
p�istaven� rovnostrann�ho troj!heln�ka na
prost�edn� t�etinu ka�d� strany �viz obr���
lze popsat desetinn�m ��slem z intervalu
�%��� ve �ty�kov� soustav�� kde k	t
 ��slice
�%������� ud
v
� na kter� �tvrtin� strany
v k	t�m stupni rozli�en� bod le��� Proto�e

d�lky !se�ek klesaj� jen jako ��k�
p�ip��eme frakt
lu �obrysu� dimensi

log�+log��
���$�

Isomor
smus� podprostory� re�ln� a komplexn� dimense

Definice� Zobrazen� � $ V � W mezi dv�ma line�rn�mi prostory nazve�
�A� na n�jakou spo�etnou mno�inu% p�	� ��� ����� � � ��� �� ��� ����� � � ���� ale

��� ����� � � ��� � ��� ����� � � ���	
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me isomor�smem� je�li vz�jemn� jednozna�n� �prost� a  na!� a line�rn��

���v 0 ��w� % ���v� 0 ����w� �	����

Definice� Podmno�inu line�rn�ho prostoru� kter� je sama vektorov
m
prostorem v indukovan� operaci 0 a �� nazveme podprostorem� Je�li W
podprostor V �d�le zna��me prost� W � V�� nazveme faktorprostorem
�pochopte� pro� jde o speci
ln� p��klad faktorgrupy� V podle W mno�inu v�ech
t��d prvk� typu

�a0 W % f�a0 �v j �v � W g �	����

a zna��me ho V�W � S��t�n� a n�soben� zav�d�me p�edpisem

��a0 W � 0 ��b0 W � $% ��a0 �b� 0 W � ���a0W � $% ��a0 W � �	����

Ov��te korektnost� t�chto de�nic�

V�ta� Ozna��me�li symbolem dimV dimensi prostoru V� plat�

�� Pro W � V je dimW � dimV� Pro p��pad kone�n� dimense a W �% V
je nerovnost ostr��

�� dimW 0 dimV�W % dimV

Lemma� Nech+ �v�� � � � � �vn je base podprostoru W � V� Pak ji lze doplnit
na basi cel�ho V �m 
 n�

�v�� � � � � �vn� �vn!�� � � � � �vm� �	��	�

p�i�em� t��dy

�vn!� 0W � � � � � �vm 0 W �	����

tvo�� basi faktorprostoru V�W �

Tvrzen�� Nech+ W � � V� W � � V� Pak

dimW � 0 dimW � % dimW � �W � 0 dimL�W � �W ��� �	����

�Vnit�n� neproti�e�ivost	
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D�kaz� Je�li �v����m base W ��W �� lze naj�t vektory �w����n a vektory �z����p
tak� aby vektory

�v�� � � � � �vm� �w�� � � � � �wn tvo�ily basi W �

�v�� � � � � �vm� �z�� � � � ��zp tvo�ily basi W ��
�	����

Pak ji� jen ov���te� �e �v����m� �w����n� �z����p tvo�� basi L�W � � W ���

V�ta� Isomorfn� prostory maj� stejnou dimensi� prostory stejn� dimense
nad t
m� t�lesem jsou isomorfn��

V�ta� Dimense komplexn�ho prostoru V ch�pan�ho jako prostor nad
t�lesem re�ln
ch ��sel je dvojn�sobn� proti komplexn� dimensi t�ho� prostoru

dimR V % �dimC V� �	���

proto�e tvo���li �v�� � � � � �vn komplexn� basi V� vytv��ej� prvky �v�� � � � � �vn a
i�v�� � � � � i�vn re�lnou basi V�

Dal�� lohy�

�� Najd�te dimensi� sestavte �co nejp�irozen�j��� basi prostoru v�ech funkc�
spojit�ch na R � kter� jsou nav�c line
rn� v zadan�ch intervalech ���� a-��
�a-� a��� � � � � �an��� an�� �an���� kde a- 	 a� 	 � � � 	 an� Zkoumejte
line
rn� nez
vislost funkc� fn�x� % jx� anj� fn!��x� % � a fn!��x� % x�

�� Dumejte nad line
rn� nez
vislost� soubor funkc��

�a� �� x� x�� x� � � �

�b� e��x� e��x� e��x � � � �� 	 �� 	 �� � � �

�c� sin��x� sin��x� sin��x � � � �po�adavky na �i��

�� Najd�te co nejv�ce �co nejodli�n�j��ch� p��klad podprostor line
rn�ho
prostoru v�ech posloupnost��


	� Steinitzova v�ta

M�jme ve vektorov�m prostoru V

�� n�jak� line�rn� nez�visl� vektory �v�� � � � � �vm
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�� a dal�� vektory �w�� � � � � �wn takov�� �e 
i �vi � L�f�w�� � � � � �wng� to jest
ka�d
 vektor �vi je line�rn� kombinac� vektor� �w�� � � � � �wn�

POTOM PLAT5 m � n�

D�sledek� Nazvali jsme bas� jakoukoliv mno�inu nez�visl
ch vektor�
�v�� � � � � �vn �e V % L�f�v�� � � � � �vng�� Libovoln� dv� base maj� potom stejn

po�et prvk� neboli dimensi� kter� je t�m p�dem dob�e de�nov�na�

D�kaz d�sledku ze Steinitzovy v�ty� M�jme dv� base
�v�� � � � � �vm a �w�� � � � � �wn� U�ijme dvakr�t Steinitzovu v�tu dle schematu&

L�f�v�� � � � � �vmg� % V 3 �w�� � � � � �wn nez�visl� %� n � m�
L�f�w�� � � � � �wng� % V 3 �v�� � � � � �vm nez�visl� %� m � n�

�	����

V�roky vlevo naho�e a vpravo dole resp� vpravo naho�e a vlevo dole zname�
naj�� �e �vi resp� �wi tvo�� basi�

Lemma o v�m�n�� z�klad d�kazu Steinitzovy v�ty� Nech+

�w � L�f�v�� � � � � �vmg�� �w %
mX
i��

�vi�
i� �	����

Je�li �j �% �� tak

L�f�v�� � � � � �vj��� �w� �vj!�� � � � � �vmg� % L�f�v�� � � � � �vmg�� �	����

Pro d�kaz sta� dosadit �vj % �
�j
��w�Pk ��j �vk�k��

Zeslaben� v�ty� V�rokem 6k �k % �� � � � �m� mysleme modi�kaci Stei�
nitzovy v�ty vzniklou dodaten�m p�edpokladem� �e mno�iny f�v�� � � � � �vmg
a f�w�� � � � � �wng maj� alespo� k spole�n
ch prvk�� Pak 6- zna� p�vodn�
Steinitzovu v�tu a 6m je trivi�ln� tvrzen��

6k a lemma implikuje 6k��

N�vod� Nech� mezi on�mi spolen�mi k� � prvky z v�ty 6k��� kterou
chceme dok�zat� nen� vektor �vu a tak� jist� �wi	 � p�iem� ve vyj�d�en�

�vu %
Pn
i�� �wi�

i je �i	 �% ��
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Mezi t�mi �wj� pro n�� �j �% �� je nutn� n�jak� �wi	 � kter� nen� mezi k � �
spolen�mi vektory� jinak bychom mohli napsat �vu jako line�rn� kombinaci
ostatn�ch spolen�ch vektor� a vektory �vi by nebyly nez�visl�� Podle lemma�
tu je L�f�w����ng� % L�f�w�� � � � � �wi	��� �vu� �wi	!�� � � � � �wng�� �m� se ale do�
st�v�me do situace v�ty 6k�

Pozn�mka� V�ta ��k�� �e rozkaz Zam�� vhodn�ch m vektor mno�iny
f�w�� � � � � �wng prvky mno�iny f�v�� � � � � �vmg tak� aby se line
rn� obal L�f�w����ng�
nezm�nil � tedy lze realisovat� �eho� z�ejm
m d�sledkem je vysn�n� nerovnost
m � n�

Alternativn� zaveden� pojmu dimense

Existuj� i dal�� zp�soby zaveden� pojmu dimense* uve-me nyn� jeden z nich�
Je� pravda� mnohem krat��� av�ak ur�it�  m�n� konstruktivn�! a asi i m�n�
pr�zra�n
 ne� zp�sob zalo�en
 na Steinitzov� v�t�� Pojem dimense se v n�m
de�nuje rekursivn�m zp�sobem� zalo�en
m v podstat� na metod� matema�
tick� indukce$

Definice� Dimens� vektorov�ho prostoru V budeme rozum�t nulu� po�
kud p�jde o prostor s jedin
m prvkem ��� nebo minim�ln� n takov�� aby
ka�d
 vlastn� �tj� netoto�n
 s V� podprostor V m�l u7z de�novanou dimensi�
a to nejv
�e n� ��

V�ta� Ve vektorov�m prostoru dimense n m� ka�d� base p�esn� n prv�
k�� �Bas� v tomto alternativn�m pojet� op�t rozum�me soubor nez�visl
ch
vektor�� kter
 generuje V tzn� kter
 je  maxim�ln�! mo�n
��

D�kaz� Postupujeme matematickou indukc� podle relace �' pro n % �
�ba i n % �� �� je to snad z�ejm�� � � � Z(rejm(e ka(zd)y kone(cn(e generovan)y
prostor m)a kone(cnou dimensi podle t)eto de�nice� M��li prostor dimensi n
�podle de�nice�� tak v n�m z�ejm� nebude existovat base o m�n� ne� n
prvc�ch �to by byl spor s indukn�m p�edpokladem*�� ale ani base o v�ce ne�
n prvc�ch �nebo� potom bychom vynech�n�m jednoho prvku takov�to base a
vzet�m p��slu+n�ho line�rn�ho obalu dostali vlastn� podprostor dimense v�t+�
ne� n� � podle indukn�ho p�edpokladu� co� by byl spor s de�nic� dimense
naho�e*�
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N�kter� geometrick� pojmy

Rovnob��nost�n je dan
 po��tkem sou�adnic �nulov
m vektorem� a vek�
tory �v�� � � � � �vn � V 


nX
i��

�vi�
i j 
i �i � h�� �i

�
�	����

Obvykle p�edpokl�d�me� �e �v�� � � � � �vn jsou nez�visl�� ��m� vylou��me
nap�� zdegenerov�n� krychle na �esti�heln�k�

Pozn�mka� Rovnob��nost�ny nad pravideln�mi hv�zdami t��� p�ti� de	
seti a jedenadvaceti vektor v rovin� E

�
viz ob
lku knihy� Ka�d� vnit�n�

bod takov�hoto rovnob��nost�nu je ov�em mo�no vyj
d�iti nekone�n� mnoha
zpsoby jako kombinaci zm�n�n�ch vektor� �nejlep�� vyj
d�en�� �minimalisu	
j�c� sumu absolutn�ch hodnot sou�adnic� je mo�no zn
zornit lomenou �arou�
b���c� nejkrat�� cestou po segmentech ornamentu a� k dosa�en� nejbli���ho
�k po�
tku� rohu koso�tverce� ve kter�m zm�n�n� bod le��� �V�echny nenulo	
v� sou�adnice tohoto vyj
d�en� krom� dvou posledn�ch jsou rovny jedn���

Simplex je vymezen
 vektory �v�� � � � � �vn � V a po��tkem sou�adnic

nX
i��

�vi�
i j � � �i�

X
�i � �

�
�	����

Nep�edpokl�d�me�li nez�vislost �vi� m��e vzniknout tak� n��heln�k�

Tuto de�nici s po��tkem sou�adnic lze br�t jako speci�ln� p��pad n�sle�
duj�c� obecn�j�� de�nice pro �v- % ��$ Simplex vymezen
 body �koncov
�
mi body odpov�daj�c�ch vektor�� �v-� �v�� � � � � �vn je konvexn�m obalem
mno�iny t�chto bod�� tj�


nX
i�-

�vi�
i j

nX
i�-

�i % �

�
� �	��	�

Pozn�mka� Pro n % � jde o troj�heln�k� pro n % 	 o �ty�st�n
�jsou�li ov�em vektory �v�� �v�� �v� nez�visl�� kreslete�� Pro kontrast uve-�
me� �e nap��klad v p��pad� p�ti vektor� �v�� � � � � �v� v rovin� dost�v�me
p�ti�heln�k�

Polyedr je pak souvisl� sjednocen� kone�n� mnoha simplex�� �Najd�te i ji	
n� de�nice�� Konvexn�m polyedrem pak rozum�me pr�nik kone�n�
mnoha poloprostor�� �Zkuste precisovat de�nici u��vaj�c� konvexn� obal��
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 Funkce typu spline

Matematick
 obor� jeho� z�kladn�mi objekty zkoum�n� jsou nejr�zn�j�� li�
ne�rn� prostory funkc�� se naz
v� funkcion�ln� anal
za� Prostory funkc� tam
zkouman
ch jsou ov�em v�t�inou nekone�n� dimense " co� p�in��� technick�
komplikace a n�kdy i zcela nov� rysy proti situac�m� se kter
mi se setk�v��
me v LA � Existuje v�ak i n�kolik v
zna�n
ch typ� prostor� funkc� kone�n�
dimense� pou��van
ch velmi �asto v tzv� teorii aproximac� �kde jde o nahra�
zen� p�vodn�  slo�it�! funkce jednodu��� aproximuj�c� funkc� z n�jak� t��dy
polynom�� trigonometrick
ch polynom�� � � � viz d�le�� �

N��e uveden� prostory jsou velmi �asto pou��v�ny " t�eba v teorii aproxi�
mac� funkc�� Zat�m m��eme sezn�men� s nimi ch�pat jako p��le�itost pocvi�it
se v hled�n� zaj�mav
ch p��klad� b�z� v r�zn
ch line�rn�ch prostorech�

Nejde v�ak zdaleka jenom o tento �samo���el� N��e zkonstruovan� base
podstatn
m zp�sobem pou�ijeme pozd�ji �viz odstavec  Vlnky! v druh�
��sti knihy v kapitole Kvadratick
 sv�t� v�novan
 �vodu do problematiky
oboru zvan�ho  Image processing!��

Krom� ji� zm�n�n
ch prostor� polynom� a trigonometrick
ch polynom�
jde v aplikac�ch velmi �asto o prostory funkc� maj�c�ch  po ��stech vlastnost
� � � ! kde za � � � lze dosadit vlastnosti jako konstantn�� line�rn�� kvadratick
�
kubick
� � � �Tedy takzvan�  spline functions! " �esky snad 8splajny9 ����

Popi�me nyn� podrobn�ji tyto p��klady� Vezm�me pro ur�itost interval
'�� �( rozd�len
 na �typicky  mal�!� intervaly 'xi� xi!�� pomoc� jist�ho ��xo�
van�ho v dal��m v
kladu� d�len� intervalu

D % fxig� kde � % x- 	 x� 	 x� 	 � � � 	 xn % �� �	����

Dohodn�me se pro konkr�tnost� �e v�echny d�le uva�ovan� funkce budou
m�t p�edeps�nu hodnotu � vn� intervalu ��� �� � Naopak� bude li to ��eln��
pova�ujme interval '�� �� za grupu se s��t�n�m modulo � �v takov�m p��pad�
n�kdy u� bez bezpodm�ne�n�ho po�adavku nulovosti uva�ovan
ch funkc� v
bod� � % ���

�� Prostor K v�ech funkc� po ��stech konstantn�ch na ka�d�m intervalu
�xi� xi!�� a zprava spojit
ch v ka�d�m bod� xi �

�Z na�eho dosavadn�ho� �ist� algebraick�ho� hlediska jsou samoz�ejm� v�echny prostory
stejn� dimense !stejn�" �tedy isomorfn��	 Tato stejnost ov�em zmiz� p�i zkoum�n� konkr�t�
n�j��ch probl�m�� t�eba u� p�i r�zn�m zaveden� pojmu !vzd�lenost vektor�" v jednotliv
ch
prostorech	
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�� Podprostor K- % ff � K $
R �
- f�x�dx % �g�

Cvi�en�� Najd�te vhodn� base prostor� K a K- &

N�vod� V p��pad� �� volte funkce �typu  Stolov� hora!�

�i�x� % �.xi�xi
�/�x� �	����

kde �I $ �I�x� % � � x � I ozna�uje tzv� charakteristickou funkci
intervalu I �n�kdy se t�� mluv� o tzv�  indik�toru! I��

V p��pad� �� zkuste funkce typu

i�x� % �i�x�� ci�i!��x�� kde ci %
xi!� � xi
xi!� � xi!�

� �	����

	� Prostor L v�ech spojit
ch funkc�  po ��stech line�rn�ch!� p�esn�ji li�
ne�rn�ch na ka�d�m intervalu 'xi� xi!�( a nulov
ch vn� intervalu '�� �(�

�� Podprostor

L- % ff � L $
Z �

-
f�x�dx % �g� �	���

Cvi�en�� Najd�te vhodn� base prostor� L a L- &

N�vod� V p��pad� 	� volte funkce �typu  Mile�ovka!�

:i�x� %
Z
i�x�dx �	����

tedy primitivn� funkce k i�

V p��pad� �� zkuste funkce

�i�x� % :i�x��di:i�x� kde di %
�xi!� � xi!���xi!� � xi�
�xi!� � xi!���xi!� � xi�

� �	����

V�imn�te si� �e zobrazen�

ff � f �g $ L� K- �	�	��

je isomor�smem prostor� L a K- �



���� FUNKCE TYPU SPLINE �

�� ProstorQ v�ech v�ude derivovateln
ch funkc�� kvadratick
ch v ka�d�m
intervalu 'xi� xi!�( a nulov
ch vn� intervalu '�� �(�

Cvi�en�� Najd�te vhodnou basi prostoru Q�

N�vod� Zkuste funkce �typu  ��p!�

6i�x� %
Z
�i�x�� �	�	��

tedy primitivn� funkce k �i� #e jde vskutku o basi� je nejl�pe vid�t s
pou�it�m isomor�smu

ff � f �g $ Q� L-� �	�	��

Pozn�mka� V konstrukci prostor� uveden�ho typu �polynomy zvolen��
ho stupn� uvnit� interval� �xi� xi!�� s co  nejhlad��m napojen�m! na sebe�
lze samoz�ejm� pokra�ovat i d�le� Vezm�te t�eba podprostor Q- % ff �
Q $

R �
- f�x�dx % �g a prostor primitivn�ch funkc� k n�mu� Dostaneme tzv�

kubick�  splajny! �spline functions�� Najdete vhodnou basi tohoto prosto�
ru � �S p�ib
vaj�c�m stupn�m polynomu to z�ejm� bude form�ln� ��m d�le
komplikovan�j���� Najd�te aspo� dimensi tohoto prostoru&

N�sleduj�c� obr�zky zn�zor�uj� typick� p��klady funkc� z prostor�K�L�Q$

�
�
�L

L
L
L
L
LL 

 
 
 
 
  
aaa!

!!T
T
T
TT
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A n��e uveden� posloupnosti funkc� nazna�uj� p��klady vhodn
ch voleb
bas� v prostorech K�L- a Q* n�kter� z t�chto bas� jsou  v�cem�n�! ortogo�
n�ln� �viz n�sleduj�c� kapitolu a podrobn�j�� koment�� pak v odstavci Vlnky
v druh� ��sti knihy��

a tak d�le � � �

"
"S

S
S



"
"S

S
S



"
"S

S
S



P��klad base v L-$

� � �a jejich primitivn� funkce
jako base Q$

Haarovy funkce*
p��klad ortogon�ln� base v K$

Cvi�en�� Jak
 je vztah mezi nakreslen
mi funkcemi z L- a p��slu�n
mi
vhodn� volen
mi Haarov
mi funkcemi�



Kapitola �

Skal�rn� sou�in

Pojem skal�rn�ho sou�inu je zobecn�n�m pojmu ji� asi zn�m�ho �ze st�edn�
�koly� pro vektory v R � nebo v R ��� Jeho axiomatick� zaveden� je n�sleduj�c�$

Definice� Zobrazen��

f��x� �y� �� b��x� �y�g V � V � R nebo C �����

spl�uj�c� vztahy

�� b��x0 �y��z� % b��x��z� 0 b��y��z�

�� b��x� �y 0 �z� % b��x��z� 0 b��x� �y�

	� b���x� �y� % �b��x� �y�

�� b��x� ��y� % �b��x� �y�

�� b��x� �y� % b��y� �x�

�� 
�x �% �� b��x� �x� 
 �

�Neple&te� pros�m� s vektorov
m sou�inem� o n�m� pohovo��me mnohem pozd�ji	
�Zprvu budeme m�t na mysli re�ln� prostory� na p�echod na komplexn� v�as upozorn��

me	 Postupn� budeme objas�ovat� pro� pr�v� komplexn� ��sla �a teorie na nich zalo�en��
jsou tak d�le�it� ve fysice	 Nejde o v�c jednoduchou� i matematik�m trvalo t�i stalet��
od Cardana a� do minul�ho stolet�� ne� Gauss probl�m jasn� zformuloval� a teprve s roz�
machem kvantov� mechaniky se uk�zala nepostradatelnost komplexn�ch ��sel ve fysice	
Jedn�m z impuls� pro jejich vznik u� v dob� Cardanov� byla skute�nost� �e vzorec pro
�e�en� kubick� rovnice n�kdy ned� v�echny t�i ko�eny �pon�vad� nem�me odmocninu ze
z�porn
ch ��sel�� a� jsou v�echny re�ln�� co� se zaveden�m C vy�e��	

��
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nazveme skal�rn�m sou�inem na vektorov�m prostoru V�

Cvi�en�� Minimalisujte soubor t�chto axiom�

Pozn�mka� Nyn� nemluv�me o skal�rn�m sou�inu �ty�vektor� v teo�
rii relativity� jeliko� nespl�uje posledn� ��estou� podm�nku� ani o komplex�
n�m skal�rn�m sou�inu  bez hv�zdi�ky!� proto�e nevyhovuje p�t� pozn�mce�
b��x� �x� nen� obecn� re�ln
 a mluviti o �est� podm�nce nem� v�bec cenu�

Definice� Vektory �v�� �v�� � � � �vn nazveme vz�jemn� kolm	 nebo orto�
gon�ln�� plat��li �na prav� stran� rovnosti n��e zav�d�me ozna�en� tzv� normy
vektoru�

b��vi� �vj� % �ij k�vik� � �����

kde �ij je tzv� Kronecker
v symbol$ �ij %



� pokud i % j
� pokud i �% j

Skute�nost� �e dva vektory �a� �b jsou kolm�� zna��me tak� �a � �b ��
b��a� �b� % ��

�loha� Soubor nenulov�ch vz
jemn� ortogon
ln�ch vektor je v�dy line
rn�
nez
visl��

P�edb��n� upozorn�n�� �asto� jako v p��pad� Rn� C n p��padn� je�
jich podprostor� je skal�rn� sou�in zad�n jaksi  od p��rody!� Uvid�me� �e
na ka�d�m line�rn�m prostoru lze skal�rn� sou�in zav�st� a to mnoha zp��
soby� �asem uvid�me� pro jak� probl�my pot�ebujeme v dan�m line�rn�m
prostoru  naj�t! �i zkonstruovat vhodn
 skal�rn� sou�in� Je t�eba tak� zd��
raznit opa�nou str�nku v�ci$ v mnoha probl�mech pojem skal�rn�ho sou�inu
p�ek��� spr�vn�mu pochopen� situace� Uveden� pojmu skal�rn�ho sou�inu a
z�kladn�ch tvrzen� s n�m spjat
ch takto brzy ve v
kladu line�rn� algebry lze
od�vodnit t�m� �e pojmy jako  kolmost! jsou v b��n� p�edstavivosti p��mo
sv�z�ny s pojmy p��mka� rovina a se zkoum�n�m jejich vz�jemn� polohy a
pro za��te�n�ka je sp��e t��k� pojem vektoru zcela oprostit od takov
chto
zd�nliv� nezbytn
ch atribut� " a v dal��m pochopit� pro� v�bec zav�d�me
t�eba pojem du�ln�ho prostoru a pro� maj� tensory dva druhy index�� � �

�Posu-me� jak je t��k� pro za��te�n�ka si jako isomor�smus prostor�
R � � R � bez skal�rn�ho sou�inu p�edstavit vedle oto�en� tak� kosen� nebo
nata�en� pod�l jedn� nebo obou sou�adnic��

P��klady�



��

�� b��x� �y� %
Pn
i�� x

iyi pro �x % �x�� � � � � xn� � C n resp� Rn �pak lze
vynechat sdru�en��

�� Pojem skal�rn�ho sou�inu je d�le�it
 i v anal
ze� Na prostorech funkc�
b
v� skal�rn� sou�in zad�n pomoc� ur�it�ho integr�lu� �V�imn�te si�
�e tento p�echod je zcela p�irozen
$ v minul�m p��klad� jsme s��tali
sou�iny hodnot� x a y v bod� i� v p��pad� funk�n�m nab
v� i " nyn�
zna�en� jako x " hodnot ze spojit�ho oboru� a tak je p�irozen� nahradit
sumaci integrac���

b��f � �g� %
Z b
a
f�x�g�x�dx ���	�

Konkr�tn�� pro polynomy se u��v�Z �

��
P �x�Q�x�dx Legendre�v skal�rn� sou�in �����

neboZ �

��
P �x�Q�x�e�x

�
dx Hermit�v skal�rn� sou�in �����

�tento skal�rn� sou�in je d�le�it
 v kvantov� mechanice p�i zkoum�n�
harmonick�ho oscil�toru� a mnoh� dal�� �sly� line�rn� algebru i anal
�
zu��

Korelace� ��slo b��x� �y� je v n�kter
ch situac�ch naz
v�no korela�
c� mezi �x a �y� M�jme zad�ny n�jak� funkce x� y na kone�n� mno�in� M �
jej�� prvky ozna�me jako �� � � � � n� to jest m�jme vektory �x�� � � � � xn� a
�y�� � � � � yn�� Podle znam�nka b��x� �y� $%

Pn
i�� x

iyi se ��k�� �e veli�iny x a
y jsou kladn� nebo z�porn� korelov�ny� Za m�ru korelovanosti� obvykle
pova�ujeme veli�inu  koe�cient korelace!

cxy %
b��x� �y�
k�xk k�yk %

Pn
i�� x

iyiqPn
i���xi��

Pn
i���yi��

�����

�Poj�m�me te' vektor x jako funkci� p�i�azuj�c� prom�nn� i z oboru �� � � � � n i�tou
sou�adnici xi	

�Jestli�e chceme de�novat ve statistice b��n�j�� koe�cient korelace� kter
 je roven signu
a� pokud y z�vis� line�rn� na x �yi � axi b�� je t�eba nejprve ode��st od x resp	 y pr�m�r
x resp	 y� xi �� xi �Pxi�n� yi �� yi �P yi�n	
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a veli�iny x� y� pro kter� je cxy % � �alespo� p�ibli�n��� naz
v�me neko�
relovan	 nebo nez�visl� �toto slovo nech�pejme v algebraick�m smyslu��
�Koe�cient le�� v intervalu h��� �i�� Domn�v�me se nap��� �e m� smysl ps�t
vztah typu

yi % �xi 0 zi 0 const* i % �� � � � � n ����

kde �z je  nekorelovan
 zbytek! takov
� �e b��x��z� % � a
Pn
i�� z

i % �� To je
tzv� line�rn� regrese a mno�ina M zde m� v
znam seznamu po�adov
ch
��sel m��en�� Ani line�rn� regresi net�eba p�eh�n�t� jak jsme �asto sv�dky p�i
zpracov�n� nejr�zn�j��ch dat v r�zn
ch oblastech$ z faktu� �e je b��x� �y� �% ��
co� je t�m�� v�dy� je�t� neplyne� �e v�e souvis� line�rn� se v��m a �e vypo��
ten� veli�ina � d�v� n�jakou u�ite�nou informaci� K z�v�r�m nejr�zn�j��ch
v
zkum� typu  prepar�t P p�sob� �ne�p��zniv� na to �i ono! je dobr� b
ti a
priori sp��e kriti�t�j��� nejsou�li auto�i odborn�ky v matematick� statistice�

Diracovsk� brackety� Nen�padn� si dovolujeme upozornit na n�zor�
n
 zp�sob z�pisu rovnic s vektory� skal�rn�m sou�inem atd�� hojn� pou��van

v kvantov� teorii� Vektor �v lze ps�t jako jvi� skal�rn� sou�in

b��x� �y� % hyjxi �����

�V�imn�te si obr�cen�ho po�ad�� v bracketech komplexn� sdru�ujeme lev

vektor�� Vektory hj jsou prvky du�ln�ho vektorov	ho prostoru� o n�m�
usly��me pozd�ji� a existence skal�rn�ho sou�inu se ukazuje b
t v jist�m smys�
lu ekvivalentn� mo�nosti rozumn�ho vz�jemn�ho p�i�azen� vektor� prostoru
a jeho du�lu �zaji�+uj�c� smysluplnost hyj� m�me�li jyi�� Vektor�m zapsa�
n
m hj resp� ji ��k�me bra�vektory resp� ket�vektory podle prvn�ch resp�
posledn�ch t�� p�smen anglick�ho v
razu pro z�vorku hbracketi�

Definice� Funkci

f�x� k�xk 
q
b��x� �x�g $ V � R! �����

nazveme normou vektoru �x� indukovanou skal�rn�m sou�inem b� Normou
tedy mysl�me  d	lku! vektoru a nikoliv jej� kvadr�t� jak jest mnohdy dob�
r
m zvykem�

Jak lze zrekonstruovat b�� � � � � � ��� zn�me�li k� � �k� Na to odpov�d� n�sle�
duj�c� tvrzen�� zobec�uj�c� zn�mou kosinovou v�tu�

V�ta� b��x� �y� % �
��k�xk� 0 k�yk� � k�x� �yk�� �re�ln
 p��pad�



�	

D�kaz� Okam�it� z bilinearity skal�rn�ho souinu� Nejjednodu++� kon�
trolu koe�cient� a znam�nek doc�l�te pro jednorozm�rn� prostor� kdy �x a �y
jsou �sla a rovnost

xy %
�
�

�
x� 0 y� � �x� y��


������

plat�� Stejn� otestujte

b��x� �y� %
�
�
�k�x0 �yk� � k�x� �yk��� ������

V obecn�m komplexn�m p��pad� je t�eba u��t slo�it�j�� vztah� kter
 dok��
�ete zase tak� �e �tverce norem nap��ete jako skal�rn� sou�iny a  rozn�sob�te!
je �koe�cienty u druh� prom�nn� je t�eba p�i vyt
k�n� sdru�it��

V�ta�

b��x� �y� %
�
�
�k�x0 �yk� � k�x� �yk� 0 i k�x0 i�yk� � i k�x� i�yk�� ������

Cvi�en�� Zat�m je�t� nev�me� �e v R � je b��x� �y�  x�y� 0 x�y� 0 x�y� %
k�xk k�yk cos�� kde � je �hel mezi �x % �x�� x�� x�� a �y % �y�� y�� y��� Doka�te
to�

Minkowsk�ho v�ta� �troj�heln�kov� nerovnost pro normu�

k�x0 �yk � k�xk0 k�yk ����	�

D�kaz�

k�x0 �yk� % b��x0 �y� �x0 �y� % k�xk� 0 k�yk� 0 b��x� �y� 0 b��y� �x� ������

� � k�xk� 0 k�yk� 0 � k�xk k�yk � ������

Posledn� krok je opr�vn�n d�ky

Cauchyho nerovnosti�

b��x� �y� 0 b��y� �x� � � k�xk k�yk v re�ln�m p��pad� b��x� �y� � k�xk k�yk ������
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D�kaz Cauchyovy nerovnosti� Funkce

f�t� % k�x� t�yk� % b��x� t�y� �x� t�y� % k�xk� � tb��x� �y�� tb��y� �x� 0 t� k�yk�
�����

je nez�porn� 
t � R � tud�� diskriminant

�b��x� �y� 0 b��y� �x��� � � k�xk� k�yk� � �� ������

Dok�zali jsme tedy� �e re�ln� �st skal�rn�ho souinu dvou vektor� je men+�
nebo rovna souinu norem' stejn� tak je ale men+� nebo rovna absolutn�
hodnota skal�rn�ho souinu

jb��x� �y�j � k�xk k�yk � ������

o em� se lehce p�esv�d�me t�m� �e vektor �t�eba� �y n�sob�me takovou
komplexn� jednotkou� aby byl skal�rn� souin re�ln�� �m� se ov+em nezm�n�
normy vektor� ani absolutn� hodnota skal�rn�ho souinu� a p�itom nerovnost
u� budeme m�t dok�zanou�

Geometrick� odbo�en�� definice� Isomor�smus mezi dv�ma vekto�
rov
mi prostory � $ V � eV zachov�vaj�c� nav�c i skal�rn� sou�in

1b����v�� ���w��eV % b��v� �w� ������

nazveme isomor�smem prostor
 se skal�rn�m sou�inem �V� b� a �eV�eb��
Definice� Prostor Rn s obvykl
m skal�rn�m sou�inem

b��x� �y� %
nX
i��

xiyi ������

budeme naz
vat euklidovsk�m prostorem* ozna�en� E n�

P��klad�M�me charakterisovat v�echny isomor�smy E � do sebe �v poz�
d�j�� terminologii v�echna ortogon�ln� zobrazen��� �Mor�smy algebraick� stru�
ktury S do sebe se naz
vaj� endomor�smy a ty� kter� jsou nav�c isomor�s�
my� se ozna�uj� za automor�smy� tvo�� grupu �asto zna�enou Aut�S���

V�ta� Takov
 isomor�smus � $ E � � E � je

�� bu- oto�en�m o vhodn
 �hel � �pro � % � identita�



 ��� GRAMM�SCHMIDTOVA ORTOGONALISACE ��

�� nebo komposic� oto�en� se zrcadlen�m �� nap��

���x� y�� % �x��y� ������

v tom �i onom po�ad��

Pozn�mka� Mor�smy z prv� skupiny tvo�� norm�ln� podgrupu v�ech
isomor�sm�� Promyslete� pro� je faktorgrupou grupa

fisomor�smy nem�n�c� orientaci� isomor�smy m�n�c� orientacig ����	�

isomorfn� grup� f0����g s n
soben�m nebo grup� �Z��0modulo ���

D�kaz� Pi+me ����� ��� % �a� c� a ����� ��� % �b� d�� Podle de�nice
isomor�smu plat� vztahy �dosa�te vektory base�

k���x�k� % k�xk� � a� 0 c� % �� b� 0 d� % �� ������

b��x� �y� % � � b����x�� ���y�� % � � ab0 cd % �� ������

Vyj�d�eme tedy a % cos�� c % sin�� b % � sin�� d % cos ��
Pak � cos�� sin � 0 sin�� cos � % sin��� �� % ��
Bu� se tedy � a � li+� o n�sobek ��� tedy�

a b
c d

�
%

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
������

jde o rotaci o �hel �� nebo se li+� o lich� n�sobek �� pak�
a b
c d

�
%

�
cos� sin�
sin� � cos�

�
%

�
cos� � sin�
sin� cos�

��
� �
� ��

�
�����

vid�me komposici otoen� a zrcadlen�� �N�soben� matic budete zvl�dat nej�
pozd�ji brzy��

�	� Gramm�Schmidtova ortogonalisace

Sezn�m�me se nyn� s jednou velmi p�irozenou konstrukc�� maj�c� n�zorn

geometrick
 v
znam� �Budeme �asem mo�n� a� p�ekvapeni� ke kolika ne�
trivi�ln�m aplikac�m pln
m  slo�it
ch formul�! tato metoda povede* bude
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nap�� jednot�c�m prvkem rozs�hl� kapitoly klasick� anal
zy zvan� Teorie or�
togon�ln�ch polynom���

M�me�li dva vektory �v�� �v�� m��eme vyj�d�it

�v� % a�v� 0 �w� tak� aby �v� � �w�� ������

Dal�� text roz�i�uje tuto operaci na p��pad v�ce vektor��

V�ta� Nech+ �v����n � �V � b�� Pak

��w����n takov�� �e

�� b��wi� �wj� % � kdy� i �% j� P��eme t�� �wi � �wj�

�� L�f�v�� � � � � �vkg� % L�f�w�� � � � � �wkg� plat� 
k % �� � � � � n�

D�kaz� Kreslete si obr
zek pro k % �� 	� projd�te Grammov�m a Schmidto	
v�m ortogonalisa�n�m procesem vlastn� nohou� Druh� podm�nka bude spln�na�
vol�me�li �wj ve tvaru�

�wk % �vk �
k��X
j��

�wj�
j
k neboli �vk % �wk 0

k��X
j��

�wj�
j
k� ������

Je z�ejm� L�f�v�� � � � � �vkg� % L�f�w�� � � � � �wk��� �vkg� podle indukn�ho p�ed�
pokladu a d�ky volb� �wk tak� L�f�w�� ���� �wkg� % L�f�w�� ���� �wk��� �vkg�� Pod�
m�nka prv� vy�aduje� aby 
i % �� � � � � k � � bylo

�wi � �wk � b��wi� �vk �
k��X
i��

�wj�
j
k� % �� b��wi� �vk� % b��wi� �wi��

i
k� ���	��

co� jednoznan� uruje �ik�

P��klad�

� Legendreovy polynomy Pn�x� % �Pn
dn

dxn
�
�x� � ��n

�
tvo�� ortogonalisaci

�� x� x�� � � � v��i skal�rn�mu sou�inu
R �
�� f�x�g�x�dx�

� Hermitovy polynomy Hn�x� % �Hn e
x� dn

dxn e
�x� tvo�� ortogonalisaci v��i

skal�rn�mu sou�inu
R�
�� f�x�g�x�e�x�dx funkc� �� x� x�� � � ��

�M�me tedy �w� � �v�	



 �
� ORTOGON�LN� DOPLN�K �

Nejde o nic jin�ho� ne� �e vezmeme prvn� vektor ze souboru�

ke druh�mu p�i�teme takov� n�sobek prvn�ho� aby byl kolm� na

prvn�� ke t�et�mu p�i�teme takov� kombinace t�ch p�edch�zej�	

c�ch vektor� �t�ch� kter� jsou ji� kolm� navz�jem�� aby byl

kolm� op�t na v�echny p�edchoz� atd�� a� dostaneme vektory�

kter� generuj� t�� prostor� jako ty p�vodn�� ale vz�jemn� ji�

jsou kolm��

�	� Ortogon�ln� dopln�k

Definice dopl�ku� Mno�inu f�v j �v � �w 
�w � Wg nazveme ortogo�
n�ln�m dopl�kem mno�iny W � V� zna��me W� a znak �teme kom�n
nebo kolm�tko�

Tvrzen�� �W��� % L�W ��

Lemma� je� se bude hodit� Nech+ W � V� Pak ka�dou ortogon�ln�
basi �w����n prostoru W lze prodlou�it na ortogon�ln� basi cel�ho V* prodlou�
��me basi libovoln�m zp�sobem na basi cel�ho V a ortogonalisujeme ,a la
Gramm�Schmidt�

Jeho d�sledek� dimW � % dimV � dimW �

D�kaz tvrzen��

� Nech� je W line�rn� prostor �budeme tedy tut�� mno�inu ps�t zdvo�
jen�m W �� Jeliko� je z�ejm�� �e W � �W ��� �pon�vad� vektor je
kolm� na v+echny vektory� kter� jsou kolm� na n�ho� a d�le dimW %
dim�W ��� dle lemmatu� mus� b�t W % �W ����

� Z�ejm� je W� % �L�W ���� a proto �W��� % L�W � dle minul�ho
bodu�

Definice� Nech+ W � V� Dle p�edchoz�ho tvrzen� lze ka�d
 vektor
�v � V napsat ve tvaru

�v % �w0 e�w� kde �w � W � e�w � W ��

Zobrazen� f�v �� �wg $ V � W �� V� naz
v�me ortogon�ln� projekc� na
podprostor W �
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Nech+ W � � V� W � � V� � � �� W n � V jsou na sebe vz�jemn� kolm�
podprostory takov�� �e

dimV %
nX
j��

dimW j ���	��

�W i � W j znamen� 
�v � W i 
�w � W j �v � �w�� Pak existuje jednozna��
n
 rozklad vektoru �v � V

�v %
Pn
j�� �wj� kde �wj � W j�

Pochopte a vysv�tlete jednomu �lov�ku� kter� to nech
pe� Zobrazen� f�v ��
�wjg $ V � W j �� V� ozna�ujeme d�le pj a naz
v�me ortogon�ln� projekc�
na W j� Plat� tedy$ identick� zobrazen�%

Pn
j�� pj

��

�� Prvn� a druh� Pythagorova v�ta$ Velikost �tverce pod odv�snou resp�
p�eponou se rovn� velikosti �tverce nad odv�snou resp� p�eponou�

�� T�et� Pythagorova v�ta$ k�vk� % k�wk� 0
��� e�w���� �

	� Obecn�j�� �tvrt� Pythagorova v�ta$ k�vk� %
Pn
j�� k�pj��w�k� �

�� P�tou  Pythagorovu v�tu! uvid�me ve form� Parsevalovy rovnosti na
stran� ���

�� Parafr�ze Pythagorovy v�ty ve tvaru� kdy odv�sny a p�epony ji� nejsou
�se�kami� n
br� v�cerozm�rn
mi simplexy� poch�z� od Grassmanna a
my o n� mluv�me na str� 	��� Pythagoras ji asi je�t� neznal�

Dkazy si prove�te sami krom� �est� v�ty�

Projekc� bez p��vlastku ortogon�ln� a bez p�edpokladu zaveden� ska�
l�rn�ho sou�inu nazveme line�rn� zobrazen� p $ V � V� plat��li p� % p�
Projekce p�� � � � � pn nazveme dopl�kov	� plat��li 
i �% j $ pipj % pjpi % �
a � %

Pn
j�� pj� kde � ozna�uje identick� zobrazen�� Oper�toru spl�uj�c�mu

p� % p se tak� ��k� idempotentn� �z latinsk�ho  stejn
 jako mocniny!� a
co se t
�e vlastn�ch ��sel x �viz d�le�� spl�uj� x� % x� tedy x % � resp� x % ��

�Posledn�mu vztahu se v kvantov� fysice ��k� relace �plnosti	 Se�teme�li projektory
j�iih�ij na v�echny vektory �!stavy"� z base �na podprostory jimi generovan��� dostaneme
identick
 oper�tor �zde zna�en
 svislou �arou� j �P

i
j�iih�ij



Kapitola �

Matice a line�rn� zobrazen�

Motto� Matice Indukuj� Line�rn� Obrazen� 4tud�k�m� Znal
m A Hol�
duj�c�m Rad�ji Algebraick
m Dohad�m Ne� Idiotsk
m Klep�m�

Linearita Umo��uje Bezpe�n� Odstran�n� 4otk�� Ma��c�ch Odv�k� Touhy
Lidstva�

Definice� Line�rn�m zobrazen�m �homomor�smem� f $ V � W
rozum�me ka�d� zobrazen� spl�uj�c� vztahy

f��v0 �w� % f��v� 0 f��w� 
�v� �w � V �����

f���v� % �f��v� �����

P��klady�

�� Zobrazen� typu f�x �� �f��x�g $ Rn � Rm� kde�

�f %

�BBBB�
f�

f�

���
fm

�CCCCA � �x %

�BBBB�
x�

x�

���
xn

�CCCCA a fk��x� %
nX
j��

akjx
j � ���	�

Tabulku �akj� naz
v�me matic� tohoto line�rn�ho zobrazen��

�V z�jmu budoucnosti p��eme n�kter� indexy nahoru	 Koho to obt��uje� nech& si p�ed�
stav� v�echny dole	

��
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�� Oto�en�� zrcadlen�� stejnolehlost� kosen� �ale nikoli posun vektoru� nu�
lov�mu vektoru mus� b
t p�i�azen op�t nulov
� atd� jako p��klady z ele�
ment�rn� geometrie�

Chceme�li mluvit o zobrazen�ch v tzv� a�nn�ch prostorech �v�etn�
posunu�� je u�ite�n� ps�t sou�adnice vektoru v n�rozm�rn�m prostoru
nikoli pouze �x�� x�� � � � � xn�� ale �x�� x�� � � � � xn� �� a identi�kovat tento
vektor s jeho n�sobky� T�mto se n�m tak� p�irozen� odkryj� nevlastn�
body �v nekone�nu� jako vektory s nulovou posledn� �p�idanou� sou�
�adnic�� Transformace sou�adnic zahrnuj�c� posunut� bude m�t tvar�

R �v
�� �

�
� �����

kde matice R obhospoda�uje obvyklou ��st line�rn�ho zobrazen� a
sloupcov
 vektor �v posun� Dal�� pozn�mky o projektivn�m prostoru
v kapitole o kvadratick
ch ploch�ch�

	� Ortogon�ln� projekce na podprostor�

�� �ada p��klad� z anal
zy na nekone�n�rozm�rn
ch prostorech funkc� a
jejich vhodn
ch �i kone�n�dimension�ln�ch� podprostorech� kup��

f �� f �  df

dx
�derivace� �����

f ��
Z x
-
f�y�dy �primitivn� funkce� �����

f �� g � f �n�soben� funkc�� ����

f �� ft kde ft�x� % f�x0 t�� �posun o t�� �����

Line�rn� zobrazen� f $ V � V� zvl��t� na prostorech funkc�� naz
v��
me oper�tory� �Nap�� oper�tor derivov�n�� oper�tor sou�adnice� tj�
n�soben� funkc� g�x� % x apod��

�� Mnoh� neline�rn� zobrazen� b
v� u�ite�n� linearisovat�

Matice

Brzy uvid�me� jak je v
hodn� pracovat abstraktn�m zp�sobem s oper�tory
bez jejich vyjad�ov�n� v ur�it� basi� O tom� s jak
m v�h�n�m se uskute��oval



�

krok k bezsou�adnicov�mu my�len�� sv�d�� v
zva E� Schmidta na jednom
semin��i v G)ottingenu k Johannu� von Neumannovi z konce dvac�t
ch let$

 Ne� ne& Ne��kejte oper�tor� ��kejte matice&!
Za�n�me tedy s de�nic� matice�

Definice� Nech+ f $ V � W je line�rn� zobrazen�� �v�� � � � � �vn base V a
�w�� � � � � �wm base W � Pi�me

�f��vi� %
mX
j��

�wja
j
i� �����

To lze� nebo+ W % L�f�w�� � � � � �wmg�� Tabulku

A % �aji�� j % �� � � � �m� i % �� � � � � n ������

nazveme matic� f v��i bas�m �vi a �wj� Prvky matice �a-me

A %

�BBBB�
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
���

���
� � �

���
am� am� � � � amn

�CCCCA ������

�p��eme�li indexy v�ude dole �aij % aij�� po ��dk�ch �teme ��sla ������� � �
v b��n�m po�ad�� a jej� velikost vyslovujme jako v
�ka kr�t ���ka� �ili zde
m � n� �asto se zaj�m�me o p��pad V % W a �vi % �wi a mluv�me o matici
vzhledem k �jedn�� basi �vi�

V�ta� Nech+ �x %
Pn
i�� �vix

i� Potom �f��x� %
Pm
j�� �wjy

j� kde

yj %
nX
i��

ajix
i� ������

V d�kazu je u�it jen vztah pro obraz vektoru base� linearita a zm�na po�ad�
dvou sum�

�f��x� %
nX
i��

�f��vi�x
i %

nX
i��

mX
j��

�wja
j
ix
i %

mX
j��

�wjy
j ����	�

�Tehdy je�t�% pozd�ji po emigraci John	
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V�ta o slo�en�m zobrazen�� Nech+ f $ V � W m� matici A v��i
bas�m �v����n a �w����m� Nech+ g $ W � Z m� matici B v��i bas�m �w����m a
�z����p� Pak komposice

g 	 f $ V � Z ������

m� matici C v��i bas�m �v����n a �z����p� p�i�em� matice C % B�A je komposice
neboli sou�in matic� B a A a m� elementy

cji %
mX
k��

bjka
k
i� ������

D�kaz�

�g��f��vi�� % �g�
mX
k��

�wka
k
i� %

mX
k��

�g��wk�a
k
i %

mX
k��

pX
j��

�zjb
j
ka
k
i %

pX
j��

�zjc
j
i ������

U�ite�n� kol� Ov��te asociativitu n
soben� matic A � �B �D� % �A �
B� �D a distributivnostA ��E0F� % A �E0A �F a �E0F� �A % E �A0F �A�

Pozn�mky�

� Pravidlo pro zapamatov�n�  ��dka kr�t sloupec! zn�� �e cji je skal�r�
n�m sou�inem j�t�ho ��dku B a i�t�ho sloupceA� je t�eba ale vynechat
komplexn� sdru�ov�n��

� �tvercov� matice dan�ho rozm�ru n�n tvo�� nekomutativn� okruh v��i
s��t�n�� a n�soben�� Toto plat� samoz�ejm� i o mno�in� v�ech line�rn�ch
zobrazen� f $ V � V�

� V p��pad� �tvercov
ch matic  obvykle! neplat� A � B % B � A* je�li
alespo� jedna ne�tvercov�� tak maj� tyto sou�iny r�zn
 rozm�r nebo
dokonce neexistuj�� a tak o neplatnosti rovnosti nikdo nepochybuje�

Test� U�te se n
sobit matice� dokud nebudete souhlasit s t�m� �e�B� � 	� � 	 
� � 	� �
 � 	� �

�CA �

�BBB�
� �
�  
	� 	�
� �

�CCCA %

�B� 	�� 	��
�� ��
! �"

�CA �����

�Nezam��ujte s A �B� existuje�li(
�Matice se s��taj� z�ejm
m zp�sobem� cij � aij  bij � je�li C � A B	



	

P	�klady z anal�zy� oper�tory derivace a posunu

Oper�tor derivace� Na prostoru Pn v�ech polynom� nejv
�e n�t�ho
stupn� m� oper�tor D'f ( % f � v��i basi �� x� x�� � � � matici

D %

�BBBB�
	 � 	 	 � � �
	 	 � 	 � � �
	 	 	 	 � � �
���

���
���

���
� � �

�CCCCA � ������

V�imn�te si� �e ve t�et�m sloupci je vektor p�i�azen
 oper�torem derivace
t�et�mu vektoru base� vyj�d�en
 pomoc� sou�adnic v t��e basi�

Pokud bychom zkoumali matici derivov�n� v��i basi

�� x�
x�

�&
�
x�

	&
�
x�

�&
� � � � ������

m�la by matice tvar �proto�e d�dx�xk�k&� % �xk����k � ��&��

N %

�BBBBB�
� � � � � � �
� � � � � � �
���

���
���

� � �
���

� � � � � � �
� � � � � � �

�CCCCCA� ������

kter
 bude jak
msi standardem v kapitole o nilpotentn�ch oper�torech� �Spo	
�t�te N�� N�� � � � Snad v
m vyjde� �e jedni�ky se jen posouvaj� od diagon
ly��

Oper�tor posunu� Najdeme matici P� oper�toru posunu ff �� f�g�
kde f��x� % f�x0 ��� v��i basi �� x� x���&� � � � a dok��eme vztah

P� % �0 �N0
��

�&
N� 0 � � � 0

�n

n&
Nn� ������

p�i�em� � zna�� jednotkovou matici oper�toru identity� kter� m� na dia�
gon�le jednotky a jinde nuly a proto�

� %

�BBBB�
� 	 � � � 	
	 � � � � 	
���

���
� � �

���
	 	 � � � �

�CCCCA � � �A % A resp� A � � % A ��ij % �ij�

������
�Pro jednotkovou matici se mnohdy u��vaj� symboly I� E� J a dal��	
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pro stejn� vysokou resp� �irokou matici A� jako je jednotkov� matice� V uve�
den�m vztahu rozpozn�v�me Taylor�v vzorec zn�m
 z anal
zy a v�c budeme
d�le studovat v kapitole o exponenci�le�

Oper�tor posunu toti� vektoru base xk�k& p�i�ad� funkci �podle binomick�
v�ty�

�x0 ��k

k&
%

kX
j�-

xj

j&
�k�j

�k � j�&
� ����	�

co� je kombinace vektor� base xj�j&� Matice P� tedy bude m�t na m�st�
s indexy �jk� prvek

�k�j

�k � j�&
� ������

Stejn� tak prav� strana p�isp�v� na posici �jk� jen lenem s �k� j��tou moc�
ninou N �co� jste snad dok�zali v �loze�� p�ed n�� je t�� koe�cient�

�loha� Zamyslete se� jak se chov
 oper
tor P� pro �� ��

Oper�tor diference

V�imn�me si nyn� diskr�tn� variace na t�ma oper�toru derivace�
Zkoumejme oper�tor

;Dt %
�
t
�Pt � ��� ������

kde symbolem � ozna�ujeme identick� zobrazen� ff �� fg� Jde o tzv� ope�
r�tor prvn� diference� podrobn�ji

' ;Dtf (�x� %
�
t
�f�x0 t�� f�x��� ������

Rozvi�me � ;Dt�n % ��Pt � ���t�n podle binomick� formule �a nebojme se
toho� �e pracujeme s oper�tory a nikoliv s ��sly a tedy vlastn� pou��v�me
platnost binomick� formule na komutativn�m okruhu�$

� ;Dt�
n %

�
tn

nX
k�-

����n�k n&
k&�n� k�&

Pkt�
�
Pkt % �Pt�

k


�����

nebo pro konkr�tn� funkci f

'� ;Dt�
nf (�x� %

�
tn

nX
k�-

����n�k n&
k&�n� k�&

f�x0 kt� ������



!��� N�KTER	 DAL�� V�ZNA�N	 P��KLADY MATIC �

N�sleduj�c� cvi�en� je u� sp��e z anal
zy�

�loha� Doka�te pomoc� l#Hospitalova pravidla vztah

lim
t�-

'� ;Dt�
nf (�x� %

dn

dxn
f�x�

�
u�ijte � % ��� ��m %

mX
k�-

m&����k
k&�m� k�&

�
������

a uznejte� �e

� ;Dt�
n ���	��

je vhodnou n
hra�kou n	t� derivace v p��pad�� �e f je zad
na jen pomoc� hodnot
na n�jak� podm���ce R � to jest v bodech x 0 mt� m � Z� Pro nepravideln�
rozm�st�n� bod v m���ce je dobr
 Vandermondova matice� viz d
le�

�	� N�kter� dal�� vzna�n� p��klady matic

Permuta�n� matice indukovan� permutac� � $ f�� � � � � ng � f�� � � � � ng m�
prvky

pij % �i�)j*� ���	��

M� tu prostou vlastnost� �e prvk�m base p�i�ad� tyt�� v jin�m po�ad�$

�f��vj� %
X

�vi�
i
�)j* % �v�)j*� ���	��

T�mto jsme representovali grupu permutac� na f�� � � � � ng v grup� v�ech
matic n�n� kter� odpov�daj� isomor�sm�m na V �tj� regul�rn�ch� viz d�le��
Troj�heln�kov	 matice horn� resp� doln� A jsou takov�� pro n�� aij %

� pro i 
 j resp� i 	 j�

Pozn�mka� Takov� matice se ji� objevila p�i popisu Gramm�
�Schmidtova ortogonalisa�n�ho procesu� Obecn�ji� m�me�li zadan
 �et�zec
podprostor� V� � V� � � � � � Vn  V a m�me�li zobrazen� f $ V � V
takov�� �e f�Vi� � Vi a zna���li A jeho matici v��i postupn� dopl�ovan�
basi� m� A tvar� v n�m� se postupn� zleva doprava sni�uje �nebo z�st�v�
stejn
� sloupec nul� j�m� kon�� ka�d
 sloupec matice� n�co jako horn� troj��
heln�kov� matice� v n�� jsou elementy bloky a nikoli ji� pouh� ��sla� kde bloky
odpov�daj� dopl�uj�c�m prvk�m base Vi v��i Vi��� Bloky jsou trivi�ln�� je�li
dimVi % dimVi�� 0 �� Mno�ina zobrazen� tohoto typu tvo�� pologrupu
�uzav�enou na komposici� obsahuj�c� jednotkov
 prvek�� Najd�te n�jak� jej�
podgrupy� N�vod$ Zam��te f�Vi� � Vi za siln�j�� p�edpoklad�
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Diagon�ln� matice je takov�� �e aij % � pro i �% j� tedy takov�� kter�
je z�rove� horn� troj�heln�kov� i doln� troj�heln�kov�� Diagon�ln� matice
tvo�� podpologrupu p�edchoz� pologrupy� Co mus�me je�t� po�adovat� aby
�lo o multiplikativn� grupu a nejen pologrupu �grupa bez po�adavku existence
inversn�ho prvku��

Z mnoha v
zna�n
ch p��klad� matic� jimi� se hem�� sb�rky p��klad� �na�
p�� od Proskurjakova� uvedeme jeden �dvojit
� p��klad�

Vandermondova matice

Polynom n�t�ho stupn� m��eme charakterisovat

�� bu- zad�n�m jeho koe�cient�$ p�x� % anx
n 0 � � �0 a�x0 a-�

�� nebo t�eba zad�n�m hodnot v n�jak
ch bodech �-� ��� � � � � �n�

Vztah mezi t�mito dv�ma soubory ��sel lze zapsat jako�BBBB�
p��-�
p����

���
p��n�

�CCCCA % V

�BBBB�
a-
a�
���
an

�CCCCA %

�BBBB�
� �- ��

- � � � �n-
� �� ��

� � � � �n�
���

���
���

� � �
���

� �n ��
n � � � �nn

�CCCCA
�BBBB�

a-
a�
���
an

�CCCCA ���		�

Stejn� matice vznik� p�i zkoum�n� n�sleduj�c�ho� zd�nliv� odli�n�ho� fakticky
v�ak t�m�� toto�n�ho probl�mu$ v�me� �e

lim
h�-

f�x0 h�� f�x�
h

% f ��x�� ���	��

a chceme pro ka�d� n � N a ka�dou volbu ��sel �-� ��� � � � � �n naj�t koe�ci�
enty q-� q�� � � � � qn� aby

lim
h�-

Pn
i�- qif�x0 h�i�

hn
% f )n*�x�� ���	��

chceme tedy odvozovat vzorce typu

f ���x� % lim
h�-

f�x� h�� �f�x� 0 f�x0 h�
h�

� ���	��

$e�te u�it�m l#Hospitalova pravidla� snad v
m vyjde� �e�
q-� q�� � � � � qn


V %

�
�� �� � � � � n&


���	�



Kapitola �

Hodnost

Za�neme v�tou� kter� by se stejn� tak mohla hodit do partie o dimensi a
kter� zobec�uje rovnost dimW 0 dimW � % dimV pro W � V�

V�ta� Pro dan� zobrazen� f $ V � W zave-me symboly �

K er �f� % f�v � V j�f��v� % ��g� �����

Im�f� % f�V� % f�w � W j ��v � V �f��v� % �wg �����

a mluvme o j�dru neboli nulov	m prostoru a obrazu dan�ho line�rn�ho
zobrazen��

Pak je dimK er �f� 0 dimIm�f� % dimV�

D�kaz� Nech� �w�� � � � � �wm je base Im�f� a nech� �z�� � � � ��zk je base
K er �f�� Najd�me pro ka�d� i % �� � � � �m n�jak� �vi takov�� �e �f��vi� % �wi�
Potom je �z�� � � � ��zk� �v�� � � � � �vm base prostoru V� pon�vad� je�li �v � V a
p�+eme�li �jednoznan��

�f��v� %
mX
i��

�wi�
i

�
� �f��v �

mX
i��

�vi�
i� % � �&�

�
� ���	�

existuj� jednoznan� uren� koe�cienty ��� � � � � �k takov�� �e

�v �
mX
i��

�vi�
i %

kX
j��

�zj�
j � �����

�Obor hodnot� n�mi zna�en
 jako image �obraz�� se mnohdy zna�� R�f� jako zkratka
slova range	 Na��m zna�en�m se vyhneme nedorozum�n�m pramen�c�m z faktu� �e R�f� �
S�A� a nikoliv R�f� � R�A�	
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Ozna�en�� Pro matici A z��d�me symboly

�rj %
�
aj�� a

j
�� � � � � a

j
n


a �si %

�BBBB�
a�i
a�i
���
ami

�CCCCA �����

pro jej� j�t
 ��dek a i�t
 sloupec �zkratka slovensk�ho riadok a st<pec�� Pro�
story

R �A� % L�f�r�� � � � ��rmg� � Rn� �����

S�A� % L�f�s�� � � � ��sng� � Rm ����

naz
v�me ��dkov�m resp� sloupcov�m prostorem matice A�

Definice� M�jme line�rn� zobrazen� f $ V � W s matic� A v��i bas�m
�v�� � � � � �vn a �w�� � � � � �wn� Ozna�me symboly

h % hf % dimIm�f�* �����

hr % hr�A� % dimR �A�* hs % hs�A� % dimS�A�� �����

V�ta� hr % hs % h� Spole�nou hodnotu budeme naz
vat hodnost�
matice A resp� zobrazen� f � Vzhledem k d�le�itosti tohoto tvrzen� uvedeme
dva d�kazy vztahu hr % hs �a souvislosti s h si nech�me na konec��

Lemma� z�klad prv�ho zp�sobu� Nech+ matice A� vznikne z matice
A vynech�n�m sloupce� kter
 je line�rn� kombinac� ostatn�ch� Potom sa�
moz�ejm� hs�A� % hs�A�� �pro���� ale tak�

hr�A� % hr�A
��� ������

�Plat� zajist� i lemma� kde zam�n�me slovo  ��dka!� p�smeno  r! atd� slovem
 sloupec!� p�smenem  s! apod��

Nejprve uk��eme� jak z dan�ho lemmatu plyne vysn�n� hr % hs� Vyne�
ch�vejme sloupce a ��dky matice A a dojd�me k jak�si �podmatici� A�� ze
kter� se ji� nic ned� vynechat� Potom je matice A� tvercov�' kdyby m�la
v�ce sloupc� ne� ��dk�� nebyly by sloupce nez�visl�� a naopak �pro���� Je�
liko� podle lemmatu m�me hr�A� % hr�A�� a hs�A�� % hs�A�� je d�kaz



�

vztahu hr % hs hotov� nebo� hr�A�� % hs�A�� �ob� se rovnaj� rozm�ru t�to
tvercov� matice� z n�� u� nelze nic vynechat��

D�kaz lemmatu� Nech� t�eba posledn� sloupec je line�rn� kombinac�
p�edchoz�ch&

�sn %
n��X
i��

�si�
i ������

Ozname symbolem ;rj �useknut�� ��dek �rj �bez posledn�ho lenu ajn��
Tvrd�me� �e zobrazen�m �useknut��

f�r �� ;rg $ R �A�� R �A�� ������

�kter� line�rn� roz+���me na cel� R �A�� se nem�n� vztah line�rn� nez�vis�
losti ��dk�� Vskutku� ozna�me�li symbolem F line�rn� funkci ���dkov�ho
vektoru�

F
�
x�� � � � � xn��


%
n��X
i��

xi�
i� ����	�

m�me vztahX
�i�r

i %
� P

�i;ri� F �
P
�i;ri�


������

�nebo� v ��dkov�m prostoru R �A� plat� vztah �r %
�
;r� F �;r�


' odvodn�te

bl��e� a tud�� X
�i�r

i % �� �
X

�i;r
i % ��� ������

Druh� zp�sob� N��e napsanou argumentaci je t�eba trochu modi�kovat
v p��pad� prostor� komplexn�ch�

Zave�me na R �A� skal�rn� souin indukovan� vno�en�m do Rn� V+imn��
me si� �e prostor

N % �R �A��� ������

je j�drem �nulov�m prostorem� zobrazen�

f�x �� �y % A�xg $ Rn � Rm� �����

�Toto je fakt samostatn� d�le�itosti� zvl� v teorii �e+en� soustav rovnic��
Na jedn� stran� tedy m�me vztah �podle v�ty u konce kapitoly o skal�r�

n�m souinu�
dimN % n� dimR �A� % n� hr�A�� ������
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Na druh� stran� plat� podle prv� v�ty t�to kapitoly

dimN % n� dimS�A� % n� hs�A� ������

Tedy je hr�A� % hs�A��

D�kaz rovnosti hodnosti zobrazen��
Vztah h % hs dok��eme rozkladem f $ V � W na komposici zobrazen�

�

�

	
�I J

f

A
Rn Rm

V W

kde I je isomor�smus p�i�azuj�c� vektoru �v %
Pn
i�� �vix

i sloupec sou�ad�
nic �xi�����n� v�i basi �vi� A je oznaen� zobrazen� f�x �� �y % A�xg a J je
isomor�smus p�i�azuj�c� sloupci sou�adnic �yj�����m� vektor

Pm
j�� �wjy

j � Sta�
si nyn� uv�domit� �e �odvodn�te podrobn�ji�

h % dimIm�f� % dim�A 	 I��V� % dimA�Rn� % dimS�A�� ������

�	� Hodnost sou�inu� regul�rn� matice

V�ta� Nech+ f $ V � W � g $ W � Z� Ozna�me symboly hf � hg� hg�f
hodnosti p��slu�n
ch zobrazen�� Pak plat� vztahy

Im�g 	 f� � Im�g�� K er �f� � K er �g 	 f� ������

a tud�� i hg�f � min�hf � hg��

Pozn�mka� Zat�mco vztah hg�f � hg je v t�to formulaci vid�t trivi�ln��
implikaci K er �f� � K er �g 	 f�� hg�f � hf je vhodn� zformulovat i v �e�i
matic$

V�ta� R �B �A� � R �A�� S�B �A� � S�B�

a tedy tak� h�B �A� � min�h�A�� h�B���

D�kaz� Vztah cji %
P
bjka

k
i znamen�� �e

�rj�C� %
X

bjk�r
k�A� a �si�C� %

X
�sk�B�a

k
i� ������



"��� HODNOST SOU�INU� REGUL�RN� MATICE ��

Definice regularity� �tvercovou matici n � n nazveme regul�rn��
m��li hodnost n� v opa�n�m p��pad� ��k�me matici singul�rn��

Prv� d�sledek� Pro ka�dou regul�rn� matici A existuje tzv� inversn�
matice B takov�� �e

AB % BA % �� � � to je jednotkov� matice

�B� � � � � 	
���

� � �
���

	 � � � �

�CA � ����	�

�Sta�ila by jedna podm�nka k �pln� charakterisaci B� objasn�te�� Zna��me ji
B % A���

D�kaz� Pro regul�rn� matici A je zobrazen�

f�x �� A�xg $ Rn � Rn ������

bijekc� �prost� a �na��� Inversn� matic� je pak prost� matice inversn�ho zob�
razen�� Toto je tak� regul�rn��

Druh� d�sledek� Regul�rn� matice tvo�� grupu v��i n�soben�� pon��
vad� B��A�� je z�ejm� inversn� matic� k AB� kter� je t�m p�dem regul�rn�
�pro regul�rn� A� B��

Kter� matice jsou ur�it� regul�rn��

� Troj�heln�kov� matice s nenulov
mi prvky na diagon�le�

� Permuta�n� matice�

� Vandermondova matice� jsou�li v�echny �-� ��� � � � �n r�zn��

� Exponenci�la matice �nakoukni do kapitoly o exponenci
le��

� Matice tvaru
A % �0B ������

s takovou matic� B� aby v
raz �pr�v� C je A���

C %
�X
n�-

����nBn ������
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byl dob�e de�nov�n$ to zaru��me t�eba malost� v�ech element� B �aby
suma konvergovala na v�ech posic�ch� nebo kup��kladunilpotentnost�
B �to jest po�adavkem� aby Bn % � pro v�echna n po��naje n�jak
m
n-��

�	� Ekvivalentn� ��dkov� �pravy

Objasn�me konkr�tn� postup p�i ur�ov�n� hodnosti matice� p�i v
po�tu ma�
tice inversn� a p�i �e�en� soustav rovnic� Z�kladn� metodou je zde Gaussova
eliminace �zapomn�tliv� a+ nahl�dnou do �vodn� kapitoly��

Definice� Ekvivalentn� ��dkovou �pravou matice rozum�me

� p�i�ten� n�sobku jednoho ��dku k jin�mu

� v
m�nu dvou ��dk�

� vyn�soben� n�jak�ho ��dku nenulovou konstantou

a tak� kone�nou posloupnost uveden
ch �prav�

Tvrzen�� Ekvivalentn� ��dkov� �pravy nem�n� prostor R�A� " tedy ani
hodnost matice� D�kaz si prove�te sami� je to jednoduch��

V�ta� Matici A� vzniklou z matice A ��dkovou �pravou lze z�skat vy�
n�soben�m matice A n�jakou matic�M zleva�� kde matice M je

� jednotkov� matice� kter� m� nav�c na posici �ij� ��slo �� chceme�li
p�i��st ��n�sobek j�t�ho ��dku k ��dku i�t�mu

� permuta�n� matice� odpov�daj� transposici prvk� i� j� chceme�li zam��
nit i�t
 a j�t
 ��dek

� jednotkov� matice� kter� m� na posici �ii� ��slo � �m�sto jednotky��
chceme�li i�t
 ��dek vyn�sobit ��slem �

nebo sou�inemMn � � � � �M� �M�� chceme�li postupn� prov�st �pravy odpo�
v�daj�c� matic�m M��M� � � �

V�po�et inversn� matice�

�T�mto v�dy m�me na mysli� �e tato matice M stoj� vlevo� A� �M �A	



"�
� EKVIVALENTN� ��DKOV	 #PRAVY �	

Nech+ A je �tvercov� regul�rn� matice n� n�
Napi�me si dvojici matic �A j�� �ch�pejme ji jako jednu matici rozm�ru

n� �n� a prov�d�jme jej� ��dkov� �pravy tak dlouho� a� dostaneme  ekvi�
valentn�! matici �� jB��

�Jde o dvoj� proveden� Gaussovy eliminace$ nejprve vynulujeme �leny
pod diagon�lou A� pot� �leny nad diagon�lou��

V souladu s posledn� v�tou je �M representuje �pravy�

M � �A j�� % �� jB� neboli M �A % �� M � � % B �����

a matice B je tud�� hledanou inversn� matic� k A$

M % A�� % B� ������

Varianta �e��c� soustavu� Jde o postup zn�m
 z �vodn� kapitoly pro
regul�rn� A� Soustavu

A�x % �b ������

vy�e��me prov�d�n�m ��dkov
ch �prav roz���en	 matice�
A j �b


���	��

do t� doby� ne� dostaneme matici tvaru

�� j�x� * ���	��

vektor �x je pak hledan
m �e�en�m �x % A���b� proto�e matice �prav M je
op�t pr�v� A���

Kombinovan� varianta� M��eme najednou naj�t A�� i vy�e�it sou�
stavu A�x % �b tak� �e upravujeme matici�

A j� j �b


���	��

a� do chv�le� kdy se na m�st�� kde byla p�vodn�A� objev� matice jednotkov��
Na m�stech� kde s�dlila � resp� �b� si p�e�teme hledan� A�� resp� �x�

Sloupcov� analogie� P��eme�li matice vedle sebe� je t�eba prov�d�t
��dkov� �pravy �aby se ob� matice m�nily z�rove��� Chceme�li pou��vat
sloupcov� �pravy� matice je t�eba zapsat pod sebe� Je�t� jedna zm�na pro�
b�hne$ sloupcov� �pravy se daj� ps�t jako n�soben� vhodnou matic� tentokr�t
zprava�
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�	
 Frobeniova v�ta� �e�itelnost soustavy

Soustava A�x % �b je �e�iteln� pr�v� kdy� h�A� % h�A j �b��

D�kaz� �e+itelnost znamen�� �e �x�� � � � � xm tak� �e

�b %
mX
i��

�six
i� ���		�

To v+ak existuje pr�v� tehdy� kdy� �b � S�A�� tedy kdy� hs�A� % hs�A j �b��

�e�en� ne�e�iteln� soustavy� line�rn� regrese� Vmnoha prak�
tick
ch �loh�ch se setk�v�me se situac�� kdy rovnice pro dan� nezn�m� zn��
me pouze p�ibli�n�� v�t�inou d�ky nep�esnosti m��en�� zato je obvykle v�t��
po�et rovnic ne� nezn�m
ch�

V obecn�j��m p��pad� �e��me soustavu

A�x % �b� ���	��

kde �b �� S�A�� Za zobecn�n� �e�en� �x pak pokl�d�me �e�en� soustavy� v n��
proti posledn� nahrad�me pravou stranu k n� nejbli���m mo�n
m vektorem
le��c�m ve sloupcov�m prostoru� to jest ortogon�ln� projekc� �b do S�A��

U line�rn� regrese hled�me dv� nezn�m� a� b podle �ady nep�esn
ch
�daj� �xi� yi�� aby  platilo!

yi % axi 0 b� ���	��

Hledan
 vektor �x� matice A a prav� strana nabudou tvaru

A %

�BBBB�
x� �
x� �
���

���
xn �

�CCCCA �x %

�
a
b

�
�b %

�BBBB�
y�

y�

���
yn

�CCCCA � ���	��

Metoda nese n�zev metoda nejmen��ch �tverc
� proto�e hled�me a� b
takov�� aby byl minim�ln� v
raz

nX
i��

�yi � axi � b��� ���	�
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Vypo��tejte tedy koe�cienty a� b takov�� aby vektor�B� y�

���
yn

�CA� a

�B� x�

���
xn

�CA� b

�B� �
���
�

�CA byl kolm� na

�B� x�

���
xn

�CA i

�B� �
���
�

�CA
���	��

a porovnejte v�sledky se vzorci zn
m�mi z praktik �i odjinud�

P��klad prvn�� Najd�te inversn� matici k matici n� n

A %

�BBBB�
	 � � � � �
� 	 � � � �
� � 	 � � �
���

���
���

���
���

���

�CCCCA � ���	��

�e�en�� �BBBBB�
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�����������

� 	 	 	 	
	 � 	 	 	
	 	 � 	 	
	 	 	 � 	
	 	 	 	 �

�CCCCCA � ������

�

�BBBBB�
n� � n� � n� � n� � n� �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�����������

� � � � �
	 � 	 	 	
	 	 � 	 	
	 	 	 � 	
	 	 	 	 �

�CCCCCA � ������

�

�BBBB�
� � � � �
� �� � � �
� � �� � �
� � � �� �
� � � � ��

����������

�

n��
�

n��
�

n��
�

n��
�

n��

� �

n��
�� �

n��
� �

n��
� �

n��
� ��

n��

� �

n��
� �

n��
�� �

n��
� �

n��
� �

n��

� ��

n��
� �

n��
� �

n��
�� �

n��
� �

n��

� �

n��
� �

n��
� �

n��
� �

n��
�� �

n��

�CCCCA �
������

�

�BBBBB�
� 	 	 	 	
	 � 	 	 	
	 	 � 	 	
	 	 	 � 	
	 	 	 	 �

�����������

n��
��n

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

n��
��n

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

n��
��n

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

n��
��n

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

�
n��

n��
��n

�CCCCCA ����	�
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V
sledek tedy zn�

A�� %
�

n� �

�BBBB�
�� n � � � � �
� �� n � � � �
���

���
� � �

���
� � � � � �� n

�CCCCA � ������

Zobecn�n�� Chceme�li naj�t inversn� matici k matici� kter� m� na dia�
gon�le ��slo a0 b a mimo diagon�lu b� tj� k matici

A %

�BBBB�
a0 b b � � � b
b a0 b � � � b
���

���
� � �

���
b b � � � a0 b

�CCCCA % a�0 bU� U %

�BBBB�
� � � � � �
� � � � � �
���

���
� � �

���
� � � � � �

�CCCCA
������

a napov��li n�m intuice� �e inversn� matice bude t�ho� tvaru

A�� % c�0 dU� ������

lehce dopo�teme koe�cienty c� d z toho� �e

� % AA�� % �a�0 bU��c�0 dU� % ac�0 �ad0 bc�U 0 bdU�� �����

a proto�e U� % nU� je ac % �� ad 0 bc 0 nbd % �� z �eho� c % ��a a
d % �b��a � �a0 nb���

P��klad druh�� Vy�e��me soustavu zadanou prvn� matic� a provedeme
diskusi��BBB�

� �	 � � 	
� �� 	  �
� �� �� �� �
 �	  � �

�CCCA �
�BBB�

� �� �� �	 �
� �� 	  �
� �� �� �� �
 �	  � �

�CCCA � ������

�

�BBB�
� �� �� �	 �
� �  �� �
� �  �� �
� � �� 	� �� ��

�CCCA �
�B� � �� �� �	 �

� �  �� �
� � � � �

�CA ������

Diskuse�



"��� FROBENIOVA V�TA� �E�ITELNOST SOUSTAVY �

� � % �$ vol�me x�� x� libovoln�� z prvn�ch dvou rovnic dopo�teme x� a
x��

� � �% �$ podle Frobeniovy v�ty nem� �e�en�� Hledejme zobecn�n� �e�en��
to jest pravou stranu nahrad�me ortogon�ln� projekc� do sloupcov�ho
prostoru matice A� Najd�te tedy takov
 x�� x�� x�� x�� aby n
sleduj�c�
vektor byl kolm� ke v�em sloupcm A� co� vede ke �ty�em �ale jen ke
dv�ma nez
visl�m� rovnic�m� kter� dopo�tete��BBB�

	
�
�
�

�CCCA� x�

�BBB�
�
�
�


�CCCA� x�

�BBB�
�	
��
��
�	

�CCCA� x�

�BBB�
�
	
��


�CCCA� x�

�BBB�
�

��
�

�CCCA ������

Kontrolou v�m bude� �e dosazen�m � % � mus�te dostat �e�en� p�ed�
choz�ho bodu�

P��klad t�et�� Najd�te nejmen�� kladn� cel� n pro kter�

An % � kde A %

�BBB�
cos �� sin �� 	 	
� sin �� cos �� 	 	
	 	 cos 	� sin 	�

	 	 � sin 	� cos 	�

�CCCA � ������

�e�en�� V�imnu si� �e pro blokovou matici tvaru

A %

�
B 	
	 C

�
������

plat� An %

�
Bn 	
	 Cn

�
�

D�le si uv�dom�m� �e�
cos� sin�
� sin� cos�

�n
%

�
cosn� sinn�
� sinn� cosn�

�
� ����	�

Hled�me tedy nejmen�� n� aby �n i 	n bylo d�liteln� 	��� t�m je n % 	��
jako nejv�t�� spole�n
 n�sobek ��� a ����



�� KAPITOLA "� HODNOST

Pozn�mka� Existuje samoz�ejm� nep�ebern� mno�stv� �loh z fyziky i
odjinud� vedouc�ch k �e�en� n�jak� soustavy line�rn�ch rovnic� Jako p��klad
si napi�te nap�� Kirchho.ovy z�kony pro n�jak
 slo�it�j�� elektrick
 obvod�
obsahuj�c� pouze zdroj stejnosm�rn�ho nap�t� a odpory� Spo�t�te velikosti
proud� v jednotliv
ch v�tv�ch obvodu�

U I

R� R�

R� R�

R�

I� I�

I�

I�

I�

�

�

	
��

	



Kapitola �

Oper�tory v r�zn�ch bas�ch�
stopa

�	� Podobn� matice� matice v r�znch bas�ch

V�ta� Nech+ f $ V � W m�

�� matici A v��i bas�m �v�� � � � � �vn a �w�� � � � � �wm

�� matici B v��i bas�m f�v�� � � � �f�vn a f�w�� � � � �g�wm�
Nech+ f�vi %P

i� �vi�c
i�
i�
f�wj %P

j� �wj�d
j�

j�

Pak B % D��AC� ����

0
Speci�ln�� m�me�li poka�d� jednu basi �V % W �� �vi % �wi�

m�me vzorec B % C��AC� ����

Matici C ��k�me matice p�echodu od base �vi �star�� k basi f�vi �nov���
Pro lep�� zapamatov�n� detailn�$ Ve sloupc�ch m� matice zaps�ny sou�adnice
vektor� nov� base �f�vi� v��i star� basi ��vi�� Obsahuje�li tedy nov� base del��
vektory ne� star�� matice p�echodu od star� k nov� obsahuje  velk� ��sla!�
Jsou�li xi sou�adnice vektoru �x v basi �vj �star��� tj� �x %

P
i �vix

i a obdobn�

��
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exi sou�adnice v basi f�vj �nov��� jsou sv�z�ny vztahem

xi %
X
j

cij
fxj �ili

�BBBB�
x�

x�

���
xn

�CCCCA % C

�BBBB�
fx�fx�
���fxn

�CCCCA � ��	�

D�kaz� P�echod od nevlnkovan� basi k vlnkovan� nap�+eme takto �v+i�
mn�te si� �e . podle obvykl�ch pravidel . n�sob�me matic� ��dek� jeho� prvky
nejsou �sla� ale vektory*�&

�f�v�� � � � � f�vn� % ��v�� � � � � �vn�C a �f�w�� � � � �g�wm� % ��w�� � � � � �wm�D ����

Vztah �f��vi� %
P

�wja
j
i zapisuji

��f��v��� � � � ��f��vn�� % ��w�� � � � � �wm�A ����

a podobn� ��f�f�v��� � � � ��f�f�vn�� % �f�w�� � � � �g�wm�B� ����

Zkombinujeme�li posledn� rovnost s druhou rovnost� prvn� ��dky d�kazu�
m�me

��f �f�v��� � � � ��f �f�vn�� % ��w�� � � � � �wm�DB� ���

Naopak� p�ilo��me�li funkci k rovnosti

f�vi % nX
k��

�vkc
k
i � �f�f�vi� % nX

k��

�f��vk�c
k
i� ����

m�me

��f �f�v��� � � � ��f �f�vn�� % ��f��v��� � � � ��f ��vn��C % ��w�� � � � � �wm�AC ����

a z�sk�me tak dokazovanou rovnost

AC % DB � B % D��AC� �����

Definice� Matice A� B� pro n�� existuje matice C� �e

B % C��AC� �����

naz
v�me podobn	 a zna��me A � B�



-�
� STOPA ��

Urob si s�m�

�� A � B� An � Bn� A�� � B�� �existuje�li��

�� Podobn� matice maj� stejnou hodnost �ale i stejnou stopu a determi�
nant� ba dokonce stejn
 charakteristick
 polynom� jak uvid�me pozd��
ji��

	� Pro A � B existuje v Rn base �v�� � � � � �vn� v n�� m� zobrazen� f�x ��
A�xg $ Rn � Rn matici B�

�	� Stopa

D�le�itost tohoto pojmu ocen�me a� pozd�ji�

Definice� Nech+ oper�tor f $ V � V m� v��i n�jak� basi �v�� � � � � �vn
maticiA� Stopou matice� A resp� oper�toru f nazveme sou�et diagon�ln�ch
prvk�$

Tr f % TrA %
nX
i��

aii �����

Korektnost de�nice �nez�vislost na basi� stopy pro oper�tor vypl
v� z n��
sleduj�c�ho

tvrzen�� Stopy podobn
ch matic A a A� jsou stejn��
Tvrzen� je d�sledkem obecn�j��ho faktu� tzv� cykli�nosti stopy �plat� i

kdy� AB �% BA�$

TrAB % TrBA� ���	�

proto�e

Tr�C��AC� % Tr�ACC��� % TrA� �����

Cyklinost stopy dok��eme prostou zm�nou po�ad� sumace a p�ejmeno�
v�n�m suman�ch index�&

TrAB %
nX
i��

nX
j��

aijb
j
i  TrBA %

nX
j��

nX
i��

bija
j
i� �����

�Zkratka !Tr" je z anglick�ho !trace"% pou��v� se t�� zkratky !Sp" z n�meck�ho !Spur"	
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A B A B A

A B A B A B A

A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A B A

B A B A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B

B A B A B A B

A B A B A B A

B A B A B A B

A B A B A B A

B A B A B A B

A B A B A B A

B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B A

A B A B A B A B A B

B A B A B A B A B

A B A B A B A B A

B A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A

A B A B A



Kapitola 	

Determinant

Teorie determinant� vznikla v souvislosti s �e�en�m soustavy

A�x % �b �����

pro regul�rn� A� Jak jsme ji� nazna�ili v �vodn� kapitole� lze t�mto ot�zk�m
d�ti i geometrickou interpretaci� Uvid�me toti�� �e teorii determinant� je
mo�no ch�pat jako teorii m��en� objem� v Rn� Omezme se pro konkr�tnost
na p��pad dimense t�i a pod�vejme se� jak� vlastnosti m� m�t veli�ina zvan�
objem t�lesa� U�i�me n�sleduj�c� pozorov�n� pro vektory z R ��

Ozna�me symbolem
V ��v�� �v�� �v�� �����

objem rovnob��nost�nu R��v�� �v�� �v�� % f
P�
i�� �vi�

i j�i � ��� ��g�

Aditivita� Objem sjednocen� disjunktn�ch mno�in by m�l b
t roven
sou�tu objem� ��st�� Obr�zek �nakreslen
 jen v dvourozm�rn� situaci� v�s
snad p�esv�d��� �e by m�lo platit

��
���

�
���
�

�
�

�
�
�#

�
�

�
�

�
�

������������

������������

�
��

�v�

�v�

�v��

�obsah  velk�ho! rovnob��n�ka je roven sou�tu obsah� men��ch rovno�
b��n�k� " sta�� p�esunout  dlouh
! troj�heln�k�

V ��v�� �v�� �v�� 0 V ��v��� �v�� �v�� % V ��v� 0 �v��� �v�� �v�� ���	�

�	
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a podobn� vztahy pro druhou a t�et� prom�nnou�
My v�me podrobn�ji ze z�kladn� �koly� �e objem je d�n vzorcem  z��

kladna kr�t v
�ka! a �e v
�ka na z�kladnu L�f�v�� �v�g� se nem�n� p�i�ten�m
n�sobk� �v� a �v� k �v�� tedy

V ��v� 0 �v��
� 0 �v��

�� �v�� �v�� % V ��v�� �v�� �v�� �����

pro libovoln� ��� �� a podobn� pro druhou a t�et� prom�nnou�

Znam�nko objemu� pojem orientace

Konsistence ���	� vede k po�adavku �objasn�te��

V ���v�� �v�� �v�� % �V ��v�� �v�� �v��� �����

To znamen�� �e u� nelze ch�pat V jako v�dy nez�pornou veli�inu� Mus�me
vybrat spr�vn� znam�nko pro V � Jak ho ur��me� Zde p�ich�z�me ke kl��o�
v�mu pojmu  orientace base �v�� �v�� �v�!� Tato orientace m��e b
t bu- sou�
hlasn� s kanonickou bas� dan�ho prostoru �i nesouhlasn�� P�edstav�me�li
si kanonickou basi

�e� %

�B� �
	
	

�CA �e� %

�B� 	
�
	

�CA �e� %

�B� 	
	
�

�CA �����

orientovanou podle pravidla prav� ruky� nap�� �e� dozadu �tj� za va�e z�da�� �e�
vpravo a �e� nahoru� obecn�ji pohybuje�li se prav� ruka� ve sm�ru ukazov��ku
od �e� k �e�� m��� palec ve sm�ru �e�� lze mluviti o pravoto�ivosti �nap�� �e������
nebo levoto�ivosti dan� base� Pojmu souhlasn	 orientace dvou bas�
v�nujeme roz�i�uj�c� pozn�mku n��e� Zat�m se spokoj�me s konstatov�n�m�
�e base

�vp)�*� �vp)�*� � � � � �vp)n* ����

je souhlasn� orientov�na s bas�

�v�� �v�� � � � � �vn �����

pr�v� kdy� je p sud� permutace� Tak�e je p�irozen� cht�t� aby platil vztah
�v�imn�me si� �e ��v�� �v�� �v� m� jinou orientaci ne� �v�� �v�� �v��

V ��vp)�*� �vp)�*� �vp)�*� % znak p � V ��v�� �v�� �v��� �����

�S prsty ohnut
mi na kru�nici se st�edem v po��tku	



��

Cejch

Zb
v� ocejchovat veli�inu V t�eba vztahem

V ��e���e���e�� % � ������

pro kanonickou basi v R ��
Je�li nyn� A matice 	� 	� pi�me

detA m�sto V ��s��A���s��A���s��A��� ������

�Pro�pak asi vol�me toto ozna�en�� Viz n��e��
Po�adavky v
�e lze nyn� zformulovat takto$

� detA je line�rn� funkc� ka�d�ho sloupce

� Je�li p matice tvaru
pij % �i�)j* ������

pro vhodn� zobrazen� � $ f�� �� 	g � f�� �� 	g� tak je �viz v
�e�

detp % znak � ����	�

s t�m� �e nen��li � permutace� dode�nujme jeho znak na nulu� �pak toti�
m� p n�jak� dva sloupce stejn� a proto mus� b
t "viz v
�e" detp %
�detp��

Rozpis do sloupc�

Rozepi�me nyn� sloupec�B� a��
a��
a��

�CA %

�B� a��
	
	

�CA0

�B� 	
a��
	

�CA0

�B� 	
	
a��

�CA ������

a podobn� zbyl� dva� Z po�adavku linearity v ka�d�m sloupci plyne vztah
�rozepi�te podrobn��

detA %
X
p

detAp� ������

�Tohoto ozna�en� budeme u��vat i pozd�ji	
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kde s��t�me p�es v�ech � zobrazen� p $ f�� �� 	g � f�� �� 	g a matice Ap m�
na posici �i� j� prvek aij� pokud i % ��j�� a jinak nulu� U�it�m vztahu pro
determinant permuta�n� matice a linearity m�me

detAp %
�Y
i��

a
p)i*
i znak p ������

a tud�� dosp�v�me k z�v�ru�

detA %
X
p

znak p
�Y
i��

a
p)i*
i �����

Shr�me obsah tohoto odstavce$ induktivn�mi �vahami jsme dosp�li k z��
v�ru� �e existuje�li  rozumn
! pojem objemu mnohost�nu� mus� b
t pro rov�
nob��nost�n d�n� formul� �psanou obecn�� pro Rn�

De
nice determinantu

detA %
X
p

znak p
nY
i��

a
p)i*
i ������

Pozn�mka o permanentu�Pokud bychom vynechali n�soben� znakem
permutace a tedy v�echny p��sp�vky s��tali� dostali bychom permanent
dan� matice� Na rozd�l od determinantu matice n�n� kter
 lehce spo�teme
nap��klad �pravou matice na troj�heln�kov
 tvar ji� po asymptoticky cn�

operac�ch �pot�ebujeme vynulovat cca� n��� element� matice a ka�d� takov�
vynulov�n� je spojeno s p�i�ten�m n�sobku jedn� ��dky k jin�� co� obn���
�n operac��� permanent se s nejvy��� pravd�podobnost� takto rychle po��tat
ned� a nauky o NP��plnostech maj� promy�leny postupy� jak modi�kovat
p��padn
 algoritmus pro jeho polynomi�ln� rychl
 v
po�et na �e�en� v�t�iny
v
po�etn� n�ro�n
ch kombinatorick
ch probl�m��

P�ed systematick� zkoum�n� pojmu determinantu vlo��me je�t�

informativn� vsuvku o pojmu orientace v Rn� M�sto o orientaci
n�tice sloupc� matice mluvme p��mo o orientaci re�ln� matice� �Komplexn�
matice m� obecn� komplexn� determinant� a tak nen� vhodn� mluviti o jeho
znam�nku��

�A� na znam�nko a p��padn
 koe�cient souvisej�c� s volbou jednotkov�ho objemu	
�V�imn�te si� �e �vahy mohly b
t provedeny pro jak�koli n	



�

Definice� Dv� matice A�A� nazveme souhlasn� orientovan	� pokud
existuje spojit� zobrazen�

ft �� A�t�g $ h�� �i �Mn	n ������

do prostoru Mn	n matic n� n takov�� �e

A��� % A� A��� % A� a pro v�echna t � h�� �i je A�t� regul�rn��
������

Homotopie� To je n�zev pro takov
to  spojit
 p�echod! od jedn� n�
tice vektor� �sloupc� A� k druh� �sloupc� A��� p�i kter�m nedojde nikdy
k  spl�cnut�! m�n�n� base Rn �regularita A�t���

V�ta� Jsou pouze dv� t��dy ekvivalence v relaci  b
t souhlasn� ori�
entov�n!$ t��da M! souhlasn� a t��da M� nesouhlasn� orientovan
ch s ��
Zobrazen�

fA �� B 	Ag $M�M ������

p�ev�d�M
 naM
 resp� naM� podle toho� zda B �M! resp� B �M��
Permuta�n� matice p� pat�� do Mznak ��

D�kaz jen nazna�me� P�ipome0me� �e Gaussovou eliminac� lze ka�dou
regul�rn� matici A vyj�d�it jako komposici element�rn�ch matic typuM j

i %
�0 �E j

i �indexy i� j neoznauj� posici v matici� n�br� konkr�tn� matici M'
matice E j

i m� jedniku jen v m�st� na i�t� ��dce a v j�t�m sloupci� jinde
nuly� �E j

i �
k
l % �ki �

j
l � nebo typu jednotkov� matice� v n�� jednu � nahrad�me

�� �nebo lze vz�t typ matice prohazuj�c� dva ��dky� nebo typu� kde se proti
jednotkov� n�sob� jeden ��dek kladnou konstantou ��

P�itom matice vznikl� �zapomenut�m initel�� tvaru M j
i v tomto sou�

inu je souhlasn� orientov�na s A& nen� probl�m spojit� p�ej�t od A k A�

spojitou zm�nou �� resp� n�zorn� rozpisem na souin mnoha matic s �� ��
Tak�e m�me souin matic typu J ji! prohazuj�c�ch dva ��dky a Jk�� n��
sob�c� k�t� ��dek �slem � a pt�me se� kdy je tento souin �ne�souhlasn�
orientov�n s ��

Ukazuje se� �e z�vis� pouze na tom� zda je initel� J ji! a Jk�� se z�por�
n�m � sud� nebo lich� poet� p�esn�ji �jak dok��eme� komposice dvou matic
typu J ij! nebo Jk�� je souhlasn� orientov�na s �� Prozkoum�me jen souiny
dvou transposin�ch matic �podrobn�j+� zkoum�n� souin� typu J ji!Jk���
Jk��J ji! a Jk��Jk���� p�enech�me ten��i� a rozli+�me p�itom dva p��pady&
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� J ij!J kl!� p�iem� mno�iny fi� jg a fk� lg nejsou disjunktn�� V p���
pad�� �e jsou dokonce stejn�� je souinem p�imo jednotkov� matice�
v opan�m dostaneme souin typu�B� 	 � 	

� 	 	
	 	 �

�CA
�B� 	 	 �
	 � 	
� 	 	

�CA %

�B� 	 � 	
	 	 �
� 	 	

�CA � ������

co� je otoen� o ���� kolem osy prv�ho oktantu� tak�e dostaneme sou�
hlasnost s ��

� Disjunktn� p��pad� tedy situace typu�BBB�
	 � 	 	
� 	 	 	
	 	 	 �
	 	 � 	

�CCCA %

�BBB�
	 �� 	 	
� 	 	 	
	 	 	 ��
	 	 � 	

�CCCA
�BBB�

� 	 	 	
	 �� 	 	
	 	 � 	
	 	 	 ��

�CCCA �

����	�
co� je komposice otoen� prv� a druh� osy o ���� otoen� t�et� a tvrt�
osy o ��� a otoen� druh� a tvrt� osy o ����� z eho� plyne souhlasnost�

Pozn�mka� Idea tohoto d�kazu �rozlo�it matici na sou�in mnoha  jed�
nodu���ch! matic� se n�m bude hodit i jindy� a to nejl�pe v n�sleduj�c�m
tvaru �promyslete si jej�$ ka�dou regul�rn� matici souhlasn� orientovanou
s � lze rozlo�it na sou�in �mnoha� matic  jen malinko se li��c�ch od jednot�
kov� matice!�

Cvi�en�� V R � sestrojte homotopii od

���e���e�� do ��e���e��� ��Oto�te to��� ������

Nahl�dn�te� �e homotopii od ��e���e�� do ��e����e�� sestrojit nelze�

�	� Z�kladn� vlastnosti determinant�

V�ta� Funkce

fA �� detAg $Mn	n � R �nebo C � � �� ������

m� tyto vlastnosti$
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�� Je to multiline�rn� funkce� tedy line�rn� funkce ka�d�ho sloupce ���
xujeme�li sloupce zb
vaj�c���

�� Zm�n� znam�nko po v
m�n� dvou sloupc�� obecn�ji pro libovolnou
permutaci

det
�
�s�)�*� � � � � �s�)n*


% znak � � det

�
�s�� � � � � �sn


������

Z toho tak� plyne� �e determinant matice se dv�ma stejn
mi sloupci je
nulov
� proto�e je roven  minus sob�!�

	� Nezm�n� se p�i�ten�m line�rn� kombinace ostatn�ch sloupc� k sloupci
dan�mu�

�� detA �% �� A je regul�rn�* det � % ��

D�kaz�

�� Pi+me �uvnit� sumujeme p�es ty permutace� pro kter� p��� % j�

detA %
X
j

f j��s��
p)�*�jX
p

znak p
nY
i��

ap)i*i� �����

kde f j��sk� % ajk oznauje j�tou sou�adnici sloupce �sk� co� je line�rn�
funkce tohoto sloupce� vnit�n� suma na prv�m sloupci v�bec nez�vis� a
proto je cel� determinant line�rn� funkc� prv�ho �analogicky v+ak tak�
jak�hokoli jin�ho� sloupce�


� Plat� �sumujeme p�es v+echny permutace ��

det��s�)�*� � � � ��s�)n*� %
X
�

znak �
nY
i��

a
�)i*
�)i* % ������

%
X
�

znak�
nY
j��

a�)�
��)j**

j % znak�
X
�

znak�
nY
j��

a�)j*j� ������

uv�dom�me�li si� �e sumace p�es v+echny permutace � % ���� je tot���
co sumace p�es v+echny permutace � �permutace tvo�� grupu� a �e
znak � % znak � � znak�� je d�kaz hotov�
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�� Toto pom�rn� snadno plyne z p�edchoz�ch dvou bod�� Vyu�ijeme linea�
rity ve sloupci� ke kter�mu p�i�t�me� a seteme determinant p�vodn�
matice s determinantem matice� kter� m� dva sloupce stejn��

 � Plyne z toho� �e Gaussovou eliminac� �kter� podle ���� ��� nem�n�
�ne�nulovost determinantu� lze dosp�t od regul�rn� matice k jednotko�
v� matici�

Cvi�en�� Spo�t�te determinant Vandermondovy matice�
Nejprve ode�tete prvn� ��dek od druh�ho� t�et�ho atd� a z�sk�te tak nuly

v prv�m sloupci �vyjma prvn� ��dky�� Pak zjist�te� �e z druh�ho ��dku lze
vytknout ��� � �-�� ze t�et�ho � � � a� z �n0 ���v�ho lze vytknout ��n � �-��
�Vyu�ijete p�i tom vztahy typu ��

����
- % �����-����

�0���-0��
-��� Z�sk�te

t�m faktor
Qn
j����j � �-�� kter
 vysko�� p�ed determinant� Pak ode�tete

od posledn�ho sloupce �-�n�sobek p�edposledn�ho� od p�edposledn�ho � � � od
t�et�ho �-�n�sobek druh�ho� ��m� dostanete men�� Vandermondovu matici
�v n�� chyb� �-��

V
sledek je
Q
i j��j � �i�� tedy pokud jsou v�echny �i r�zn�� je matice

regul�rn��

V�ta� Nech+ matice A m� tvar �tzv� blokov	 matice�

A %

�
A� C
� A��

�
� ���	��

kde v lev�m doln�m rohu jsou sam� nuly a v podtabulce C cokoli� Pak

detA % detA� � detA��� ���	��

Pokud blok ��
 nen� nulov�� neplat� ��dn� vzorec typu ���

detA % detA� detA�� � detCdetO� ���	��

D�kaz� Nech� m� matice A� resp� A�� rozm�r m �m resp� �n �m� �
�n � m�� Determinant matice A z�sk�me jako sumu p�es v+echny permu�
tace mno�iny index� od jedn� do n� ale je t�eba si uv�domit� �e nenulov�
p��sp�vek daj� jen permutace rozlo�iteln	� to jest takov�� kter� lze zapsat
jako komposici permutac� �� 	 ���� p�iem� �� resp� ��� �inkuj� pouze na
mno�in� index� f�� � � � �mg resp� fm 0 �� � � � � ng& nerozlo�iteln� permutace
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nutn� obsahuj� cyklus� jeho� se �astn� indexy obou skupin� tedy tyto per�
mutace nutn� p�i�ad� n�kter�mu indexu prv� skupiny n�jak� index skupiny
druh�� stejn� tak jako naopak� a proto leny odpov�daj�c� t�mto permutac�m
obsahuj� initel z lev�ho doln�ho rohu �kde jsou nuly��

Uv�dom�me�li si nav�c� �e znak � % znak �� � znak ���� m��eme ji� ps�t
detA jakoX

�

znak �
nY
i��

a�)i*i %
X
��

X
���

znak ��znak���
mY
i���

a�
�)i�*

i�

nY
i���m!�

a�
��)i��*

i�� �

���		�

Pozn�mka� V�tu lze zobecnit i na p��pad v�ce blok� �zformulujte�� Ex�
tr�mn�m p��padem je situace� kdy bloky maj� rozm�r � � �� Pak m� v�ta
d�le�it
 d�sledek�

D�sledek� Determinant troj�heln�kov� matice je sou�in diagon�ln�ch
prvk��


i 	 j nebo 
j 	 i aij % � � detA %
nY
i��

aii ���	��

Tento vzorec spolu s Gaussovou eliminac� d�v� nejd�le�it�j�� n�vod k v
po��
tu determinant�� P�vodn� de�nici determinantu u��v�me jen ve speci�ln�ch
p��padech� nap�� pro matice� kter� maj�  mnoho nul!� nebo pro matice ma�
l�ho rozm�ru$

O determinantu  matice! ��� je vhodn� p�edpokl�dat� �e je roven jedn��
Determinant  matice! ��� je p��mo a��� Determinant matice ��� je a��a

�
��

a��a
�
�� Determinant matice 	�	 po��t�me pomoc� Sarusova pravidla �jako

sou�et t��  jihov
chodn�ch! sou�in� minus sou�et t��  severov
chodn�ch!
sou�in�� a je t�eba zd�raznit� �e neplat� pro matice jin�ho rozm�ru ne� 	�	�

Z�sadn� v
znam v teorii determinant� m�

V�ta� detBA � detB � detA

Pozn�mky� P�ed d�kazem v�ty si neodpust�me p�r ��dek koment��e�

� Ozna��me�li obvykl
m symbolem G L �n� �obecnou line�rn�� grupu
v�ech regul�rn�ch matic rozm�ru n�n� pak uveden� v�ta ��k�  pouze!
to� �e n�sleduj�c� zobrazen� je homomor�smus grup$

fA �� detAg $ G L �n�� �R n f�g� �� ���	��
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� V�ta m� i geometrickou interpretaci$ detA ozna�uje� jak v�me� koe�ci�
ent� s n�m� se m�n� objem t�lesa p�i zobrazen� f�x �� A�xg $ Rn � Rn

�toto konstatov�n� se nebudeme sna�it v�ce precisovat�� Provedeme�li
nejprve zobrazen� dan� matic� A a pak B� n�sob� se n�m objem nej�
prve koe�cientem detA a pak je�t� koe�cientem detB� ale z druh�
strany jsme provedli zobrazen� f�x �� BA�xg a objem se tedy zm�nil
s koe�cientem detBA�

� V�ta o sou�inu determinant� umo��uje zav�st pojem determinantu
libovoln	ho oper�toru f $ V � V p�edpisem

det f % detA�

kde A je maticov� vyj�d�en� f v n�jak� b�zi prostoru V� Je�li toti�
A� % CAC�� maticov� vyj�d�en� f v jin� b�zi� je detA % detA��
Uv�domte si toti�� �e det�A��� % �detA����

� Doka�te �vodn� v�ty t�to sekce jako dsledek v�ty pr
v� diskutovan��

D�kaz� Nejprve si uv�domme� �e vztah plat� pro �nap�� horn�� troj�hel�
n�kov� matice� proto�e souin dvou troj�heln�kov�ch matic je op�t troj�hel�
n�kov� matice� kter� m� na i�t�m m�st� na diagon�le souin prvk� matic�
kter� n�sob�me� na tomt�� m�st�� a determinant troj�heln�kov� matice je
souinem diagon�ln�ch prvk�� jak jsme ned�vno uk�zali�

Obecn� matice B resp� A p�evedeme takov�mi ��dkov�mi resp� sloupco�
v�mi �pravami� kter�mi se nem�n� determinant �to jest p�iten� �ady jedn�
k �ad� jin� nebo v�m�na dvou �ad spojen� se zm�nou znam�nka jedn� z nich
. tato �prava mj� lze z�skat jako komposice p�edchoz�ch� na matice B� resp�
A� �horn�ho� troj�heln�kov�ho tvaru�

B % R� � � � � �RNB�� A % A�S� � � � � � SM ���	��

Sta� ji� napsat

detBA % det�R� � � � � �RNB�A�S� � � � � � SM � % detB�A� % ���	�

% detB� detA� % detBdetA� ���	��

N�kte�� z v�s prahnou po abstraktn�j��m d�kazu� tak ho maj� m�t�
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Lemma� Ka�d� matice B lze zapsat jako jak�si spr�vn� uz�vorkovan�
 suma! matic t�m�� permuta�n�ch

B %
M
B�� ���	��

kde matice B� maj� v�ude nuly� krom� m�st ���i�� i�� kde maj� odpov�daj�c�
element matice B� toti� b�)i*i�

Nejde v�ak o oby�ejn� s��t�n�� ale o �pro znalej�� ��k�me  v jist�m kontex�
tu tensorov�!� s��t�n� dvou matic� kter� se li�� jen v jednom sloupci* sou�et
pak m� tento sloupec roven sou�tu �t�ch r�zn
ch� sloupc� s��tanc� a ostat�
n� sloupce m� stejn� jako s��tanci �na rozd�l od oby�ejn�ho sou�tu� kter
 by
m�l i tyto sloupce rovny sou�t�m� �ili dvojn�sobn��� Pokud jsou oba s��tanci
�pln� stejn� matice� nev�me� kter
 sloupec m�me zdvojn�sobit* alespo� se
dohodn�me� �e vybereme nulov
 sloupec� je�li n�jak
�

Tento rozpis jsme diskutovali ji� na �vodu kapitoly* s��tanc� bude celkem
nn� ov�em jen n& z nich bude regul�rn�ch� Pro opakov�n�$ nejprve rozep��eme
B podle prvn�ho sloupce� pak s��tance podle druh�ho atd� Nap���

a b
c d

�
%

�
a b
	 d

�
�
�
	 b
c d

�
% ������

%

��
a b
	 	

�
�
�

a 	
	 d

��
�
��

	 b
c 	

�
�
�
	 	
c d

��
������

Druh� lemma� Pro rozklad B %
L
B� plat� tak�

AB %
M
AB�� ������

D�kaz sta� prov�st pro p��pad

A�B� �B�� % AB� �AB� ����	�

a indukc� spat�it� �e A lze �nasoukat� do st�le hlub+�ch z�vorek� a� v�raz
zcela �rozn�sob�me��

Ale tento p��pad je oividn�� Nech� je r�zn� sloupec matic B� a B� ten
prv�� Pak jsou elementy prv�ho sloupce matice AB �skal�rn�m souinem�
�bez hv�zdiky� ��dk� A s prvn�m sloupcem B� tak�e vskutku

�s��A�B� �B��� % �s��AB�� 0�s��AB�� ������

a ostatn� sloupce maticAB�� AB� a tedy iAB��AB�� ale tak� A�B��B��
jsou stejn��
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D�le si v+imneme� �e vztah

detAB� % detA � detB� ������

je snadn�m zobecn�n�m vztahu ned�vno dok�zan�ho

detAdetP� % detAznak �� ������

proto�e sloupce �nap�� i�t�� matice AB� jsou jen �slem b�)i*i �kter� lze
vytknout� pron�soben� sloupce matice AP��

Nyn� ji� lze upravovat detAB& nejprve dosad�me z prv�ho lemmatu� pak
uprav�me podle druh�ho a nakonec u�ijeme dvakr�t vztahu

det�C�D� % detC0 detD� �����

vyjad�uj�c�ho linearitu determinantu jako funkce kter�hokoliv sloupce�

detAB % detA�
L
B�� % det�

L
AB�� %

% detA�
P

detB�� % detA � det�LB�� % detA � detB� ������

�	� Vpo�et cirkulantu

Spo�teme zde jeden v
zna�n
 determinant� zvan
 cirkulant� jako ilustra�
ci vzorce detAB % detAdetB� Nejde jen o ze stovky jin
ch nam�tkou
vybran
 p��klad* metoda n��e pou�it� je ve skute�nosti z�kladem cel�ho
matematick�ho oboru " harmonick	 anal�zy �teorie Fourierov
ch trigo�
nometrick
ch �ad atp���

P��klad� M�me pro libovoln� a-� a�� � � � � an spo��tat

detC� kde C %

�BBBB�
a- a� � � � an�� an
an a- � � � an�� an��
���

���
� � �

���
���

a� a� � � � an a-

�CCCCA ������

���dek �a-� � � � � an� se to�� dokola� na diagon�le v�ude a-��

�e�en�� Pou�ijeme tento  mal
 trik!� �Pozor� p�ech�z�me do komplex�
n�ch prostor�&� Ozna�me symbolem

� % exp
��i
n0 �

 cos
��

n0 �
0 i sin

��
n0 �

������
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tzv� primitivn� hodnotu n
�
p
�� Pi�me �j  �j � j % �� �� � � � � n�  Zkusme!

vyj�d�it matici oper�toru
f�x �� C�xg ������

v basi dan�� sloupcov
mi vektory tvaru ���sl��ka naho�e jsou exponenty�

�vj %
�

� �j ��j � � � �nj


T � ������

Plat� n�sleduj�c� v
zna�n
 vztah ��vj je  vlastn� vektor!�$

C�vj % �j�vj � ����	�

kde �j % a- 0 a��j 0 a��
�
j 0 � � �0 an�

n
j �

�Ov��te podrobn���
M�me tedy v
sledek& Determinant onoho zobrazen� je v nov� basi vy�

j�d�en jako determinant diagon�ln� matice s prvky �j na diagon�le� je tedy
sou�inem �j $

detC %
nY
j�-

�j %
nY
j�-

�
nX
i�-

ai�
i
j�� ������

Na podobn� t�ma budeme je�t� mluvit v podkapitole o du�ln� grup��

�	
 Rozvoj determinantu podle sloupce

Ozna�me symbolem A j
i matici vzniklou vynech�n�m i�t�ho ��dku a j�t�ho

sloupce �podle n�ho� matici rozv�j�me� z matice A� Pak plat� n�sleduj�c�
v�ta��


j detA %
X
i

����i!jaij detA j
i ������

D�kaz� Ozname symbolem A ij! matici vzniklou z A vynulov�n�m
v+ech prvk� j�t�ho sloupce s v�jimkou aij � Linearita determinantu jako funk�
ce sloupce d�v� vztah


j detA %
X
i

detA ij!� ������

�O p�evodu sou�adnic vektoru do t�to base se mluv� jako o diskr�tn� Fourierov�

transformaci�
�V Kop��kov
ch skriptech je br�na za de�nici determinantu indukc� podle rozm�ru�

suma p�es permutace je tam tedy v�tou	
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Sta� nyn� dok�zat
Lemma� detA ij! % ����i!jaij detA j

i

Pro i % j % � je lemma z�ejm�� jinak �p�est�hujeme� prvek aij na m�sto
��� �� postupnou aplikac�

� transposic sloupc� v po�ad� i� i� �� i� �� i� �� � � � � �� �*

� transposic ��dk� v po�ad� j � j � �� j � �� j � �� � � � � �� ��

Jeliko� transposice sloupc�� ale i ��dk� �jak ukazujeme d�le� m�n� znam�nko
determinantu� bude v�sledn� matice �zname ji A�

 ij!� spl0ovat vztah

detA�
 ij! % ����i��!j�� detA ij!� �����

D�kaz lemmatu plyne nyn� ze z�ejm�ho vztahu

detA�
 ij! % aij detA

j
i ������

�blokov� matice� prvn� sloupec nulov
 a� na prvn� �len� prav
 spodek matice
A�
 ij! je pr�v� maticeA j

i �� Pou�it� ��dkov
ch �prav se bylo mo�no vyhnout*
nebylo by to v�ak ��eln� vzhledem k platnosti vztahu n��e� jeho� d�sledkem
je �v�imn�te si p�ehozen� index� i a ��i� proti d��v�j��m formul�m�

detA %
X
�

znak�
nY
i��

ai�)i* ������

princip� Zam�n�me�li v jak�mkoli platn�m tvrzen� slovo  ��dek! za slovo
 sloupec! a naopak �a eventu�ln� invertujeme po�ad� n�soben� matic� je�li
o n�m �e��� dostaneme op�t platn� tvrzen��

D�kaz plyne ihned z trivi�ln�ho vztahu

znak � znak ��� % � ������

pro inversn� permutaci ch�panou jako ����j� % i pokud ��i� % j� Proto je
determinant transponovan	 matice� to jest matice p�evr�cen� p�es hlavn�
diagon�lu� stejn� jako determinant matice p�vodn��

V�po�et inversn� matice

Ozna�me B matici s prvky bji % ����i!j detA j
i � Pak jeX

k

bjka
k
i %

X
k

����j!kaki detA j
k % �ji detA� ������
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kde �ji % � resp� � pokud i % j resp� i �% j �v prv�m p��pad� jde o roz�
voj detA� v druh�m jde o nulovost determinantu se stejnou i�tou a j�tou
��dkou�� Tak�e plat�

BA % detA � �� ������

a tedy CA % �� kde matice C % A�� m� prvky

cji % ����i!j detA j
i �detA���� ����	�

�V�imn�te si p�ehozen� po�ad� index i� j��

�	� Cramerovo pravidlo� �e�en� soustavy

Soustavu n��e m��eme vy�e�it tak� touto �vahou$

A�x % �b �i �b %
X

�six
i ��si je i�t
 sloupec A� ������

Ozna�me symbolem A
j"b

matici vzniklou nahra�en�m j�t�ho sloupce matice

A sloupcem �b� Pak je

detA
j"b

% detAj�"sixi % =i detAj"six
i % xj detA ������

�kde prost�edn� rovn�tko je opr�vn�n� linearitou determinantu� Aj"si % A
pro i % j� detAj"si % � pro i �% j�� tedy

xj %
detA

j"b

detA
� ������

Geometrickou interpretaci t�to �vahy jsme ji� uvedli v odstavci ������
Ve srovn�n� s metodou odstavce ����� se nab�z� ot�zka� kter� z t�chto dvou
metod je ��inn�j�� a rychlej��� To z�vis� na konkr�tn�m p��pad�� V
hoda
vzorce ������ je v jeho p�ehlednosti� co� umo�n� leckter� jeho netrivi�ln�
aplikace i v �loh�ch� kdy n�m nejde vysloven� o numerick� hodnoty veli�in
xj� ale t�eba jen o postihnut� n�kter
ch vlastnost� �e�en�� Viz t�eba odstavec
���	� " Jacobi�Sylvesterova metoda�

Ale i v jin
ch probl�mech� t�eba pro tzv� p�sov� matice �jejich� nenulov�
�leny jsou soust�ed�ny pobl�� diagon�ly* takov
to typ se vyskytuje velmi
�asto v aplikac�ch p�i n�hrad� diferenci�ln�ch rovnic diferen�n�mi� se n�kdy
ukazuje� �e u�ite�nou informaci o hodnot� xi lze odvodit i pro velmi velk�
matice�
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Cvi�en�� M�jme soustavu rovnic

xn 0 ��n�xn�� 0 ��n�xn!� % bn� �����

kde n je hodn� velk� �p�edstavme si t�eba n % ����� jak je ve statistick�
fysice b��n�� a kde v�t�ina koe�cient� ��n� a ��n� je nulov�� ��ekn�me� �e
m�n� ne� deset procent koe�cient� ��n� i ��n� je nenulov
ch��

Potom pro v�t�inu hodnot k � f�� �� � � � � ngm� �e�en� rovnice ����� s pra�
vou stranou bn % �kn alespo� polovinu slo�ek nulov
ch& Doka�te� �Prozkou�
mejte ten cyklus libovoln� permutace p�isp�vaj�c� k determinantu v �itateli�
kter
 obsahuje sloupec k� M��e b
t v�bec p��sp�vek permutace s takov
m
cyklem nenulov
��

Alternativn� formulace

Uve-me je�t� n�sleduj�c�  homogenn�! versi Cramerova pravidla$

V�ta� M�jme homogenn� soustavu

A�x % �� ������

n rovnic o n0� nezn�m
ch� s matic� hodnosti n� Pak jej� �e�en� je d�no �a�
na n�sobek� vzorcem

�xi % ����i detAi� ������

kde Ai ozna�uje matici� vzniklou z A vynech�n�m i�t�ho sloupce� D�kaz lze
prov�st pomoc� n�sleduj�c� �vahy$

Dopl�me maticiA naho�e je�t� jedn�m ��dkem " ozna�me jej �y " volen
m
z ��dkov�ho prostoru A� Determinant takto roz���en� matice je samoz�ejm�
nulov
* jeho rozpisem podle prvn�ho ��dku y dostanemeX

i

����iyi detAi % �� �����

tedy �x z rovnice ������ je vskutku kolm� k �y� �Vzpome�te si na charakterisaci
homogenn�ho �e�en� jako ortogon
ln�ho dopl�ku k �
dkov�mu prostoru matice��
Vyjasn�te vztah tohoto tvrzen� ke Cramerov� pravidlu�



Kapitola 


Vlastn� ��sla a vektory
oper�toru

P�ich�z�me nyn� k jednomu z nejd�le�it�j��ch pojm� line�rn� algebry�

Definice� Nech+ f $ V � V je line�rn� oper�tor a

�f��v� % ��v� �v �% ��� �����

Pak � nazveme charakteristick�m neboli vlastn�m ��slem� oper�toru f a
�v jeho vlastn�m vektorem� �V p��pad�� �e jde o prostor funkc� V� mluv�me
o vlastn� funkci�� Souboru vlastn�ch ��sel oper�toru ��k�me spektrum�
Zformulujte si sami pojem vlastn�ho ��sla a vektoru matice�

Nutnost zaveden� komplexn�ch line�rn�ch prostor��
Chceme�li vyu��vat mocn� techniky vlastn�ch ��sel a vektor� rozvinut� d�le�
uva�me� �e algebraick� rovnice s koe�cienty z R nemus� m�t ko�en z R �
zat�mco pro C existuje

z�kladn� v�ta algebry� Ta tvrd�� �e ka�d
 polynom alespo� prvn�ho
stupn� s libovoln
mi koe�cienty z C m� v komplexn�m oboru alespo� jeden
ko�en�

Intuitivn� d�kaz� �Pro ty� co ji� t�eba sly�eli n�co o logaritmu kom�
plexn�ho ��sla� Jinak� pros�m� text p�esko�te�� Polynom

anx
n 0 an��xn�� 0 � � �0 a�x0 a- �����

�N�mecky !Eigenwert"� rusky !sobstv�nnoje zna�enie"� anglicky !eigenvalue" �germa�
nismus sv�d�� o vedouc� roli n�meck� matematiky t� doby�	

���
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se pro velk� komplexn� x % rei�� kde r � � chov� jako anx
n� Lze naj�t

dostaten� velk� r� aby se argument ��hel� p�i objet� kru�nice zm�nil celkov�
o ��n�

Pokud je polynom v cel� Gaussov� rovin� nenulov�� lze ho v+ude logarit�
movat �logaritmus komplexn�ho �sla je logaritmem jeho absolutn� hodnoty
plus i�kr�t argument� kter� vybereme t�eba z intervalu ���� � 
�� logaritmus
pak bude stejn� jako polynom s�m spojitou funkc� a po objet�� po libovoln�
k�ivce se vr�t� na v�choz� hodnotu� ani� by se zm�nil by� jen o n�sobek ��i�
co� je v rozporu se z�v�rem minul�ho odstavce�

D�sledek� Ka�d
 polynom stupn� n lze napsat ve tvaru

p�x� % an

nY
i��

�x� �i� ���	�

nebo ve tvaru

p�x� % an

kY
j��

�x� �j�
n)j*� �����

kde �j jsou vz�jemn� r�zn� a n�j� je stupe� neboli n�sobnost ko�ene �j �

N�znak d�kazu� Je�li � ko�en polynomu� pak�

p�x� % p�x�� p��� % �x� ��q�x�� �����

kde q�x� je jak
si polynom stupn� n��� jeho� ko�eny maj� stejnou n�sobnost
jako u p krom� ko�enu �� jen� ji m� o jednu men��� Iterov�n�m posledn�
vysazen� formule dost�v�me po�adovan
 rozklad�

V�ta� � je vlastn�m ��slem f � � �e�� rovnici det�f � ��� % ��

D�kaz� ��v� �f��v� % ��v � �f � ��� nen� bijekc�� a to nen� pr�v� kdy�
det�f � ��� % �� Posledn� rovnice je tzv� charakteristick� rovnice ope�
r�toru� �Zopakujte si pojem determinantu oper�toru&�

V�ta o diagonalisaci� Nech+ charakteristick� rovnice f $ V � V m�
v�echny ko�eny r�zn�� tj� jednon�sobn�� Pak lze f diagonalisovat� podrobn�ji
f m� diagon�ln� matici vzhledem k basi V tvo�en� vlastn�mi vektory f �

�Imagin�rn� ��st logaritmu p�itom m�n�me spojit�� nikoli v intervalu ���� � �	
�Zde vyu��v�me rovnost� typu x� � y� � �x� y��x�  xy  y��	



���

D�kaz� Sta� uk�zat� �e vlastn� vektory tvo�� basi V' jeliko� jejich poet
odpov�d� stupni charakteristick� rovnice tzn� dimensi V� uk��eme ji� jen je�
jich nez�vislost� t�eba takto& Kdyby pro vhodnou nenulovou sadu koe�cient�
�i platilo X

�i�vi % �� �����

kde �f��vi� % �i�vi� tak by pro ka�d� kladn� cel� N platilo

� % fN �
X

�i�vi� %
X

�i�
N
i �vi� ����

a to je p��li+ �nekonen� mnoho� nez�visl�ch rovnic pro nezn�m� �i na to�
aby +ly �e+it� Dumejte podrobn�ji� viz t�� kapitolu o Jordanov� tvaru�

Pou�ili jsme jednoduch� tvrzen��ko� Je�li �f��v� % ��v� je tak�

f 	 f 	 � � � 	 f� �z 	
N

 fN ��v� % �N�v� �����

V�ta� Nech+ ��� ��� � � � � �n jsou prvky spektra f * ka�d
 prvek p��eme
tolikr�t� kolik je jeho n�sobnost� Pak

det f %
nY
i��

�i a Tr f %
nX
i��

�i� �����

V p��pad� jednon�sobn
ch ko�en� plyne z minul� v�ty� obecn
 d�kaz roz�
v�d�t nebudeme� nebo+ vyplyne z detailn�j��ch �vah o Jordanov� form� ma�
tice� ale m��ete si jej prov�st ji� te-� uv�dom�te�li si� �e stopa a determinant
jsou �a� na znam�nko� koe�cienty an��� a- charakteristick�ho polynomu�

V�ta�Nere�ln� vlastn� ��sla a vektory re�ln� maticeA �zat�m nemluvme
o obecn�m oper�toru� lze sdru�it do p�r�$

Je�li A�x % ��x tak plat� i A�x % ��x� ������

D�kaz� Druh� rovnost je komplexn� sdru�en� s prvn�� a �e lze pruh
�roztrhnout� p�i n�soben� ab % ab� asi je+t� v�te�

P��klad� Ov��en�m vztahu

���BA��� % �0B���AB���A� ������
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pokud inverse existuje alespo� na jedn� stran�� doka�te� �e nenulov� �
sti spekt	
ra AB i BAjsou stejn��

Tento fakt je je�t� mnohem jednodu�eji vid�t z rovnosti �ukazuj�c� podob�
nost AB a BA a platn� pokudA resp� B je regul�rn�� co� je siln
 po�adavek
v p��pad� nekone�n� dimense� kde tedy b
v� u�ite�n�j�� vztah v
�e uveden
�

AB % A �BA �A�� % B�� �BA �B� ������

Z tohoto plyne� �e rovnice AB�BA % � nem� �e�en� pro matice kone��
n� velikosti� �srovnej se sekc� Kvantov
 mechanika�� Uvedenou nemo�nost je
mo�no dok�zati i jednodu�eji u�it�m cykli�nosti stopy� Prove�te�

�	� Charakterisace isometri� ve t�ech rozm�rech

D�sledek� Nech+ f $ E � � E � je line�rn� zobrazen� zachov�vaj�c� d�lky
vektor�� Pak plat� jdet f j % � a

� je�li nav�c det f % 0�� je f oto�en�m kolem vhodn� osy

� je�li det f % ��� lze f vyj�d�it jako komposici oto�en� a zrcadlen�*
proto�e jsme v lich� dimensi� m��eme za zrcadl�c� matici vz�t minus
jednotkovou matici* to m� tu v
hodu� �e nez�vis� na tom� zda ji na�
p��eme vlevo �i vpravo " komutuje se v�emi maticemi �pro �f plat�
minul
 bod�* v sudorozm�rn�m p��pad� je t�eba vz�t matici vzniklou
z jednotkov� nahrazen�m jedn� �lich�ho po�tu� jednotky minus jednot�
kou

D�kaz� Nejprve poznamenejme� �e vlastnosti �zachov�v� velikost vekto�
ru� a �zachov�v� skal�rn� souin� jsou v d�sledku kosinov� v�ty ekvivalentn������f��v���� % k�vk �� b��f��v���f��w�� % b��v� �w� ����	�

Podle prvn� v�ty m�me� �e bu� jsou v+echna vlastn� �sla zobrazen� f
��� ��� �� re�ln�� nebo mus� b�t dv� vz�jemn� komplexn� sdru�en� ��ekn�me
�� % ���� Jeliko�

�f��vi� % �i�vi3
����f��vi���� % k�vik %� j�ij % � ������

�Uv�domme si� �e spektrum matice C  � je oproti spektru matice C posunuto o
jedni�ku doprava	
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Tedy je ���� % ���� % �� a tak �� % det f % ������� ili �� % ���
Na+li jsme vlastn� vektor p��slu+ej�c� vlastn�mu �slu ��� v kladn�m p���

pad� tedy osu ot�en�� �ekneme u� jen� �e ozna�me�li tuto osu jako z� jsou
dal+� vlastn� vektory �� je �hel otoen� kolem osy z' lehce se o v+em p�esv�d�
�te p��m�m v�potem�

� �ex 0 i�ey s vlastn�m �slem ei�

� �ex � i�ey s vlastn�m �slem e�i��

�	� P�ehled grup� Cartani�da

Na z�v�r prvn� ��sti knihy uv�d�me p�ehled grup� zvl��t� grup Lieov�ch
�to jest spojit
ch grup matic�� Je trochu n�hoda� �e se ocitl v t�to kapitole�
Za��te�n�k�m doporu�ujeme �ten� t�to kapitoly odlo�it na pozd�j�� dobu �po
sezn�men� se s �vodem kapitoly Lieova algebra��

Mezi obvykl� symboly pro grupy pat��$

� Sn� grupa v�ech permutac� n�prvkov� mno�iny �m� n& prvk���

� A n� jej� norm�ln� podgrupa v�ech sud
ch permutac� �m� n&�� prvk�
pro n 
 ���

� 2n� podgrupa Sn� grupa v�ech symetri� pravideln�ho n��heln�ka ��n
prvk���

� n�m ji� zn�m� aditivn� komutativn� grupy Z� Zn�

To byly grupy diskr	tn� �nespojit��� v prv
ch t�ech p��padech kone�n��
Dal�� polo�ky budou grupy Lieovy� �tete�li text poprv�� n�sleduj�c� seznamy
p�esko�te nebo �t�te v po�ad� od nejjednodu���ch grup �ty ale ur�it��$

G L �SL�O �SO �U �SU � � � ������

Pro �ten��e� kte�� zat�m nebudou ��st n��e uveden
 text� uv�d�me teleg�
ra�cky nejd�le�it�j�� informace� G L je grupou v�ech regul�rn�ch matic� SL
je podgrupou v�ech matic s determinantem jedna �zopakujte v�tu o n�soben�
determinant�&�� O je grupou v�ech tzv� ortogon�ln�ch matic* pojem ortogo�
n�ln� matice m��eme de�novat nejm�n� t�emi ekvivalentn�mi zp�soby$

� Matice� jejich� ��dky maj� normu jednotkovou a jsou vz�jemn� kolm��
�Uka�te� �e potom plat� tot�� pro sloupce��
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� Matice� pro kter� plat� vztah AT % A��� Jin
mi slovy� AAT % �
�co� je ekvivalentn� se vztahem ATA % ��� Uka�te� �Tato vlastnost
se nejl�pe hod� k d�kazu uzav�enosti na komposici a inversi� Prove�te
podrobn���

� Matice� kter� zachov�vaj� skal�rn� sou�in$ b��x� �y� % b�A�x�A�y��

� Matice� kter� zachov�vaj� velikost vektoru�

Kone�n�� grupou SO rozum�me grupu v�ech ortogon�ln�ch matic� jejich�
determinant m� hodnotu jedna�

Cvi�en�� Determinant ortogon
ln� matice je roven ���
Grupy U a SU tzv� unit�rn�ch matic jsou analogi� grup O a SO * jsou

u�ite�n� v komplexn�ch prostorech� Pojem unit�rn� matice lze op�t de�novat
n�kolika ekvivalentn�mi zp�soby$ unit�rn� matice zachov�vaj� skal�rn� sou�in
v komplexn�m prostoru a dal�� ekvivalentn� podm�nky lze formulovat analo�
gicky jako naho�e� Prove�te pat�i�nou modi�kaci� pracujte s matic� A� % AT
a podobn��

Cvi�en�� Determinant unit
rn� matice je komplexn� jednotkou�

Cartan ��� ve sv� disertaci provedl klasi�kaci prost
ch kompaktn�ch spo�
jit
ch grup a odpov�daj�c�ch algeber �viz kapitolu o exponenci�le�� �Grup�
��k�me kompaktn�� pokud ka�d� posloupnost jej�ch prvk� obsahuje konver�
gentn� podposloupnost* v p��pad� grup matic lze ��ci� �e kompaktn� grupy
jsou grupy matic� jejich� prvky jsou matice se stejn� omezen
mi slo�kami
a nav�c jsou tyto grupy uzav�en� jako podmno�iny pat�i�n�ho vektorov�ho
prostoru�

V dal��m uv�d�me n�kter� z�kladn� data o tom� jak mohou obecn� vypa�
dat kompaktn� grupy matic* uveden� v
sledky i �gotick�� ozna�en� poch�zej�
od Cartana� Pou�it� indexy ozna�uj� tzv� rank grupy� co� je �podobn� jako
dimense grupy� pojem� kter
 zavedeme podrobn�ji a� v kapitole o Lieo�
v
ch algebr�ch� ��ten�� hloub�ji studuj�c� n��e uveden
 text� hledaj�c� v�ce
ne� jen po��te�n� sezn�men� s n�zvy n�kter
ch v
zna�n
ch grup� by m�l
nejprve prostudovat �vodn� partie doty�n� kapitoly�� Zhruba �e�eno� rank
grupy ud�v�� kolik vz�jemn� komutuj�c�ch a nez�visl
ch kru�nic � kru�nic�!
rozum�me jednoparametrickou podgrupu* p�esn� vysv�tlen� zde pou�it�ho
pojmu  nez�vislosti! je mo�no podat tak� a� v kapitole Lieova algebra�
jsme schopni v grup� objevit " zat�mco dimense grupy je ��slo� kter� ud�v��
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do kolikadimension�ln�ho euklidovsk�ho prostoru jsme schopni danou grupu
lok�ln� vz�jemn� jednozna�n� a hladce zobrazit�

Cvi�en�� ��� Rank grupy v�ech oto�en� v E � �tuto grupu d
le zna��me
jako SO �	�� je roven jedn�� tzn� neexistuj� dv� rzn
 oto�en� prostoru podle
neidentick�ch os� kter
 by komutovala� Uv�domte si to� ���
� Algebra Al a j� odpov�daj�c� grupa SU�l0�� maj� dimensi �l0���� �*

grupa obsahuje v�echny unit�rn� unimodul�rn� komplexn� matice
A rozm�ru �l 0 ��� �l 0 ��� to jest matice� spl�uj�c�

AA� % �� detA % �� ������

� AlgebraBl a j� odpov�daj�c� grupa SO ��l0��R � maj� dimensi ��l0��l*
grupa obsahuje re�ln� matice rozm�ru ��l 0 ��� ��l 0 �� spl�uj�c�

AAT % �� detA % �� �����

� Algebra Cl a j� odpov�daj�c� grupa Sp��l� neboli USp��l� maj� dimensi
��l 0 ��l* grupa obsahuje komplexn� unit�rn� symplektick	 matice
rozm�ru �l � �l� tj� matice spl�uj�c� �v sekci o spinorech vysv�tl�me�
pro� grupu vykl�d�me jako unit�rn� grupu nad kvaterniony U�l�H ��
co� je d�vod� pro� mnoz� p��� Sp�l� m�sto Sp��l��

AA� % �� AKAT % K� ������

kde K je n�jak� regul�rn� antisymetrick��matice �antisymetrick� ma�
tice lich�ho rozm�ru je v�dy singul�rn�� proto �l��

Ani v tomto p��pad� ne�in� pot��e uk�zat� �e jde o grupu �prove-�
te�� Na rozd�l od p�edchoz�ch grup s jasnou geometrickou interpretac�
jejich prvk�� pojem symplektick� grupy lze motivovat �jinak ne� for�
m�ln� algebraicky* interpretace jako  unit�rn� grupa nad kvaterniony!
bude asi p��li� obt��n
m soustem pro za��te�n�ka� jen �ten��i s alespo�
minim�ln� znalost� analytick� mechaniky$ viz t�� odstavec ����� n��e�

� Algebra Dl a odpov�daj�c� grupa SO ��l�R � maj� dimensi ��l � ��l�

� ���� Dal�� jsou Cartanovy vy�at� grupy �student je m��e p�ehl�dnout�
nezaj�maj��li ho�� u nich� uv�d�me dimensi a po�et rozm�r� fundamen�
t�ln� representace �E � m� komplexn� fundament�ln� representaci a k n�
sdru�enou� ostatn� maj� jen re�ln� representace��

�Takov�� �e K � �KT � n�kdy se ��k� polosymetrick� nebo kososymetrick�	
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� E� a grupa E �� dimense �� fund� �,��

� E a grupa E  � dimense �		� fund� ���

� E, a grupa E ,� dimense ���� fund� ���� �Fundament�ln� representace
t�to grupy spl
v� s p�idru�enou��

� F� a grupa F �� dimense ��� fund� ���

� G� a grupa G �� dimense ��� fund� � �Jde o grupu symetri� Cayleyo�
v�ch ��sel jako�to algebry nad R � kter� dostaneme jako je�t� v�t��
 t�leso! �dimense osm� ne� H � nepo�adujeme�li u  t�lesa! asociativitu
n�soben��� ���

Nejen kompaktn�mi grupami �iva je teorie grup� �A�koli kompaktn� grupy
maj� nesporn� p�ednosti* maj�  kone�n
 objem!� tzn� takzvan� invariantn�
integrov�n� po grup� �Haarova m�ra�Z

g�G
f�g�d� %

Z
g�G

f�gh�d� %
Z
g�G

f�hg�d� ������

lze normovat na jednotkov
 integr�l z jednotkov� funkce� o �em� nem��e
b
t �e�i u nekompaktn�ch grup a co� nap�� zaru�uje� �e ka�d� line�rn� repre�
sentace kompaktn� grupy se d� rozepsat jako p��m
 sou�et nerozlo�iteln
ch
podprostor���

� G L �n�R�C � jsou v�echny regul�rn� re�ln�,komplexn� matice n � n*
zkratka  general linear!� Re�ln� dimense je n� v re�ln�m p��pad�� dvoj�
n�sobn� v komplexn�m�

� SL�n�R�C � je podgrupa t�ch� kter� maj� determinant roven jedn� �tzv�
unimodul�rn�ch�* zkratka  special linear!� Re�ln� dimense je n�� �
v re�ln�m a dvojn�sobn� v komplexn�m p��pad��

� O �n�R�C � je grupa v�ech ortogon�ln�ch matic A �spl�uj�c�chA�� %
AT �* zkratka  orthogonal!� Dimense je n�n � ���� v re�ln�m a dvoj�
n�sobn� v komplexn�m�

� SO �n�R�C � je pr�nik SL a O * z toho plyne zkratka� Dimense je jako
u O � Pro t�leso R je grupa kompaktn� a zaj�mav�j�� ne� v komplexn�m
p��pad�� kde je lep�� studovat kompaktn� grupy unit�rn� �viz d�le�*
neud�me�li tedy t�leso� m�n�me t�m SO �n�R ��
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� P�EHLED GRUP� CARTANI�DA ��

� Spin�n�� co� je grupa t�m�� isomorfn� s SO �n�� ale ka�d�mu prvku
grupy SO �n� odpov�daj� dva prvky grupy Spin�n�� nap�� jednotkov�mu
prvku SO �n� p��slu�� prvky� kter� nazveme  rotace o ��! a  rotace
o 	���!� V sekci o spinorech ujasn�me� pro� rozezn�me rotaci o �� od
rotace o �� P��klad$ Spin�	� je isomorfn� SU����

� Grupa U�n� v�ech komplexn�ch unit�rn�ch matic A rozm�ru n � n�
spl�uj�c�ch A�� % A�  �A�T * zkratka  unitary!� Dimense je n��

� Grupa SU�n� v�ech unit�rn�ch unimodul�rn�ch matic�

� Grupa O �m�n� �a odpov�daj�c� unimodul�rn�SO �m�n�� re�ln
ch pseu�
doortogon�ln�ch matic A rozm�ru �m0 n�� �m0 n�� spl�uj�c�ch

AGAT % G� ������

kdeG je matice nulov� krom� diagon�ly� na n�� le��m jednotek a n mi�
nus jednotek� Vid�me� �e SO �m� ��  SO �m�� a tak� grupa SO �m�n�
m� tou� dimensi jako SO �m 0 n�� Kup��kladu grupa O �	� �� neboli
O ��� 	� je zn�m� Lorentzova grupa oto�en� relativistick�ho �asopros�
toru� �xuj�c�Minkowsk	ho �tverec normy vektoru c�t��x��y��z�
�za c si p�edstavte jednotku� jak �in� i teoreti�t� fysici�� �Desetiroz�
m�rn�� Lorentzova grupa obohacen� o libovoln� posunut� nese jm�no
dal��ho relativistick�ho prince$ grupa Poincar	�

Mnoz� se r�di dov�d�� �e konformn� grupa obsahuje v�echny �i neli�
ne�rn�� transformace zachov�vaj�c� �hly� �Ve dvou dimens�ch je neko�
ne�n�rozm�rn�� zobrazen� odpov�daj� holomorfn�m funkc�m komplexn�
prom�nn� a pr�v� tato skute�nost povy�uje struny nad v�cerozm�rn�
objekty��

V�imn�me si� �e i takov� grupa SO �	� �� je nesouvisl�* skl�d� se ze dvou
komponent s maticemi s a�� 	 � resp� 
 � �transformace p�evracej�c�
budoucnost na minulost resp� budoucnost��

Komplexn� analogii nem� smysl uva�ovat� nebo+ by vedla ke grup�
isomorfn� SO �m 0 n� C �$ matici A lze zastoupit podobnou matic� B
dle vztahu A % CBC��� kde matici C z�sk�me z G n�hradou �� za
i� tak�e plat� CGCT % � a dosazen�m za A z�sk�me BBT % ��

� Zato m� smysl uva�ovat o grup� U�m�n� a SU�m�n� komplexn�ch
pseudounit�rn�ch matic ���

AGA� % G� ������
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SYLABUS P�EDN��KY LA ��FYZ�ZIMN� SEMESTR

� Pojem grupy� t�lesa� line�rn�ho prostoru� homomorfismu�

� Permutace� transposice� cykly� inverze� Znak permutace�

� Line�rn� �ne�z�vislost� pojem dimense� Steinitzova v�ta�

� Isomorfismus� Podprostory lin� prostoru� Re�ln� a komplexn�

line�rn� prostory a vztahy jejich dimens��

� Prostory se skal�rn�m sou�inem� Cauchyova a Minkowsk�ho

nerovnost�

� Gramm	Schmidt�v ortogonalisa�n� proces� Ortogon�ln� dopln�k

podprostoru� ortogon�ln� projekce� Dimense dopl ku�

! Line�rn� zobrazen�� P��klady� Vztahy dimense j�dra� obrazu

a defini�n�ho oboru�

� Vyj�d�en� line�rn�ho zobrazen� matic� v��i dan�m

baz�m��P��klad" derivace a posun polynomu� Transformace

sou�adnic vektoru p�i line�rn�m zobrazen��

# Skl�d�n� zobrazen� versus n�soben� matic�

� Sloupcov� a ��dkov� prostor matice� vztah jejich dimens��

Hodnost matice a zobrazen��

�� Frobeniova v�ta� �e�en� p�eur�en�ch soustav�

�� ��dkov� $pravy matice� jejich representace jako n�soben�

jist�mi speci�ln�mi maticemi zleva� D�sledky" �e�en�

soustav a v�po�et inversn� matice�

�� Gaussova eliminace�

�� Hodnost sou�inu matic� Regul�rn� matice� p��klady�

�� Vyjad�ov�n� zobrazen� maticemi v r�zn�ch dvojic�ch bas��

zp�sob z�pisu transforma�n�ch vztah�� Podobn� matice�

�� Stopa matice a zobrazen�� vlastnosti�

�! Definice a z�kladn� vlastnosti determinantu �chov�n� p�i

��dkov�ch a sloupcov�ch operac�ch�� Objem rovnobe�nost�nu�

�# Determinant sou�inu matic� D�sledky�

�� Rozvoj determinantu podle ��dku �sloupce�� D�sledek"

v�po�et inversn� matice� Cramerovo pravidlo�

� V�po�et determinantu speci�ln�ch matic �blokov�� �x������

�� Rozklad mnoho�lenu na ko�enov� �initele�

�� Vlastn� ��sla a vektory matice �oper�toru��

�� Charakterisace t��dimenzion�ln�ch izometri��

�� V�zna�n� grupy matic" GL�SL�O�SO�U�SU����
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Kapitola ��

Dl�	d�n� a krystaly

P�ed t�m� ne� nav��eme na p�eru�en
 v
klad vlastn�ch vektor� kapitolou
o Jordanov� tvaru a nilpotentn�ch oper�torech� zm�n�me se� v n�sleduj�c�ch
dvou kapitol�ch� o dvou t�matech� spojen
ch snad pouze pojmem grupy
v nejobecn�j�� form�$ o krystalech a o exponenci�le�

cc ccc ccc ccc ccc c
cc ccc ccc c

cc ccc ccc c
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N�kolik pojm� z krystalogra�e

Mluv�me�li o symetri�ch krystal�� m��eme m�t na mysli zkoum�n� vhodn�
podgrupy O �	�R �� sest�vaj�c� z isometri�  p�em�s+uj�c�ch dan
 krystal na
sebe!� Co ale budeme rozum�t pojmem krystal� Naivn� n�hled� ztoto��u�
j�c� pojem krystalu s n�jak
m konkr�tn�m v�ce �i m�n� pravideln
m t�le�
sem �jako je nap�� krychle v p��pad� kamenn� soli� by n�s daleko nezave�
dl� Podstatn�j�� je u� pozorov�n�� �e ka�d
 krystal m� cosi jako  soubor
povolen
ch ohrani�uj�c�ch ploch!� jejich� vz�jemn� �hly jsou pevn� zad��
ny �a m��eme je na skute�n
ch krystalech m��it�� Posuneme�li tyto plochy
do po��tku sou�adnic� m��eme hledat grupu symetri� tohoto souboru ro�
vin �prvky grupy jsou transformace p�ev�d�j�c� ka�dou povolenou rovinu do
n�jak� jin� povolen� roviny�� Dal�� zkoum�n� tohoto probl�mu vedlo krys�
talografy u� v minul�m stolet� k zaveden� fundament�ln�ho pojmu �tehdy�
p�ed experiment�ln�m d�kazem existence atomu to byla pouh� u�ite�n� my��
lenkov� konstrukce� krystalov	 m���e$  povolen� ohrani�uj�c� roviny! jsou
pak charakterisov�ny jako  celo��seln�! podprostory m���e �tzn� podprostory
prot�naj�c� krystalovou m��� v n�jak� podm���i dimense o jedni�ku men����
Tento  pythagorejsk
! p��stup k probl�mu je obecn� od t� doby p�ij�m�n
krystalografy �i kdy� podrobn�j�� porozum�n�� pro� pr�v� celo��seln� ohra�
ni�uj�c� roviny pozorujeme na skute�n
ch krystalech �a to  t�m v
znamn�ji�
��m men�� jsou celo��seln� sou�adnice pozorovan� podm���e!� st�le chyb���

Tak�e je t�eba studovat symetrie krystalov� m���e&
Krystalogra�ck� soustavy pak odpov�daj� r�zn
m mo�n
m podgrup�m

O �	�R ��
Zm�n�me se kr�tce o dvojrozm�rn� versi tohoto probl�mu� m�sto krysta�

lick� m���e up�eme zrak a mysl na dl��d�n� roviny�

Definice� P�em�st�n�m roviny rozum�me takov� zobrazen� E � na sebe�
kter� zachov�v� vzd�lenosti �tedy i �hly� doka�te� nep�edpokl�d�me zacho�
v�n� orientace� m��e tedy j�t i o zrcadlen���

Pozn�mka� D� se uk�zat� �e ka�d� p�em�st�n� lze vyj�d�it jako kompo�
sici translace �f�x �� �x0 �ag $ E � � E �� a vhodn�ho prvku O ���R � v tomto�
stejn� jako v opa�n�m� po�ad��

Definice� Prostorovou grupou G periodick�ho dl��d�n� rozum�me
soubor v�ech p�em�st�n�� zobrazuj�c�ch dl��d�n� na sebe�

V rovin� mohou m�t dl��d�n� � r�zn
ch �navz�jem neisomorfn�ch� pro�



��	

storov
ch grup �viz� obr�zek�� trojrozm�rn� krystalick� analogie jich m�
�	�� kter� se d�l� do sedmi z�kladn�ch t��d �jednoklonn��� � � ��

Definice� Grupa translac� dl��d�n� T je de�nov�na jako podgrupa
v�ech translac� z G * je tedy isomorfn� Z � Z� mluv�me�li o periodick	m
dl��d�n��

Definice� Bodovou grupu dl��d�n� de�nujeme jako

S% f� � O ���R � j � translace T� � �e T 	 � � G g ������

�doka�te� �e to je grupa�� Tato grupa je z�kladn�m objektem krystalogra�c�
k�ho zkoum�n�� nikoli stacion�rn� grupa� co� je jej� podgrupa �uka�te� �e
nemus� b�t tat
��

H % O ���R � � G � ������

V
zna�nou roli v krystalogra�i hraje n�sleduj�c� z�kladn� v�ta� ji� uv��
d�me jen pro orientaci� viz pozn�mku o d�kazu t�to v�ty na konci kapitoly�

V�ta� Je�li C cyklickou� podgrupou S� pak C m��e obsahovat pouze

�� �� 	� � nebo � prvk��

D�sledek� #�dn
 krystal s periodickou krystalovou m���� nem��e m�t
tvar pravideln�ho dvacetist�nu ani t�icetist�nu�� P�esn�ji� ��dn� periodick�
krystalick� m��� v E � ani dl��d�n� v E � nem��e m�t p�ti�etnou cyklickou
podgrupu symetri��

Historick� pozn�mka� Kdy� v roce ���� byly p�ipraveny rychl
m
ochazen�m jist� slitiny Al � dural!� prvn�  krystaly! tvaru t�icetist�nu� byly
nazv�ny kvasikrystaly� Jak uvid�me n��e� pom�r �etnost� atom� takov�

�Jsou pro v�s tyto abstraktn� pojmy �pan�lskou vesnic�) Pak v�zte� �e v jednom �pa�
n�lsk�m m�st�� zvan�m Granada� zn�zornili Arabov� mozaikami dl��d�n� v�ech �� typ�
ji� asi p�ed tis�cilet�m	

�Nemus� b
t nutn� z T	
�Opakov�n�� jde o grupu generovanou jedn�m prvkem	
�Co� je degenerovan
 rovnob��nost�n nad dvan�cti vektory tvo��c�mi hlavn� osy dvace�

tist�nu �kter
 je analogicky simplexem nad doty�n
mi vektory% ob� t�lesa maj� stejn� grupy
symetri��	 T�icetist�n tedy z�sk�te vzty�en�m pravideln
ch !stan�" nad st�nami dvan�c�
tist�nu nebo dvacetist�nu tak vysok
ch� aby st�ny stan� sousedn�ch st�n Plat*nova t�lesa
le�ely v rovin� a tvo�ily koso�tvercov� st�ny t�icetist�nu	 Ten nepo��t�me mezi Plat*nova
t�lesa� neb m� dva druhy vrchol�	
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slitiny nen� d�n zlomky s mal
mi p�irozen
mi ��sly� jak jsme zvykl� z chemie�
ale iracion�ln�mi ��sly jako je � �

Ji� p�edt�m� v roce ���� sestrojil matematik Oliver Penrose p��klad kva�
siperiodick	ho dl��d�n� s p�ti�etnou grupou symetri�� Elegantn� popis
jeho konstrukce lze podat v p�tirozm�rn�m prostoru�

��	� Penroseho pokryt�

V E � uva�ujme cyklickou p�ti�etnou grupu isometri� G � isomorfn� �Z��0� a
generovanou prvkem g�

�g��e�� % �e�� �g��e�� % �e�� �g��e�� % �e�� �g��e�� % �e�� �g��e�� % �e�� ����	�

p�i�em� f�eig je kanonick� base�
Hled�me tzv� invariantn� podprostory v��i G �� to jest podprostory

E � E � takov�� �e�

g�E � � E 
g � G �� ������

Nalezen� invariantn�ch podprostor��
Snadno si uv�dom�me� �e  diagon�la!

D % f�t� t� t� t� t� j t � Rg ������

je invariantn�m podprostorem� obal vlastn�ho vektoru ��� �� �� �� �� grupy G �

�je to vlastn� vektor v�ech jej�ch prvk���

Dal�� podprostory� Z�sk�me je� �e z E � p�ejdeme do C � a ur��me
zb
vaj�c� �ty�i vlastn� vektory G � �tyto a k nim sdru�en��$

��� �� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ��� �,� ������

�z rovnic� aby byl vektor vlastn�m vektorem generuj�c�ho prvku grupy� do�
staneme� �e pod�l sousedn�ch sou�adnic je v�dy stejn� �� a dva vektory
s komplexn� sdru�en
mi sou�adnicemi v kanonick� basi� Zde v�ude je � %
exp ��i��� tedy �� % �� Invariantn� podprostory v C � lze dostat jako li�
ne�rn� obal libovoln� podmno�iny mno�iny p�ti vlastn�ch vektor� �tedy 	�
podprostor�� z toho jeden trivi�ln� "jen nulov
 vektor"� jeden cel� C � atd���

�Podm�nku sta�� po�adovat pr�v� jen pro ten gener�tor g% proto�e g je prost�� tedy
zachov�v� dimensi� lze ps�t m�sto zna�ky podmno�iny rovn�tko	
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Chceme�li se rozumn� vr�tit do re�ln�ho prostoru� v�imn�me si dvojrozm�r�
n�ho komplexn�ho prostoru E C s bas��

f��� �� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ��� ���g� �����

Druh
 vektor je onen komplexn� sdru�en
 k prvn�mu �jeliko� sou�adnice
jsou komplexn� jednotky� m��eme pruh tak� posunut�m doprava p�em�nit
na minus v exponentu� a lze zvolit jinou� re�ln�j�� basi

f��� cos ����� cos ����� cos ����� cos ������
��� sin ����� sin ����� sin ����� sin �����g� ������

Bereme�li jen re�ln� kombinace t�chto vektor�� z�sk�me re�ln
 dvojrozm�rn

invariantn� podprostor E � �Podobn� z dal��ch dvou komplexn� sdru�en
ch
vektor� dostaneme dal�� podprostor��

Ortogon�ln� projekce �e����� vypad� asi tak jako na stran� ���

Pozn�mka� Podobn� konstrukce je mo�no vytvo�it i pro libovoln� ji�
n� lich� p�irozen� ��sla� p��pad sud
ch ��sel se odli�uje  dvojrozm�rnost�
diagon�ly! �promyslete podrobn�ji�� Ortogon�ln� projekce t���� p�ti�� deseti��
jedenadvacetirozm�rn
ch krychl� do n�kter�ho z t�chto dvojrozm�rn
ch in�
variantn�ch podprostor� �krom� diagon�ly&� d�vaj� obr�zky zn�zorn�n� na
ob�lce knihy� Je mo�no si je p�edstavit tak� jako v
sledek posloupnosti po�
stupn
ch ortogon�ln�ch projekc� do prostor� dimens� sni�uj�c�ch se o jedni��
ku� za��naj�c� v prostoru E n� kde n % 	� �� ��� ��� a kon��c�ch ve zvolen�m
invariantn�m podprostoru� �ten��i nech�me k zamy�len� �asi netrivi�ln�mu��
jak vypadaj�  viditeln�! hrany t�chto jednotliv
ch projekc��

V�ty� D � E � E � � D �ka�d
 vektor kolm
 na ka�d
�* projekce ka�d��
ho jednotkov�ho dvojrozm�rn�ho �tverce s vrcholy v Z� do E �analogicky do
E �� je koso�tvercem s vnit�n�m �hlem 	�� nebo ��� oba maj� stejnou d�lku
strany�

�Dal��� funk�n� shodn
 dvojrozm�rn
 prostor vyvstane z druh�ho vektoru
��� ��� ��� ��� ��� a jeho komplexn� sdru�en�ho� odli�me ho ��rkou	
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Konstrukce Penroseho pokryt�� Pozor� je to nam�hav�& ����
Nech+ K % h�� �i� je jednotkov� krychle v E ��
Ozna�me U % K 0 E % f�k0 �e j�k � K� �e � E g�
Penroseovo pokryt� �jde skute�n� o p�esn� vydl��d�n� roviny dv�ma typy

koso�tverc�� nikde se nep�ekr
vaj� a nikde nezbude  d�ra!� je tvo�eno pro�
jekcemi v�ech dvojrozm�rn
ch jednotkov
ch �tverc� s vrcholy v Z�� kter�
le�� cel� v U �

Vulgarisace� ��� Pro r�mcovou p�edstavu o konstrukci Penroseova
dl��d�n� sta�� uva�ovat o prostoru E � E � kolm�m na vektor ��� �� ���
P�i�teme�li k n�mu jednotkovou krychli� dostaneme p�s prostoru a pohle�
dem ve sm�ru ��� �� �� na tento p�s prostoru spat��me  hranici zubat�ho
poloprostoru!� co� se v pr�m�tu jev� jako �esti�heln�kov� s�+� v n�� je ka�d


�Ot�zku� zda krajn� body do intervalu pat�� �i ne� nyn� nezodpov�dejme% je nekone�n�
m�lo pravd�podobn�� �e bychom se do nich tre�li	 Tato nejasnost se jednodu�eji vy�e��
po projekci do �trojrozm�rn�ho� E�� kde se podm�nka� aby �tverec le�el v U � redukuje na
to� �e pr�m�t jeho st�edu le�� v ur�it�m rovnob��nost�nu� kter
 vybereme jako kart�zsk

sou�in t�� interval�� ka�d
 uzav�en
 z jedn� a otev�en
 z druh� strany	



�2��� PENROSEHO POKRYT� ��

�esti�heln�k �stejn
m zp�sobem� rozd�len na t�i koso�tverce� ���

Cvi�en�� Doka�te p�ti�etnou symetrii tohoto pokryt�� Ambici�sn�j�� stu	
denti v�nuj� asi deset hodin na dkaz� �e pokryt� nem
 p�ekryvy a d�ry�

Reference�>vodn� sezn�men� nap�� v Scienti�c American� April �����
v adres��i motl na s�t�ch najdete program jednoho z autor�� kter
 toto
dl��d�n� kresl�� Mo�n� v�s upout�� �e  tlust
ch! koso�tverc� je v�ce ne�
 huben
ch! pr�v� zlat
��ez�kr�t �tj� cca ����� kr�t�� Ti� kte�� toto budou
dokazovat� nakonec dojdou k tomu� �e je to pom�r objem� dvou ur�it
ch
trojrozm�rn
ch rovnob��nost�n�� �P�esn�ji �e�eno pom�r obsah� pr�nik�
syst�mu ekvidistantn�ch rovnob��n
ch rovin " mluvme o nich jako o rovi�
n�ch z %konst� " a dvou rovnob��nost�n�� ka�d
 z nich� je generov�n vek�
tory se z�ovou slo�kou rovnou vzd�lenosti sousedn�ch rovnob��n
ch rovin�
�ili pom�r vyjde na�t�st� stejn
� nez�visl
 na konkr�tn�m um�st�n� rovin��
V programu tak� najdete parametr  posun!� jeho� volbou �� nebo �� doc��
l�te glob�ln� odli�n� obr�zky �v uveden
ch krajn�ch p��padech je maximum
resp� minimum ���dn�� po�tu desetic�p
ch hv�zd��

V�ta 	Babilonova
� Pom�r �etnost� koso�tverc� �resp� rhomboid� ve
v�cerozm�rn
ch kvasiperiodick
ch pokryt�ch diskutovan
ch n��e� dvou typ�
je roven pom�ru jejich obsah� �resp� objem��� Toto je d�sledek n�sleduj�c�ho
tvrzen�$ ����

Tvrzen�� V ortogon�ln� maticiA rozm�ru �n��n� zapsan� pomoc� n�n
blok�

A %

�
a b
c d

�
������

jsou spektra tzv� Grammov
ch matic aaT a ddT stejn�� Speci�ln�� matice a
a d maj� determinant stejn
 a� na p��padn� znam�nko� V�tu lze zobecnit i
pro bloky r�zn
ch rozm�r�� dopln�me�li men�� blok po diagon�le jednotkami
�a v�ude jinde p��eme nuly��

D�kaz� Rozeps�n�m vztahu AAT % � ortogonality A na bloky dosta�
neme mimo jin� podm�nku

ccT 0 ddT % � �������

a z ekvivalentn� rovnosti ATA % � z�sk�me

aTa0 cT c % �� �������
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kombinac� kter
ch dojdeme k z�v�ru� �e matice aTa % � � cT c a ddT %
�� ccT jsou podobn�� pon�vad� plat� �viz podrobn�ji kapitolku o pol�rn�m
rozkladu�

Lemma� Matice ef a fe jsou podobn�� je�li alespo� jedna z matic e� f
regul�rn�� Speci�ln�� podobn� jsou i cT c a ccT pro regul�rn� c�

D�kaz�
ef % e � fe � e�� % f�� � fe � f � �������

Cvi�en��

Spo�t�te pom�r ploch %tlust�ho% a %tenk�ho% koso�tverce

v&Penroseov� pokryt��

De�nici Penroseho dl��d�n� lze uplatnit pro libovoln
 podprostor E � E n

prostoru libovoln� dimense* nen��li ov�em E invariantn� podprostor vhod�
n� grupy� nebudeme m�t ��dn� symetrie takto vznikl�ho kvasiperiodick�ho
obecn�ho dl��d�n��

��	� P��klad t��rozm�rn�ho kvasikrystalu

��� Zm�n�me se je�t� o fysik�ln�j�� " toti� trojdimension�ln� " analogii Pen�
roseova pokryt�� Uk��eme� jak lze vyj�d�it prostor E � jako  kvasiperiodick

slepenec rhomboid
, dvou r�zn
ch typ�!�$

Z�kladem porozum�n� n��e uveden� konstrukci� poch�zej�c� z poloviny
���let �Duneau�Katz�� bude znalost dvacetist�nu �viz �vod skript�* zd�raz�u�
jeme zvl��t� fakt� �e skal�rn� sou�in jednotkov
ch vektor� ve sm�ru vrchol�
je �� nebo ������ �p�i�em� d�le�it� je jen ta � dichotomie v druh�m p���
pad���

Nyn� je mo�no pou��t n�sleduj�c� elegantn� �estirozm�rnou konstrukci$
um�st�me v E � dv� vz�jemn� kolm� kopie E �� E �� a m�jme v E � resp� v E ��

vystav�ny dvacetist�ny tak� �e plat� 
i �% j % �� � � � � �

b��ei��ej� % �b��e�i��e�j�� �����	�

�Jin
 n�zev� rhomboedr	 Tak se naz
v� rovnob��nost�n� kter
 m� v�echny hrany stejn�
dlouh�	

�V hodin� mineralogie se poklepnut�m klad�vkem na krystal kamenn� soli ukazuje�
kterak se tento rozpad� na dal�� men�� krychli�ky	 Zde !poklepneme na t�icetist�n" a
tento se rozpadne na mno�stv� rhomboid� dvou typ� podobn�� jako by se rozpadly na
dva druhy koso�tverc� mnoh� pravideln� deseti�heln�ky� kter� lze nal�zt v Penroseov�
pokryt�	 Dvacetist�n se takto rozb�t ned�� tak�e n�s neudiv�� �e v�t�ina experiment�ln�
p�ipraven
ch kvasikrystal� jsou sp��e t�icetist�ny ne� dvacetist�ny	



�2�
� P��KLAD T��ROZM�RN	HO KVASIKRYSTALU ���

kde ��e�� � � � ���e�� resp� s �arou� jsou zm�n�n� vrcholy dvacetist�nu v E ��
resp� E ��� Je vskutku pozoruhodn
m faktem� �e takov�  dvoj� o��slov�n�
vrchol� dvacetist�nu! je v�bec mo�n� �p�e��slujeme�li p�t soused� vrcholu
�e� z p�ti�heln�ku na hv�zdu a vrchol �e� zam�n�me s ��e�� p�ejdou n�m bl�zk�
dvojice vrchol� na vzd�len� a naopak�� Vektory

�x� %
"e�!"e��p

�
���

�x� %
"e�!"e��p

�

�������

jsou nyn� kolm� �a jednotkov��&
Vytvo��me nyn� n�sleduj�c� analogii Penroseovy konstrukce$ vezm�me

 p�s!
U % K 0 E � � E � �������

kde K je jednotkov� krychle vymezen� �x�� � � � � �x�� Vezm�me nyn� v�echny
trojrozm�rn� jednotkov� krychle s vrcholy ve m���ce Z� �v�echny celo��sel�
n� kombinace �x������� kter� le�� cel� v U � ortogon�ln� je prom�tn�me do E �

�projekc� K je potom t�icetist�n� a m�me ohl��en� pokryt� E � rhomboidy
dvou typ�� P��padnou detailn�j�� diskusi p�enech�me �ten���m�

Nakonec je�t� p�ipomeneme� �e podobn�� jako Penroseovo dl��d�n� m�lo
p�ti�etnou symetrii� m� nyn� diskutovan� pokryt� trojrozm�rn� grupu sy�
metri� stejnou jako dvacetist�n �nebo dvan�ctist�n �i t�icetist�n� jde po��d
o tut�� grupu��

Pozn�mka� D�kaz  hlavn� krystalogra�ck� v�ty! je zalo�en na n�sledu�
j�c�m pozorov�n� �viz podrobn�ji '��(* jin
 d�kaz viz '�(�� Prove-me ho jen
pro stacion�rn� grupu H �

Nech+ g generuje n�jakou zm�n�nou cyklickou podgrupu C % Zn� Vez�
m�me n�jakou dla�dici D obsahuj�c� po��tek a ozna�me jako O sjednocen�
v�ech obraz� g�D�� g � C t�to dla�dice� Periodi�nost dl��d�n� znamen�� �e
lze naj�t dvourozm�rnou m��� tvaru

M % fmf� 0 nf� jm�n � Z� f�� f� � R �g �������

takovou� �e ka�d
 posun dla�dic z O o vektor z M tvo�� podmno�inu p�vod�
n�ho dl��d�n�� Zkuste od�vodnit podrobn�ji&�-

�	D�kaz nen� t��k
� jde v podstat� o tvrzen�� �e ka�d� periodick� diskr�tn� podmno�ina
R

�
obsahuj�c� po��tek m� tvar m���e M uveden� v ���	��	
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Tak�e libovoln� ot��en� g � C p�en��� m��� M na sebe� tud�� jeho matice
v��i basi f�� f� je tvo�ena celo��seln
mi prvky �p��slu�n� sloupce ud�vaj�
sou�adnice vektor� g�f��� g�f���� Speci�ln� stopa oto�en� g je celo��seln�&

Zkonfrontujme to ale s faktem� zn�m
m z kapitoly Skal�rn� sou�in �vztah
�������� �e stopa oto�en� o �hel � je rovna

Tr g % � cos�� ������

Tedy � cos� mus� b
t cel� ��slo� co� d�v� uveden� hodnoty � % ���n� ���

m

m

s

$

Na obr�zku je ��st rozvinut�ho pl��t� pravideln�ho t�icetist�nu� P�ipo�
me�me� �e ostr� �hly v koso�tverc�ch jsou rovny arccos ��

p
� % arctan ��

�Vyst�ihn�te� nazna�en� pl
�%� spojte kruhov� otvory �ob� nakreslen� �ipky se
budou p�ekr�vat� a nakreslete chyb�j�c� �
st povrchu t�icetist�nu�

�Odpov�-� Chyb� p�tic�p� hv�zda s n�ramkem� tedy �� koso�tverc���



Kapitola ��

Exponenci�la matice

Motto� Jednoho dne kr��ely funkce po V�clavsk�m n�m�st�� Najednou
se p�ed nimi objevila derivace a v�echny funkce za�ly plny strachu do musea�
pouze sinus b�hal periodicky dokola a tak ho derivace zkosila$ byl z n�ho
kosinus� Jedna funkce si d�le vykra�ovala kolem svat�ho V�clava�

 Ty se m� neboj���! zeptala se derivace�  Ne� j� jsem exponenci�la�!
odpov�d�la exponenci�la a zintegrovala derivaci�

O exponenci�le� Zaveden� veled�le�it�ho pojmu exponenci�ly lze
motivovat bu- form�ln� matematicky "  hled�me nejjednodu��� p��klad spo�
jit� grupy matic! �t�m je pr�v� fexp �tA� j t � Rg� nebo fysik�ln� snahou
�e�it v�vojov	 �ne�esky evolu�n�� rovnice�

Mnoho �loh lze toti� formulovat ve tvaru rovnice ?�v % A �v� kde te�ka
zna�� derivov�n� podle �asu� �v je z n�jak�ho vektorov�ho prostoru V� na
n�m� ��inkuje line�rn� oper�tor A� jej�� �e�en� je �pozor� p�ekvapen�� �v�t� %
exp �tA��v-� Takto lze zapsat soustavu n line�rn�ch diferenci�ln�ch rovnic
�� ��du �potom je �v � Rn a A je vhodn� matice n � n� a p�ipust�me�
li slo�it�j�� �p�esn�ji �e�eno nekone�n�rozm�rn�� prostory funkc� �v�t� x� y� z��
lze do uveden�ho schematu �zat�m alespo� form�ln�� za�adit i zn�m� rovnice
veden� tepla

�

�t
T % �2T ������

a Schr)odingerovu rovnici

i@h
�

�t
 %

�
� @h�

�m
20 U��r�

�
 ������

�	�
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�2 ozna�uje jak zn�mo Laplace�v oper�tor #�

#x� 0 #�

#y� 0 #�

#z� ��
Na to� abychom mohli ps�t �e�en� rovnice

?�v�t� % A�v�t� � �v�t� % exp�tA��v- ����	�

pro n�jak
 konstantn� po��te�n� vektor �v- �okrajov� podm�nka�� je t�eba
um�t spo��tat exponenci�lu �tvercov� matice� co� bude matice stejn
ch roz�
m�r��

Definice� Zave-me exponenci�lu matice A jako limitu �pro N ���
��ste�n
ch sou�t�

expA %
�X
n�-

An

n&
� ������

Abychom dok�zali konvergenci� mluvme o norm�

kAk % max
i�j
f
���aij���g ������

a o metrice na prostoru Mk v�ech matic typu k � k

d�A�A�� %
��A�A��� � ������

Cvi�en� na konvergenci �ad� prv� lemma�

kAnk � kn�� kAkn �����

Dok��eme matematickou indukc�& je�li an�ij prvek matice An� je

���an�ij ��� � kX
l��

���ail��� � ���an���lj ��� � k kAk � kn�� kAkn�� * ������

pro n % � �za�tek indukce� vztah d�v� kAk � kAk� emu� uv��� mnoh��

Dal�� lemma� Je�li �ada

�X
n�-

kAnk ������

konvergentn�� konverguje i �ada
P
An �na ka�d�m m�st� matice� a�����

�X
n�-

An

����� �
�X
n�-

kAnk � �������



�		

�Plat� v libovoln�m  normovan�m! prostoru��

Mil� d�sledek�

kexpAk �
�X
n�-

kn�� kAkn
n&

%
�
k
exp�k kAk� �������

V�ta� Je�li AB % BA� tak plat� i

exp�A0B� % expA � expB % expB � expA� �������

D�kaz� Bude u�ita� substituce m % p � n� V+imn�te si� �e posledn�
�prava �binomick� formule� je mo�n� jen proto� �e AB % BA�

expA � expB %
�X
n�-

An

n&

�X
m�-

Bm

m&
%

�X
p�-

X
-np

An �Bp�n
n& �p� n�&

% �����	�

%
�X
p�-

�
p&

�� X
-np

p&
n& �p� n�&

An �Bp�n
�A %

�X
p�-

�
p&
�A0B�p �������

D�sledek� expA je v�dy regul�rn�* �expA��� % exp��A��

Zobecn�n�� Vzorec pro exponenci�lu sou�tu lze modi�kovat i pro p���
pad� �e A a B navz�jem nekomutuj�� ale

'A� 'A�B(( % ''A�B(�B( % � �������

oba komutuj� se sv
m komut�torem 'A�B( % AB�BA �co� je nap��klad
je�li A oper�tor sou�adnice a B oper�tor derivace�� Pak plat�

expA � expB % exp�A0B� � exp �
�
'A�B(� �������

Cvi�en�� Pokud A i B komutuje s 'A�B(� potom

exp�A0B0
�
�
'A�B(� % exp�A0B� exp�

�
�
'A�B(� ������

�Net�eba si d�lat p��li� starost� s mezemi sumac�% lze s��tat p�es v�echna cel� ��sla�
dohodneme�li se� �e ��k( je nula pro z�porn� cel� k	
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D�kaz v��e uveden�ho zobecn�n� se pohodln�ji ne� rozn�sobov��
n�m �ad provede n�sleduj�c�mi operacemi$

Vyj�d��me expA a expB ve tvaru

eA % �N 0 o���� eB % �N 0 o���� �������

kde N �� je �slo jdouc� nade v+echny meze a

� % �0
A

N
� � % �0

B

N
� �������

Chceme naj�t souvislost mezi

expA � expB % �N�N 0 o��� �������

a v�razem
exp�A0B� % ����N 0 o���� �������

Budeme postupn� p�esouvat jednu betu za druhou nalevo �zaneme s tou
nalevo� n�zorn� rovnice je pro N % ���

���������� � ���������� � � � �������

Vzhledem k platnosti �p�esn�ho� vztahu �K je mezi � a N�

�K� � ��K % K�K��'�� �( �����	�

�� tak� komutuje s '�� �(� doka�te� lze tak� ps�t

�K� % ��K
�
�0K'�� �( 0 o�

�
N

�
�
� �������

p�iem� z�vorku lze p�esouvat na konec v�razu �komutuje s � i ��� V kone�
n�m d�sledku m�me �prvn� betou p�eskakujeme N � � alef� druhou N � �
alef atd��

�N�N % ����N ��0�N � ��'�� �( 0 o�
�
N

����0�N � ��'�� �( 0 o�
�
N

�� � � � �2��
�������

Uv�dom�me�li si� �e

'�� �( %
�
N� 'A�B(� �������



�	�

lze z�vorky ve �2�� ps�t jako �odchylky o���N� ji� nep�+eme� proto�e z�ejm�
po rozn�soben� daj� o����

��0
N � �
N� 'A�B(��� 0

N � �
N� 'A�B(� � � � � ������

co� se d� se stejnou chybou ps�t jako

��0
�
N� 'A�B(�

)N��*!)N��*!)N��*!��� � �������

p�iem� exponent m� zde hodnotu N��� 0 o�N�� a v�raz se d� napsat jako

exp�
�
�
'A�B(�� �������

�m� je formule dok�z�na�

V�ta� Nech+ A�v % ��v� Pak �expA��v % e��v�

D�kaz� � �X
n�-

An

n&

�
�v %

�X
n�-

�n�v

n&
% e��v ����	��

Vyu�it�� Nech+ vlastn� vektory �v����k tvo�� basi uva�ovan�ho vektorov�ho
prostoru Rk� P�edchoz� v�ta d�v� n�vod k v
po�tu expA v tomto p��pad�$
v��i t�to basi vlastn�ch vektor� je toti� oper�tor

f�x �� A�xg resp� f�x �� expA�xg ����	��

vyj�d�en diagon�ln� matic��B� �� � � � �
���

� � �
���

� � � � �k

�CA resp�

�B� e�� � � � �
���

� � �
���

� � � � e�k

�CA � ����	��

kde �����k jsou vlastn� ��sla p��slu�ej�c� �v����k�

Zobecn�n�� Nech+ A % CDC��� Pak

expA % C � expD �C��� ����		�

D�kaz�
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�X
n�-

An

n&
%

�X
n�-

�CDC���n

n&
% C

�X
n�-

Dn

n&
C��� ����	��

Pozn�mka� Vid�me� �e exponenci�la line�rn�ho zobrazen� f � de�novan�
samoz�ejm� jako

exp f %
�X
n�-

fn

n&
����	��

nez�vis� na volb� base a je tedy dob�e de�novan��

P��klad� Matice A m� vlastn� ��sla �� �� 	� je�li

A %

�B� � �	 �
� �� �
� �� �

�CA � ����	��

Najdeme�li p��slu�n� vlastn� vektory

A�v� % �v�� A�v� % ��v�� A�v� % 	�v�� ����	�

plat�

expA�v� % e�v�� expA�v� % e��v�� expA�v� % e��v�� ����	��

jin
mi slovy

A % C

�B� � 	 	
	 � 	
	 	 	

�CAC��� expA % C

�B� e 	 	
	 e� 	
	 	 e�

�CAC��� ����	��

kde matice C m� ve sloupc�ch sou�adnice vlastn�ch vektor�� Prove�te po	
drobn��

Cvi�en�� Doka�te� �e exponenci
la cirkulantu je cirkulant� Obecn�ji� ja	
k
koliv funkce dan
 kone�nou �i nekone�nou mocninnou �adou� kde prom�nn

je cyklickou z
m�nou sou�adnic� je �cirkulantem� �konvolu�n�m oper
torem ve
smyslu kapitoly ����"���

Cvi�en�� Spo�t�te derivaci maticov� funkce exp�tA� podle prom�nn� t�
�V
sledek vypad� stejn� jako pro ��seln� A��
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Cvi�en�� Doka�te n
sleduj�c� formuli pro v�po�et inversn� matice� Jsou	li
re
ln� �
sti vlastn�ch ��sel matice A kladn�� tak plat�

A�� %
Z �

-
exp��tA�dt �������

N�vod� Aplikujte matici A na integr�l napravo a zam��te po�ad� ap�
likace integr�lu a matice A* to d�v� integr�l z derivace� Pou�it�m Newton�
Leibnizovy formule �v
�e uveden
 p�edpoklad o vlastn�ch ��slech zaji�tuje
exponenci�ln� rychl� ub
v�n� integrandu&� dostaneme hledan
 v
sledek�

V�imn�te si� �e tato formule je spojitou analogi� v
po�tu �� � A���

pomoc� nekone�n� geometrick� �ady
P�
n�-A

n�
Poznamenejme� �e v
�e uveden� formule je �asto pou��v�na� t�eba v te�

orii pravd�podobnosti p�i zkoum�n� Brownova pohybu nebo kup��kladu p�i
v
po�tech propag�tor� pomoc� Feynmanova integr�lu v kvantov� teorii� �A
pak ozna�uje ve v�t�in� p��pad� Laplace�v oper�tor��

��	� Aplikace na soustavu diferenci�ln�ch rovnic

Soustava line�rn�ch diferenci�ln�ch rovnic prvn�ho ��du s konstantn�mi koe�
�cienty typu

?�x % A�x� �x � Rn �������

nebo ve slo�k�ch

?x� % a��x
� 0 � � �0 a�nx

n

���
?xn % an�x

� 0 � � �0 annx
n

�������

m� �e�en�

�x�t� % exp�tA��x-� �����	�

kde �x- % �x�-� x
�
-� � � � � x

n
- �
T �spr�vn� pod sebou� je sloupec po��te�n�ch pod�

m�nek v �ase t%�$ �x��� % �x-�
Podrobn�j�� diskusi v
po�tu expA odlo��me na konec kapitoly o Jorda�

nov� tvaru matice�
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��	� Heisenberg�v obraz

V t�to podsekci v�s pouze informujeme� �e oper�torov� rovnice

L��t� % 'L�t�� I( �������

m� �e�en� L�t� % exp��tI�L��� exp�tI�� �������

o �em� se lehce p�esv�d��te� um�te�li derivovat sou�in oper�tor��

Uveden� zobrazen� f�t� $M�M na prostoru matic

K �� exp��tI�K exp�tI� �������

je exponenci�lou t�n�sobku jin�ho zobrazen� g $M�M

f % exp tg� g $ K �� 'K� I(� ������

Nadpis je volen podle pojmu v kvantov� mechanice� kterou lze �kro�
m� SchrQdingerova pojet� s prom�nn
m stavov
m vektorem a konstantn�mi
oper�tory� formulovat ekvivalentn� v jazyce Heisenberga$ stavov
 vektor je
konstantn� a oper�tory se vyv�jej� podle

i@h
d

dt
L�t� % 'L�H( �������

s t
m� hamiltoni�nem� jako u SchrQdingera� �Na�e I bylo H�i@h��

Z�m�na exponenci�l�Ned�vno jsme uk�zali� �e pokudA iB komutuj�
se sv
m komut�torem� plat�

expA expB % exp�A0B� exp
�
�
'A�B(� �������

Pouh
m dosazen�m z t�to rovnice ov���te� �e za dan
ch p�edpoklad� plat�

exp�A� exp�B� exp��A� exp��B� % exp'A�B(� �������

Tento vzorec m� celkem jednoduch� zobecn�n� i v obecn�m p��pad�� tj� ani�
p�edpokl�d�me cokoli o komut�torech$

eAeBe�A % exp�B0
�
�&
'A�B( 0

�
�&
'A� 'A�B(( 0

�
	&
'A� 'A� 'A�B((( 0 � � ���

�������



����� VZTAH STOPY A DETERMINANTU �	�

Vzorec lehce dok��ete� uv�dom�te�li si� �e v z�vorce na prav� stran� je matice
p�i�azen� matici B exponenci�lou zobrazen�  komut�tor matice A s danou
matic�!� pro kter� jsme pr�v� na�li explicitn� vyj�d�en�

exp�'A� � � �(��B� % exp�A�B exp��A�� �������

pomoc� n�ho� dokazovan� tvrzen� p�evedeme na

exp�A� exp�B� exp��A� % exp�exp�A�B exp��A��� �����	�

co� je vzorec n�m zn�m�j�� v ozna�en� C % expA tj� C�� % exp��A�

C�expB�C�� % exp�CBC��� �������

a tento vzorec u��v�me k v
po�tu exponenci�ly matice M vyj�d�en� jako
CBC�� s podobnou matic� B �pokud mo�no v Jordanov� tvaru�� �Je prav�
div
 proto� �e p�i rozpisu prav� strany do �ady se vykr�t� v�echny vnit�n�
p�ry C��C a zbudou jen ty vn�j����

��	
 Vztah stopy a determinantu

det expA % expTrA� �������

Kr�sn� tvrzen�� nen��li� pravda�

Hlavn� pozorov�n�� det exp�tA� % � 0 tTrA0 o�t�� t� ��

obecn�ji det ��0 tA0 o�t�� % � 0 tTrA0 o�t�� �������

�Symbol o�t� ozna�uje matici� jej�� v�echny prvky jsou o�t�� to jest n�jak�
funkce takov�� �e plat� n�sleduj�c� vztah��

lim
t�-

o�t�
t

% � ������

D�kaz lemmatu� Sami jist� ov���te exp�tA� % � 0 tA 0 o�t�� D�le si
uv�dom�me� �e neidentick� permutace p�isp�j� k determinantu polynomem�
z n�ho� lze vytknout t�� abychom provedli tyto �pravy$

det ��0 tA0 o�t�� %
X
�

znak�
nY
j��

�
�
�)j*
j 0 ta

�)j*
j 0 o

�)j*
j �t�


% �������
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%
nY
j��

�
� 0 tajj 0 ojj�t�


0 t� � jak
si polynom % � 0 t TrA0 o�t�� �������

D�kaz v�ty nyn� dokon��me dv�ma zp�soby�

� det expA % �det exp�A�N��N % ��0TrA�N0o���N��N � expTrA�

N ��
� Ozna�me f�t� % det exp tA� Plat� z�ejm�

f ��t� % lim
h�-

det exp�t0 h�A� det exp tA
h

% �������

% det exp tA � lim
h�-

det exphA� �
h

% �������

% det exp tA � lim
h�-

h TrA0 o�h�
h

% TrA � f�t�� �������

A jsme u c�le� nebo+ tato diferenci�ln� rovnice

f ��t� % TrA f�t� �����	�

m� �e�en�

f�t� % exp t TrAc� c % f��� % �� �������

Cvi�en�� Doka�te formuli

ln det���A� %
�X
n��

�
n
TrAn� �������

N�vod� Pi�te ��A % expB a nahl�dn�te do odstavce logaritmus matice
n��e�

Pozn�mka� Na nekone�n�rozm�rn
ch prostorech se �asto obt��n� s��t�
p�es v�echny permutace� a tak je vztah

det expA % expTrA �������

nad�jn�j��m kandid�tem pro de�nici determinantu� alespo� pro n�kter� ma�
tice* stopa se po��t� i v nekone�n� dimensi jednodu�eji� Verse uveden� ve
cvi�en� je zvl��+ �asto pou��v�na� nov�ji t�eba v teorii chaosu�



��� � TAYLOR%V VZOREC ���

N�hrada komplexn�ho ��sla matic�

Opravdu� mno�ina komplexn�ch ��sel je isomorfn� mno�in� matic � � � n��e
uveden�ho tvaru$

a0 bi ��
�

a �b
b a

�
������

Ov��te� �e jde o isomor�smus� zejm�na� �e obraz sou�inu dvou komplexn�ch ��sel
je �maticov�� sou�in obraz t�chto ��sel�

Pomoc� na�eho vztahu determinantu a stopy lze dok�zat i tuto v�tu�

V�ta� Nech+ CII ozna�uje  zrealisovanou! matici �n��n� kter� vznikne
z komplexn� matice C rozm�ru n� n uvedenou n�hradou� Potom

detCII % jdetCj� � �������

V�imn�te si� �e zrealisov
n�m matice hermitovsky sdru�en� k C dostanete matici
transponovanou v�i zrealisov
n� C�

�C��II % �CII�T � �������

D�kaz� Vyj�d��me�li matici C jako C % expL� lze ps�t �d�ky iso�
morfnosti�

CII % expLII � ������

Nyn� u� jen sta�� dopo��tat

det expLII % expTrLII % exp���TrL� % ������

% exp�TrL� � exp �TrL� % det expL � �det expL�� ������

��	� Taylor�v vzorec

Nech+ p je polynom� Zn�m
 Taylor�v vzorec m��eme ps�t

p�x0 t� %
�X
n�-

p)n*�x�
n&

tn ����	�

�suma je ve skute�nosti kone�n�� je�li p polynom* vol�me prostor polynom�
nikoli proto� �e by to byla nejp�irozen�j�� mo�n� volba� ale proto� �e chceme
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z�stat na p�d� kone�n�rozm�rn
ch prostor�� kde lze v�e formulovat rigoros�
n� velmi snadno�� Zna��me�li obvykl
m d

dx oper�tor derivov�n� �na vhodn�m
prostoru polynom�� a symbolem ;Pt translaci �tamt���h

;Ptp
i
�x� $% p�x0 t�� ������

lze ps�t vzorec jako

;Pt % exp�t
d

dx
�� ������

V sekci o Lieov
ch algebr�ch budeme mluvit o derivaci jako o basi in��
nitesim�ln�ho gener�toru grupy v�ech posunut��

Teprve te- vid�me� jak se kriminalita dramatisuje* exponenci�la derivaci
na V�clavsk�m n�m�st� nezintegrovala� n
br� pouze odsunula�

��	� Poissonovo rozd�len�

��� Studujme model porodnosti v Praze �stejn� tak ale lze mluvit o do�
pravn�ch nehod�ch� p�eklepech p�sa�ky� po�tech ��stic kosmick�ho z��en�
zaznamenan
ch p��strojem atd��� kdy se za �as t narod� pr�m�rn� �t d�t�*�

jednotliv� narozen� jsou nez�visl
mi jevy�
Za�n�me se znalost� pravd�podobnost� fn� �e do �asu t % � u� bylo

narozeno n d�t�� je tedy zn�ma n�jak� posloupnost ffn� n � Zg� kterou
m��eme normovat vztahem

P
n�Zfn % �� Podobn� pravd�podobnost� �e

v �ase t bylo narozeno n d�t�� pi�me jako fn�t�� Mluv�me tedy o prostoru
posloupnost� a oper�torech na n�m�

Chceme�li spo��tat pravd�podobnost fn�t 0 dt�� �e do �asu t 0 dt bude
ji� narozeno n d�t�� dostaneme ji jako sou�et pravd�podobnost�� �e do �asu t
bylo narozeno n� � d�t� �fn���t�� a v dob� �t� t0 dt� se d�t� narodilo ��dt�
a �e do �asu t bylo narozeno n d�t� �fn�t�� a v intervalu �t� t 0 dt� se nic
nenarodilo �� � �dt�� Je�li �as dt kr�tk
� lze toti� zanedbat mo�nost� �e se
m��e narodit v�ce d�t� ne� jedno� Po�adavek� �e pr�m�rn� se za t narod� �t
d�t�� se transformuje na pravd�podobnost �dt� �e se n�jak� narod� za �as dt�
M�me tedy

fn�t0 dt� % fn�t��� � �dt� 0 fn���t��dt ������

nebo v matemati�t�j��m h�vu

f �n�t� % ���fn�t�� fn���t��� �����

�Kdo sleduje jen matematick� �vahy� nech& si mysl� pod � v�ude jednotku	
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Zaveden�m oper�toru diference ;D tentokr�t jako

' ;Df (n % fn � fn�� ������

p�ep��eme rovnici jako
�f ��t� % �� ;D�f�t� ������

a �e�en� pomoc� exponenci�ly

�f�t� % exp��� ;Dt��f �������

nabude konkr�tn�ho tvaru

fn�t� % e��t
�X
m�-

�mtm

m&
fn�m� �������

Nav�c� pro po��te�n� stav fn % �n- dost�v�me p��mo Poissonovo rozd�len�

fn�t� % e��t
�ntn

n&
� �������

D�kaz� V ase t % � je fn�t� % fn� sta� tedy ov��it� �e zadan� fn�t�
spl0uje diferenci�ln� rovnici v�+e� Opravdu� ob� strany se rovnaj�&

f �n�t� % �� � e��t
�X
m�-

�
�mtm

m&
� �m��tm��

�m� ��&

�
fn�m �����	�

'�� ;Df�t�(n % �� � e��t
�X
m�-

�mtm

m&
�fn�m � fn�m��� �������

Cvi�en�� Uka�te� �e


t
�X
n�-

pn�t� % � pro pn�t� % e��t
�ntn

n&
� �������

Mimo jin�� plat� i rovnost


n
Z �

-
� � dt � pn�t� % �� �������

Gauss by po n�s mohl hodit houbu� kdybychom se v t�to souvislosti
nezm�nili tak� o Gaussov� norm�ln�m rozd�len��
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��	� Gaussova k�ivka

�e��me�li rovnici� veden� tepla �m�sto laplaci�nu p��eme jen druhou derivaci
podle x�

�

�t
T %

�

�
��

�x�
T� ������

dostaneme �e�en� �v t 
 �� pro danou po��te�n� podm�nku T ��� x�� ve tvaru

T �t� x� %
�p
��t

Z �

��
dx� exp���x� x���

�t
�T ��� x��� �������

Je tak� vid�t� �e nen� mo�n� hledat teplotu v z�porn
ch �asech* souvis� to
s t�m� �e zat�mco r�stem �asu se teplota  zahlazuje!� jeho poklesem by se
 rozr�z�ovala! do ne�nosn
ch mez�� N�kdo mo�n� ji� cosi sly�el o irever�
sibilit� rovnice veden� tepla�

M��eme se tak� pod�vat �pro zm�nu op�t zcela rigorosn�� na diskr�tn�
odno� druh� derivace$ prozkoumejme oper�tor 2 na prostoru posloupnost�

�2f�n % fn�� 0 fn!� � �fn� �������

Oper�tor 2 lze tedy ps�t jako

;T � 0 ;T�� � � � � % ;T�� ;D�� �������

kde ;D je oper�tor prv� diference

;D % ;T � � �� ' ;Df (n % fn!� � fn� �������

Exponenci�lu t�n�sobku tohoto oper�toru analyzuje n�sleduj�c� v�ta�

V�ta� Nech+ ;T k ozna�uje oper�tor posunut� �posloupnosti� o k� tzn�
� ;T kf�n % fn!k� Potom plat� vztah

exp t2 %
X
k�Z

Fk�t� ;T
k� �������

kde posloupnost F s �asov� prom�nn
mi prvky Fk�t� �e�� diferenci�ln� rovnici

F ��t� % 2F �t� �����	�

p�i po��te�n� podm�nce Fk��� % �k-�

�Pod 	 si op�t m��ete p�edstavit n�jak� kladn� ��slo� t�eba � nebo �	
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D�kaz� Z platnosti diferenci�ln� rovnice vypl�v�

d

dt
exp t2 %

X
k�Z

�2F �t��k ;T k % 2
X
k�Z

Fk�t� ;T
k �������

a v posledn�m tvaru lze tak� p�esunout 2 za sumu� proto�e komutuje s ka��
d�m ;T k� Vid�me� �e derivace �lev� strana� vy+la tak� jak m�la�

��	� Logaritmus matice

Hled�me matici A spl�uj�c�
expA % B �������

pro danou regul�rn� matici B� Omez�me se na p��pad� kdy se B dosti m�lo
li�� od �* v ostatn�ch p��padech vyj�d��me B % B�n s dostate�n� velk
m n a
bude lnB % n lnB��

Abychom to mohli prov�st� m�li bychom je�t� vysv�tlit� jak spo��tat n�
tou odmocninu z B� ale to ponechme na jindy�

Kr�tce �e�eno� logaritmus matice B z�sk�me pomoc� Taylorovsk�ho vzta�
hu pro logaritmus ��sla

ln�� 0 y� %
�X
n�-

����n y
n!�

n0 �
� �������

Za y toti� dosad�me C % B� ��
Co se t
�e konvergence� pocvi�te se z anal
zy$ je�li pro � 	 q 	 �

kCk 	 q

k
� je tak� kCnk 	 qn

k
� qn ������

a tud�� je �ada pro logaritmus absolutn� konvergentn� ve smyslu�����
�X
n�-

����nC
n!�

n0 �

����� �
�X
n�-

qn!�

n0 �
� ln�

�
�� q

� �������

a dosad�me�li za A hodnotu

A %
�X
n�-

����n C
n

n0 �
� �������

pak plat� expA % �0C % B�
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Proto�e dob�e v�me� �e pro ��sla ud�vaj� �ady dv� navz�jem inversn�
funkce� mus� vyj�t rovnost dosazen�m �ad do sebe� ale pon�vad� pro v
po�ty
p�i dosazov�n� �ad matic do sebe plat� zcela stejn� pravidla jako pro �ady
��seln�� vyjde uveden
 vztah i pro matice�

V bl�zk�m okol� autor� neum� nikdo dok�zat inversn� charakter obou
�ad p��m
m dosazen�m jedn� do druh�� probl�m v�ak vy�e�il Jan Vyb�ral v
Obr�zc�ch �lut
ch r��� �����

P��klady� �
�� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�� exp gl���R � ��������

Nepat�� proto� �e maj� nekladn� vlastn� ��sla �druh� z matic je dokonce
singul�rn���

��	� Hamiltonovy rovnice pro oscil�tor

Z mechaniky u� mo�n� zn�te Hamiltonovy rovnice pro soustavu hmotn
ch
bod� ve tvaru

?qi %
�H

�pi
� ?pi % ��H

�qi
� ��������

kde pi� qi � R * i % �� � � � � n�
Vy�et��me zde p��pad� kdy hamiltoni�n H�p� q� je kvadratickou funkc�

prom�nn
ch q � sou�adnice!� a p � impuls!�� Jde o tzv� harmonick
 oscil��
tor �p�esn�ji o soustavu sp�a�en
ch oscil�tor� " p�edstavujte si t�eba sou�
stavu hmotn
ch bod� v�elijak propojen
ch nehmotn
mi pru�inami�� P��pad
nekvadratick�ho hamiltoni�nu vede ji� mimo line�rn� algebru �do geometrie
" viz tak� u�ebnice mechaniky �i t�eba knihu autor� DFN'�(��

P�edpokl�d�me tedy Hamiltonovu funkci ve tvaru

H�p� q� %
X

bijq
iqj 0 cijq

ipj 0 dijp
ipj � ��������

kde B�C�D jsou n�jak� matice� p�i�em� m��eme p�edpokl�dat symetrii ma�
tic B a D �nakoukni do �vodu ke kapitole Kvadratick� formy�� Potom lze
rovnice naho�e napsat ve tvaru

?�x % A �x� ������	�
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kde x % �q� p� a matice A je d�na vztahem

A % �

�
C D
�B �CT

�
� ��������

neboli spl�uje vztah �ov��te� procvi�te se trochu v n
soben� matic��

AK % �KAT � kde K %

�
� �
�� �

�
��������

tzn� AK je symetrick� matice� Matice M % expA �obecn�ji exp�tA� je
potom symplektick� matice �viz p��klady grup na z�v�r zimn�ho semestru
a t�� n�sleduj�c� kapitolu�� co� uk��eme takto$ vztah

AK % �KAT ��������

p�ep��eme jako
�A % KATK��� �������

Vezmeme exponenci�lu

exp��A� % K exp�AT �K��� ��������

vyn�sob�me to matic� M zleva� pak matic� K zprava a vskutku dost�v�me
po�adovan
 vztah

MKMT % K� ��������

Jednoparametrick� symplektick� grupa exp�tA� tedy popisuje v
voj os�
cil�toru v �ase�

V typick� aplikaci je C % �� D % � a B je positivn� de�nitn� matice �na�
koukni do kapitoly o kvadratick
ch form�ch ohledn� positivn� de�nitnosti��
Nen� pak t��k� uk�zat� �e v�echna vlastn� ��sla matice A jsou ryze imagin�r�
n� �nebo+ vlastn� ��sla matice �B a tedy i A� jsou negativn�&�� Dost�v�me
potom tzv� kvasiperiodick� pohyb �periodick
 v p��pad� jednoho hmot�
n�ho bodu�� kde jednotliv� frekvence jsou d�ny p��slu�n
mi vlastn�mi ��sly
matice B� Podrobn�j�� informaci viz u�ebnice mechaniky� ���
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�loha ��

� a� Zjednodu�te p�edchoz� postup pro p��pad� kdy D % �� �Co� je i p��pad
n
sleduj�c� �lohy� bereme	li kart�zsk� sou�adnice��

� b� Modi�kujte p�edchoz� postup pro p��pad� kdy hamiltoni
n obsahuje i
line
rn� �len �v prom�nn� x� jako v dal�� �loze�

�loha �� Z
va�� vis� u stropu m�stnosti p�ipevn�no k n�mu n gumi�kami ��i
pru�inkami�� kde n % �� �� � � � Dal�� prov
zek vede od z
va�� k osob� u podlahy�
kter
 se zat
hnut�m za prov
zek sna�� z
va�� periodicky rozh�bat� Z kolika m�st
na podlaze resp� st�n� se j� to m�e poda�it� Z�vis� tento po�et na n'
Spo�t�te p��slu�n� periody a ur�ete p��slu�n
 m�sta�

>lohu lze zobecnit i pro v�ce z�va�� a prov�zk� �a osob��



Kapitola ��

Lieova algebra

M�sto slo�it
ch objekt�� jak
mi jsou grupy SU�n� a dal��� je mo�n� zkou�
mat objekty jednodu���� toti� line�rn�� nezaj�m�me�li se pr�v� o rozd�ly mezi
O �n�R � a SO �n�R �$ druh� z nich je souvisl�� lze se plynule dostat od jed�
noho jej�ho prvku ke kter�mukoli jin�mu� prvn� z nich je nesouvisl�� skl�d�
se ze dvou odd�len
ch komponent �zrcadl�c� a nezrcadl�c� transformace��

Definice� Line�rn� prostor g� na n�m� je de�nov�na dal�� biline�rn�
operace 'A�B(� d�le zvan� komut�tor� spl�uj�c� vztahy

'A�B( % �'B�A(� 'A� 'B�C(( 0 'B� 'C�A(( 0 'C� 'A�B(( % � ������

�druh�mu se ��k� Jacobiho identita� nazveme Lieovou algebrou�

�kol� Uka�te� �e v Lieov� algeb�e matic s komut
torem de�novan�m jako
'A�B( % AB�BA je spln�na �krom� trivi
ln�ho vztahu 'A�B( % �'B�A(� tak�
Jacobiho rovnost�

P��klad� Zkoumejme Lieovu algebru� kter� ��kejme so�� jej�� prvky pi��
me jako antisymetrick� matice s obvykl
m komut�torem

A %

�B� 	 �c b
c 	 �a
�b a 	

�CA � B %

�B� 	 �f e
f 	 �d
�e d 	

�CA � ������

Ov��te podrobn�ji� �e

'A�B( $% AB �BA %

�B� 	 bd� ae cd� af
ae� bd 	 ce� bf
af � cd bf � ce 	

�CA � ����	�

���
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Vzpomeneme�li si nyn� na de�nici vektorov�ho sou�inu �A � �B� najdeme
zaj�mav
 isomor�smus������a� b� c� ��

�B� 	 �c b
c 	 �a
�b a 	

�CA
����� $ �R ��0���� �so��0� '� (�� ������

Zn
te Jacobiho to�d�stvo �identita� pro vektorov� sou�in�
Je vid�t role dimense �	� na hladk
 pr�b�h� Lze samoz�ejm� mluvit i

kup�� o �estirozm�rn�m prostoru antisymetrick
ch matic � � �� ale p�ec jen
ji� nebude isomorfn� R � �� �% ��� V �e�i funkcion�ln� anal
zy je mo�n� d�t
doslovn
 smysl komut�toru dvou matic i vektorov�mu sou�inu vektoru na�
bla ����x� ���y� ���z� s vektorem �v % �vx� vy� vz�� �emu� ��k�me rotace
vektoru� pouze v�ak s pou�it�m nekone�n�dimension�ln�ch prostor��

Pod�vejme se na p�r da��ch p��klad� Lieov
ch algeber a za�n�me p�e�
m
�let o jejich vazb�ch na stejnojmenn� Lieovy grupy�

� gl�n�R�C � % fre�ln�,komplexn� matice n� ng
� sl�n�R�C � % fA � gl j TrA % �g
� o�n�R�C � % so�n�R�C � % fA � gl jA % �AT g
� u�n� % fA � gl�C � jA % �A�g
� su�n� % sl�n� C � � u�n�
� sp�n� % fA � u�n� j �Ak� % �Ak�T g v p��pad� sud�ho n* k je zde

n�jak� antisymetrick� regul�rn� matice n� n

� so�m�n� % fA � gl�m 0 n�R � jAG % ��AG�T g� G je diagon�ln�
matice obsahuj�c� m jednotek a n minus jednotek

V�ta� Uveden� line�rn� prostory jsou uzav�en� na operaci komutov�n��

D�kaz� Tedy p�esv�d�te nejen sebe� ale i sv� nev���c� kamar
dy� �e plat�
nap�� implikace

A % �AT � B % �BT � 'A�B( $% AB�BA % �'A�B(T � ������



���

Pojem� ��� Nech+ G je grupa matic� In�nitesim�ln�m gener�torem
grupy G nazveme mno�inu� g % L�G � matic A� pro n��

fexp tA j t � Rg je podgrupou G � ������

Pozn�mka� V pokro�ilej��ch kursech geometrie se g obvykle de�nuje
abstraktn�ji jako  te�n
 prostor ke G v �! v prostoru v�ech matic$ prvky
grupy� kter� maj� in�nitesim�ln� bl�zko k jednotkov� matici� se daj� napsat
jako �gi je base gener�toru�

�0
X
i

gi � d�i� �����

Souvislost� Vtip je v tom� �e in�nitesim�ln� gener�tor grupy matic G
je Lieova algebra �a v uv�d�n
ch p��padech pr�v� ta stejnojmenn�� psan�
�vabachem� gotick
m p�smem neboli n�meckou frakturou� a �e lze nav�c
dob�e vylo�it roli komut�toru�

D�kaz pro obecnou grupu� Je t�eba uk�zat dv� z�sadn� v�ci& uza�
v�enost na s�t�n� a komutov�n��

� A�B � g � A0B � g �nen� trivi�ln�*�

� A�B � g � 'A�B( % AB�BA � g

�� Zkoumejme v�razy typu �N ���

�exp
tA

N
� exp tB

N
�N % ��0 t

A0B
N

0 o�
�
N

��N � exp t�A0B� ������

a uv�domme si� �e fexp t�A0B� j t � Rg tedy je podgrupa G � pon�vad�
pro ka�d� t jde exponenci�la aproximovat s libovolnou p�esnost� �po�
moc� dostaten� velk�ho N� souinem prvk� typu exp tA�N � kter� le��
�p�esn�� v G �a p�edpokl�d�me cosi jako uzav�enost grupy v obvykl�

topologii dan� nap�� metrikou d�A�B� % supi�j
���aij � bij

�����
�Zvykn�me si� �e n�kdy se gener�torem m�n� base tohoto prostoru nebo i jej� jeden

prvek� n�kde jsou prvky vyn�soben� i� aby byly �nap�	 u SU�n�� hermitovsk� a nikoli
antihermitovsk�� i se pak mus� p�ipsat i ke komut�toru	
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� Pod�vejme se na v�razy typu �N ���

�exp

p
tA

N
� exp

p
tB

N
exp

�ptA
N

� exp �
p
tB

N
�N

�
% ������

% ��0
t

N� 'A�B( 0 o�
�
N� ��

N� � exp�t'A�B(�� �������

Lze tedy op�t exp�t'A�B(� vyj�d�it s jakoukoliv p�esnost� pomoc� sou�
inu prvk� z G ' pokud je t 	 �� sta� vym�nit p�smena A a B nalevo�

P��klad� Ilustrujme si to na p��klad� algebry so�$ oto��me�li sy�
st�m o mal
 �hel � kolem osy x� pot� o mal
 �hel � kolem osy y a
pak zp�t� ov�em v tomt�� po�ad� �nejprve o �� kolem x a pak o ��
kolem y�� syst�m se n�m oto�� o malink
 �hel �� �a� na konven�n�
znam�nko� kolem osy z�

Cvi�en�� Gener
torem grupy ot
�en� kolem n�jak� zvolen� osy je �line
rn�
obal� oto�en� o prav� �hel �pod�l zm�n�n� osy�� Propo�t�te �sta�� toto dok
	
zat v euklidovsk� rovin�� dost
v
me takto i vztahy mezi exponenci
lou matice�

� �
�� �

�
a funkcemi cos a sin� tedy vlastn� de�nici komplexn� exponenci
ly

jaksi �bez� zaveden� komplexn�ch ��sel�

Cvi�en�� Ur�ete gener
tor grupy v�ech regul
rn�ch horn�ch troj�heln�kov�ch
matic�

�Prostor v�ech horn�ch troj�heln�kov
ch matic$ Na jednu stranu je jasn��
�e exponenci�la troj�heln�kov� matice je regul�rn� troj�heln�kov� matice* na
druh� stran� gener�tor m��e obsahovat pouze horn� troj�heln�kov� matice�
co� nahl�dneme snadno� nap��eme�li si prvn� �len rozvoje exp tA pro mal�
t��

Souvislost algeber se stejnojmenn�mi grupami�Abychom uk�za�
li� v jak�m smyslu Lieovy algebry odpov�daj� grup�m stejn�ho jm�na� p�ede�
�nujme in�nitesim�ln� gener�tor grupy matic G jako mno�inu v�ech mo�n
ch
?A���� kde pro t � R je A�t� � G � tj� A�t� je derivovateln� k�ivka po grup��
a A��� % �� �Ekvivalence plyne z toho� �e za tuto k�ivku lze v�dy zvolit
A�t� % exp�t ?A������

Tak nap��klad� k�ivkaA�t� po grup� SO �n� matic spl�uj�c�chA�t�A�t�T %
� po zderivov�n� a dosazen� t % � d�

?A���AT ��� 0A��� ?AT ��� % ?A��� 0 ?AT ��� % �� �������
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tj� nutnou podm�nku antisymetrie ?A���� kter� je z�rove� posta�uj�c��

B % �BT � expB % exp��BT � % exp�BT ��� % ��expB�T ���

�������

Cvi�en�� Zderivov
n�m krit�ri� pro �lenstv� v dal��ch Lieov�ch grup
ch �viz
Cartani
da� z�skejte rovnice stejnojmenn�ch Lieov�ch algeber� P�ipomenete si
kup�� t�� n
sleduj�c� vzorec� s n�m� se v pozm�n�n�ch tvarech zn
te�

d

dt
detAjt�- % Tr ?A��� �����	�

��	� Killingova forma a metrika

M�jme line�rn� prostor gl�n� v�ech matic n kr�t n� P�irozen
 isomor�smus

do E n
�

d�v� n�sleduj�c� p�edpis pro skal�rn� sou�in dvou matic$

b�A�B� %
X

aijb
i
j �������

Cvi�en��
b�A�B� % TrABT � �������

Z tohoto druh�ho vyj�d�en� pro b�A�B� vid�me n�kter� v
zna�n� vlastnosti
takto zaveden�ho skal�rn�ho sou�inu� nap�� vztahy �kter� pou�ijeme pozd�ji
v odstavci pol�rn� rozklad�

b�A�B� % b�OA�OB� % b�AO�BO�� �������

pro libovolnou ortogon�ln� matici O� �Doka�te s pou�it�m cykli�nosti stopy��
Tento vztah ��k�� �e metrika

��A�B� % kA�Bk � ������

kde kAk� % b�A�A� je invariantn� v��i grup� O �n�� Ch�peme�li ji jako
metriku na grup� O �n� � gl�n�� naz
v� se Killingovou metrikou�

A co je Killingova forma na Lieov� algeb�e�
Ta je op�t� v konkr�tn�m p��klad� o�n�� d�na vztahem

b�A�B� % �TrAB� �������

�Nezapome�me� �e AT % �A plat� pro v�echny A � o�n���
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Ukazuje se� �e nejde o jen tak ledajak
 skal�rn� sou�in na o�n� �m�me
ho koneckonc� st�le na cel�m gl�n��� nebo+ tento skal�rn� sou�in na o�n�
 respektuje nav�c strukturu Lieovy algebry! ve smyslu n�sleduj�c�ch tvrzen�
�kter� jsou ekvivalentn��$

Tvrzen� ��
Pro v�echna X � o�n� a v�echna A�B � o�n� plat�

b�'X�A(�B� 0 b�A� 'X�B(� % � �������

���k�me� �e Killingova forma je antisymetrick� v��i operaci komutov�n� s X*
uveden� rovnost se ostatn� bere za z�klad de�nice Killingovy formy i v p���
pad� obecn� Lieovy algebry�

Tvrzen� �� Zobrazen�

A �� exp��X�A expX $ o�n�� o�n� �������

je isometrie pro ka�d� X � o�n��

Cvi�en�� Doka�te tvrzen� � �prost� dosa�te za b� �� � �� �� � �� i za komut
tor a
vyu��vejte toho� �e AT % �A apod���

Doka�te i tvrzen� �� zde je ��eln� konsultovat t�� odstavec ���� o Heisen	
bergov� obrazu a p��slu�n� analytick� �vahy �a% ji� proveden� limit �i sestaven�
diferenci
ln� rovnice� okop�rovat z dkazu v�ty o determinantu exponenci
ly�

��	� Teorie representac�

Pojmy analogick� grup�� ���� Lieovu algebru g naz
v�me komuta�
tivn�� pokud 
x� y � g 'x� y( % � a takov� algebra odpov�d� komutativn�
grup�� Tento p��pad nen� p��li� zaj�mav
�
Centrum algebry Lieovy je �analogicky centru grupy� mno�ina Z�g�

t�ch prvk� s � g� �e 
t � g 's� t( % �� tj� komutuj� se v�emi prvky algebry�
Lieovou podalgebrou naz
v�me �analogicky podgrup�� podprostor g

uzav�en
 na komutov�n�� M�me dokonce analogii norm�ln� podgrupy " ��k�
se mu ide�l Lieovy algebry a je to podprostor I takov
� �e 
i � I 
j �
g 'i� j( � I� Element�rn�m p��kladem ide�lu je centrum algebry* jin
m d��
le�it
m p��kladem je komutant dan� Lieovy algebry� co� je mno�ina v�ech
prvk� tvaru 'x� y(� x� y � g� Ide�l je to proto� �e ''x� y(� j( op�t le�� v komu�
tantu� proto�e je tvaru komut�toru dvou prvk��
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V�ty� Zaveden� pojmy mimo jin� implikuj�� �e pokud je H norm�ln�
podgrupou grupy G � pak je L�H � ide�lem v L�G �� Jestli�e je G souvisl��
pak

L�Z�G �� % Z�L�G ��� �������

Pro dv� grupy G �� G � je

L�G � � G �� % L�G ��� L�G �� �������

in�nitesim�ln�m gener�torem jejich direktn�ho sou�inu direktn� sou�et jejich
in�nitesim�ln�ch gener�tor� " kde prvky L�G �� komutuj� s prvky z L�G ���
a tak jsou L�G i� ide�ly v L�G � � G ���

Representace� Nech+ Y ozna�uje jedno z klasick
ch t�les R � C nebo H
�kvaterniony� a G je n�jak� grupa� Pak line�rn� representac�� grupy G
naz
v�me kone�n�rozm�rn
 line�rn� prostor V nad t�lesem Y� na n�m� je
pro ka�d
 prvek g � G de�nov�na �stejn� zna�en�� funkce� spl�uj�c�

� �G�v % �v a g�g��v� % �gg���v

� g�v je Y�line�rn� funkce �v

� g�v je spojit� funkce g a �v

Jin
mi slovy� je zad�n mor�smus grup

� % �V $ G � AutV� �����	�

Vybereme�li basi ve V� lze si p�edstavit� �e � nab
v� hodnot ve G L �n�Y��
V tomto p��pad� mluv�me o maticov	 representaci�

P��eme�li v p��pad� kvaternion� matice vlevo od �v� je rozumn� m�t ve V
n�soben� skal�rem zprava �V je pak prav� modul nad H �� Na�t�st� lze ale
de�novat i n�soben� skal�rem zleva �pruh mus�me p�idat na to� aby platilo
q�q��v� % �qq���v�

q�v $% �vq �������

�Representace �rusky predstavlenie� nemus� b
t jenom line�rn�	 Tak nap��klad kom�
plexn� rovina spolu s nevlastn�m bodem v nekone�nu je bezvadnou neline�rn� represen�
tac� grupy SL��� C ��Z� �grupa isomorfn� Lorentzov� SO��� ���� bereme�li na n� v�echna
konformn� �zachov�vaj�c� �hly� v komplexn� rovin� jsou jimi analytick� funkce� zobrazen��
kter� jsou vz�jemn� jednozna�n�	 T�mito zobrazen�mi jsou toti� z � ��z  
����z  ��
pro nenulov� ��� 
�� kde komplexn� ��sla �� 
� �� � lze bez �jmy na obecnosti vybrat tak�
aby �� � 
� � �� p�esto v�ak z�m�na na ����
������ d�v� tut�� transformaci� a pro�
to jsme napsali faktor Z�	 Podgrupou p�ev�d�j�c� horn� polorovinu �s nevlastn�m bodem�
komplexn� roviny na sebe je grupa SL���R� s re�ln
mi �� 
� �� �	
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a tak lze lev
 modul p�evr�tit na prav
 a naopak� Vyu�ijeme toho� �e qq� %
q�q� kde q je obvykl� sdru�en� kvaternionu

�0 �i0 �j 0 �k % �� �i� �j � �k� �������

M�me�li representace Vi� lze generovat slo�it�j�� representace ve tvaru
direktn�ho sou�tu dvou ��i v�ce� prostor�� na nich� grupa ��inkuje podle

g��v�� �v�� % �g�v�� g�v�� �������

a podobn� lze z�skat representaci ve form� tensorov�ho �resp� symetriso�
van�ho resp� antisymetrisovan�ho� sou�inu dvou prostor�� na kter
 grupa
��inkuje dle pravidla

g��v� � �v�� % �g�v� � g�v��� ������

�Zde nejde o nic jin�ho� ne� jak se transformuj� spinory " resp� tensory " s v�ce
indexy�� Ale tak� lze z�skat representaci na du�ln�m prostoru V � podle vzorce
�zde zase jde " v �e�i budouc�ho jazyka " o transformaci tensor�,spinor�
s indexy dole,naho�e�

'g��v��(�w % �v� 	 g�� �w� �������

Strukturn� zobrazen�� Nyn� se pod�v�me� pro� sta�� pracovat s kom�
plexn�mi representacemi� Re�lnou representaci Rn lze p�ev�st na komplexn�
C n� p�i�em� p�soben� grupy je podle p�irozen� formule ��v� �w � Rn�

g��v 0 i�w� % g��v� 0 ig��w�� �������

Zd� se� �e se ale o cosi okr�d�me� Ji�  mal
! prostor Rn byl uzav�en na
p�soben� grupy a my jsme ho zbyte�n� zv�t�ili� Na��tujeme si to tak� �e
pov�me� �e existuje strukturn� zobrazen� j $ C n � C n �v n�sleduj�c�m
vzorci jsou �v� �w re�ln� vektory�

j $ ��v 0 i�w� �� ��v � i�w�� ����	��

kter� komutuje s p�soben�m grupy �g�j�v� % j�g�v��� je antiline�rn� �j�z�v� %
z �j��v�� j��v0�w� % j��v�0j��w�� a jeho druh� mocnina je plus minus identick

oper�tor �v tomto p��pad� plus� �j�j�v� % ��v� zkr�cen� j� % ���� co� jsou
t�i vlastnosti� de�nuj�c� strukturn� zobrazen��

Naopak� m�me�li komplexn� representaci se strukturn�m zobrazen�m j�
rekonstruujeme re�lnou representaci rozkladem komplexn�ho prostoru C n
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pova�ovan�ho za R �n na dva podprostory� odpov�daj�c� vlastn�m ��sl�m �
resp� �� �oper�tor� spl�uj�c� j� % �� jin� vlastn� ��sla nem���

Obdobn� lze p�ev�st kvaternionickou� representaci H m na komplexn�
C �m* kvaternionick
 vektor budeme ps�t jako �v0 j �w� kde �v a �w jsou kom�
plexn� vektory�

I nyn� se o cosi okr�d�me$ prostor jsme sice zbyte�n� nezv�t�ili� ale p��
vodn� representace byla H �line�rn�� zat�mco nov� je jenom C �line�rn�� H �
linearitu si zrekonstruujeme tak� �e �ekneme� �e existuje strukturn� zobrazen�
��v� �w jsou zde komplexn� vektory�

j��v 0 j �w� % ��w0 j�v� ����	��

Lehce ov���te antilinearitu� komutov�n� s p�soben�m grupy �zobrazen� j je
vlastn� n�soben� j " shoda p�smen �ist� n�hodn� " zprava� co� komutovalo
s G d�ky H �linearit�� a rovnost j� % ���

Naopak lze zp�tn� zrekonstruovat representaci H n z dan� C �n� kter�
p�ipou�t� strukturn� zobrazen� s j� % ���

Representace� kter� je direktn�m sou�tem dvou prostor� �representac��
V�W � disponuj�c�ch strukturn�mi zobrazen�mi se stejn
mi j�V % j�W � p�ipou��
t� strukturn� zobrazen� jV � jW se stejn
m j��

Tensorov
 sou�in dvou representac� V � W �m��e j�t i o �anti�symet�
risovan
� se strukturn�mi zobrazen�mi jV � jW toleruje strukturn� zobrazen�
j % jV � jW se znakem j� % j�V j

�
W �

Uk��eme jednoduch
 p��klad� Grupa SU��� % Sp��� m� fundament�l�
n� representaci kvaternionickou �v�dy+ jde nakonec o grupu  jednotkov
ch!
kvaternion� �s jednotkovou normou��� kterou si p�edstav�me jako dvous�
lo�kov� komplexn� spinvektory sA� A % �� �� maj�c� strukturn� zobrazen�
s j� % ��� Symetrisovan
 tensorov
 sou�in� obsahuj�c� dvouindexov� spino�
ry sAB % sBA� bude tedy disponovat strukturn�m zobrazen�m s j� % 0��
tedy budeme moci po�adovat podm�nky re�lnosti �invariantn� v��i p�soben�
grupy�

s-- % �s��� s-�� s�- � R � ����	��

Nen� se �emu divit� spinor sAB� kter
 sv��eme maxim�ln�mi podm�nkami
�symetrie a uveden� samodru�nost�� je informa�n� toto�n
 s �trojrozm�r�
n
m� vektorem� Proto se ��stic�m se spinem rovn
m jedn� ��k� vektorov	�

s-� % z % s�-� s�� % x0 iy� s-- % ��x� iy� ����		�

�Pro existenci strukturn�ho zobrazen� podobn�ho jako u re�ln� representace se kva�
ternionick� representaci ��k� tak� pseudore�ln�� n�kdy dokonce tak� re�ln�% existence
strukturn�ho zobrazen� zaji�&uje ekvivalenci representace s komplexn� sdru�enou	
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Isomorfnost n�kter�ch Lieov�ch algeber

>�elem t�chto ��dek je pouk�zat na skute�nost� kter� v jist�m smyslu vd��
��me za existenci hmoty� p�esn�ji za existenci v�ech ��stic s polo��seln
m
spinem� Od doby� kdy Cartan poprv� p�i�el s t�mito ideami� n�s d�l� ji� p�es
osmdes�t let� ale sv��est maj� ony my�lenky st�le mladickou�

Co mo�n� nejstru�n�ji v��en� �ten��e p�esv�d��me �d�le s t�mto budeme
pracovat v sekci o spinorech�� �e algebry so�	�R � a su��� jsou isomorfn�� a
to tak� �e nap��eme prvky jejich bas�� a ti�e v�s vyzveme k veri�kaci n��e
napsan
ch komuta�n�ch relac� pro ob� sady matic�

V p��pad� struktury  algebra Lieova! po�adujeme po isomor�smu � za�
jist� i zachov�n� komut�toru� tj�

��'A�B(� % '��A�� ��B�(� ����	��

Posta�� zkontrolovat komut�tory matic tvo��c�ch basi� jako kombinace kte�
r
ch lze prvek dan� Lieovy algebry zapsat�

SSO)�*� %

�B� 	 	 	
	 	 ��
	 � 	

�CA � SSU)�*� %

�
	 �i��

�i�� 	

�
� ����	��

SSO)�*� %

�B� 	 	 �
	 	 	

�� 	 	

�CA � SSU)�*� %

�
	 ����

��� 	

�
� ����	��

SSO)�*� %

�B� 	 �� 	
� 	 	
	 	 	

�CA � SSU)�*� %

�
�i�� 	
	 i��

�
� ����	�

'S��S�( % S�� 'S��S�( % S�� 'S��S�( % S� ����	��

Z podobn
ch d�vod� jsou isomorfn� i algebry so��� 	� a sl��� C �� sl���R � a
su��� ��� ale tak� t�eba so��� a su���� Dal��mi p��klady jsou so��� a su����
su��� nebo so��� a sp�� � ���

Budete�li n�kdy v�d�t o t�chto v�cech v�ce� snad p�iv�t�te informaci� �e
fundament�ln� representace grupy Spin�n� je

� jedna samodru�n� o dimensi �k pro n % �k0� �lich� n�* je re�ln�� je�li
'�k 0 ����( sud�� jinak je kvaternionick�

�Za prvky gener�toru grupy se mnohdy pova�uj� i�n�sobky n�mi uveden
ch� tedy her�
mitovsk� matice nam�sto antihermitovsk
ch	



�
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� dv� komplexn� vz�jemn� sdru�en� s dimens� �k�� pro n % �k� k lich�

� dv� samodru�n� navz�jem neekvivalentn�� ka�d� o dimensi �k�� pro
n % �k� k sud�* je�li k n�sobkem �ty�� jsou re�ln�� jinak jsou kvater�
nionick�

SO �n� $ n � 	 � � �  � � ��
spin� repr� �c �q �q �q �c �r �r �r �c
dim� ka�d� � � � � � � � �� ��

����	��

Na tyto skute�nosti m��ete sami p�ij�t� proto�e v�m p�in���me de�nici grupy
Spin�n��

Spinorov� grupa� Chceme z�skat Lieovu algebru isomorfn� so�n�� je�
j�� grupa ale obsahuje �vz�jemn� rozli�iteln�� prvky  rotace o �! a  rotace
o ��!� Algebra so�n� je line�rn�m obalem antisymetrick
ch matic eij % �eji�
kter� maj� jednotku na m�st� �i� j� a minus jednotku na �j� i�� a tak spl�uj�
komuta�n� relace

'eij � ekl( % �jkeil � �jleik 0 �ilejk � �ikejl� �������

Nen� t��k� nahl�dnout� �e tyt�� komuta�n� relace budou m�ti matice Eij�
kter� z�sk�me jako

Eij %
�
�
�EiEj �EjEi�� �������

pokud matice Ei budou navz�jem antikomutovat a �tvercem ka�d� z nich
bude jednotkov� matice �budou tedy Diracov
mi ��maticemi pro euklidovsk

prostor��

EiEj 0EjEi % ��ij� �������

Takov� matice opravdu um�me naj�t* budou nap�� tensorov
mi sou�iny 'n��(
Pauliho matic rozm�ru �� �� tedy maticemi rozm�ru �.n��/ � �.n��/

�x %

�
	 �
� 	

�
� �y %

�
	 �i
i 	

�
� �z %

�
� 	
	 ��

�
�� �����	�

Spole�n� s Pauliho maticemi budou i tyto jejich tensorov� sou�iny hermi�
tovsk� �ve v�ech ortonorm�ln�ch bas�ch�� z �eho� je z�ejm� i antihermitovost
Eij� Explicitn� lze ps�t

E�i�� % ��z��)i��* � �x � �����).n��/�i*

E�i % ��z��)i��* � �y � �����).n��/�i*

E�m!� % ��z��m pro n % �m0 ��
�������
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�Zde zna�� 'x( celou ��st x� �� jednotkovou matici � � ��� Z�rove� vid�me�
�e jsme z�skali� co jsme cht�li� proto�e pro gener�tory eij grupy SO �n� bylo
nejmen�� kladn� ��slo t� pro kter�

exp�teij� % � �������

rovno ��* u matic Eij je to �� �tedy a� rotac� o �� dostaneme jednotkov

prvek grupy��

Pro lep�� n�zornost si lze oper�tory Ek p�edstavit jako kombinace krea��
n�ch b�k a anihila�n�ch bk oper�tor�� �k % �� � � � � l pro Spin��l � �� " pak
p�ehl�dn�me E�k pro k % l " a Spin��l��

E�k�� % �bk 0 b�k�� E�k % i�bk � b�k�� �������

Lehce zkontrolujete rovnost

fEj �Ekg % ��jk� ������

Oper�tory Eij pak p�ev�d�j� bosonov� stavy na bosonov� a fermionov� na
fermionov� �bosonov
m m�n�me stav�� vznikl
 p�soben�m sud�ho po�tu ope�
r�tor� na vakuum�� U Spin��l��� jsou pak bosonov� a fermionov� prostory
ekvivalentn�� proto�e je lze na sebe p�ev�d�t pr�v� t�m  p�ehl�dnut
m! ope�
r�torem E�l� kter
 komutuje se v�emi Eij pro fi� jg � f�� �� � � � � �l � �g� a
tak m� grupa Spin��l � �� jen jednu fundament�ln� representaci o dimensi
�l���

Jist� sami najdete detaily o strukturn�ch zobrazen�ch� pomoc� nich� ur�u�
jeme re�lnost� komplexnost nebo kvaternionovost representace grupy Spin�n��
Jde o antiline�rn� zobrazen�� kter� nap��klad prvku base b��b��j�i p�i�ad� stav
b��b��b��b��j�i �nap�� pro n % ���� ve kter�m jsou obsazeny pr�v� ty hladiny�
kter� nebyly obsazeny ve vzoru �vid�me� �e v p��pad� lich�ho po�tu hladin
" pro Spin��l� s lich
m l� t�mto vyrob�me fermionov
 stav z bosonov�ho
�i naopak� �ili nedostaneme strukturn� zobrazen� uvnit� nap�� bosonov�ho
prostoru� ale jen d�kaz� �e bosonov
 a fermionov
 prostor tvo�� vz�jemn�
komplexn� sdru�en� representace�� �Mus�te si ur�it konsistentn� znam�nko��

�Tyto oper�tory spl�uj� fbj � b�kg � �jk� � � fbj � bkg � fb�j � b�kg� bkj�i � �� kde fa� bg �
ab  ba je antikomut�tor a j�i je vakuum� z�kladn� prvek base �vektor�m ��kaj� fysici
!stavy"�� pomoc� n�ho� vytv���me ostatn� p�soben�m krea�n�ch oper�tor� b��b

�
�j�i � � �	

�Oper�tor � s vlastn�mi ��sly  ���� pro bosonov� resp	 fermionov� vektory lze z�skat
jako jak
si sou�in ����b��b������b��b�� � � � ����b�l bl� a komutuje tedy se v�emi Eij 	 Proto�e
ur�uje levo+pravoto�ivost� ��k� se mu podle �eck�ho v
razu pro ruku oper�tor chirality	
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Oper�tor chirality je sou�inem v�ech E matic �u lich�ho n� kde nehraje
chiralita takovou roli� nebo+ je jen jedna spinorov� representace� je konvenc��
zda v�e je�t� vyn�sob�me En!��*

� % i.n��/E�E� � � �En �������

Mocninu imagin�rn� jednotky jsme napsali proto� aby bylo � hermitovsk� a
jeho �tvercem byl jednotkov
 oper�tor* aby tedy m�l vlastn� ��sla ���

��	
 Kompaktn� grupy

V n�sleduj�c�ch odstavc�ch v��en
m �ten���m nazna��me� pro� jin� kompakt�
n� prost� Lieovy algebry ne� ty� o nich� jsme mluvili v Cartani�d�� neexistuj��

V Lieov� algeb�e� p��slu�n� dan� kompaktn� Lieov� grup� G zavedeme
skal�rn� sou�in� invariantn� v��i transformac�m grupy� Nen� to nic t��k�ho�
vzpomeneme�li si na invariantn� integraci� o kter� jsme se ji� zm�nili� Jako
ka�d� hezk� v�ci�ka� i ona mus� b
t n�kdy u�ite�n�� Ten okam�ik p�ich�z��

Chceme� aby skal�rn� sou�in dvou matic algebry byl invariantn� v��i
transformac�m grupy v tzv� p�idru�en	 representaci� co� je representace�
kter� jako�to prostor spl
v� s algebrou Lieovou �jej� dimense je tedy rovna
dimensi grupy* matice z n� zna�me A� B� � � � a prvek grupy G na n� ��inkuje
podle

G $ A �� G'A( % GAG��� �������

Zkontrolujte� �e �GH�'A( % G'H'A((� Invariance znamen� po�adavek� aby


A�B� 
H b�A�B� % b�H'A(�H'B(�� �������

Pomoc� invariantn� integrace takov
 skal�rn� sou�in lze z�skat z libovoln�ho
�neinvariantn�ho� skal�rn�ho sou�inu s  ust�edn�n�m p�es grupu!

b�A�B� %
Z
G�G

s�G'A(� G'B(�� �������

Pak zjevn� plat� �prvn�  rovn��se! je opr�vn�n� d�ky invarianci integrace
v��i substituci GH� G�

b�H'A(�H'B(�  RG�G s�GHA H��G���GHBH��G��� %
%
R
G�G s�GAG���GBG��� % b�A�B� � �������

�Integr�l pou��v�me v t�to knize ve smyslu vhodn� line�rn� formy na prostoru spojit
ch
funkc�� obvykle na kompaktn�m prostoru% ve�kerou dal�� informaci o tomto pojmu viz
v kursech anal
zy(
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Abychom �ekli n�co konkr�tn�ho o zp�sobu invariantn� integrace$ zap��eme�li
matici R � SU��� ve tvaru

R %

�
cos � exp i� sin� exp i�

� sin� exp�i� cos � exp�i�

�
� �����	�

kde meze �� �� � jsou z�ejm� z integr�lu n��e� lze invariantn� integraci napsat
jako Z

R�SU)�*
%

�
���

Z ���
-

d� � sin ��
Z ��

-
d�

Z ��

-
d�� �������

Co se t
�e jednozna�nosti invariantn�ho skal�rn�ho sou�inu$ lze ho v�dy n��
sobit n�jakou konstantou� ale pro prost� grupy je jinak ur�en jednozna�n��
Opravdu� kdybychom m�li dva skal�rn� sou�iny b�� b�� mohli bychom vz�t
�tak� invariantn�� kombinaci

b % b� � �b� �������

s nejmen��m mo�n
m kladn
m �� p�i n�m� v�echny b�A�A� jsou je�t� nez��
porn�� ale u� pro n�kter� nenulov� A jsou nulov�� Pak by mno�ina takov
ch
matic �s nulovou normou� tvo�ila ide�l�

Maxim�ln� tory

D�le zvol�me torus T � G � to jest maxim�ln� podgrupu isomorfn� �Abelov��
U���l �n�kdy zna�enou jako Tl� kde T % R�Z je grupa intervalu h�� �� se
s��t�n�m  modulo jedna!�� Mnoh� v�ty n�s uji�+uj� o tom� �e p��li� nez�le��
na tom� kter
 maxim�ln� torus, vybereme� Jeho l naz
vejme rankem dan�
grupy�

P��klad� V grup� SO ��l� a SO ��l 0 �� lze vybrat maxim�ln� torus Tl

v�ech matic t s l bloky na diagon�le �i % �� � � � � l��
cos ��xi � sin ��xi
sin ��xi cos ��xi

�
�������

�v p��pad� SO ��l0�� dopln�me do prav�ho doln�ho rohu jednotku�� Podobn�
v grup� SU�l 0 �� um�st�me na diagon�lu ��sla

exp ��xi� ������

�In�nitesim�ln�mu gener�toru maxim�ln�ho toru se ��k� Cartanova podalgebra	
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kde
P
xi % � �aby byl jednotkov
 determinant� neprostou grupou U�l� se

zde nazab
v�me�� In�nitesim�ln�m gener�torem maxim�ln�ho toru je prostor
R l� v na�ich p��kladech obsahuje matice� kter� maj� na diagon�le bloky�

� �xi
xi �

�
�������

pro p��pad SO �u SO ��l 0 �� um�st�me do prav�ho doln�ho rohu nulu&� a
nebo ��sla

ixi �������

v p��pad� SU�l0��� T je podgrupou G a invariantn� skal�rn� sou�in z g lze
z��it na t�

Stiefelovy diagramy kresl�me do l�rozm�rn�ho prostoru� kde jsou sou�ad�
nice x�� � � � � xl zavedeny v souladu s t�mto skal�rn�m sou�inem a kole�ky
�resp� �tvere�ky� jsou vyzna�eny prvky Lieovy algebry� jim� odpov�d� jed�
notkov
 prvek T �ili i G � to jest tzv� celo��seln� m���ka �lattice� re�jotka��
v na�ich p��kladech jsou to body� kde jsou v�echna xi cel��

�Na obr�zku je celo��selnou m���kou dan� grupy mno�ina v�ech kole�ek
resp� �tvere�k� t�ch typ�� kter� jsou u n� uvedeny� Rank vyzna�en
ch grup
je � nebo ���

s s s sc c c�� �� �� ��s ss ss ss s

c cc c ccc c

U���  SO��� s SU���  Spin��� s c SO���s ss ss ss s
c c ccc cccs SU���� U���sc U���  SO���� U���

s SU���� SU��� c s SO���s SO���� SU���
sc
SO���� SO���

c c c c s s
s ss
s s

c
ccc cc
c cc
c
c c
ssc SU���

SU����Z�

s s
s ss
s s

G�

s ss ss s ss

c cc c ccc cssc Sp�� � ��

SO���

s ss ss s ss

c cc c ccc c

s ss s
s s ss

Sp�� � �� jin� pohled
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Ko�eny� Zb
v� vysv�tlit� co znamenaj� ony p��mky na diagramech� Vtip
je v tom� �e prvky T �zna��me je zde t�u � � �� p�sob� v p�idru�en� representaci
g �algebry cel� grupy� tak� �e se g rozpad� na direktn� sou�et

g %
rM
i��

Vi � V-� �������

p�i�em� na prostoru V- �kter
 spl
v� s t� je�li T opravdu maxim�ln� torus�
��inkuj� prvky t trivi�ln�

tv-t
�� % v- 
v- � V- �������

a Vi jsou dvojrozm�rn� prostory �je jich r� co� je " z d�vod� rovnosti dimens�
" polovina rozd�lu dimense grupy a jej�ho ranku� �ili bude dok�z�no� �e tento
rozd�l je sud
� generovan� maticemi Mi�Ni� na nich� p�sob� t podle

tMit
�� %Mi cos ���i �Ni sin ���i� tNit�� %Mi sin ���i 0Ni cos ���i�

�������
kde �i jsou n�jak� kombinace xi �nap�� x��x��� to jest n�jak� line�rn� formy
na t� a naz
v�me je ko�eny �k�rni� roots� dan� grupy�

Vid�me� �e pokud nap�� vym�n�me Mi a Ni �nebo t�eba zm�n�me zna�
m�nko u jedn� z nich�� bude posledn� vysazen� formule d�le platn�� zm�n�me�
li znam�nko u �i� Tedy spolu s 0�i ��k�me ko�en i form� ��i�

Je�t� v
hodn�j�� m��e b
t komplexi�kovat Lieovu algebru$ �dosud jsme
ji v�dy pova�ovali za prostor nad R � prvky byly jen re�ln
mi kombinacemi
prvk� base� kter
mi " samoz�ejm� " mohly b
ti komplexn� matice� a doc�lit
tak� �e se n�m bude transformovat do sebe jen jedna matice Qi %Mi0 iNi
resp� Q�

i %Mi � iNi m�sto dvou Mi�Ni$

tQit
�� % exp����i�Qi� tQ�

it
�� % exp�����i�Q�

i� �����	�

Matice Qi pak prost� odpov�d� ko�enu �i a matice Q�
i ko�enu ��i�

P��klady� Grupa SU�l 0 �� �stejn� jako U�l 0 ��� m� ko�eny �rs %
xr � xs� kde r �% s � f�� �� � � � � lg a jako odpov�daj�c� matici Qrs si lze
p�edstavit matici� kter� m� v�ude nuly krom� posice �r� s�� kde m� cokoli
nenulov�ho� Ka�d
 m��e ov��it� �e tQrst�� d� to� co m��

�Pak ji� nem��eme pova�ovat exponenci�ly prvk� algebry za prvky p�vodn� grupy	 Re�
�lnost zrekonstruujeme po�adavkem� abyQ a Q� se kombinovaly jen cQ cQ� s komplexn�
sdru�en
mi koe�cienty	
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Podobn� grupa SO ��l� m� ko�eny xr�xs� ale nav�c m� ko�eny ��xr0xs�
�r �% s� a grupa SO ��l 0 �� m� proti SO ��l� dal�� ko�eny �xr�

Do Stiefelov
ch diagram� tedy zakresl�me nav�c mno�iny bod� ui �di�
mense o jednu men��� ne� je rank�� v nich� ko�eny nab
vaj� cel
ch hodnot�
Ko�eny nab
vaj� cel
ch hodnot na celo��seln� m���ce� kde t % �� Obecn��
ji� pr�nikem soustav rovnob��n
ch  hyperrovin! �nadrovin� ui jsou body�
odpov�daj�c� centru grupy�

Syst�my ko	en�

P�enechme specialist�m d�kazy toho� �e tzv�Weylova grupa� to jest grupa
v�ech vnit�n�ch automor�sm��- G �xuj�c�ch zvolen
 maxim�ln� torus� obsa�
huje pro ka�d� i prvek� kter
 ponech�v� syst�m hyperrovin �nadrovin� ui
na m�st�� Je�li tomu tak� mus� j�t o zrcadlen� podle roviny kolm� na dan

ko�en �pomoc� invariantn�ho skal�rn�ho sou�inu jsme ztoto�nili in�nitesim�l�
n� gener�tor toru s jeho du�lem� v oby�ejn�m geometrick�m smyslu �podle
invariantn�ho skal�rn�ho sou�inu�� Takov� zrcadlen� mus� mno�in� v�ech ko�
�en� p�i�adit tut�� mno�inu� Vyslovme tedy de�nici�

Definice� Syst	mem ko�en
 v euklidovsk�m prostoru E naz
v�me
kone�nou podmno�inu = � E takovou� �e

� neobsahuje nulov
 vektor

� pro � � = je c� � = pr�v� kdy� c % ��
� zrcadlen� podle hyperroviny �nadroviny� kolm� na kter
koli z ko�en�

p�ev�d� = na =

� pro v�echny dvojice ko�en� �� � je

f�� �g $% �b��� ���b��� �� �������

cel� ��slo�

Posledn� bod je d�sledkem toho� �e zrcadlen� ko�enu � podle roviny kolm�
na � m� samoz�ejm� tvar

����� % �� �b��� ��
b��� ��

�� �������

�	Takov
� kter
 se d� zapsat jako
g �� hgh�� pro n�jak� h� jejich grupa tvo�� podgrupu Aut�G �� zna�enou Int�G �	
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lze vybrat vektor �v� na n�m� forma � nab
v� jednotky� zjist�me� �e ����v���v
n�le�� celo��seln� m���ce �proto�e �� �xuje u��� Z toho d�le plyne� �e

���v � ����v�� % ��v � '�����(��v� �������

je cel� ��prava vych�z� z toho� �e p�i skal�rn�m sou�inu je jedno� kter
 �initel
zrcadl�me�� co� po dosazen� ����v� % �� d�v� uveden
 v
sledek�

Bu- jak bu-� posledn� bod m� siln
 d�sledek�

V�ta� Dva ko�eny � �% �� jsou

� ��� bu- kolm�

� ��� nebo sv�raj� �hel ��� nebo ���� a maj� stejnou normu

� ��� nebo sv�raj� �hel ��� nebo �	�� a pom�r norem je
p
�

� �	� nebo sv�raj� �hel 	�� nebo ���� a pom�r norem je
p
	

D�kaz� �ty�n�sobek kvadr�tu kosinu �hlu ko�eny sev�en


� cos� � %
�b��� �� � �b��� ��
b��� �� � b��� �� ������

je men�� �d�ky nez�vislosti �� � ost�e� ne� �ty�i� Je to ale sou�in dvou cel
ch
��sel� a tak je jedno nulov� �p��pad �� nebo jedno rovn� ��� Mo�nosti pak
lehce proberete�

Dynkinovy diagramy� Nebudeme to dokazovat� ale v�echny ko�eny
dan�ho syst�mu lze z�skat jako celo��seln� kombinace �line�rn� nez�visl
ch�
prost�ch ko�en
� Potom tento syst�m prost
ch ko�en� lze bu- rozd�lit na
sjednocen� disjunktn�ch a nepr�zdn
ch mno�in ko�en�� kde dvojice z r�z�
n
ch podmno�in jsou v�dy kolm�� a takov� nerozlo�iteln� syst�my prost
ch
ko�en� lze zn�zornit pomoc� Dynkinova diagramu� Prost� ko�eny v n�m
spoj�me tolika �arami� jak� je ��slo varianty jejich vz�jemn� polohy podle
posledn� v�ty� V p��padech ��� a �	� je je�t� slu�n� p�ikreslit na spojnici
�ipku� nam��enou ke krat��mu ko�enu �jako p�i oby�ejn�m porovn�v�n� 	��
Pokud se ��� a �	� v Dynkinov� diagramu nevyskytuje� maj� v�echny ko�eny
stejnou d�lku a dan� algeb�e ��k�me jednodu�e �n�rovan� �simply laced��

V��te nebo nev��te� jin� syst�my prost
ch ko�en�� ne� ty s n�sleduj�c��
mi Dynkinov
mi diagramy� neexistuj� a spolu s t�m neexistuj� dal�� prost�
kompaktn� grupy�
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e e e e e
e e eee� � �

e e e e e� � �
Cl�Sp�� � l�

e e e e ee� � �
Dl�SO ��l�

eee
eee
e ee ee e e
e ee ee e ee

E � E  E ,

e ee eF �
G �

� � �

e eB� % C�

e eeA� % D�

Bl�SO ��l 0 ��

eA� %B� % C�

Al� �S�U�l 0 ��

e eD� % A� �A�
Dynkinovy diagramy

ee

e e e
eSO ���

�

�

�

�
�V�imn�te si� �e na obr�zku maj� n�kter� Dynkinovy diagramy ur�it�

symetrie$ permutac� r�zn
ch ko�en� dostaneme t
� obr�zek� Nebudeme to
rozeb�rat� ale je to spojeno s existenc� vn�j��ch automor�sm
 dan� al�
gebry �vn�j�� je takov
� kter
 nelze zapsat jako sdru�en� n�jak
m prvkem
grupy g$ A �� gAg���� S vn�j��mi automor�smy lze o�ek�vat symetrie me�
zi representacemi* u grup s Dynkinov
mi diagramy� kter� maj� symetrie�
lze o�ek�vat v�t�� po�et fundament�ln�ch representac� �E � nap��klad nebo
SU�l 0 �� pro l 
 � m� dv� vz�jemn� komplexn� sdru�en�� symetrie pari�
ty� vym��uj�c� prav� dva ko�eny Dynkinova diagramu� u Spin��l� garantuje
existenci dvou  vz�jemn� zrcadlov� sdru�en
ch! spinorov
ch representac���
Grupa Spin��� m� dokonce symetrii triality$ lze u n� permutovat t�i ko�eny
a je s t�m spojena skute�nost� �e dv� re�ln� spinorov� representace �s dv�ma
r�zn
mi chiralitami� a representace vektorov� maj� stejnou dimensi ���

Naopak� pro ka�d
 z uveden
ch diagram� lze sestrojit Lieovu algebru a
z n� tak� kompaktn� grupu� N�kolikr�t jsme ji� diskutovali �a budeme� o tom�
�e SO �	� m� stejnou algebru jako SU���� kter� m� centrum Z� �plus mi�
nus jednotkov� matice�� zat�mco SO �	� m� trivi�ln� jednoprvkov� centrum�
Nyn� m��eme isomorfnost t�chto algeber uk�zat na shodnosti Dynkinov
ch
diagram�� Maxim�ln� centrum �poloprost�� neobsahuj�c� U��� � � � �� grupy
s danou algebrou� kter� lze vytvo�it� vystihuje n�sleduj�c� tabulka�

Al Bl� Cl� E D�s D�s!� E� E,� F�� G�

Zl!� Z� Z� � Z� Z� Z� f�g � �������

Tak nap��klad� grupa Al % SU�l 0 �� m� centrum Zl!��
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Cvi�en�� M�ete zkusit dok
zat� pro� nen� mo�n� z�skat grupy E$ atd��
pro� maj� vy�at� grupy dimensi� kterou jsme uv
d�li atd�

Porad�me v�m� aby jste si zapsali v n�jak
ch sou�adnic�ch prost� ko�eny�
Nap��

� Al m� prost� ko�eny x� � x�� x� � x�� � � � xl � xl!�� kde pracujeme jen
s hyperrovinou �nadrovinou�� kde

P
xi % �

� Bl m� prost� ko�eny x� � x�� � � � � xl�� � xl� xl

� Cl m� prost� ko�eny x� � x�� � � � � xl�� � xl� �xl

� Dl m� prost� ko�eny x� � x�� � � � � xl�� � xl� xl�� 0 xl

��	� V�hy a m���ky

V�hy� Ko�eny byly speci�ln�mi p��pady vah� Obecn� vahou m�me na
mysli line�rn� formu na Cartanov� podalgeb�e� nab
vaj�c� cel
ch hodnot na
celo��seln� m���ce� Zaj�mav�j�� jsou ale v�hy dan	 representace V dan�
algebry� Prvky Cartanovy podalgebry navz�jem komutuj�� a tud�� m��eme
hledat jejich spole�n� vlastn� vektory ve V a ��sla� V�ha dan� �mluv�me
o komplexn�� representace je tedy takov� forma� kter� p�i�ad� prvku Carta�
novy podalgebry jeho vlastn� ��slo p��slu�ej�c� n�jak�mu vlastn�mu vektoru
cel� podalgebry� Jestli�e tedy po��t�me ka�dou v�hu tolikr�t� kolikarozm�r�
n
 prostor jej�ch vlastn�ch vektor� j� p��slu��� bude vah pr�v� tolik� jak� je
dimense V�

Ko�eny lze tedy ch�pat jako v�hy p�idru�en� representace* t�chto vah je
tedy tolik� kolik je dimense dan� algebry� ov�em jen proto� �e po��t�me i l
�rank� nulov
ch vah �vlastn�mi vektory jsou prvky Cartanovy podalgebry��
kter� obvykle za ko�eny nepova�ujeme�

Tak nap��klad grupa SO ��l� �l je rank� m� v z�kladn� �l�rozm�rn� vek�
torov� representaci �l vah ��ei� i % �� �� � � � � l�

Samodu�ln� m���ky� Kdy� u� jsme do�li tak daleko� m��eme si n�co
��ci o vlastnostech m���ek �soustava diskr�tn�ch bod� v prostoru Rn� zpravid�
la celo��seln� kombinace z�kladn�ch m���kov
ch vektor��� a to z fysik�ln�ho
pohledu v sou�asnosti nejnad�jn�j��ho kandid�ta na teorii v�eho� heterotick�
struny�



�
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Kvantov� teorie bosonov� struny funguje pouze v dimensi �asoprosto�
ru ��� kvantov� teorie superstruny jen v dimensi ��� Nav�c vlevojdouc� a
vpravojdouc� m�dy uzav�en� struny spolu navz�jem komutuj� a gener�tory
grupy Poincar� jsou sou�ty vlevojdouc� a vpravojdouc� ��sti� Lze pak tedy
vz�t lev
 sektor z bosonov� struny a prav
 ze superstruny� P�ebyte�n
ch ��
vlevojdouc�ch bosonov
ch dimens� lze svinout na torus* aby z bosonov
ch
rozm�r� zbyla jen vlevojdouc� ��st� je t�eba� aby celkov� hybnost struny by�
la rovna celkov�mu obt��en��� �ztoto�n�me�li body� kter� se li�� o celo��seln�
kombinace m���kov
ch vektor�� je mo�n�� aby p�i obj��d�n� uzav�en� stru�
ny jsme popojeli o n�jakou takovou kombinaci " to naz
v�me obt��en�m��
Aby v�bec existovaly n�jak� stavy s nenulovou celkovou hybnost� ve sm�ru
svinut
ch sou�adnic �co� je nutn� k dobr�mu chov�n� interakc��� je t�eba�
aby du�ln� m���ka �v�ech forem� nab
vaj�c�ch cel
ch hodnot na p�vodn�
m���ce� m�la s p�vodn� spole�n� body �p�i ztoto�n�n� p�vodn�ho prostoru
s du�lem�� Dokonce je dobr� p�edpokl�dat� aby spl
valy� to jest aby byla
m���ka samodu�ln�� Nav�c se budeme zab
vat jen sud�mi samodu�ln�mi
m���kami� kde �tverec d�lky ka�d�ho jej�ho vektoru je sud
�

Je matematickou pravdou� �e sud� samodu�ln� m���ky existuj� jen v pro�
storech o dimensi� kter� je n�sobkem osmi� Tak t�eba v osmi rozm�rech
m�me samodu�ln� m���ku [, v�ech celo��seln
ch kombinac� ko�en� vy�at�
grupy E ,� T�mi jsou �i� j % �� �� � � � � ��

� �ei � �ej � i �% j�
�
�
���e� � �e� � � �� �e,�� �������

kde v druh�m tvaru ko�en� bereme jen ty se sud
m po�tem plus�� �Lehce
napo��t�te� �e je jich celkem ���0���%��� pr�v� ������ �ili dimense minus
rank�� Formy �v nab
vaj�c� cel
ch hodnot na v�ech t�chto ko�enech jsou pak
kombinacemi t�chto ko�en� �ortonorm�ln� basi �ei ztoto��ujeme s bas� k n�
du�ln��$

Lehce toti� uk��ete� �e sou�adnice �v jsou bu- v�echny cel� nebo v�echny
polocel�� Celo��selnost formy �v na �r- % ����� ���� � � � � ���� pak ��k�� �e suma
sou�adnic �v mus� b
t sud�� a tak je �v celo��selnou line�rn� kombinac� �ei��ej
�v p��pad�� �e sou�adnice �v jsou cel��� a nebo toto plat� pro �v � �r-� ��m�
jsme uk�zali� �e i �v le�� v [,� neboli samodualitu [,�

Samoz�ejm�� lze vybrat osm z�kladn�ch m���kov
ch vektor�� celo��seln
�

��A� na faktor ���	
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mi kombinacemi kter
ch jsou v�echny ostatn�� nap��

�e� � �e���e� � �e���e� � �e���e� � �e���e� � �e���e� � �e 
�
���e�0�e�0�e�0�e�0�e�0�e���e ��e,�� ����e�0�e�0�e�0�e���e���e���e ��e,��

������
V �estn�cti rozm�rech najdeme kart�zsk
 sou�in [,�[, dvou kopi� [, a

m���ku [��� kter� obsahuje jako podm���ku ko�enovou m���ku SO �	��� Jde
o v�echny celo��seln� kombinace vektor� �i� j % �� �� � � � � ���

� �ei � �ej � i �% j�
�
�
���e� � �e� � � � � �e���� ������

kde v druh� sad� je sud
 po�et plus�� D�kaz samoduality prob�h� stejn�
jako u [, a i zde je mo�n� vybrat �� z�kladn�ch m���kov
ch vektor��

To jsou d�vody� pro� prom
�l�me teorii heterotick� struny jen s kalibra�n�
grupou Spin�	���Z� �odpov�daj�c� m���ce [��� nebo �zaj�mav�j��� grupou
E , � E , �s m���kou [, � [,��

��	� Superalgebry a supersymetrie

Nejprve si �ekn�me je�t� n�co o oby�ejn
ch algebr�ch� nap��klad o algeb�
�e Poincar�� Jde o Lieovu algebru� generuj�c� isometrie �asoprostoru v�etn�
posunut�� Za jej� basi lze tedy vybrat J�� � tedy gener�tory Lorentzovy gru�
py �resp� oto�en�� a p�� gener�tory posun� �zna�en� se kryje s ozna�en�m
momentu hybnosti a hybnosti� a snad ji� mnoz� z v�s poznali� �e to nen�
n�hoda��

Komuta�n� relace budou

'p��p�( % �� 'p��J��( % i�g��p� � g��p���
'J�� �J�� ( % �i�g��J�� � g��J�� 0 g��J�� � g��J���

������

g�� je zde metrick
 tensor� Jacobiho identitu m��ete zkontrolovat p��m
m
v
po�tem�

Krom� oby�ejn
ch algeber se dnes hodn� mluv� i o graduovan�ch al�
gebr�ch neboli superalgebr�ch� Ta lze ps�t jako line�rn� obal prvk�� kte�
r
mi ji� nebudou pouze oper�tory� kter� jsou zvykl� s v�t�inou ostatn�ch
komutovat� n
br� tak� grassmannsk� oper�tory� kter� spolu typicky navz��
jem antikomutuj� ab % �ba �ov�em s negrassmannsk
mi typicky komutuj��
a u nich� je tedy lep�� mluviti o antikomut�toru fa� bg % ab 0 ba� Jed�
notn
m jazykem� superkomut�tor neboli graduovan� komut�tor dvou
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oper�tor� 'a� b(grad je antikomut�torem� pokud jsou oba grassmannsk�� jinak
je komut�torem�

Chceme�li transformovat objekty prvkem grupy g bl�zk
m jednotkov��
mu� nap��eme tento jako g % � 0 d�isi� kde d�i jsou in�nitesim�ln� �ne�
kone�n� mal�� parametry a s base gener�toru� Pokud jsou si grassmannsk��
mus� b
t grassmannsk� i d�i* p�edstavme si pod nimi grassmannsk�  ��seln�!
parametry� nap�� grassmannsk� oper�tory� kter� komutuj� se v�emi negrass�
mannsk
mi a antikomutuj� se v�emi grassmannsk
mi�

Jestli�e fysika pracovala do �edes�t
ch nebo sedmdes�t
ch let jen s algeb�
rami� p�soben�m jejich� transformac� mohly p�ech�zet elektrony do neutrin�
�erven� kvarky do modr
ch anebo se syst�my mohly ot��et nebo posouvat�
v posledn�ch dvaceti letech prom
�lej� teoretici i tzv� supersymetrie� po�
moc� nich� lze transformovat bosony na fermiony a naopak� Uv�d�me jako
p��klad supersymetrii na sv�teln�m ku�eli v desetirozm�rn�m �asoprostoru�
kter� proti algeb�e Poincar� obsahuje nav�c i grassmannsk� oper�tory Qa

a Q 0a� Pohle-me tedy zb��n� na n�kter� superkomut�tory algebry super�
Poincar�$

fQa�Qbg % �p!�ab� fQ 0a�Q
0bg % �p�� 0a0b� fQa�Q0bg % p��i

a0b
pi�

'Ji��Qa( % ip
�
�ia 0aQ

0a � � �

����	�
�Indexy a resp� ?a jsou osmizna�n� spinorov� indexy�� grupy SO ���� � jsou
Diracovy matice� indexy � odpov�daj� kalibraci na sv�teln�m ku�eli v
 %
������v- � v$� atd�� V�imn�te si� �e antikomut�tor dvou supersymetri� je
�m�rn
 posunu� To v�echno m� n�zorn� vysv�tlen�� roz����me�li pojem pro�
storu na superprostor� kter
 krom� komutuj�c�ch sou�adnic nav�c obsahuje i
antikomutuj�c�� proto�e v n�m je supersymetrie geometrickou operac��

Supersymetrie zaji�+uje teori�m zaj�mav� vlastnosti$ jej� za�len�n� do teo�
rie strun odstran� z t�to teorie tachyony ���stice pohybuj�c� se nadsv�telnou
rychlost��� jeliko� nap�� fQ 0��Q 0�g % �p� tj� p� % Q 0�Q 0�� oper�tor Q 0� je
hermitovsk
 a st�edn� hodnota p� ve stavu ji je tedy nez�porn�� pon�vad�
jde o �tverec normy hjQ 0�Q 0�ji vektoru Q 0�ji� Nav�c implikuje stejn
 po�
�et fermionov
ch a bosonov
ch stav� na ka�d� hladin�* ka�d
 fermion m�
sv�ho bosonov�ho partnera a naopak �u��vaj� se pro n� n�zvy jako fotino�
gluino� gravitino� selektron� skvark�� Supersymetrie zaru�uje v mno�

��$estn�ct oper�tor�Qa�Q
�b se transformuje jako ��rozm�rn� re�ln� representace grupy

SO��� �� �j�� je SO��� podgrupou� , toti� jako spinorov� representace dan� �t�eba kladn��
chirality	 Pro srovn�n� , spinorov� representace kladn� chirality grupy SO���� je tak�
��rozm�rn�� ov�em komplexn�	
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ha p��padech vymizen� kosmologick� konstanty �hustoty vakua� a z�hadou
naopak z�st�v�� pro� je kosmologick� konstanta nulov� �nebo podle pozo�
rov�n� p�inejmen��m o ��� ��d� men�� ne� o�ek�van� n�hodn� p��sp�vky
od r�zn
ch pol�� i v na�em sv�t�� kter
 supersymetrick
 nen� nebo kde je
supersymetrie naru�ena� A za zm�nku stoj� i fakt� �e supersymetrie klade
omezuj�c� podm�nky na dimensi �asoprostoru�

Ji� jen poznamenejme� �e podobn�� jako obecn� teorie relativity po�adu�
je� aby se parametry Lorentzovy transformace mohly m�nit od bodu k bodu�
lze tuto lok�lnost po�adovat od supersymetrie a z�sk�me tak r�zn� teorie su�
pergravitace�

��	� Ob�� vy�at� grupa

C�lem t�to sekce� v n�� sledujeme p��lohu ��A skv�l� knihyMichaela B�Greena�
Johna H� Schwarze a Edwarda Wittena Superstring theory� je uk�zat expli�
citn� konstrukci ob�� grupy �resp� odpov�daj�c� algebry� E ,� Pro� j� ��k�me
ob��� Proto�e m� ze v�ech prost
ch vy�at
ch grup nejv�t�� dimensi �����
a nav�c �ch�peme�li m�ru symetrie jako pom�r dimense a kvadr�tu ranku�
aby se klasick� grupy SO �n� asymptoticky touto veli�inou bl��ily konstant���
dosahuje rekordn� hodnoty 	����

Konstrukci za�neme podalgebrou SO ����� kterou generuje ������� % ���
oper�tor� Jij % �Jji� spl�uj�c�ch obvykl� komuta�n� relace

'Jij � Jkl( % Jil�jk � Jjl�ik � Jik�jl 0 Jjk�il� ������

a p�id�me k nim ��� gener�tor� Q� �celkov� dimense tedy bude ���0��� %
����� kter� se transformuj� jako spinory SO ���� dan� ��ekn�me kladn�� chi�
rality� ��m� m�n�me� �e��

'Jij � Q�( % Q���ij���� ������

K dokon�en� speci�kace algebry mus�me dode�novat zb
vaj�c� komut�tor
'Q�� Q�( �je to komut�tor a ne antikomut�tor� proto�e usilujeme o de�nici
algebry a nikoli superalgebry�� Teorie grupy v�ak SO ���� tento komut�tor
a� na normalisaci ur�uje jednozna�n�*

'Q�� Q�( % ��ij���Jij ������

��Gamma matice spl�uj�c� f�i� �jg � �ij mohou b
t pro SO ��� vybr�ny re�l�
n�	 De�nujeme d�le jejich antisymetrisovan� sou�iny �i�i����in � �hi��i� � � � �ini �
��i��i� � � � �in�permutace��n(� oper�tor chirality � � ��������� a ij � �ij�� � -�i� �j .��	
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kladn
 faktor �� kter
m by n�m teorie SO ���� dovolila n�sobit pravou stra�
nu� lze absorbovat do

p
��n�sobn�ho p�e�k�lov�n� Q�� jejich� normalisaci

toti� ��dn� z p�edchoz�ch formul� neomezovala� Volba � 	 � by vedla k ne�
kompaktn� form� algebry E ,),*� zn�m� ze supergravita�n�ch teori�� Jestli�e
tedy Lieova algebra E , s rozkladem p�idru�en� representace

��� % ���� ��� �����

v��i jej� maxim�ln��� podgrup� Spin���� existuje� na jej�ch komuta�n�ch
relac�ch dan
ch prv
mi t�emi vysazen
mi rovnicemi nen� co �telovat�

K utvrzen� se� �e formule opravdu de�nuj� Lieovu algebru� je t�eba ov��
�it Jacobiho identitu� �U� jej� spln�n� n�m garantuje existenci matic� kter�
spl�uj� tyt�� relace jako abstraktn� oper�tory Jij a Q�� tj� existenci repre�
sentace�� Z cvi�n
ch d�vod� doporu�ujeme explicitn� kontrolu JJJ identity�
kter� pouze vyjad�uje� �e Jij formuj� Lieovu algebru� JJQ identity� kter� za�
se potvrzuje� �e se Q� opravdu transformuj� jako representace SO ����� Ani
JQQ identita neklade zvl��tn� po�adavky a jej� platnost je podlo�ena zvl��t�
t�m� �e �ij matice spl�uj� tou� algebru jako Jij � Opravdu z�sadn� p��pad vola�
j�c� po kontrole je identita ''Q�� Q� (� Q� (0''Q�� Q� (� Q�(0''Q� � Q�(� Q� ( % ��
Rozeps�n� vede k po�adavku


�������
X
ij

��ij�����ij��� 0 ��ij�����ij��� 0 ��ij�����ij��� % �� ������

kterou m�me dok�zat pro p��pad� �e �� �� � jsou indexy jedn� chirality�
V�imneme si� �e produkt dvou spinor� m��e b
t rozeps�n na kombinaci

�pln�ho syst�mu gamma�matic �i����in pro n % � � � � ��� �ili nulovost posled�
n� formule je ekvivalentn� nulovosti jej�ho z��en� s ��k����kn��� pro v�ech�
na n a k� � � � kn� D�ky shodn� chiralit� index� �� � se star�me jen o su�
d� n a antisymetrie dokazovan� formule v �� � n�m d�v� mo�nost ome�
zit se na p��pad antisymetrick
ch�� �k����kn � co� d�ky element�rn�m vlast�
nostem gamma�matic znamen� n % �� �� ��� ��� Ve skute�nosti n�m vztah
�i����ik % �i����i���ik
����i������� � k�& a fakt� �e oper�tor chirality � lze vyne�

chat� ��inkuje�li na spinory kladn� chirality� zmen�� pr�ci na polovinu� #e
n�m sta�� prohl�dnout jen n % � a n % � lze spat�it u� na shodnosti po�tu

��Maximalitou zde nem�n�me shodnost rank� podgrupy a cel� grupy� ale p�esn�ji nemo��
nost naj�t v�t�� vlastn� podgrupu	

��Pro n � �� �� �� ��� � jsou �k����kn symetrick� a tud�� jejich ��en� s antisymetrick
m
v
razem vymiz� trivi�ln�	
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nez�visl
ch �len� v antisymetrick� kombinaci Q� a Q� �nalevo�

��� � ��
� � � %

�� � ��
� � � 0

�� � �� � �� � �	 � �� � ��
� � � � � � 	 � � � � ������

a sou�tu po�t� nez�visl
ch komponent �i����in pro n % � a n % ��
Z��en� se�� ��kl��� % ���kl��� d�

� �Tr! �kl�ij� � ��ij��� 0 ���ij�kl�ij��� � �������

co� se u�it�m Diracov
ch identit anuluje* prv
 resp� druh
 �len se rovnaj�
�����kl��� � Faktor �� u druh�ho �lenu vzejde z inventury kladn
ch a z�por�
n
ch p��sp�vk� �znam�nko podle parity po�tu prvk� pr�niku mno�in index�
fi� jg a fk� lg� � � ��� 0 �� � �	�� � �� � �� Kontrakc� s ��i����i���� dostaneme
�prvn� �len te- ji� nep�isp�je�

���ij�i����i��ij��� � �������

co� op�t vymiz�$ kl��ovou je zde rovnost �� � �0 � � ��� �� � � % � p�i bilanci
p��sp�vk� ��i����i� �

P�id�n� spinoru k p�idru�en� representaci grupy SO �N� vede k nov� Lieo�
v� algeb�e jen ve t�ech p��padech$ krom� N % ��� co� p�in��� E ,� se d� v �pl�
n� analogii sestrojit ���rozm�rn� vy�at� grupa F � p�id�n�m ���rozm�rn�ho
spinoru k 	��rozm�rn� p�idru�en� representaci SO ���� Podobnost je oprav�
du velkolep�* v ���rozm�rn� spinorov� representaci SO ��� lze vz�t za �pln

soubor matic matice �i����in pro n % �� �� �� �� � a antisymetrie n�m dovol�
omezit se op�t na n % � a n % �� Vzorce z�stanou� jen ��sla se obm�n�* ��
m�sto ���� osmi�ku v druh�m �lenu dostaneme jako � � ��� 0  � ��� �  � �
a m�sto �� 0 ��� �� bude po�r�n� u n % � vypadat 	 � ��� 0 � � ���� 	 � ��

T�et� mo�nost� je p�id�n� osmirozm�rn�ho spinoru k p�idru�en� represen�
taci SO ���� ��m� z�sk�me grupu SO ��� zp�sobem� kter
 se li�� SO ��� rotac�
triality od standardn�j�� a jednodu��� konstrukce " toti� p�id�n� ��vektoru
Ji % Ji$ k p�idru�en� representaci SO ����

Nyn� bychom r�di popsali n�kter� podgrupy E ,� Jednu maxim�ln� podg�
rupu " SO ���� " jsme ji� uvedli� Ta obsahuje maxim�ln� podgrupu SO �����
SO ���� v��i n�� se jej� p�idru�en� representace rozpad� na p�idru�en� repre�
sentace slo�ek a na produkt vektor�

��� % ������ � ������� ������� �������

��Ekvivalentn� jako ��en� s ��kl���	 Tr
 zna�� stopu v positivn� chir�ln� spinorov�
representaci	
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Jak se v��i t�to podgrup� transformuje spinor SO ����� 4estn�ct ��matic
�������� pomoc� nich� de�nujeme tvar oper�tor� ve spinorov� representaci�
se rozpadne na prvn�ch deset ������-� kter� m��eme pova�ovat za matice
SO ����� a posledn�ch �est ��������� kter� zam�stn�me jako matice SO ���� Spi�
nor SO ���� je tedy alespo� v prvn�m p�ibl��en� sou�inem spinor� SO ���� a
SO ���� A co s chiralitou� Oper�tor chirality SO ���� � % ���� � � � ��� je zjev�
n� sou�inem oper�toru chirality SO ���� �)�-* % ���� � � � ��- a podobn�ho
u SO ��� �)�* % ������ � � � ����

� % �)�-*�)�* �����	�

Tedy spinor Q� positivn� chirality grupy SO ����� kter
 p�i konstrukci E ,

p�id�v�me k Jij � se rozpad� na dva kusy s vlastn�mi ��sly �)�-* % �)�* % 0�
resp� �)�-* % �)�* % ��� Ozna��me�li spinory positivn� �i negativn� chirality
grupy SO ���� resp� SO ��� jako �� �i �� resp� � �i � �dimense spinorov
ch
representac� jsme ji� diskutovali�� m�me rozklad ��� grupy SO ����

��� % ������� ������� �������

kter
 ve spojen� s rozkladem p�idru�en� representace v
�e ud�v� zp�sob
transformace fundament�ln� representace E , �u t�to grupy je to tat�� co
p�idru�en�� v��i t�to podgrup��

Nyn� m�me tu milou povinnost p�edstavit v�m grupu E � jako podgrupu
E ,� Jako p�edehru si uv�domme� �e ve � grupy SO ��� jsou gener�tory her�
mitovsk
mi � � � maticemi� jejich� bezstopost zabezpe�uje prostota grupy
SO ���* jsou tedy SU��� gener�tory " neboli SO ��� je podalgebrou SU����
Post�ehnut�m shodn� dimense �� u obou doc�l�me p�esv�d�en�� �e nem��e
j�ti o vlastn� podalgebru$ mus� j�t o isomorfn� algebry�� Tato cesta n�s sou�
�asn� pou�ila� �e fundament�ln� � a � grupy SU��� se chovaj� v SO ��� jako
spinory kladn� resp� z�porn� chirality� Naopak� fundament�ln� �vektorov��
representace � grupy SO ��� je antisymetrick
m tensorem druh�ho ranku
grupy SU���� kter
 m� dimensi � � 	�� � � % �� jak m� b
t� �Je jedno� zda
bereme ��� nebo ���* tyto representace jsou ekvivaletn�� jeliko� je lze p�e�
po��t�vat pomoc� antisymetrick�ho tensoru Levi�Civitty v�� % �����v

������
A tak mluvme m�sto o podalgeb�e SO ���� � SO ��� o SO ���� � SU����

D�le� SU��� m� o�ividnou podgrupu SU�	� � U���� Zna��me�li horn�mi in�
dexy U��� n�boje� rozkl�d� se n�m � grupy SU��� na �� � ���� � grupy

��To jsme ji� mohli spat�it na shodn
ch Dynkinov
ch diagramech SO�� a SU��� pot��
co jsme je zkonstruovali obecn� pro SO�n� a SU�n�	
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SU��� " pr�v� ztoto�n�n
 s antisymetrick
m sou�inem dvou �� se transfor�
muje jako ������ a p�idru�en� representace SU���� co� je vlastn� �����
��� zna�� odstran�n
 singlet " stopu� se pod SU�	��U��� transformuje jako
�-���������-� kde � znamen� p�idru�enou SU�	�� Kombinac� v�ech fakt�
doch�z�me k vysn�n�mu rozkladu p�idru�en� representace E , v��i podgrup�
SO ���� � SU�	�� U���$

��� %
�
������- � �����- � ������� � ��������

��
� ��������� � ������� � �������

��
� �������� � �������� � ������

�� �����-�
�������

Zvl��tn� pozornosti zaslou�� � gener�tor�� kter� jsou SU�	� singlety� Neb
komut�tor dvou SU�	� singlet� mus� b
t op�t SU�	� singlet� lze usoudit�
�e t�chto � gener�tor� tvo�� uzav�enou podalgebru �t�ch gener�tor�� kter�
s onou SU�	� komutuj�� n�kdy zvanou centralis�tor grupy SU�	��* je zn�ma
jako vy�at� Lieova algebra E �� Evidentn� je maxim�ln� subalgebra SO �����
U���� v��i n�� se p�idru�en� representace E � rozkl�d� podle p�edpisu

�� % ��- � ��� � ���� � �-� �������

A co v�c� rozklad ��� obsahuje � kopi� � grupy SU�	�� Tyto se mus� zobrazo�
vat na sebe p�i E � transformac�ch � a tak mus� m�t E � n�jakou ��rozm�rnou
representaci s SO ����� U��� rozkladem

�� % ���� � ��� � ���� ������

Jistotu zv
��me ov��en�m� �e �� � ���� 0 �� � � 0 � � ���� % � stopa U���
gener�toru v representaci �� grupy E � je nula� To je v souhlase s faktem�
�e stopa ka�d�ho gener�toru n�jak� prost� Lieovy algebry vymiz� v ka�d�
representaci �onen U��� gener�tor je jedn�m ze � gener�tor� E ��� T�m tak�
dokazujeme ireducibilitu� jeliko� tato stopa by se neanulovala po vy�krtnut�
n�kter
ch �len� rozkladu ��� Komplexn� sdru�enou representac� jsou �

�� % ��� � ��� � ��� �������

Posledn� vysazen� formule nejsou zjevn� vz�jemn� isomorfn�� tak�e �� a ��
jsou komplexn� representace� neekvivalentn� k nim komplexn� sdru�en
m�
E � je opravdu jedinou vy�atou Lieovou algebrou� kter� v�bec komplexn�
representace m�� Posb�r�n�m �len� lze doj�t k rozkladu ��� grupy E , v��i
maxim�ln� podgrup� E � � SU�	��

��� % ������� ����� � ������ � ������ �������
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U�ijeme�li maxim�ln� podgrupu SU��� � U��� grupy SU�	� a ozna��me�li
horn�mi indexy U��� n�boj� m�me

��� % ������- � �����- � ������� � �������
�����- � ������� � �������� � �������� � ��������

�������

Posb�r�n�m SU��� singlet� dostaneme �		�rozm�rnou p�idru�enou represen�
taci dal�� vy�at� grupy E  � kter� se rozkl�d� pod maxim�ln� podgrupou
E � � U��� na

��� % ��- � �- � ��� � ����� �������

Shrom��d�n�m dublet� �u grupy SU��� je representace � pseudore�ln� a tedy
isomorfn� �&� z�sk�me fundament�ln� ���rozm�rnou representaci E  s E � �
U��� rozkladem

�� % ��� � �� � ���� � ���� �������

a m��eme tedy zapsat rozklad ��� grupy E , pro maxim�ln� podgrupu E  �
SU���

��� % �������� ������� ������ �����	�

Krom� E �� E  � E , zn�me je�t� vy�at� grupy F � a G �� Zm�n�nou SO ���
konstrukci grupy F � lze vno�it do SO ���� v
stavby E , omezen�m se na
Jij pro i� j % � � � � � a v
b�rem �� slo�ek spinoru ze ���� kter� se v��i
SO ���� SO �� podgrup� SO ���� rozkl�d� na ������� stejn� jako �����

Zaj�mav
 je centralis�tor grupy F � v E ,� Mus� j�m b
t kombinace Jij
�spinory Q� sotva donut�me komutovat s ostatn�mi�� a to podgrupa SO ��
�aby komutovala s SO ��� podgrupou F ��� Nav�c mus� zachov�vat n�� v
b�r
������ z ������� tj� p�jde o podgrupu SO �� �xuj�c� jeden element osmiroz�
m�rn� spinorov� representace� T�to grup� se ��k� G � a je to sou�asn� grupa
symetri� Cayleyovy mal� n�sobilky� jak jsme ji� uvedli v kapitolce o ok�
tonionech� Tedy E , obsahuje podgrupu F � � G �� Mimo jin�� trojindexov

antisymetrick
 invariant lze te- z�skat z invariantn�ho spinoru s� jako

ymno % s�1�
hm
�� 1�

n
��1�

oi
��s�� �������

kde 1�i % �i�, jsou gamma�matice SO �� upraven� tak� aby p�sobily uvnit�
representace� spl�uj�c� f1�i� 1�jg % ��ij �

A o�ek�vali byste jin
 rozpad ��� grupy E , v��i podgrup� F � � G � ne�
direktn� sumu p�idru�en
ch representac� a produktu fundament�ln�ch�

��� % ������ � ������ � ������� �������

Pokud jste t�to sekci v�bec nerozum�li� nesmutn�te a rad�ji si zkontrolujte
posledn� rovnost� zna���li � s��t�n� a z�vorky n�soben�� ����
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Kapitola ��

Nilpotence� Jordan�v tvar

N�sleduj�c� kapitola pojedn�v� op�t o  �ist� line�rn� algebraick�m! t�matu
" o nalezen� Jordanova tvaru matice� Jde o jist� vyvrcholen� t� ��sti line�rn�
algebry� kde se neuva�uje skal�rn� sou�in� K porozum�n� je t�eba dobr�ho
osvojen� z�klad� line�rn� algebry " pojm� dimense� hodnost� vlastn� ��slo a
vlastn� vektor �a ni�eho jin�ho��

Motto kapitoly� K dan� maticiA najd�te �co nejjednodu���� podobnou
maticiD� tzn� vyj
d�eteA % CDC��� kdeD m
 n�jak� standardn� tvar� s n�m�
se dob�e pracuje�

Vid�li jsme� �e  nejjednodu���! �asto znamen�  diagon�ln�!� a to u zob�
razen�� kter� m� basi slo�enou z vlastn�ch vektor�� To je v�ak z hlediska t�to
kapitoly sp��e trivi�ln� p��pad� Ti� kte�� nep�ikl�daj� studiu Jordanova tvaru
velkou pozornost� by si m�li nal�zt vhodn� argumenty$ jedn�m z nejsiln�j��ch
je� �e nediagonalisovateln� matice nebo oper�tor je  k�ehk�! v��i typick�
perturbaci " zm�n�me�li by+ jen o malinko maticov� elementy� matice se sta�
ne diagonalisovatelnou� Je  nekone�n� m�lo pravd�podobn�!� �e  n�hodn�
vybran
! oper�tor nebude diagonalisovateln
 �dimense mno�iny takov
ch je
men�� ne� dimense prostoru matic v�ech�� Mnoh� p�irozen� p��klady nedia�
gonalisovateln
ch oper�tor� n�m nicm�n� nab�z� anal
za�

P��klady� Oper�tor derivov�n� na prostoru polynom� nejv
�e n�t�ho
stupn�

d

dx
$ Pn � Pn ��	���

��
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m� v��i basi �� x�
x�

�&
�
x�

	&
� � � � �

xn

n&
��	���

matici N %

�BBB�
	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �
	 	 	 	

�CCCA � ��	�	�

Podobn� oper�tor t�et� derivace
d�

dx�
$ P�- � P�- ��	���

m� vzhledem k basi ��
x�

	&
�
x�

�&
�
x$

�&
� x�

x�

�&
�
x 

&
�
x�-

��&
�
x�

�&
�
x�

�&
�
x,

�&
��	���

matici N� %

�B� N� 	 	
	 N� 	
	 	 N�

�CA � ��	���

kde matice Ni je matice i� i typu z minul�ho p��kladu�

V�imn�te si� �e Nn!� % �� �N��� % ��

�koly� Najd�te co nejjednodu��� vyj
d�en� maticemi uveden�ho typu pro
oper
tory

�� k	t� derivace pro obecn� p�irozen� k

�� pro libovoln� diferenci
ln� oper
tor s konstantn�mi koe�cienty� nap�� pro

d�

dx�
0

d

dx
��	��

�� pro diferenci
ln� oper
tor s polynomi
ln�mi koe�cienty� nap�� �m�ete se
omezit jen na p��pad polynom ni���ho stupn�� ne� je stupe� derivace�
p�ed n�m� stoj��

x
d�

dx�
0

d

dx
� ��	���

Definice� Matice N� N� byly typick
mi p��klady nilpotentn�ch ope�
r�tor
� To je takov
 oper�tor f $ V � V� �e �n � N takov�� �e

fn  f 	 f 	 � � � 	 f� �z 	
n kr	t

% �� ��	���



���

��slu n �nejmen��mu mo�n�mu� ��k�me stupe� oper�toru� Podobn� stupe�
vektoru �v je nejmen�� ��slo k takov�� aby fk��v� % ���

V�ta� f $ V � V je nilpotentn�� jeho jedin
m vlastn�m ��slem je nula�

D�kaz� Implikace doprava je trivi�ln� �st� d�kazu&

Je�li f��v� % ��v� pak fk��v� % ��� �k�v % ��� �k % �� � % �� ��	����

Pro netrivi�ln� �st d�kazu sestroj�me �et�zec do sebe vno�en�ch pod�
prostor�

f��g % K er -�K er ��K er �� � � ��K er k % K er k!� % V� ��	����

kde K er i % f�v � V j f i��v� % ��g ��	����

a Im i % f i�V� % f�w % f i��v� j �v � Vg� ��	��	�

Z minul�ho semestru dob�e v�me� �e dimIm i 0 dimK er i % dimV�

Lemma� Nem��li f nenulov� vlastn� ��sla a je�li K er i % K er i!�� tak
K er i % V� Z toho pak plyne implikace v�ty doleva� proto�e f i % ��

D�kaz lemmatu� Je tedy Im i % Im i!�� To ale znamen�� �e zobrazen�

f $ Im i � Im i!�  Im i ��	����

je vz�jemn� jednoznan� a tedy regul�rn� na Im i� Mus� b�t Im i % f��g�
jinak by existovalo nenulov� vlastn� �slo zobrazen� f � co� by byl spor�

Ke zkoum�n� struktury �et�zc�

f��g�K er ��K er �� � � � a V % Im -� � � ��Im k % Im k!� % f��g ��	����

budeme pot�ebovat jeden nov
 pojem�

Definice� O nenulov
ch vektorech �v�� � � � � �vn �ekneme� �e jsou nez��
visl	 v
�i podprostoru W � V� pokudX

�vi�
i � W � v�echny �i jsou nulov�� ��	����

� Nez�vislost bez spojky! lze te- ch�pat jako nez�vislost v��i trivi�ln�mu
podprostoru� obsahuj�c�mu jen nulov
 vektor��

�ekneme� �e �v�� � � � � �vn dokonce tvo�� basi V v
�i W � pokud nav�c

L�f�v�� � � � � �vng � W � % V� ��	���

� Basi bez spojky! te- ch�peme op�t jako basi v��i podprostoru obsahuj��
c�mu jen nulov
 vektor��
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�
	� Base z �et�zc� vektor�

Z�kladn� v
sledek teorie nilpotentn�ch oper�tor� shrnuje n�sleduj�c�
v�ta� Nech+ f $ V � V je nilpotentn� oper�tor stupn� k� Pak existuj�

vektory �v)k*� � � � � � �v)k*N)k* stupn� k� d�le vektory �v)k��*� � � � � � �v)k��*N)k��* stupn�

k � �� � � � a� vektory �v)�*� � � � � � �v)�*N)�* stupn� � takov�� �e nenulov� vektory
z n�sleduj�c� tabulky tvo�� basi prostoru V�

�v)k*� � � � �v)k*N)k*

� �
�f��v)k*� � � � � �f��v)k*N)k*�

� �
���

���
� �

�fk����v)k*� � � � � �fk����v)k*N)k*� � � � �v)�*� � � � �v)�*N)�*

� � � �
�� � � � �� � � � �� � � � ��

��	����

Lemma o pono�ov�n�� K d�kazu z�kladn� v�ty o nilpotentn�ch oper��
torech budeme pot�ebovat v�d�t� �e v libovoln� tabulce vektor�� sestaven�
z �et�zc� vektor�� v nich� �ipka od �v k �w znamen� �f��v� % �w� jsou v�echny
vektory nez�visl� pr�v� tehdy� pokud jsou nez�visl� vektory v nejspodn�j��m
��dku �jejich� obrazem je nulov
 vektor���BBBBBBBBBB�

�v�
�
�v� �v� �v�
� � �
�v� �v� �v �v,
� � � �
�� �� �� ��

�CCCCCCCCCCA
��	����

D�kaz lemmatu�Nez�vislost spodn�ch vektor� plyne z nez�vislosti v+ech
vektor� trivi�ln�� Naopak� je�li n�jak� �netrivi�ln�� kombinace

P
�vi�i �v+ech�

vektor� nulov�� je �d�ky t�to rovnosti�

�f�
X
i

�vi�
i� %

X
i

�f��vi��
i ��	����
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nulov� i n�jak� kombinace vektor� zmen+en� tabulky� v nich� vynech�me
�nejvrchn�j+�� vektor z ka�d�ho �et�zce� N�sobn�m opakov�n�m tohoto my+�
lenkov�ho kroku �n�sobn�m zmen+ov�n�m skupiny vektor�� z nich� lze vytvo�
�it nulov� netrivi�ln� kombinace� dojdeme k z�v�ru� �e pak mus� b�t z�visl�
i nejspodn�j+� vektory�

N�vod k d�kazu v�ty� Onu basi lze tedy zkonstruovat tak� �e db�me
na nez�vislost spodn�ch vektor�� ov+em nesm�me tak� zapomenout ��dn�
dlouh� �et�zec p�ed t�m� ne� zaneme stav�t krat+�&

Lemma� Ve v�t� naho�e zvolme �v�� � � � � �vn jako basi V v��i K er k���
kde K er k���K er k  V� Pak pro ka�d
 vektor �v � V stupn� k existuj�
koe�cienty ��� � � � � �n takov�� �e

�v�
X
i

�vi�
i je stupn� k � �� ��	����

D�kaz je okam�it� �v�te�li� o em jde �e��

Zvolili jsme n�jakou basi �v�� � � � � �vn prostoru V v��i K er k��� Vektory
�f��v��� � � � ��f��vn� dopln�me dal��mi vektory �w�� � � � � �wm � K er k�� na basi
prostoru K er k�� v��i K er k��� Vektory �f���v��� � � � ��f���vn�� �f��w��� �����f ��wm�
dopln�me � � � atd� a� do p��padn�ho dopln�n� base K er ��

M��ete� zajist�� postupovat i zdola� Najdete n�jakou basi K er �� Ke ka��
d�mu jej�mu prvku �vi se pokus�te naj�t n�jak
 vektor �ui� aby�f��ui� % �vi� T�m
z�sk�te basi K er � �vektory �vi a ty vektory �ui� kter� lze naj�t� dohromady��
� � �Prodlu�ujete �et�zce� a� najdete basi cel�ho V % K er k�

D�sledek� V jazyku matic hlavn� nilpotentn� v�tu vyj�d��me takto$
Ka�dou �tvercovou nilpotentn� maticiA ��k Ak % �� lze napsat ve tvaru

A % CJC��� ��	����

kde J m� blokov
 tvar �Jordan
v tvar pro nilpotentn� matici�

J %

�BBBB�
J� 	 � � � 	
	 J� � � � 	
���

���
� � �

���
	 	 � � � Jn

�CCCCA ��	��	�
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a bloky maj� tvar typu �BBB�
	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �
	 	 	 	

�CCCA � ��	����

D�kaz� Osv�tl� se to ihned� vyj�d��me�li zobrazen� f�x �� A�xg matic�
v�i basi sestrojen� ve v�t� a napsan� v po�ad�

�fk����v)k*� �� � � � � �v)k*� ��fk����v)k*� �� � � � � �v)k*� � � � � ��	����

Matice C m� tedy ve sloupc�ch sou�adnice vektor� tvo��c�ch �et�zce� a to
tak� �e ten napravo bu0ky se zobraz� do druh�ho� ten do t�et�ho � � � a� lev�
vektor �dan� bu0ky� se zobraz� do nulov�ho vektoru �lev� vektor je vlastn�
vektor p��slu+ej�c� vlastn�mu �slu nula��

D�vod� pro je C nalevo a C�� napravo� si lehce vyjasn�te tak� �e je�li �u
sloupec sou�adnic vektoru v basi �et�zc�� je C�u sloupcem sou�adnic v p��
vodn� basi a AC�u je sloupec sou�adnic v p�vodn� basi vektoru p�i�azen�mu
vektoru C�u� Z druh� strany� J�u je vektor p�i�azen� vektoru �u �ob� vyj�d�eno
v basi �et�zc�� a CJ�u je jeho vyj�d�en� v p�vodn� basi� Proto je AC % CJ�

Ur�en� tabulky �et�zc�� Nech+ m� nilpotentn� matice A rozm�r n�
n� Spo�teme si hodnosti mocnin A

h- % n� h� $% h�A�� h� $% h�A��� � � � hk % � ��	����

a tvar tabulky �po�et �et�zc� a jejich d�lky� spo�teme z rovnost�

n� h� % dimK er � �po�et vektor� vespod �et�zc�� ��	���

n� h� % dimK er � �celkov
 po�et vektor� ve � ��dk�ch dole� atd�
��	����

Ur�ovat konkr�tn� vektory lze n�hodn�� Postupujeme�li shora� zvol�me
n�hodn� �nez�visl�� vektory �v�� � � � � �vn� spo�teme �f��v��� � � � ��f��vn� a tyto
vektory dopln�me �n�hodn�� ov�em pozor$ mus� le�et v prostoru K er k��&�
vektory �w�� � � � � �wm ��asto bude m % � �ili ��dn� dopln�n��� Takto postupu�
jeme d�le a nakonec obvykle zjist�me� �e spodn� vektory �et�zc� jsou line�rn�
nez�visl�� �Je nekone�n� m�lo pravd�podobn�� �e budou z�visl�� vyb�rali�li
jsme opravdu n�hodn�� P��eme�li ale sou�adnice vektor� p��li� jednoduch��
m��e se n�m st�t� �e budou z�visl�* pak je t�eba n�kter
���� z vektor� korigo�
vat�� Postup je mo�no libovoln� kombinovat s vyhled�v�n�m �et�zc�  zdola!�



����� BASE Z �ET�ZC% VEKTOR% ���

Samoz�ejm�� fakt� �e volba m��e b
t n�hodn� a v
sledek tedy nejednozna��
n
� zt��� zkou�ej�c�mu mo�nosti kontroly� co� b
v� v
hoda pro zkou�en�ho�

V praxi to jde l�pe� Samoz�ejm�� v p��pad� matic ���� 	�	 a ���
�kter� v�m asi zadaj� jako �kol� je �k�la mo�nost� omezen�� Jordan�v tvar
nilpotentn� �nenulov�� matice �� � mus� m�t tvar�

	 �
	 	

�
� ��	����

matice 	� 	 m� varianty dv��B� 	 � 	
	 	 �
	 	 	

�CA �

�B� 	 � 	
	 	 	
	 	 	

�CA ��	�	��

a mezi maticemi ��� to nen� o moc t����* krom� matic� v nich� oproti dv�ma
p��pad�m z 	� 	 p�id�me dol� a vpravo nulovou ��dku a sloupec� p�ibudou
jen �BBB�

	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �
	 	 	 	

�CCCA �

�BBB�
	 � 	 	
	 	 	 	
	 	 	 �
	 	 	 	

�CCCA � ��	�	��

P��klad� Matice A typu �� � �� m� dimense prostor�

K er i % f�x jAi�x % ��g ��	�	��

rovny dimK er ������� % � �	� ��� ��� �Hodnosti mocnin A jsou dopl�ky do
dvaceti� tj� �	� � �� ��� Potom hledan� tabulka obsahuje sedm �et�zc� o d�l�
k�ch �� �� 	� 	� 	� �� ���BBB�

�v� �v�
f�v� f�v� �w� �w� �w�

f��v� f��v� f �w� f �w� f �w� �x�
f��v� f��v� f��w� f��w� f��w� f�x� �y�

�CCCA � ��	�		�

Vektory �v�� �v� ur��me nam�tkou� �f��v����f��v�� dopln�me n�hodn
mi vektory
�w�� �w�� �w� z K er � atd�

�lohy�
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�� Najd�te Jordanv tvar matice z posledn�ho p��kladu�

�� Zn
te	li strukturu nilpotentn�ho oper
toru A� najd�te strukturu jeho moc	
nin A��A�� atd�

�� Jsou	li nilpotentn� A� B� mus� b�t nilpotentn� AB nebo A0B�

�
	� Jordan�v tvar obecn� matice

Vybaveni dokonalou znalost� struktury nilpotentn�ch oper�tor�� obr�t�me se
nyn� ke studiu struktury libovoln�ho oper�toru f $ V � V�

Definice� Pro element spektra � oper�toru f $ V � V ozna�me

K er i� % f�v j �f � ���!i�v % ��g� ��	�	��

�ekneme� �e � je ��du k �neple+me s obvykle odli�nou hodnotou n�sobnosti
��� pokud

K er ���K er ��� � � ��K er k� % K er k!�
� * ��	�	��

posledn� �len ozna�me K er � a nazv�me ho ko�enov�m podprostorem ��
Pot�ebujeme nyn� pojem direktn�ho sou�tu prostor�$

Definice� �ekneme� �e podprostory V��V�� � � � �Vk � V tvo�� direktn�
rozklad V� jestli�e ka�d
 vektor �v � V lze jednozna�n� napsat ve tvaru

�v %
kX
i��

�vi� kde �vi � Vi� Z�pis$ V %
kM
i��

Vi� ��	�	��

V�ta poprv�� Plat�

V %
M

��spektrum f

K er � ��	�	�

a nav�c f�K er �� � K er �� dimK er � % n�sobnost ��

D�kaz� Nech+ �v � K er �� tzn� ��f � ���k�v % ��� kde k je ��d �� Chceme
nejprve ov��it vztah �f��v� � K er �� Plat� ale

��f � ���k�f��v� % ��f � ���k!��v 0 ���f � ���k�v % ��� ��	�	��



���
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Nyn� pou�ijeme d�le�it� lemma�V % Im ��K er �* nav�c f�K er �� �
K er �� f�Im �� � Im �� kde

Im j
� % f�w % ��f � ���j�v j �v � Vg ��	�	��

a Im � je posledn� �len posloupnosti

Im �
��Im

�
�� � � ��Im k

�  Im k!�
� � ��	����

D�kaz lemmatu� Pi+me f� $% �f � ��� �m��eme si klidn� p�edstavo�
vat� �e � % ��� Je d�le�it� si uv�domit snad nejpou��van�j+� vztah zimn�ho
semestru

dimIm � 0 dimK er � % dimV� ��	����

aby stailo dok�zat� �e Im � � K er � % f��g�
Nech� �v � Im � je nenulov� vektor� Pak �v % �fk� ��u� pro vhodn� �u � V�

Vztah �v � K er � by znamenal� �e �fk!j� ��u� % �� pro vhodn� � � j � k� To

v+ak nen� mo�n�� nebo� Im k
� % Im k!�

� % � � � % Im k!j
� a tedy by ji� platilo

�fk� ��u� % ��� tzn� �v % ���
Zb�v� ov��it invarianci v�i f ' ta je ale z�ejm� ze vztahu

�f��v� % ��f � ����v 0 ��v ��	����

a tak pro �v � Im � resp� K er � je ��f � ����v � Im � resp� K er � a n�sledn�
tak� �f��v� � Im � resp� K er ��

Pokra�ov�n� d�kazu v�ty� V+imn�me si� �e � ji� nepat�� do spektra
z��en�ho oper�toru f $ Im � � Im �***

Podle oper�toru f $ Im � � Im � op�t rozlo��me prostor Im � % Im �� 0
K er �� �zvol�me dal+� prvek spektra ���� kde K er �� je ko�enov� podprostor
�� a Im �� % �f � ����k�Im �� kde k� je ��d �� �snadno nahl�dneme� �e ��dy
�� jsou stejn� pro oper�tor f na V � V jako na K er � � K er ���

Indukc� takto dokon�me �alespo0 v situaci konen� dimense� jde to v+ak
asto i jindy� d�kaz v�ty�

Nyn� aplikujeme v�tu o struktu�e nilpotentn�ho oper�toru na ka�d
 f �
�� $ K er � � K er �� Dost�v�me tento z�v�re�n
 v
sledek�

Jordanova v�ta podruh�� Nech+ f $ V � V je libovoln
 oper�tor�
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Pak existuje base V� v n�� m� f matici tvaru

J %

�BBBB�
J� 	 � � � 	
	 J� � � � 	
���

���
� � �

���
	 	 � � � JN

�CCCCA � ��	��	�

kde jednotliv� bu�ky Ji maj� tvar

Ji %

�BBBBBBBBB�

� � 	 � � � � � � 	
	 � � � � � � � � 	
	 	 � � � � � � � 	
���

���
���

� � � � � �
���

	 	 	 � � � � � � �
	 	 	 � � � � � � �

�CCCCCCCCCA
��	����

���sla � jsou ze spektra f�� Konkr�tn�ji� ka�d� matice A lze zapsat pomoc�
podobn� matice J v
�e uveden
ch vlastnost� jako

A % CJC��� ��	����

kde matice Cm� ve sloupc�ch vlastn� vektory �v ���f�����v % ��� resp� vektory
z �et�zc� ���f � ����v %vektor vlevo od �v��

Motivuj�c� a zatem�uj�c� pozn�mky� Jednou z nejobecn�j��ch ma�
tematick
ch discipl�n je teorie kategori�� jej�m� c�lem je porovn�v�n� for�
malism� jednotliv
ch matematick
ch discipl�n a hled�n� jejich spole�n
ch
rys�� Ani� bychom se nap��klad jakkoli pokou�eli formalisovat podobnost
nap�� mezi teori� kone�n
ch mno�in a zobrazen� na nich na jedn� a LA na
druh� stran�� zkus�me na intuitivn� �rovni vyj�d�it podobnou ideu� jak� se
pou��v� p�i konstrukci Jordanova tvaru� p�i zn�zorn�n� struktury zobrazen�
na mno�in�$ zn�zor�ov�n� prvk� mno�iny jako bod� a zobrazen� jako �ipek
jsme ji� pou��vali u studia permutac� �kdy jsme kreslili cykly permutace��
Obecn� zobrazen� lze zn�zornit obr�zkem� v n�m� lze vybarvit �ern�  n��
vratn�! body y zobrazen�� tj� takov�� pro n�� 
n �x � X fn�x� % y� a hraj�
roli Im �� V konkr�tn�m obr�zku lze podm�nku 
n nahradit podm�nkou jen
 pro n%	! apod� Ty ostatn�� odpov�daj�c� K er �� ponech�me b�l��

N�� nyn�j�� rozklad je op�t invariantn� v��i p�soben� zobrazen� f � alespo�
v tom smyslu� �e bod p�i�azen
 �ern�mu bodu je op�t �ern
�



���
� JORDAN%V TVAR OBECN	 MATICE ���

Podrobn�j�� koment�� k Jordanov� v�t�� P�echod od formulace
v�ty � k formulaci v�ty � �od direktn�ho rozkladu k blokov� matici� je umo��
n�n n�sleduj�c�m obecn
m tvrzen�m� kter� sice pot�ebujeme pro direktn�
rozklad na libovoln
 po�et s��tanc�� ale pro pohodl� zformulujeme pouze
takto$

Tvrzen�� Bu- V % N�R �alternativn� zna�en� pro K er a Im� a f�N � �
N � f�R � � R � Nech+ �v�� � � � � �vn tvo�� basi N a �w�� � � � � �wm tvo�� basi R � Nech+
A je matice f $ N � N a B matice f $ R � R � Pak matice f $ V � V m�
v��i basi �v�� � � � � �vn� �w�� � � � � �wm blokovou matici�

A 	
	 B

�
� ��	����

D�kaz si ka�d�� kdo ji� ovl�dl pojem base a vyjad�ov�n� zobrazen� matic�
�a neek�� �e �pln� ka�dou formulaci za n�ho ud�l� n�kdo jin�� m��e pro�
v�st s�m� Ti� kte�� jsou schopni i samostatn�ho v�b�ru index� �� � � �� mohou
dok�zat i �pot�ebn�� zobecn�n� pro V %

L
� N ��

Nyn� podrobn�ji okomentujeme po�et a d�lku r�zn
ch blok� v Jordanov�
matici ve v�t� �� Bloky odpov�daj�c� dan�mu vlastn�mu ��slu d�vaj� vlastn�
�po ode�ten� ��� Jordan�v tvar nilpotentn�ho oper�toru

�f � ��� $ K er � � K er �� ��	���

D��ve� ne� ukon��me diskusi nalezen� Jordanova tvaru obecn� matice�
je�t� dopl�uj�c� pozn�mky k nilpotentn�m oper�tor�m�

P��klad� M�jme nilpotentn� oper�tor F na R �� zadan
 v n�jak� basi
�vynech�vejme �ipky� fa� b� c� d� e� f� g� h� i� j� kg vztahy ��ipka od t k u zna�
men� F �t� % u�

k � h� g � ��� f � e� d� e� ��� c� b� a� b� ��� i� ��� j � ���
��	����

Je jasn�� �e hledanou tabulkou �et�zc� z v�ty o struktu�e m��e b
t nap��

k � h� g � ��� i� g � ��� j � g � ��� d� e� ���
f � d� ��� a� b� ��� c� a� ���

��	����

K obecn
m diagram�m s netrivi�ln�mi smy�kami se je�t� za chv�li vr�t�me�
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Probl�m� Nech% F je nilpotentn� oper
tor� Charakterisujte v�echny ope	
r
tory� kter� komutuj� s F � Najd�te d
le podm�nku na F � aby fakt komutov
n�
F a G implikoval� �e G je polynom od F �

G %
nX
k�-

akF
k ��	����

��e�en� b� se d� ��ci  oper�tor F m� jedin
 �et�zec!��

Diskuse d�lek a po�tu jednotliv
ch Jordanov
ch bun�k pro obecnou ma�
tici$ n�vod pro praktick� po��t�n� lze shrnout do dvou krok�� z nich� v�m
�ekneme jenom t�i�

�� Najdeme spektrum dan� matice A �p��padn� dan�ho oper�toru� nen��li
tento ji� p��mo zad�n matic� A v n�jak�  p�irozen�! basi��

Pozn�mka�  Naj�t spektrum! je univers�ln� rada pro t�m�� v�e�
chny situace LA� kdy n�s v souvislosti se zadanou �tvercovou matic�
nenapad� nic vhodn�j��ho� Jasn
 kandid�t pro  radu �� �! v  Helpu!
�F�� jak�hokoliv p�edstaviteln�ho software� kter
 by m�l za c�l pro�
cvi�it znalosti LA� V anal
ze by podobn� univers�ln� rada mohla zn�t
 nenapad��li v�s nic rozumn�j��ho� derivujte!�

�� Najdeme dimense prostor�

K er ���K er ��� � � ��K er k� % K er � ��	����

neboli hodnosti matic �A� ���� �A� ����� � � �

	� Najdeme ko�enov
 podprostor K er � a v n�m podrobn� prostudujeme
ji� probran
mi metodami nilpotentn� oper�tor

�A� ��� $ K er � � K er �� ��	����

Pozor�  Nejvy��� vektory �et�zc�! vol�me sice zase t�eba  nam�t�
kou!� ALE SAMOZ�EJM\ V PROSTORU K er i� �nikoliv snad ve V��

P��klad� Na R �- m�jme oper�tor F zadan
 op�t �ipkami

g � f � e� a� b� c� d� e� k � j � i� j� ��	��	�
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�� Spektrum sest�v� z hodnot �ov��te� Nakreslete si cykly dan�ho zobrazen�
a nakoukn�te do �vodu kapitoly o Penroseov� pokryt��

� �� �� �� �� �� � ��� ��� kde � % exp���i���� ��	����

�� Jeliko� je z�ejm�

�g � c�� �f � d�� ��� �i � k�� ��� ��	����

je n�sobnost vlastn�ho ��sla � alespo� t�i� V�t�� ov�em b
ti nem��e�
proto�e m�me je�t� �est dal��ch vlastn�ch ��sel� z nich� jednotka je
alespo� dvojn�sobn� �proto�e jsou dva cykly�

F �i0 j� % i0 j� F �a0 b0 c0 d0 e� % a0 b0 c0 d0 e ��	����

a plat� � 0 � 0 � 0 � 0 � 0 � 0 	 % �� �sou�et n�sobnost���

	� Najdeme je�t� zb
vaj�c� vlastn� vektory

�F 0 ���i � j� % �� vlastn� ��slo ��
�F � �K��a0 �Kb0 ��Kc0 ��Kd0 ��Ke� % �� K % �� �� 	� �

vektory ozna�me v
K � vlastn� ��sla �
K

��	���

Z�v�r� V��i basi

�f�d�� �g�c�� �i�k�� �i0j�� �i�j�� �a0b0c0d0e�� v
 � v
� � v
� � v
� ��	����

m� na�e zobrazen� F matici

J % diag

��
	 �
	 	

�
� �� ����� �� �� �� � ��� ��

�
� ��	����

�Symbol  diag! vytv��� blokovou diagon�ln� matici s uveden
mi prvky na
diagon�le� jinde jsou nuly��

Pozn�mka� V tomto konkr�tn�m p��pad� se mnoh
m nebude zd�t Jor�
dan�v tvar jednodu��� ne� matice v��i basi g� f� e� a� b� c� d� k� j� i$

A %

�BBBBB�
� � � � � � � � � �


� � � � � � � � � �
� 
� � � � � 
� � � �
� � 
� � � � � � � �
� � � 
� � � � � � �
� � � � 
� � � � � �
� � � � � 
� � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � 
� � 
�
� � � � � � � � 
� �

�CCCCCA� ��	����

Jednodu��� je� ale p�esto pou�en�� �e b
v� u�ite�n� zkoumat i jin�  kanonic�
k�! tvary matice� je spr�vn��
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Cyklick� vektor

M�jme line�rn� oper�tor f $ V � V �ne nutn� nilpotentn��� Zkoumejme
vektor �v � V a �et�zec

�v��f��v���f���v�� � � � ��fk��v� ��	����

maxim�ln� mo�n� d�lky� p�i n�� jsou vektory z �ady je�t� nez�visl�� M��e se
n�m st�t� �e takto sestroj�me celou basi V �pro jak�pak nilpotentn� oper
tor
to nastane�� a takov� basi ��k�me cyklick� base prostoru �vzhledem k f� a
f m� v��i basi

�v��f��v�� � � � ��fk��v� matici Q %

�BBBBBB�
	 	 � � � 	 a-
� 	 � � � 	 a�
	 � � � � 	 a�
���

���
� � �

���
���

	 	 � � � � ak

�CCCCCCA � ��	����

kde �fk!���v� % a-�v 0 a��f��v� 0 � � � 0 ak�fk��v�� �Chcete�li m�t jedni�ky nad
diagon�lou� jak jsme zvykl�� napi�te po�ad� prvk� base pozp�tku��

Diskusi pojmu cyklick� vektor je t�eba ch�pat jako alternativn� mo��
nost �paraleln� rozv�jenou� k pojmu Jordanovy bu�ky� Srovnejme vyj�d�en�

A % CJC�� versus A % DQD��� ��	��	�

kde J je Jordanova bu�ka

J %

�BBB�
� � 	 	
	 � � 	
	 	 � �
	 	 	 �

�CCCA � ��	����

� U Jordanova tvaru se velmi snadno po��t� Jn� expJ a tedy i expA� a
bez nam��en�� �Zopakujte��

� U vyj�d�en� v cyklick� basi net�eba zn�t spektrum A� a proto ho do�
poru�uj� b��n� kursy diferenci�ln�ch rovnic �tradi�n� pro p�ev�d�n�
soustavy diferenci�ln�ch rovnic prv�ho ��du na jednu rovnici vy���ho
��du�� Cyklick
 vektor ] n�stroj skute�n
ch �ampion��
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M�sto Jordanov
ch blok� bychom tedy mohli vyjad�ovat oper�tor mati�
c� slo�enou z nilpotentn�ch blok� a z blok� pr�v� popsan
ch� Tento zp�sob
kanonick�ho rozkladu se tedy tak� leckdy pou��v� �nap�� p�i p�ev�d�n� sou�
stavy diferenci�ln�ch rovnic na jednu rovnici vy���ho ��du� a volba mezi n�m
a Jordanov
m tvarem je n�kdy z�le�itost� vkusu�

Cvi�en��

�� Spo�t�te charakteristickou rovnici

� % det�Q� ���� ��	����

Pozn�mka� Pro p��pad oper�toru derivov�n� se tato rovnice na�
z
v� charakteristickou rovnic� rovnice

y)k!�* % aky
)k* 0 � � �0 a-y� ��	����

�� Charakterisujte p��pady� kdy vyj
d�en� �Q� existuje� �V �e�i Jordanova
tvaru� kolik bun�k p��slu�ej�c�ch dan�mu elementu spektra mus� existovat
apod�� Plat� toti�

v�ta� ��� Cyklick
 vektor oper�toru existuje �tzn� existuje ve vhod�
n� basi vyj�d�en� pomoc� matice� maj�c� nenulov� prvky jen t�sn� nad
diagon�lou a v lev�m sloupci� pr�v� tehdy� kdy� pro ka�d
 prvek spekt�
ra existuje pr�v� jedna Jordanova bu�ka�

Pozn�mka� Poznamenali jsme ji�� �e o nalezen� cyklick�ho vekto�
ru je �e� v�dy� p�ev�d�me�li soustavu line�rn�ch diferenci�ln�ch rovnic
prv�ho ��du na jednu line�rn� diferenci�ln� rovnici vy���ho ��du� P�eve�
den� tedy nen� mo�n� zcela v�dycky �jak by se dalo p�i absenci pojmu
Jordanova tvaru v mnoh
ch kursech diferenci�ln�ch rovnic myln� vy�
vozovat�� ���

�
	
 Polynomy a funkce matic

Z funkc� matic lze �ist� line�rn� algebraick
mi prost�edky zkoumat exponen�
ci�lu� ale i polynomy� M�sto rozv�jen� systemati�t�j�� teorie ��matic tak�
jak to d�laj� �etn� knihy o LA� zde uvedeme jeden v
razn
 v
sledek�

Hamilton�Cayleyova v�ta� Nech+ p je charakteristick
 polynom ma�
tice A resp� oper�toru f �zopakujte pojem determinantu oper�toru&�$

p��� % det�A� ��� resp� p��� % det�f � �;��� ��	���
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POTOM PLAT5 p�A� % � resp� p�f� % ;�� ��	����

D�kaz� Vyjdeme z direktn�ho rozkladu �viz obecnou Jordanovu v�tu�

V %
M
i

K er �i � ��	����

V�me� �e p��� %
Q
i��i � ��ni � kde ni % dimK er �i je n�sobnost �i�

Nech� �v � V� Pi+me �v %
P
�vi� kde �vi � K er �i � Jenom�e

�A� �i��
ni�vi % �� �pro��� ��	���

� p�A��vi % �� jeliko� p�A� %
Y
i

��i��A�ni ��	���

� p�A��v % � 
�v � p�A� % �� ��	���

Pro nilpotentn� oper�tory n�m v�ta nic p�ekvapiv�ho nenab�z�� Objasn�te�
Ov��te d
le� �e za ni sta�� dosadit d�lku nejdel��ho �et�zce p��slu�ej�c�mu dan�mu
vlastn�mu ��slu�

Pou�it�� Hamilton�Cayleyovu v�tu m��eme pou��t nap��klad k v
po�tu
mocnin matice� Cht�jme t�eba spo��tat prvn�ch deset mocnin matice A

A %

�B� � �� 
� �� �

�� � �

�CA ��	�	�

Charakteristick
 mnoho�len A je p��� % ��� 0 ��� � ��0 �	

a proto A� % �A� � �A0 �	 a A� % �A� � �A� 0 �	A� ��	���

Do druh�ho vztahu lze dosadit A� z prv�ho� a sta�� tedy spo��tat druhou
mocninu matice A a pak jen s��tat�

P�esto nezapome�te na standardn� zp�sob v
po�tu pomoc� podobn� dia�
gon�ln� matice$

A % C

�B� � 	 	
	 � 0 	i 	
	 	 �� 	i

�CAC�� ��	���

a tak kup��kladu

A�-� % C

�B� � 	 	
	 �� 0 	i��-

� 	
	 	 ��� 	i��-

�

�CAC�� ��	���

�P�i��t�me�li k matici ��slo� m�n�me t�m toto ��slo vyn�soben� jednotkovou matic�	
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Soustavy diferenci�ln�ch rovnic

Vra+me se k �e�en� soustavy line�rn�ch diferenci�ln�ch rovnic s konstantn�mi
koe�cienty typu

?x� % a��x
� 0 � � �0 a�nx

n

���
?xn % an�x

� 0 � � �0 annx
n�

��	��

kr�tce ?�x % A�x� �x % �x�t� � Rn� Jak jsme se ji� zm�nili� �e�en� lze hledat ve
tvaru

�x�t� % exp�tA��c� �c � Rn� ��	���

Pozn�mka� Uk��eme� �e ka�d� �e�en� m� tento tvar� pomoc� Bana�
chovy v�ty o kontrakci� Rovnici ?�x % A�x zap��eme ekvivalentn� ve tvaru
rovnice integr�ln�

�x�t� % �x�t-� 0
Z t
t	
A�x�s�ds� ��	���

Na prostoru v�ech vektorov
ch funkc� �y�� s hodnotami v Rn uva�ujme li�
ne�rn� oper�tor

�y�� �� F ��y���� kde 'F ��y�(�t� % �y�t-� 0
Z t
t	
A�y�s�ds� ��	����

Cvi�en� z anal�zy� Zave�te na tomto prostoru co nejjednodu��� metri	
ku ���m� se stane metrick�m�� aby F bylo kontrakc�� uva�ujeme	li funkce na
n�jak�m mal�m intervalu �t-� t���

Potom m��eme hledat �e�en� rovnice ?�x % A�x jako pevn� bod zobrazen�
F metodou iterac�� Budeme po��tat �yn�� jako F ��yn����� a za�neme s funkc�

�y- % �c� �c � Rn� ��	����

Iterov�n�m n�m vyjde

�y��t� % �c0
Z t
t	
A�c ds % ��0 �t� t-�A��c� ��	����

v dal��m kroku

�y��t� % �c0
Z t
t	
A�y��s� ds % ��0 �t� t-�A0

�t� t-��A�

�&
��c ��	��	�
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a obecn� matematickou indukc�

�ym�t� %
mX
k�-

�t� t-�kAk

k&
�c� ��	����

Z�ejm� tedy hledan
  �xpoint! m� tvar

�y�t� % �exp�t� t-�A��c� ��	����

Spo�teme exponenci�lu� K do�e�en� soustavy rovnic n�m ji� sta��
um�t po��tat exponenci�lu matice� Vyj�d��me matici A v Jordanov� tvaru

tA % C � tJ �C�� ��	����

a jak jsme ji� dokazovali�

exp�tA� % C � exp�tJ� �C��� ��	���

Pot�ebujeme nyn� spo��tat exponenci�lu t�n�sobku matice v Jordanov� tva�
ru� Ta se ale skl�d� z blok� a exponenci�lu spo�teme tak� �e exponenci�ly
jednotliv
ch blok� vypo�teme samostatn� a slo��me je op�t do blokov� ma�
tice�

Posledn�� co mus�me um�t� je tedy v
po�et exponenci�ly t�n�sobku Jor�
danova bloku� nap��

expB� B %

�B� �t t 	
	 �t t
	 	 �t

�CA � ��	����

Ov�em B % �t� 0 tN �kde N je matice s jednotkami nad diagon�lou�� a
jeliko� �t� jako ka�d
 ��seln
 n�sobek jednotkov� matice komutuje se v�emi
maticemi� u�ijeme vztahu

XY % YX %� exp�X0Y� % expX � expY ��	����

�mohli bychom se bez toho obej�t� ale nebylo by to ekonomick�� a exponen�
ci�lu bloku ji� lze ps�t jako

expB % exp��t�
nX
k�-

tkNk

k&
� ��	����
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P��klad exponenci�ly exp tN

exp

�BBB�
	 t 	 	
	 	 t 	
	 	 	 t
	 	 	 	

�CCCA %

�BBB�
� t t��� t���
	 � t t���
	 	 � t
	 	 	 �

�CCCA � ��	����

Nov
m rysem �e�en� ve srovn�n� s diagonalisovatelnou A bude fakt� �e sou�
�adnice ji� nebudou v�dy kombinacemi exp��t�� ale budou moci b
t i kom�
binacemi tk exp��t��

Funkce Jordanovy bu�ky� Nejen exponenci�lu t�n�sobku lze dob�e
spo��tat pro Jordanovy bu�ky� Obecnou funkci f�x� nilpotentn� bu�ky �kte�
rou dosad�me za x� spo�teme podle Taylorova p�edpisu �pro n�zornost jen
pro matici �� ��

f

�BBB�
	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �
	 	 	 	

�CCCA %%

�BBB�
f��� f ���� f �������& f �������	&
	 f��� f ���� f �������&
	 	 f��� f ����
	 	 	 f���

�CCCA � ��	����

Zkontrolujte� �e pro polynomy �sta�� mocniny� a exponenci
lu n
m d
v
 tento
vztah zn
m� p�edpisy�

P��klad na Jordan�v tvar� �e�me homogenn� soustavu line�rn�ch
diferenci�ln�ch rovnic

?x� % ��x� 0 x� 0 �x�

?x� % �x� 0 �x�

?x� % ��x� 0 	x��
��	��	�

V�me ji�� �e obecn� �e�en� m� tvar

�x�t� % �exp tA��c� ��	����

kde �x��c � R �� Jde o to ur�it �exp tA��c�
Najdeme Jordan�v tvar A$ spo�teme vlastn� ��sla �prove�te podrobn�ji�

�� ����� M�me

�A� �� %
�B� �	 � �
�� �� �
�� 	 �

�CA � �A� ��� %

�B� � �� 	
	 	 	
� �� 	

�CA � ��	����
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�A0 �� %

�B� �� � �
�� � �
�� 	 �

�CA � ��	����

Vlastn� vektor p��slu�ej�c� �� je �ov��te�

�v %

�B� �
	
�

�CA ��	���

Z tvar� matic vid�me

dimK er �� % �� dimK er �� % �� dimK er ��� % � ��	����

a V % K er �� � K er ����
V prostoru K er �� �v�ech vektor� se stejn
mi prvn�mi dv�ma sou�adnice�

mi� jeliko� �A� ��� m� vz�jemn� opa�n� prvn� dva sloupce a nulov
 t�et��
vybereme t�eba vektor

�w %

�B� �
�
	

�CA ��	����

Pak je �w� % �A� ���w % ����������T � K er ���

Z�v�r�

�exp tA��v % e�t�v
�exp tA��w� % et �w�

�exp tA��w % exp t�A� � 0 ���w % et��w0 t�w��
��	�����

Libovoln� �e�en� je line�rn� kombinac� zm�n�n
ch

�x�t� % e�t��v 0 et���w� 0 � �w0 �t�w��� ��	�����

kde �� �� � jsou libovoln� konstanty �lze je ur�it� jsou�li zad�ny okrajov�
podm�nky��

Metoda variace konstant a speci�ln� prav� strany

Soustavu n diferenci�ln�ch rovnic prvn�ho ��du �lze modi�kovat i pro rovnice
vy���ho ��du� viz Kop��kova skripta� s nenulovou pravou stranou� napsanou
v maticov�m tvaru

?�x�A�x % �f�t�� �x�t���f �t� � Rn ��	�����
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lze �e�it metodou variace konstant$ Hledejme �e�en� ve tvaru

�x�t� % exp�tA��c�t�� ��	���	�

kde �c je vhodn� vektorov� funkce� Dosazen�m do ��	����� m�me

?�c�t� % exp��tA��f�t�� tedy �c�t� %
Z t
-
exp��sA��f�s�ds0 �c���� ��	�����

Tento integr�l lze snadno spo��tat v p��pad�� kdy �f�t� m� tvar

�f�t� % e�tp�t��f * �f � Rn� ��	�����

kde � je komplexn� ��slo a p je polynom� �To zahrnuje i p��pad prav
ch stran
typu e�tcos ��t0 �� � p�t�� kde �� �� � jsou re�ln�� Vyjasn�te��

Rozlo�me po��te�n� podm�nku �f do Jordanovy base matice A� P�edpo�
kl�dejme tedy u� rovnou� �e �f je prvkem takov�to base� to znamen�� �e

�A� ���k�f % ��� ��	�����

kde � je vhodn� vlastn� ��slo matice A a k je p�irozen� ��slo�
P�edpokl�dejme nejprve� �e � �% �� Pak� ozna��me�li �fj $% �A� ���j�f �

exp��tA��f�t� % exp��t�A� ����e)���*tp�t��f % e)���*tp�t�
kX
j�-

����j�fj
��	����

a primitivn� funkci k sou�inu polynomu a exponenci�ly ji� jist� um�te spo���
tat metodou per partes�

Pravidlo pro zapamatov�n�� Pokud � �% �� tak �e�en� k prav� stran�
typu e�tp�t��f je sumou v
raz� tvaru e�tq�t��fm� kde stupe� q je stejn
 jako
stupe� p a m � k�

Cvi�en�� Modi�kujte pro p��pad� �e � % ��

Na z�v�r je�t� uve-me kr�tkou obecnou informaci na t�ma
Invariantn� podprostory oper�toru�Tak naz
v�me podprostorW

prostoru V� kter� dan
 oper�tor f $ V � V p�en��� do sebe� tzn� f�W � � W �
Vid�li jsme ji� n�kolik zaj�mav
ch p��klad� invariantn�ch podprostor� �do�
konce invariantn�ch rozklad�� p�i diskusi trojrozm�rn
ch isometri�� p�i kon�
strukci Penroseova pokryt�� ned�vno p�i d�kazu obecn� Jordanovy v�ty a
jinde� Plat� n�sleduj�c� jednoduch�



��� KAPITOLA ��� NILPOTENCE� JORDAN%V TVAR

lemma� Pro ka�d� n � dimV existuje invariantn� podprostor oper�toru
f $ V � V� kter
 m� dimensi n�

Cvi�en�� Doka�te to �t�eba jako dsledek invariantn�ho rozkladu na ko�e	
nov� podprostory s pou�it�m v�ty o struktu�e nilpotentn�ho oper
toru� existuj�
v�ak i jin� dkazy��

Pozn�mka� Pojem invariantn�ho podprostoru je d�le�it
 i v nekone�n�
dimensi� kde ov�em situace takto jednoduch� nen� a byly sestrojeny p���
klady �snad pon�kud patologick�� oper�tor� nemaj�c�ch ��dn
 netrivi�ln�
invariantn� podprostor�

D�le�it
 je n�sleduj�c� D�sledek�Ka�d
 oper�tor lze ve vhodn� basi
vyj�d�it troj�heln�kovou matic�� �Pod�vejte se na pozn�mku na stran� ���
Pro jist� t��dy oper�tor� na prostorech se skal�rn�m sou�inem plat� dokonce
siln�j�� v
sledek� tzv� v�ta o spektr�ln�m rozkladu�

D�kaz� Sta�� sestrojit basi �v�� �v�� � � � �vn takovou� aby line�rn� obal ka��
d� k�tice vektor� �v�� � � � � �vk byl invariantn�m podprostorem f �

Neple(te laskav� tuto v�tu s faktem� �e matici lze v�dy p�ev�st

na troj$heln�kov� tvar pomoc� ekvivalentn�ch ��dkov�ch $prav�

Tento d�sledek je�t� pou�ijeme pozd�ji�
Zakon�eme tuto kapitolu dv�ma kontroln�mi �lohami$

Cvi�en�� Jak� je Jordanv tvar exponenci
ly matice A�
�Obdobn
 jako uA� ale s exponenci�lou p�vodn�ch hodnot na diagon�le*

sta�� ov��it pro jednu bu�ku��

Cvi�en�� Na n�jak�m prostoru polynom� kone�n� dimense m�jme dife�
renci�ln� oper�tor �t�eba druh�ho ��du pro konkr�tnost� s polynomi�ln�mi
koe�cienty� Jak
 m��e b
t jeho Jordan�v tvar� �Zde maxim�ln� mo�n
 po�
�et bun�k pro jeden ka�d
 prvek spektra z�vis� na tom� jak� je minimum z
��sel �nez�porn
ch� je�li oper�tor rozumn� de�nov�n&� tvaru

n minus stupe� polynomu� kter
 je koe�cientem u n�t� derivace� ��	�����

pri�em� nabude�li se toto minimum v�cekr�t� je diskuse je�t� jemn�j��� Objas�
n�te a uve-te p��klady t�eba s odkazem na n��e uvedenou sekci Ortogon�ln�
polynomy* speci�ln� charakterisujte oper�tory� jejich� Jordan�v tvar je dia�
gon�ln���



Kapitola ��

Positivn� matice

Zam���me se nyn� na zkoum�n� �re�ln
ch� matic s nez�porn
mi prvky �aij  
��� Takov� matice vznikaj� v nejr�zn�j��ch aplikac�ch �teorie pravd�podob�
nosti� biologie� fysika� ekonomie�* aij maj� v
znam korelace mezi j�t
m vstu�
pem a i�t
m v
stupem a jejich nez�pornost b
v� d�na kontextem �lohy�

Z hlediska �ist� algebraick�ho vypad� asi ot�zka  zkoumejme matice s
nez�porn
mi prvky! nep��li� zaj�mav� " mno�ina t�chto matic netvo�� p��li�
v
raznou algebraickou strukturu� Na druh� stran� lze ��ci leccos zaj�mav�ho
o struktu�e samotn
ch positivnich matic� V�t�ina p��slu�n
ch v
sledk� byla
nejprve z�sk�na v souvislosti s aplikacemi� hlavn� v teorii pravd�podobnosti�
Z�jemci o teorii pravd�podobnosti naleznou v t�to kapitole zjednodu�en�
formulace n�kter
ch z�kladn�ch tvrzen� nap�� z teorie Markovsk
ch proce�
s�� ale i nekone�n� d�liteln
ch pravd�podobnostn�ch rozlo�en�� Brownova
pohybu�� � �Cel� tato kapitola by po expansi mohla b
t jak
msi zakuklen
m
�vodem do teorie pravd�podobnosti� � �

P��klad �� model epidemie� Zkoumejme pr�b�h nemoci s konstantn�
 intensitou naka�livosti! v ide�ln� populaci� kde xz� xn� xi� xd ozna�uje pro�
cento zdrav
ch� nemocn
ch� imunn�ch a mrtv
ch jedinc� populace �jejich
sou�et je jedna� a matice

P %

�BBB�
pzz 	 pzi 	
pnz pnn 	 	
	 pin pii 	
	 pdn 	 �

�CCCA ������

s jednotkov
mi sou�ty ve v�ech sloupc�ch " to lze vyj�d�it rovnost�

��� �� �� ��P % ��� �� �� �� ������

���
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ozna�uje pravd�podobnost zm�ny stavu dan�ho jedince do p���t�ho dne �na�
p�� pin je pravd�podobnost� �e dnes nemocn
 �lov�k bude z�tra imunn�* tri�
vialita prav�ho sloupce souvis� s t�m� �e mrtv� jedinci to ji� maj� spo�ten���
Je�li po��te�n� stav populace d�n vektorem �x� za n dn� bude d�n vektorem
Pn�x* p�i volb� konstanty � v prav�m doln�m rohu ov�em bude pr�b�h nemoci
fat�ln��

P��klad �� v�kov� struktura obyvatelstva� Nech+ zn� n % �� �
a� ��� ozna�uje po�et �en v�ku hn� n0 �� v populaci� Ve stabilisovan� tr�n�
spole�nosti uva�ujme veli�iny pn!�

n� pravd�podobnost p�e�it� o jeden rok a
p-n� pravd�podobnost narozen� dcerky n�let� matce�

V�kov� struktura �ensk� populace v roce N je potom d�na vektorem
PN�z�rok ���

Cvi�en�� Nalezn�te podm�nky na veli�iny pn!�
n a p-n� p�i nich� populace

expanduje resp� vym�r
�

Matice z obou p��klad� byly positivn� �m�ly nez�porn� prvky� a matice
z prv�ho p��kladu byla nav�c stochastick�� m�la jednotkovou sumu v ka��
d�m sloupci�

M�sto  positivn�! bychom m�li p�esn�ji ��kat  nez�porn�!� V aplikac�ch
se v�ak nej�ast�ji setk�v�me se situac�� kdy bu- ji� p��mo prvky zkouman�
matice jsou v�echny ost�e v�t�� ne� nula nebo toto alespo� plat� pro dosta�
te�n� velkou mocnimu dan� matice �a tud�� se syst�m nerozpad� na n�kolik
 vz�jemn� nekomunikuj�c�ch! ��st��� To budeme ml�ky p�edpokl�dat i my
v dal��m zkoum�n�� kter�mu v�ak pro kontrast p�ede�leme jednoduch�

cvi�en�� Nez�porn� matice A je nilpotentn� pr�v� tehdy kdy� neexistuj�
cykly libovoln� d�lky n�� � � � � nk % n� takov�� �e ani�ni
� �% ��

�Je v�bec t�eba p�edpokl�dat nez�pornost matice ���� Pro positivn� ma�
tice �ve smyslu p�edchoz� pozn�mky� plat� n�sleduj�c� d�le�it� tvrzen��

��	� Perron�Frobeniova v�ta

Nech+ A je positivn� matice� Ozna�me symbolem

��A� % max
��spektrum

j�j ����	�

spektr�ln� polom�r A�
Pak ��A� % � pro n�jak� vlastn� kladn� ��slo �� Nav�c� toto  nejv�t��

vlastn� ��slo! je jednoduch�� D�le� pro libovolnou po��te�n� volbu kladn�ho
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vektoru �x plat�
�A���n�x % cx�v 0 zbytek� ������

kde cx je konstanta z�vis�c� na �x� vektor �v je vlastn� vektor p��slu��c� � �tato
v�ta implikuje� �e je jen jeden&� a zbytek m� ��d qn� kde q je pod�l druh�ho
nejv�t��ho ��sla ku ��

Je�li nav�c A stochastick�� je � % �� Vektor �v potom nazveme stacio�
n�rn�m stavem a je cx %

P
xi�

Pozn�mka� Je tedy

An!��x � �An�x� An�x � const �v� ������

Tyto dva vztahy n�m d�vaj� n�vod k p�ibli�n�mu v
po�tu � % ��A� a �v�

Cvi�en�� Pokuste se samostatn� dok
zat n�kter
 z uveden�ch fakt�

N�vod k d�kazu Perron�Frobeniovy v�ty� ���

� D�kaz sta�� prov�st v p��pad�� �e ��A� % �� proto�e vezmeme�li matici
B % ���A����A� plat� ��B� % ��

� Nech+ tedy ��A� % �� Nech+ je d�le A�v % �v� p�edpokl�dejme� �e ne
v�echny slo�ky vi maj� stejn� znam�nko� Pi�me pak �v % �v!� �v�� kde
v!�i % max�vi� ��� Vzhledem k positivnosti prvk� A jsou vektory A�v!

a A�v� tak� positivn�� Zave-me vektor �w

wi % min'�A�v!�i� �A�v��i( ������

a pak lze spat�it� �e vektory �z! a �z� v n�sleduj�c�ch rozpisech jsou
op�t nenegativn��

A�v! % �w0 �z!� A�v� % �w0 �z�� �����

Pak je A��v! 0 �v�� % ��w0�z! 0�z�� na druh� stran� v�ak je A��v! 0
�v�� % A�v 0 �A�v�� a tak �v % �z! � �z�� ale proto�e ka�d� sou�adnice
je nulov� u alespo� jednoho vektoru ze �z! a �z�� mus� b
t �v
 % �z
�

M�li bychom pak A��z! 0�z�� % �z! 0�z�0��w  �� 0 ����z! 0�z�� pro
vhodn� � 
 �� co� je mo�n� pouze v trivi�ln�m p��pad� �v % �� �Jinak
by pak muselo existovat vlastn� ��slo v�t�� ne� jedna��
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� Obdobn
 argument se d� prov�st v obecn�j��m a u�ite�n�j��m p��pad��
kdy m�sto kladnosti v�ech prvk� A p�edpokl�d�me jen jejich nez�por�
nost a kladnost prvk� vhodn� mocniny Ak�

� Nech+ A�v % �v� A�w % �w� Argumenty podobn
mi jako v druh�m bod�
uk��ete jednozna�nost vlastn�ho vektoru� tedy vztah

�v % ��w� ������

� Tedy existuje jedin
 �et�zec p��slu�ej�c� vlastn�mu ��slu jedna� Nav�c je
to v�ak �et�zec jedno�lenn
� proto�e kdyby ��z� �e

�A� ���z % �v� �A� ���v % ��� ������

platilo by tak� �rozn
sobte�

An�z % �A� � 0 ��n�z % �z0 n�v� �������

co� v�ak nen� mo�n�� proto�e posloupnostAn�z m� v�echny slo�ky ome�
zen� �doka�te��� zat�mco f�z0 n�vg je neomezen� �pro nenulov� �v��

Pozn�mka o p�ibli�n�m v�po�tu spektr�ln�ho polom�ru�
Uveden� vztahy

An!��x % �An�x� An�x % const �v� �������

kde A�v % ��v� j�j % ��A�� lze zobecnit pro libovolnou matici �i pro p���
pad� kdy ��A� % j�j s komplexn�m ��* tam v�ak mus�me pracovat s dv�ma
p�ibli�n
mi rovnostmi m�sto jedn���

Formulujte toto zobecn�n� a �ovl
d
te	li ji� dob�e teorii Jordanova tvaru�
doka�te p��slu�n
 tvrzen��

Cvi�en�� Pohyb bludi�t�m� M�jme dvojrozm�rn� kone�n� bludi�t� tzn�
syst�m pokoj� s dve�mi �n�kter� z nich vedou ven� takov
� �e v ka�d�m
pokoji m�me zad�no rozd�len� pravd�podobnosti� ud�vaj�c� s jakou st�ed�
n� �etnost� budeme jednotliv
mi dve�mi z dan�ho pokoje vystupovat pop��
zda z�staneme sed�t na m�st�� �Nap��klad p�edpoklad rovnocennosti v�ech
viditeln
ch dve�� tzn� tot�ln� desorientace putuj�c�ho�� P�edpokl�dejme �e
kter�koliv dve�e funguj� oboustrann� tzn� pou��vaj� li se� tak ob�ma sm�ry
" i kdy� nikoliv nutn� se stejnou �etnost�� �Takov
to p�edpoklad neexisten�
ce past� lze de�novat i obecn�ji� zformulujte�� Potom n�hodn
 �nezemdlen
�
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tud�� st�le se pohybuj�c� ov�em� poutn�k  �asem ur�it� vyleze z bludi�t�!�
Matematisujte �rozm�r matice je d�n po�tem pokoj� plus jedna� zkouma�
n
m vektorem je pravd�podobnost pobytu v r�zn
ch pokoj�ch v dan�m �ase
uplynul�m od vchodu do bludi�t� zvolen
mi dve�mi�� vy�e�te a p��padn� i
odhadn�te st�edn� �as str�ven
 pobytem v bludi�ti pro n�jak
 konkr�tn� la�
byrint� �Chcete�li ov�em podrobn�j�� odhady druh�ho nejv�t��ho vlastn�ho
��sla atp�� d� to dost pr�ce��

O nalezen� �nejv�t��ho� vlastn�ho vektoru

N�sleduj�c� dv� v�ty vznikly p�vodn� v teorii Markovsk
ch proces� a jsou
nyn� zn�my jako podm�nka tzv� detailn� rovnov�hy v knih�ch o nerovnov��n�
statistick� fysice� Tyto v�ty dob�e ilustruj� osud n�kter
ch matematick
ch
tvrzen�� kter� postupn� vznikla odpozorov�n�m z�konitost� v jist
ch speci�l�
n�ch situac�ch� aby po pat�i�n�m zobecn�n� a zjednodu�en� nabyla vzhledu
mal�ho cvi�en� ze sb�rky �loh line�rn� algebry�

V�ta� Je�li stochastick� matice A symetrick�� je vektor

�� %

�BBBB�
�
�
���
�

�CCCCA �������

jej�m vlastn�m vektorem p��slu�n
m nejv�t��mu vlastn�mu ��slu ��

Tato a n�sleduj�c� v�ta nach�zej� d�le�it� aplikace v nerovnov��n� statis�
tick� fysice� Uv�domme si nap��klad� �e p�i zkoum�n� syst�mu o ���� ��stic
�z nich� ka�d� nab
v� t�eba jen dvou r�zn
ch stav� " jako spin nahoru ne�
bo dol� " takto n�jak vypad� t�eba tzv� Ising
v model statistick� fysiky�
pracujeme s kon�gura�n�m prostorem o ��-

��
prvc�ch �kvantov� s line�rn�m

prostorem t�to dimense�� M�me tedy co do �in�n� s maticemi pon�kud vel�
k�ho rozm�ru� � �

N�sleduj�c� v�tu lze ch�pat tak� �pro nez�jemce o statistickou fysiku� jako
cvi�en� na t�mata u�it� Perron�Frobeniovy v�ty� vlastn�ch vektor�� hodnosti�� � �

V�ta� Ozna��me�li symbolem � spektr�ln� polom�r positivn� matice A
�tj� nejv�t�� vlastn� ��slo�� tak plat�

����A�n � D�D�� n��� �����	�
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kdeD�D� jsou vhodn� positivn� diagon�ln� matice a� ozna�uje matici� jej��
v�echny �i nediagon�ln�� prvky jsou �� Nav�c plat�

mX
i��

diid
�i
i % � �m je rozm�r matice A� �������

a p��slu�n
 vlastn� vektor k � je tvaru

�v %

�B� d��
���

dmm

�CA � �������

Je�li A symetrick�� tak D % D� a
Pm
i���d

i
i�
� % � a pro stochastickou A

dost�v�me vztah

d�ii %
�
d
� kde d %

mX
i��

dii� tzn� An � �
d
D�� �������

Kone�n� pro symetrickou stochastickou A m�me rovnost dii % ��
p
m� tzn�

p�edchoz� v�tu�

Nech+ A je stochastick� matice takov�� �e existuje diagon�ln� matice Q
takov�� �e matice AQ je symetrick�� Potom �e�en� A�u % �u je tvaru

�u % const Q

�BBBB�
�
�
���
�

�CCCCA � ������

D�kaz� Prvn� �st si zkuste dok�zat sami s pou�it�m Perron�Frobeniovy
v�ty� Druh� �st plyne z prv� takto&
AQ je symetrick� �� AQ % QAT � z eho�� AnQ % Q�AT �n� a tak je

symetrick� i AnQ�
S pou�it�m prv� �sti m�me �d�ky stochastinosti A� An � P� s diago�

n�ln� P s jednotkovou stopou a �d�ky symetrii AnQ� AnQ � D�D� tedy
D % Q % P� �u % An�u� P��u % const Q��� �� � � � � ��T �

�Uka�te si nap�	 indukc�� AAQ � AQAT � QATAT atd	
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Grupy positivn�ch matic

Za�n�me n�sleduj�c�m cvi�en�m�

Cvi�en�� Charakterisujte matice A takov�� �e exp�tA� je positivn� resp�
stochastick
 matice pro v�echny re
ln� hodnoty parametru t�

Odpov��� Jde o matice� jejich� v�echny prvky mimo diagon�lu jsou
nez�porn� resp� nav�c suma prvk� v ka�d�m sloupci je rovna nule& Abychom
toto nahl�dli� sta�� se pod�vat na p��pad� kdy t� ��

Zaj�m�me�li se speci�ln� o tzv� konvolu�n� matice �viz odstavec duali�
ta grup* jde o matice komutuj�c� s matic�  posunu! v cyklick� grup� Zn %
f�� �� ����� n � �g� tedy p�esn�ji �e�eno v line�rn�m  form�ln�m! obalu t�to
grupy�� m�me tuto odpov�-$ in�nitesim�ln�m gener�torem takov�to konvo�
lu�n� grupy je op�t n�jak� konvoluce� jej�� j�dro je kladn� p�i�teme�li k n�mu
vhodn
 n�sobek  Diracovy delta funkce v nule!& Pro stochastick� konvolu�n�
grupy je nav�c suma jednotliv
ch hodnot j�dra nulov��

Toto je jakousi jednoduchou analogi� tvrzen� o tvaru tzv�  nekone�n� d��
liteln
ch pravd�podobnostn�ch rozlo�en�! z teorie pravd�podobnosti� kde se
zhruba �e�eno dokazuje� �e takov�to pravd�podobnostn� rozlo�en� jsou bu-
gaussovsk� nebo Poissonovsk� " �i jak�si  mix��! t�chto dvou� Prohl�dneme�
li si konvolu�n� j�dro sestrojen� ji� v zimn�m semestru p�i diskusi Vander�
mondovy matice �p�i diskusi n�hrady vy���ch derivac� diferencemi�� vid�me�
�e nem��e b
t kladn� �ani po p�i�ten� vhodn� hodnoty v bod� nula� pro deri�
vace vy���ho ��du ne� dv�� Tak�e n�s moc nep�ekvap�� �e diferen�n� �resp�
diferenci�ln� p�i p�echodu ke spojit�mu p��padu� oper�tory ��du vy���ho ne�
dv� se p�i studiu grup positivn�ch matic nebudou vyskytovat jako�to gener��
tory� To� jak diferen�n� oper�tory ��du nejv
�e dva vedou k Poissonovsk
m
�i " ve vhodn� pojat� limit� " dokonce ke gaussovsk
m m�r�m� jsme ji�
trochu nahl�dli v kapitole exponenci�la matice� P�esn� formulace takov
ch�
to tvrzen� samoz�ejm� vy�aduj� detailn�j�� anal
zu� viz monogra�e z teorie
pravd�podobnosti�

��	� Feynman�v integr�l

Idea  integr�lu p�es v�echny trajektorie! vznikla nejprve v prac�ch
N�Wienera ������	�� buduj�c�ch teorii Brownova pohybu� Jde o zkoum�n�
pologrupy fexp�t2� j t  �g� kde 2 je Laplace�v oper�tor v R � R � apod�
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V tomto p��pad� byla vybudov�na matematicky rigorosn� analogie �vah�
kter� budeme prov�d�t v t�to sekci�

Podobnou ideu rozvinul heuristicky Richard Phillips Feynman pot�� co
ho do reje fysiky op�t vt�hl probl�m� pro� m� tenk
 tal�� rotuj�c� a houpa�
j�c� se ve vzduchu pom�r frekvenc� t�chto dvou pohyb� pr�v� � $ �� a z�skal
tak alternativn� formulaci kvantov� mechaniky� kter� je dnes velmi popu�
l�rn�� Jeho konstrukce analogi� vztah�� je� uvedeme za chv�li� pro oper�tor
�i2 0 U� dosud nena�la matematicky precisn� tvar �vyjma p��padu disku�
tovan�ho n��e v odstavci Feynman�v integr�l a exp�matice�� Za posledn�ch
�� let bylo u�in�no n�kolik pokus�  za�adit tento pojem pln� do matemati�
ky!� Vy�lo i n�kolik p�ehledn
ch �l�nk�� dokonce i knih maj�c�ch ambici�zn�
n�zvy jako  matematicky rigor�zn� teorie Feynmanova integr�lu!* je�t� v�ce
matematik� si na p�edm�tu asi vyl�malo zuby �kter� na�t�st� n�kdy narostly
znovu� a dost bylo asi tak� t�ch� kte�� si na �as mysleli �koneckonc� i jeden
z autor� t�chto skript p�ed mnoha lety� � � �� �e se s probl�mem vyrovnali
t�m� �e dok�zali� �e Feynman�v integr�l  neexistuje!� On skute�n� existu�
je jako  integr�l! �i  m�ra! �ve smyslu mat� teorie m�ry� prakticky pouze
pro grupy kone�n
ch matic �viz n��e� resp� nekone�n
ch positivn�ch matic�
jak specialist� dob�e v�d�� �V�ak je na n�m tak� zalo�ena rozs�hl� ��st sou�
dob� teorie pravd�podobnosti a teorie potenci�lu�� Konkr�tn�� Feynman�v
integr�l vybudovan
 pro rovnici veden� tepla je matematicky zcela v po��d�
ku na rozd�l od rovnice Schr)odingerovy� Rozd�l je d�n kladnost� p��slu�n�ho
 j�dra! exp��x�� v kontrastu s komplexn�m j�drem exp�ix�� pro rovnici
Schr)odingerovu� Rozd�l v matematick
ch pot���ch v t�chto dvou zd�nliv�
analogick
ch situac�ch je tak propastn
� �e vedl po dobu n�kolika desetilet�
matematick� i teoretick� fysiky �viz pozn�mku na t�ma vztahu t�chto dvou
" pon�kud odli�n
ch " zp�sob� naz�r�n� fysiky na konci t�to kapitoly� ke
konstruov�n�  euklidovsk
ch variant!� jak
chsi analogi� skute�n� fysiky za�
lo�en
ch� zjednodu�en� �e�eno� na n�hrad� ��sla i ��slem �� v exponenci�le�
tzn� na n�hrad� Schr)odingerovy rovnice rovnic� veden� tepla� �Tak postupuj�
i fysici� prodlu�uj��li analyticky probl�m do  imagin�rn�ho �asu! resp� do
 euklidovsk�ho �asoprostoru!� kde dostanou v
sledky� kter� p�evedou op�t
do re�ln�ho �asu��

Zd� se v�ak� �e p�istupovat k probl�mu Feynmanova integr�lu jenom
z matematick
ch posic nen� rozumn�� Lep�� je asi objekt intensivn� �neri�
gor�zn�� co se d� d�lat� � � � zkoumat �co� se t�eba v teorii element�rn�ch
��stic vydatn� d�je* tam i v jin
ch oblastech sou�asn� fysiky jsou Feynma�
novy integr�ly skute�n
m pil��em teorie� a t�m vyjasnit jeho po�adovan�
vlastnosti p�ed t�m� ne� se ho n�siln� pokus�me vm�stnat do existuj�c�ch
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matematick
ch struktur �a+ u� to je teorie m�ry �i cokoliv jin�ho�� z nich�
��dn� nemus� b
t adekv�tn�� Pokud je metoda skute�n� u�ite�n�� tak se asi
n�kdy vhodn
 matematick
 formalismus objev� " podobn�� jako se �asem
objevil pro popis delta funkce� oper�torov�ho kalkulu apod� �U� to ale trv�
v p��pad� Feynmanova integr�lu dost dlouho� � � zd� se v�ak� �e vhodn
 for�
malismus je nyn� do zna�n� m�ry p�ipraven v sou�asn�m pojmov�m apar�tu
tzv� clusterov
ch rozvoj� matematick� statistick� fysiky�� A nyn� tedy bl��e
k v�ci$

Feynmanova interpretace kvantov� fysiky se d� zjednodu�en� vylo�it tak�
to$ p�i b��n�m p�echodu od teorie klasick� k teorii kvantov� nahrad�me ve�
li�iny klasick� teorie n�jak
mi oper�tory� vydedukujeme jejich komut�tory
atd� a z�sk�me vzorec pro hamiltoni�n� podle n�ho� se v �ase m�n� stavov

vektor �SchrQdingerovo pojet�� nebo oper�tory �Heisenbergovo pojet���

Skute�nost� �e ��stice u� nem� p�esnou trajektorii �resp� v teorii pole �e
pole nem� p�esn� hodnoty ve v�ech m�stech prostoru a ve v�ech �asech�� lze
spolu s Feynmanem vylo�it tak� �e v�echny mysliteln� trajektorie p�isp�vaj�
k amplitud� pravd�podobnosti �co� je komplexn� ��slo takov�� �e �tve�
rec jeho absolutn� hodnoty n�m d�v� pravd�podobnost nebo jej� hustotu�
�initelem

exp�
iS

@h
�� �������

kde S je ��inek ��asov
 integr�l z lagran�i�nu� a @h je Planckova konstanta�
Skute�nost� �e limitn�m p��padem kvantov� teorie je klasick
 pohyb po kon�
kr�tn� trajektorii� te- vysv�tl�me tak� �e v tomto p��pad� se f�ze S�@h rychle
m�n� a p��sp�vky �komplexn� jednotky� se s velkou p�esnost� ru�� s v
jim�
kou trajektori� v bl�zkosti klasick�� kter� spl�uje �S % �� a proto p�isp�v�
nejv�t��m d�lem�

Feynman vtipn� aplikoval sv� integr�ly na kvantovou teorii pole* integ�
roval tedy p�es v�echny mo�n� hodnoty pole a z�skal pravidla pro v
po�et
element� S�matice� �z n�� se daj� spo��tat ��inn� pr��ezy r�zn
ch rozptylo�
v
ch proces��� Amplitudy �elementy S�matice� se z�skaj� sumac� p�es r�zn�
Feynmanovy diagramy� To jsou ty obr�zky� kde nap�� jeden ze dvou vstu�
puj�c�ch elektron�  vy�le! virtu�ln� foton� kter
 druh
 z nich  pohlt�!� a t�m
modelujeme interakci mezi elektrony �k amplitud� p�isp�vaj� i slo�it�j�� pro�
cesy� kde se nap�� virtu�ln� foton zm�n� na moment na elektron�positronov

p�r��

Nav�c� Feynmanovy diagramy jdou pozm�nit na p��pad� kdy element�rn�

�P�smeno !S" poch�z� od n�meck�ho !Streung" nebo anglick�ho !scattering"	
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stavebn� objekty nejsou bodov� ��stice� ale struny tak� �e z�skaj� tvar spoju�
j�c�ch se a rozpojuj�c�ch  trubek! �nap��  kalhot!�� a lze z�sk�vat i amplitu�
dy pro teorie string�� Jestli�e u  bodov
ch! diagram� ji� diagramy s jedn�m
rozd�len�m fotonu na elektron�positronov
 p�r �diagram polarisace vakua�
d�valy nekone�n
 p��sp�vek� ze kter�ho se z�sk�v� kone�n� hodnota ur�itou
regularisac� �p�i�azov�n�m kone�n
ch hodnot diverguj�c�m integr�l�m�� n��
kter� �super�stringov� teorie vych�zej� zcela kone�n��

V pr�b�hu let se objevily i jin� zp�soby �ne� jsou integr�ly po trajek�
tori�ch�� jak odvodit Feynmanovy diagramy �nap�� Freemana Dysona�� ale
 path�integr�ly! z�st�vaj� nejobl�ben�j��mi�

Pod�v�me se nyn� na nejjednodu��� p��klady�

N�soben� mnoha matic alias Feynman�v integr�l

��� Sou�in � matic rozm�ru n� n A�B� � � � �Z m�� jak zn�mo� elementy

^i
�

j� %
X

)a�b�����y*

ai
�

ab
a
bc
b
c � � � � � zyj� � �������

kde suma je p�es v�echny trajektorie� �ili uspo��dan� p�tadvacetice index�
�a� b� � � � � y�� ���

Exponenci�la matice a Feynman�v integr�l

���� Pou�ijeme vztah

exp tA % �exp
tA

N
�N % lim

N��
��0

tA

N
�N � �������

V dal��m si p�edstavujme interval h�� ti rozd�len na N stejn
ch d�l� d�l�c�mi
body tm % mt�N � m % �� �� � � � � N �
Trajektori� nazv�me libovolnou posloupnost�

y % �y���� y���� � � � � y�N�� s hodnotami v f�� �� � � � � ng� �������

kde n� n je rozm�r matice A�
Je�li �x � Rn vektor� m��eme vektor �z $% �exp tA��x napsat jako limitu

v
raz� tvaru �v dal��m p��eme indexy matice neodsazeny t�sn� nad sebou�
z estetick
ch d�vod�* horn� index m� b
t v�ce vlevo�

�z % ��0
tA

N
�N�x a tedy �������

�Pod y�m� m�n�me tot��� co y�tm�	
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zj)N* %
X

y1y)N*�j

N��Y
i�-

��0
tA

N
�y)i!�*
y)i* xy)-*� �����	�

Pi�meA ve tvaru A % U0� s diagon�ln� matic�U a s matic�� s nulov
mi
diagon�ln�mi prvky� Pak je

N��Y
i�-

��0
t

N
U0

t

N
��y)i!�*

y)i* % �������

%
Y

i1y)i!�*�y)i*

��0
t

N
U�y)i!�*

y)i*

Y
i1y)i!�*��y)i*

��0
t

N
��y)i!�*

y)i* � �������

co� je p�ibli�n� �v limit� N �� p�esn�� rovno� s ozna�en�m U�y� % Uyy

exp

�� t

N

X
i1y)i!�*�y)i*

U�y�i��

�A� t

N

�s Y
i1y)i!�* ��y)i*

2y)i!�*
y)i*� �������

kde s je po�et  skok�! �y�i0 �� �% y�i�� trajektorie y �kon��c� v bod� j��
>hrnem �vztah je p�esn
 pro N ��� pak s! N�

zj %
X
y

P �y� exp
�Z t

-
U�y�u��du

�
xy)-*� �""� ������

kde v�ha P �y� � Feynmanova m�ra! p�es y* y�t� % j� je d�na v
razem

P �y� %
�
t

N

�s N��Y
i�-

2y)i!�*
y)i*� �������

V
raz �__� naz
v�me Feynmanov�m integr�lem funkce

y �� exp
Z t
-
U�y�u��du � xy)-* �������

pod�l v�hy P �
S pou�it�m pojmu m�ry �viz kursy anal
zy� lze vzorci �__� d�t zcela

p�esn
 smysl pro jakoukoli matici A i pro N � �� �D� to ov�em jistou
pr�ci� Pro znalce$ P m� charakter Poissonova pole na prostoru po ��stech
konstantn�ch trajektori���

Cvi�en�� Vyjasn�te �&&� pro p��pad oper
toru

�A�f�n % fn!� 0 fn�� 0 U�n�fn� ����	��
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Formule �__�� �asto naz
van� Feynman�Kacova� d�v� �e�en� po��te�n�
�lohy

?�z % A�z� �z��� % �x � Rn� ����	��

Okrajovou �lohou �term�n z teorie diferenci�ln�ch rovnic� rozum�me nale�
zen� �e�en� ?�z % A�z za podm�nky� �e hodnota n�kter
ch slo�ek �z je p�edeps�na
pro ka�d
 �as t �p��padn� jen pro n�kter� �asy��

P��klad pro A % �$ na m���ce � � � bod� mohou tvo�it hrani�n� body
dvacet okrajov
ch index��

Hled�me�li �e�en� na intervalu t � ht-��i� pak obvykle zad�v�me tak�
po��te�n� podm�nku �z�t-�� �Je�li zk v dan�m �ase t zad�no jako okrajov�
podm�nka� tak platnost vztahu ?�z % A�z suspendujeme �do�asn� ru��me� po
dobu platnosti okrajov� podm�nky pro zk��

Pro ka�dou trajektorii ozna�me symbolem � posledn� okam�ik t� pro n��
je y�t� z mno�iny� kde je p�edeps�na okrajov� hodnota v dan�m �ase t� Potom
m�sto �__� m�me formuli �;y je �sek trajektorie od � k t�

zj %
P
y P �;y� exp

�R t
� U�y�u��du


zy)�* 0 �" " "�

0
P
y1��t	 P �y� exp

�R t
t	
U�y�u��du


xt	

����	��

kde P �;y� %
�
t

N

�s tY
tm�t

2y)tm
�*
y)tm* � ����		�

Pozn�mka� Formuli �___� lze d�le zobecnit� de�nujeme�li operaci ;y
�useknut� trajektorie od t- do �� pro libovolnou veli�inu � de�novanou ne�
jen jako  okam�ik posledn�ho pobytu trajektorie! v n�jak� zadan� mno�in��
kter� se m��e m�nit s �asem� ale obecn�ji jako  okam�ik prvn�ho objeven�
se ur�it� ud�losti formulovan� pouze v term�nech dal�� budoucnosti trajek�
torie!� Takov�to veli�iny se naz
vaj� hitting time nebo stopping time
�co� m� smysl� pokud se d�v�me na trajektorii sm�rem do minulosti��

Cvi�en�� Doka�te �&&&� i v p��pad�� �e � je libovoln� hitting time� �Vyu�ijte
multiplikativity exp

R t
t	

% exp
R �
t	
exp

R t
� a P �y� % P �7y�P �;y�� kde 7y resp� ;y je

�sek y do resp� po �asu � ��

Jednodu��� p��klad s ideou Feynmanova integr�lu�
Hledejme funkci f na oblasti ` � R �� spl�uj�c� rovnici

2f % �� ����	��
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kde 2 % ����x� 0 ����y� je �dvourozm�rn
� laplaci�n� kter� nav�c spl�uje
okrajovou podm�nku f % g na hranici �` dan� oblasti� Interpretujme �kol
t�eba jako hled�n� stacion�rn�ho rozlo�en� teploty v aut� �nep�edpokl�d�me
ov�em proud�n� vzduchu� p�edstavte si t�eba auto napln�n�m p�skem� p�i
zadan� teplot� r�zn
ch m�st na karos�rii�

Probl�m diskretisujeme �a snad nediskreditujeme�$ m�sto ` � R � vezme�
me kone�nou podmno�inu ` m���e Z�* n�kter� body prohl�s�me za hrani�n�
��`� a p�edep��eme na nich okrajovou podm�nku g� �Tento p�edpis se ne�
bude v uva�ovan�m nejjednodu���m p��pad� s �asem m�nit�� M�sto b��n�
diskretisovan� verse laplaci�nu

�2f�"x %
�
�
�f"x!"e� 0 f"x�"e� 0 f"x!"e� 0 f"x�"e� � �f"x� ����	��

pracujme s oper�torem pr�m�ru p�es sousedy P % � 02 �posledn� �len 2

mu chyb�* �Pf�
"h pro hrani�n� body de�nujme jako konstantu g

"h� a chceme
tedy vy�e�it rovnici P�f % �f p�i podm�nce f % g na �`� tzn� naj�t vlastn�
vektor p��slu�ej�c� nejv�t��mu vlastn�mu ��slu jedna stochastick� matice P *
tato interpretace n�s v�ak u� nyn� tolik nezaj�m��

Dosazujme do prav� strany de�nice P

�Pf�"x %
�
�
�f"x!"e� 0 f"x�"e� 0 f"x!"e� 0 f"x�"e�� ����	��

za f v
raz Pf �maj� se rovnat�� n�zorn� �e�eno  nechme teplo st�n p�sobit

na auto� dokud nedojde k rovnov�ze!� a� naraz�me na �`� �To znamen�� f
"h

pro �h � �` u� nerozepisujme� ale nahra-ne okrajovou podm�nkou g
"h��

Z�sk�me vztah �p�ipome�me� �e � ozna�uje okam�ik dosa�en� st�ny�

f"x %
X
y

g�y����
�
��
� ����	�

kde sumace je p�es v�echny  n�hodn� proch�zky! po Z�� startuj�c� v �x a
kon��c� okam�ikem dosa�en� �`�

��k�te  tolik pr�ce a ��dn
 v
sledek!� Nem�te zas tak pravdu� Alespo�
je ze vzorce vid�t� �e v�ce ovliv�uj�  teplotu v bod� x! trajektorie kr�tk� �a
tedy tak� body bl�zk��� z �eho� plyne pou�en�� �e kdy� se chceme oh��t� je
lep�� b
ti k topen� bl��e ne� d�le�

Co v�ce� uv���me�li� �e dostate�n� jemn� m���ka je dobrou aproximac�
kontinua� pochop�me� pro� plat� v�ta� �e hodnota funkce f ve st�edu koule�
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uvnit� kter� m� f nulov
 laplaci�n� je rovna ust�edn�n� p�es povrch�

f���� %
�

��r�

Z
k"ak�r

f��a� jdSj � ����	��

Z integr�lu po trajektoric�ch je z�ejm�� �e f���� je kombinac� �v��en
m pr��
m�rem� hodnot f na povrchu a cit pro symetrii n�m napov�� �e pro p��pad
st�edu koule budou v�echny body povrchu vystupovat se stejnou vahou�
�V anal
ze se tvrzen� dokazuje ve v�t� o t�ech potenci�lech��

Pozn�mka� Posledn� vztah pro f�x� je velmi speci�ln�m p��padem �___��
nav�c pro p��pad  diskr�tn�ho �asu!� kdy m�sto grupy fexp t2g� t � R � m�me
posloupnost oper�tor� P� P �� P �� P �� � � �

Feynman�v integr�l v kvantov� teorii pole

Uk��eme si �loso�i p�eveden� integr�lu po trajektori�ch na integr�l oby�ejn

�n�kolikarozm�rn
�� Jako p��klad si nevyp�j��me obvyklou �bodovou� teorii
pole� n
br� teorii strun� V
po�ty� kter� nazna��me� se prov�d�j� p�i v
po�tu
rozptylov
ch amplitud v teori�ch bosonov
ch �neobsahuj�c�ch antikomutuj�c�
prom�nn�� uzav�en
ch strun �z topologick�ho hlediska kru�nice��

Pro danou funkci J komplexn� prom�nn� z % x 0 iy �kterou budeme
poj�mat jako parametrisaci sf�ry prom�tnut� ze severn�ho p�lu do roviny
rovnob��n� s rovn�kem� cht�jme spo��tat Feynman�v integr�l p�es v�echny
funkce X prom�nn� z z exponenci�ly jak�hosi integr�lu$

IJ %
Z
DX�z� exp

�Z
dx dy

h
��rX�� 0 iJ�z�X�z�

i�
� ����	��

kde �rX�� % ����x�X��� 0 ����y�X���� Metoda dopln�n� na �tverec n�m
te- pom��e tak� �e provedeme vhodnou� substituci X�z� % X ��z� 0M�z�
�posunut��� ��m� z�stane nezm�n�na m�ra integrace DX % DX �� proto�e jde
o jak
si  sou�in diferenci�l� funkce X ve v�ech bodech roviny!� T�m se n�m
exponent uprav� �u��v�me nov
 symbol pro �tverec gradientu� �� je derivace
podle x nebo y�

� ��X��X 0 iJX % ���X ���X � � ���M��X
� � ��M��M 0 iJ�X � 0M�

�������
a vid�me� �e kdy� uprav�me per partes jeden �len

� ���M��X
� % �����X��M� 0 �X2M� �������

�Nic se ned�je� bude�li M komplexn�% funkce exp�z� je holomorfn�	
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vy�krtneme podle Gaussovy v�ty prvn� �len prav� strany� kter
 nep�isp�v�
d�ky spojitosti X v nekone�nu� a zvol�me M�z� natolik vhodn�� aby bylo
J�z� % �i2M�z�� vyru�� se n�m kombinovan� �leny JX � a v exponenci�le
bude jen

� ��X
���X � � ��M��M 0 iJM �������

a kdy� p�ep��eme exponenci�lu sou�tu jako sou�in exponenci�l� m��eme dru�
hou z nich vytknout p�ed Feynman�v integr�l a v
sledkem tedy je �od �lenu
��M��M jsme op�t ode�etli tot�ln� divergenci�

IJ % exp
Z
dx dy

i

�
JM � IJ�-� �����	�

proto�e to co v dr�hov�m integr�lu zbylo �po p�ejmenov�n� integra�n� pro�
m�nn� funkce X � � X� je pr�v� IJ�-� o n�m� t�eba ji� v�me� �e je roven
jedn�� � � ����

O vztahu matematick� a teoretick� fysiky

�ten��i mo�n� zat�m tyto pojmy spl
valy� Tyto pojmy v�ak odpov�daj� dv��
ma odli�n
m �rovn�m zkoum�n�$ spojuje je samoz�ejm� pou��v�n� matema�
tiky jako z�kladn�ho prost�edku� li�� se v�ak v �rovni rigor�znosti� Zat�mco
matematick� fysika p�ipou�t� jen zcela rigor�zn� pou�it� matematick
ch pro�
st�edk� " v�etn� stylu vyjad�ov�n� v�ta,d�kaz* co� ov�em nevylu�uje i zde
ob�asnou  volnost!� spojenou t�eba s vynech�n�m precisn�ho d�kazu �po�
kud je ov�em z�ejm�� �e jej lze vytvo�it&�� teoretick� fysika se nesvazuje v�dy
t�mto �n�kdy opravdu velmi destruktivn�m� omezen�m�

V�ce elegantn�ch  kouzel!� ale i z�sadn�ch objev�� za n�� se d�v� nap���
klad Nobelova cena� je v teoretick� fysice� Vztah teoretick
ch fysik� k ma�
tematick� fysice b
v� n�kdy trochu arogantn� respektive hrani�� a� s nech��
pavost� typu  pro� se je�t� hrabete v probl�mech� kter� jsou p�ece u� t�icet
let vy�e�eny�! Jen ob�as mohou matemati�t� fysikov� kontrovat  ano� ale
�patn� vy�e�eny* spr�vn� odpov�- je toti� �pln� jin�!� �ast�ji jen potvrzu�
j� podrobn
m matematick
m zkoum�n�m to� co jejich teoreti�t� p�edch�dci
 uh�dli! d��ve�

Takto dramaticky se ov�em rozd�l mezi matematickou a teoretickou fy�
sikou jev� jen v n�kter
ch parti�ch fysiky� hlavn� v probl�mech s  nekone��
n� stupni volnosti!� jako je statistick� fysika� teorie pole a teorie pevn
ch
l�tek �a Feynman�v integr�l�� V jin
ch oblastech fysiky� zvl��t� tam� kde
geometrie je hlavn�m matematick
m n�strojem� b
v� rozd�l m�n� v
razn

a� ��dn
�
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Cvi�en�� �Dopln�k k Jordanovu tvaru���

Nech+ f $ V � V je nilpotentn� oper�tor s jedn�m �et�zcem$ �v- % ���
�vi % �f��vi!��� i % �� �� � � � n��� �Zobecn�n� n��e proveden
ch �vah na obecn

i nenilpotentn� oper�tor je mo�n�� Promyslete si jej�� Vezm�me n�jak
 jin

oper�tor 1f m�lo se li��c� od f �jinak �vahy n��e ztr�cej� zaj�mavost� a pi�me
jeho charakteristickou rovnici ve tvaru P �x� %

Qn
i���x � �i�� kde �i jsou

prvky spektra 1f � Vezm�me n�jak
 nov
 po��te�n� vektor �w % �wn � V a
sestrojme �et�zec �mus� b
t �w- % ��* od�vodn�te&�

f�wi % 1f��wi!��� �i!��wi!�� i % �� � � � � � n� �g�
Jde�li o basi V �obvykle tomu tak bude� vol�me�li �w nam�tkou* zformulujte
podm�nku na basi p�esn�&�� m� pak 1f v��i n� matici�BBBB�

�� �
�� �

� � � �
�n

�CCCCA
V�imn�te si� �e tato matice obsahuje n parametr�� �na rozd�l od Jordano�
vy bu�ky� kter� obsahuje jen jeden�� tak jako v p��pad� diagonalisovateln�
matice�

D�le�itost takov�hoto vyj�d�en� je v tom� �e nem�n� sv�j tvar v limit�
1f � f � T�m se odstran� asi nejhor�� vada na kr�se konstrukce Jordanovy
base* toti� jej� skokov� se m�n�c� tvar v okam�ic�ch� kdy oper�tor p�est�v�
b
t diagonalisovateln
�

Toto je d�le�it� t�eba p�i �e�en� diferenci�ln�ch rovnic �zde u� se pohy�
bujeme obvykle v nekone�n� dimensi� kde je t�eba v�t�inou vhodn� m�nit i
po��te�n� vektor �w� tak aspo� n�znakem�$ Vezmeme v t��d� diferenci�ln�ch
oper�tor� �� ��du s konstantn�mi koe�cienty n�jak
 oper�tor D s dvojn�sob�
n�m vlastn�m ��slem �� Nech+ 1D je mal� perturbace D s vlastn�mi funkcemi
exp�1�x�� exp��1� 0 ��x�� Pak je ur�it� rozumn�j�� m�sto uveden
ch� skoro
stejn
ch funkc� br�t do Jordanovy base t�eba dvojici

�w % �w� %
exp��1�0 ��x�� exp�1�x�

�
� x exp��x�

a
�w� % 1D�w� � �1�0 ���w� � exp��x�

Tato base se m�n� spojit� i v bod� degenerace 1D % D�
�Pro u�et�en� m�sta umis&ujeme zde	 Spo�t�te detailn��



Kapitola ��

Dualita

Dualita je jev� na kter
 naraz�me v mnoh
ch oblastech v�dy a lidsk� �innosti$
v historii �v Rakousko�Uhersku�� v� � �

V t�to kapitole se pokus�me vylo�it podstatu n�kter
ch v
znam� tohoto
slova�

��	� Du�ln� grupa

Definice� ��kejme charakter grupy �budeme mluvit jen o Abelov
ch�
ka�d�mu jej�mu homomor�smu do U�� multiplikativn� grupy komplexn�ch
jednotek� Du�ln� grupou pak nazveme mno�inu charakter� s operac� n��
soben�$

��� � ����a� % ���a� � ���a�� ������

M��ete ov��it� �e du�ln� grupa k �R �0� je op�t ona �isomorfn� j��� du�ln�
grupa k �Z�0� je U� a naopak� du�ln� grupa k Zn je zase isomorfn� Zn*
v�echny charaktery maj� tvar

x � Zn �� exp���ikx�n� $% �k�x� pro k � f�� �� � � � � n� �g� ������

Po chv�li my�len� uv���te� �e charaktery direktn�ho sou�inu cyklick
ch grup
jsou pr�v� sou�iny charakter� t�chto grup� a budete tak um�t naj�t du�ln�
grupu k libovoln� Abelov� grup� podle pozn�mky na stran� 	�� To se v�m
bude hodit pozd�ji v anal
ze p�i zkoum�n� Fourierov
ch �ad a transformac�
v�ce prom�nn
ch�

��
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Lze tak� de�novat skal�rn� sou�in komplexn�ch funkc� na grup� �N je
po�et prvk� neboli ��d grupy�

b��F� �G� %
�
N

X
g�G

F �g�G�g� ����	�

�pozn�$ pro Lieovy grupy lze nahradit integrac�  podle rovnom�rn� m�ry!�
tzn� s vhodnou v�hou takovou� aby na integr�l nem�la vliv substituce g ��
g- � g��

Cvi�en�� Doka�te� �e v�echny charaktery cyklick� grupy �ale i obecn� ko	
ne�n� Abelovy grupy� viz v�tu o struktu�e Abelov�ch kone�n�ch grup� tvo��
ortogon
ln� basi prostoru komplexn�ch funkc� na t�to grup��

��	� Du�ln� grafy a t�lesa

Mluvit v kombinatorice o polyedrech a rovinn
ch grafech je prakticky tot���
M�me�li rovinn
 graf� p�edstav�me si ho nalepen na kouli a hran�m grafu
budou  po narovn�n�! odpov�dat hrany polyedru�

Cvi�en�� Identi�kujte polyedry� jejich� grafy vid�te na obr
zku� Nakreslete
odpov�daj�c� graf i pro t�icetist�n ze strany ����

��� Nakresl�me�li si �kombinatorick�� grafy Plat�nov
ch t�les �neboli na�
kresl�me�li bod za ka�d
 vrchol t�lesa a pospojujeme�li body t�ch vrchol��
kter� jsou spojeny hranou� a jinou barvou vyzna��me do plo�ek te�ky �i do
nekone�n� plo�ky okol�� odpov�daj�c� spodn� st�n�� d�me jednu� a pospojuje�
me ty te�ky� plo�ky kter
ch soused� stranou �nesta�� vrcholem�� z�sk�me tak
du�ln� grafy k p�vodn�m� Zopakujeme�li operaci znovu� z�sk�me v
choz�
graf�
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Graf �ty�st�nu je samodu�ln�� krychle je du�ln� k osmist�nu �a naopak�
a dvan�ctist�n je du�ln� k dvacetist�nu �a obr�cen���

Hrub
 popis ��k�� �e t�leso m� tolik vrchol�� kolik m� jeho du�l st�n�
Nav�c du�ln� t�lesa maj� stejn
 po�et hran�

Kreslen� graf� v�ak nen� jedin
 zp�sob� kterak z�sk�vat du�ln� t�lesa�
M�jme obrazec v rovin� nebo t�leso v prostoru� p�esn�ji �e�eno n�jakou
konvexn� mno�inu bod� M � uvnit� kter� le�� po��tek sou�adnic� Du�ln�
mno�inu bod
 M � pak de�nujme jako�

M � % f�x j 
�y �M b��x� �y� � �g ������

Pokud lze z�skat M jako konvexn� obal n�jak� men�� podmno�iny P � tj�

M % f�x j�x %
nX
i��

�xi�
i� �xi � P�

nX
i��

�i % �g� ������

sta�� text 
�y �M nahradit 
�y � P �

Du�ln� normy

Definice� Nech+ k� � �k je norma na line�rn�m prostoru V� tj� plat�

k�v 0 �wk � k�vk0 k�wk � k��vk % j�j k�vk ������

a norma nenulov�ho vektoru je kladn�� Potom du�ln� normou �na du�ln�m
prostoru* viz odstavec du�ln� prostory n��e� zat�m si p�edstavujte euklidovsk

prostor a v���v� ch�pejte jako b��v� �v��� rozum�me normu���v���� % sup

"v�V�k"vk�

��v���v��� � �����

Doka�te� �e jde o normu�

P��klad� Nech+ K je konvexn� �jinak by neplatila troj�heln�kov� nerov�
nost pro normu za okam�ik de�novanou� t�leso st�edov� symetrick� podle
po��tku v Rn� Pak

k�vkK % inf
��R

fj�j j �v � �Kg ������

�Vedeni pragmatick
mi z�jmy zat�m umis&ujeme du�ln� t�leso do t�ho� prostoru ,
proto�e v n�m m�me skal�rn� sou�in, a nikoli do prostoru du�ln�ho� co� by m�lo hlub��
logiku	
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je norma na Rn� �Norma nab
v� jednotky na povrchu K� je tedy pom�rem
d�lky dan�ho vektoru a d�lky vektoru s n�m rovnob��n�ho� kter
 ukazuje na
povrch K�� P��klady K jsou krychle� osmist�n� dvan�ctist�n a dvacetist�n� a
p�ipust�me�li i centr�ln� nesymetrick� t�lesa� tak i �ty�st�n� Du�ln� t�leso
ke K pak lze de�novat jako

K � $% f�x � Rn j k�xk� � �g� ������

Doka�te� �e du
ln� norma k du
ln� je zase pvodn�� Doka�te� �e du
ln� t�lesa
podle posledn� de�nice se shoduj� s d��ve zaveden�mi�

��	
 Dualita v geometrii

Asi jste u� n�kde� sly�eli� �e existuje princip� podle n�ho� ka�dou pravdivou
v�tu o geometrii lze modi�kovat tak� �e tato modi�kace bude tak� pravdiv��
a z�sk�me ji tak� �e nahrad�me slovo  bod! slovem  rovina! �v�dy dopl�te
 a naopak!�� slovo p��mka ponech�me beze zm�ny� fr�zi  body le�� na p��m�
ce! fr�z�  roviny se prot�naj� v p��mce!�  pr�se��k t�� rovin! vym�n�me za
 rovina� na n�� le�� t�i body! atd�

V p��pad� rovinn� geometrie vym�n�me slova  bod! a  p��mka!� pojmy
 pr�se��k p��mek! a  spojnice bod�!� fr�ze  t�i p��mky se prot�naj� v jednom
bod�! a  t�i body le�� na p��mce! atd�

Abychom byli konkr�tn�� lze p�i�adit bodu� p��mce nebo rovin��� jednotn�
mno�in� bod� M � n�sleduj�c� mno�inu M �� to jest rovinu� p��mku nebo bod

M � % f�x j 
�y �M b��x� �y� % �g� �������

�Doka�te� �e jde opravdu o rovinu� p��mku nebo bod a �e du
ln� objekt k du
l	
n�mu objetku je pvodn� objekt��

V dal��m textu mluvme o rovinn� geometrii� Schopnosti principu by byly
slab�� pokud bychom si nev�imli nap��klad skute�nosti� �e mno�ina du�ln�ch
p��mek� k bod�m n�jak� ku�elose�ky obsahuje pr�v� te�ny n�jak� �dal���
ku�elose�ky �a naopak�� �Doka�te��

Te- ji� lze uk�zat vztah mezi Pascalovou a Brian�elovou v�tou�

�Inspirac� k t�to sekci byla p�edn��ka Petra Vop�nky Z�klady matematick�ho my�len�	
�V p��pad� rovinn� geometrie p�i�azujeme bodu p��mku a naopak	
�/�k� se j� p��mkov� ku	elose
ka na rozd�l od oby�ejn� bodov�	 Skute�nost� �e

v trojrozm�rn�m prostoru jsou t�eba �ty�i re�ln� ��sla na nen�siln� ur�en� p��mky� byl
jedn�m z historick
ch impuls� ke zkoum�n� v�cerozm�rn
ch prostor�	
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Pascalova v�ta tvrd�� �e pokud vybereme na ku�elose�ce n�jak
ch �est
bod� �� �� 	� �� � ��� 	� a body A�B�C z�sk�me jako pr�se��ky

A % �	� � ��	� B % 	�� � 	��� C % ��� � ���� �������

kde nap�� �	� znamen� p��mku spojuj�c� body � a 	�� potom budou body
A�B�C le�et na p��mce�

Du�ln� v�ta Brian�elova tvrd�� �e pokud nar
sujeme �est te�en n�jak�
ku�elose�ky �� �� 	� �� � ��� 	� a p��mky A�B�C z�sk�me jako spojnice�

A % �	����	� B % 	���	��� C % �������� �������

kde nap�� �	� znamen� pr�se��k p��mek � a 	�� potom se budou p��mky
A�B�C prot�nat v jednom bod�� ���

��	� Du�ln� prostory

Za��te�n�k m��e m�t pocit� �e rozli�ovat vektor nap�� v Rn a line�rn� formu
na Rn �co�  je! op�t pouh� n�tice ��sel p�edepisuj�c�ch hodnotu dan� formy
na vektorech kanonick� base� je samo��eln�� Vyjasn�n� jak�si dvojstrann�
symetrie �prostor�prostor forem na n�m�p�vodn� prostor� " a pr�v� to je
obsahem pojmu dualita " d�v� d�le�itou informaci nejen v �pozd�j��ch� kon�
strukc�ch anal
zy a funkcion�ln� anal
zy resp� teoretick� fysiky �dualismus
 vlna,��stice! sotva objev�te v element�rn�ch konstrukc�ch n��e� ale pat��
sem tak��� ale ji� nyn�$ p�in��� ur�itou systematisaci v n�hledu na ot�zky
typu$

 Pro� je v jedn� formuliA neboA�� a v jin�AT neboA��T �
Pro� se transformuj� jinak vektory a jinak jejich sou�adnice� � � � !

Du�ln�m prostorem k prostoru V budeme rozum�t prostor v�ech li�
ne�rn�ch forem� to jest line�rn�ch zobrazen�� p�i�azuj�c�ch prvk�m V re�ln�
nebo komplexn� ��slo� podle toho� nad jak
m t�lesem je sestrojen prostor V�
Budeme ho zna�it V � a podobn� jeho vektory budeme obvykle ps�t s ��rkou�

S��t�n� a n�soben� konstantou z t�lesa zde de�nujeme nejp�irozen�j��m
zp�sobem$

��u� 0 �v����w� % �u���w� 0 �v���w�� �� � �u����w� % � � �u���w�� �����	�

�Znak � znamen� spojnici bod� stoj�c�ch na stran�ch tohoto symbolu	
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Terminologick� pozn�mka� Odpov�daj�c� objekty du�lu �asto ozna�
�ujeme p�edponou  kontra!� Naopak� pokud jsme ji� pojmenovali objekty
ve V � a chceme ozna�it odpov�daj�c� objekty V� pou��v�me p�edpony  ko!�
�N�zvy kovektor� kontravektor u�ijeme v kapitole o tensorech��

V t�to knize zvolen� konvence horn�ch a doln�ch index� �p�i�em� index
v�ce vlevo �obvykle horn�� n�m v�dy ��k�� o jakou jde ��dku� a index vpravo
�obvykle doln��� o kolik�t
 jde sloupec� pro svoji konsistenci p��mo vyb�z�
k tomu� abychom v du�ln�m prostoru pou��vali p�esn� opa�n
 z�pis proti
prostoru p�vodn�mu �sou�adnice du�ln�ho prostoru do ��dky� zna�en� x�i�*
neopomeneme v�ak v�dy poznamenat� co bychom z�skali� kdybychom kr�t�
kozrace psali v�e stejn� jako v prostoru p�vodn�m�

Budeme tedy zna�it �v�i prvky du�ln� base k basi �vj tak� �e

�v�i��vj� % �ij � �������

M��eme tedy i�tou sou�adnici vektoru �x v��i basi f�ejg interpretovat jako
hodnotu i�t�ho prvku du�ln� base �jako�to formy� v bod� �x$

xi % v�i��x� pokud �x %
X

�vix
i� �������

Pro� jde o basi�

�v��
X

�vix
i� %

X
�v���vi�xi %

X
yix

i % �
X

yj�v
�j��
X

�vix
i� �������

Posledn� tvar �
P
yj�v�j��v lze jednoznan� p�epsat vyj�d�en�m �v� jako �v� %P

yj�v�j �

Definice� M�jme line�rn� zobrazen� f $ V � W � Nazv�me du�ln�m
zobrazen�m k f

f � $ W � � V � f�w� �� �w� 	 fg� ������

V�ta v r�zn�ch konvenc�ch� Nech+ A zna�� matici zobrazen� f v��i
bas�m �v�� � � � � �vm resp� �w�� � � � � �wn�

Pou��v�me�li konvenci t�to knihy a p��eme�li sou�adnice du�ln�ho vektoru
do ��dky� m�me pro du�ln� zobrazen� tou� matici v��i bas�m �w��� � � � � �w�n a
�v��� � � � � �v�m jako pro p�vodn� zobrazen�$

f � $ �w� �� �w�A� �������
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Samoz�ejm�� pokud bychom psali sou�adnice do sloupce� i v du�ln�m pro�
storu� bude m�t zobrazen� matici transponovanou� a proto budeme du�ln�mu
zobrazen� ��kat tak� transponovan	$

f $ �w�T �� AT �w�T � �������

V na+� versi v�t� ihned uv���te pohledem nah
�f ���w��

i
��v� % �w� �A�v % �w�A � �v� �������

Definice� Nech+ f�eig je base V� nech+ f�e�ig je �du�ln�� base V � a base
f�e��i g du�ln� bas� k f�e�ig v prostoru V ��� Potom ztoto�n�n�

�ei � �e��i �������

d�v� tzv� kanonick� isomor�smus mezi V a V ���
Toto ztoto�n�n� je mnohem p�irozen�j�� a jednozna�n�j��� ne� ztoto�n�n�

mezi V a V �� kter� zkoum�me d�le&

Tvrzen�� V tomto ztoto�n�n� je f �� % f �

Prot�j�kem pojmu line�rn� forma je v anal
ze pojem funkce� V �vodu ke
knize jsme konstatovali� �e LA vyrostla ze zkoum�n�  linearisovan
ch! pro�
bl�m� anal
zy a je u�ite�n� se z tohoto hlediska pod�vat na n�kter� z�kladn�
v�ty anal
zy funkc� v�ce prom�nn
ch a obna�it jejich line�rn� algebraick�
j�dro� Ud�lejme si tedy toto mal� odbo�en� k anal
ze�

P��klad� Ve tvrzen�  derivace ve sm�ru je skal�rn� sou�in sm�ru a gra�
dientu! substituujeme za slova  sm�r� funkce� derivace ve sm�ru x� gradient!
slova  vektor� forma� hodnota v x� representuj�c� vektor formy!� Dost�v�me
v�tu o representaci line�rn� formy ] zjednodu�enou� line�rn� versi uveden��
ho tvrzen��

Cvi�en�� Identi�kujte v�ty anal�zy� jim� jsou n
sleduj�c� tvrzen� lineariso	
vanou karikaturou�

�Abychom psali jen podle na�ich konvenc�� p�ipsali jsme k vektoru �w� p�smeno !T"	
Samoz�ejm�� ti� kte�� p��� sou�adnice v�dy do sloupce� toto !T" u vektor� vynech�vaj�	

�Zajist�� �e du�ln� k du�ln� m� indexy um�st�ny zase jako p�vodn�	



��� KAPITOLA �!� DUALITA

V�ta� Line�rn� forma f�x �� �aT�xg nem��e b
t konstantn� na Rn pokud
�a �% ��� Je�li v�ak konstantn� pro vektory� na nich� jsou konstantn� jist� dal��
formy �bi� f�x �� �bTi �xg� tak existuj� multiplik�tory �j � R takov�� �e

�a %
X

�j�bj � �������

V�ta� Komposici line�rn�ch zobrazen� odpov�d� n�soben� matic�
V�ta� Rovnici F �x� y� %const pro zobrazen� F �x� y� % Ax0By lze �e�it

i v p��pad�� �e A�B� x� y�const jsou matice �vektory� spr�vn�ho rozm�ru*
pokud B�� existuje� tak

y % �B��Ax0 const{� �����	�

Jak ji� bylo poznamen�no� nahrad�me�li ve v�t�ch anal
zy slovo  funkce!
slovem  line�rn� forma! �tedy linearisujeme�li probl�m* linearisace je syno�
nymem vzet� diferenci�lu�� dost�v�me jednoduch� tvrzen� LA� kter� p�itom
vyjad�uj� podstatu uveden
ch v�t� Pro �plnost uve-me je�t� jedno tvrzen�
z teorie kvadratick
ch forem �kter� teprve budou prob�r�ny n��e�$

V�ta� Kvadratick� form� odpov�d� symetrick� matice �a co matice dru�
h
ch parci�ln�ch derivac����

V anal
ze n�s ani nenapadne pl�st si body prostoru Rn a funkce na nich
de�novan� �t�ch je trochu v�ce�� V line�rn� algeb�e m�me m�sto bod� vektory�
m�sto funkc� formy� Nem�l by n�s m�st �v t�to zjednodu�en� situaci� fakt� �e
dimense vektorov�ho prostoru a jeho du�lu �prostoru forem� jsou stejn� a �e
m�me v�tu o representaci �d�ky existenci skal�rn�ho sou�inu a euklidovsk�
metriky na Rn��

Zm�na du�ln� base� Pokud je C matice p�echodu od base �v�� ����vn
k basi �w�� � � � � �wn� tj�

��w�� � � � � �wn� % ��v�� � � � � �vn�C� �������

potom lze vyj�d�it vztah mezi du�ln�mi basemi formul�,�B� �w��
���
�w�n

�CA % C��

�B� �v��
���
�v�n

�CA � �������

�Fakt p��tomnosti inversn� matice k C je analogick
 zm�n� m���tka mapy� na podrob�
n�j�� map� jsou vzd�lenosti v�t�� a naopak	
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Lehce se o tom p�esv�d�te� pokud zap�+ete �n�soben�m prvk� �w� kr�t �w te�
mysl�me w���w���B� �w��

���
�w�n

�CA ��w�� � � � � �wn� % � % C��

�B� �v��
���
�v�n

�CA ��v�� � � � � �vn�C� �������

Jestli�e �proti konvenc�m t�to knihy� budeme ps�t jednotliv� prvky du�ln�
base vedle sebe �tak jako v p�vodn� basi�� bude matice p�echodu od base
�v��� � � � � �v�n k basi �w��� � � � � �w�n d�na tzv� kontragradientn� matic� k matici
C� toti� C��T $

��w��� � � � � �w�n� % ��v��� � � � � �v�n�C��T � ������

��	� Dualita a skal�rn� sou�in

V t�to sekci nebudeme dualisovat dan
 skal�rn� sou�in na V� n
br� u�ijeme
tohoto skal�rn�ho sou�inu ke ztoto�n�n� V a V ��

V�ta o representaci� Nech+ b������� je skal�rn� sou�in na V� Potom pro
ka�d
 prvek �v� � V � existuje jednozna�n� ur�en
 representuj�c� vektor
�v � V takov
� �e


�w � V v���w� % b��w� �v�� �������

D�kaz� Nech� K er % f�w j v���w� % �g je nulov� prostor �v�� nech� �v �
K er �mimo jin�� K er� je jednorozm�rn��� Pak lze volit �v tak� aby v���w� %
b��w� �v�� a tak forma

f�w �� b��w� �v�g �������

m� stejn� nulov� prostor jako �v�� nav�c ob� formy nab�vaj� stejn� hodnoty
i pro �v� tak�e ob� formy jsou toto�n� i na V % L�f�v�K er g��

Definice� Nech+ je na V de�nov�n skal�rn� sou�in b�������� De�nujme
zobrazen� j $ V � V � �neple+te se ztoto�n�n�m V a V ��� vztahemh

�j��v�
i
��u� % b��u� �v�� ����	��

Toto zobrazen� �tvrd�me� je antiline�rn� � anti! kv�li tomu pruhu�� tzn�

�j��v� 0 �v�� %�j��v�� 0�j��v��� �j���v� % ��j��v�� ����	��
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Nebylo by spr�vn� hledat ztoto�n�n� pomoc� v
razu b��v� �u� m�sto b��u� �v��
pon�vad� �j��v� by pak nebyla line�rn� forma �ale antiline�rn���

Speci�ln�� m�me�li ortonorm�ln� basi� p�i�ad� zobrazen� j prvku base
p��mo p��slu�n
 prvek du�ln� base�

D�le�itou modi�kac� transponovan�ho zobrazen� pro p��pad komplexn�ho
skal�rn�ho sou�inu s pruhem je adjungovan	 �hermitovsky sdru�en	�
zobrazen��

Definice� Ozna��me j�m zobrazen�

f� % j�� 	 f � 	 j alternativn�$ b��f��v�� �w� % b��v��f���w��� ����	��

Toto zobrazen� m� v t��e basi adjungovanou neboli hermitovsky sdru�
�enou �viz d�kaz n��e� matici$$

A� % AT � ����		�

D�kaz� Nech� je �v�� � � � � �vn ortogon�ln��- base V� nech� f� % j��f �j
je adjungovan� oper�tor k f $ V � V� kde �j��v� je de�nov�no �ve v�t�
o representaci� vztahem�'j��v�(��u� % b��u� �v��

T�m� kter�m vztah f� % j��f �j p�sob� bolesti hlavy �co� m��e b�t
v urit� konstelaci i autor t�chto ��dek�� p�ipom�n�me� �e je to tot�� jako
vztah

b�f��u�� �v� % b��u� f��v�� ����	��

Vskutku�
b��u� f���v�� % 'j�f���v��(��u� %

% �f ��j��v�����u� % j��v��f��u�� % b�f��u�� �v�
����	��

�prava na zlomu ��dky plat� pr�v� kdy� jf� % f �j� co� je to sam� jako
f� % j��f �j�

Je�li f��vi� %
P
�vja

j
i� f

���vk� %
P
�vjb

j
k� tak

b�f��vi�� �vk� %
P
j a
j
ib��vj � �vk� % akib��vk� �vk�

l %

b��vi� f���vk�� %
P
j b
j
kb��vi� �vj� % bikb��vi� �vi��

����	��

�Mnohdy se adjunkce zna�� k���kem m�sto hv�zdi�ky	
�	Slovem !ortogon�ln�" se zde� ale i mnohde jinde� m�n� to� �e krom� toho� �e jsou

kolm�� maj� i stejnou velikost �nej�ast�ji jednotkovou� pak mluv�me o ortonorm�ln� basi�	
V protikladu k tomu se neu��v� pojmu !ortonorm�ln� matice" �z grupy O �n��	
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�m� je d�kaz bik % aki % a�ik hotov�
�Znovu p�ipom�n�me� �e pro smysluplnost adjunkce je nutn� existence

skal�rn�ho sou�inu� kter
 m� za n�sledek� �e se indexy v rovnostech nevys�
kytuj� ve v�ech �lenech ve stejn� v
�ce��

Tvrzen�� Podobn� jako u du�ln�ho zobrazen��

f�� % f� ����	�

D�kaz je z�ejm�� vyj�d��me�li zobrazen� matic� v�i n�jak� ortonorm�ln� basi�
Obecn�ji�

b�f��u�� �v� % b��u� f���v�� % b�f���v�� �u� %
% b��v� f����u�� % b�f����u�� �v�

����	��

Pozn�mka o takzvan� form�ln� adjunkci�
V souvislosti se zn�m
m vzorcem  per partes! se �asto mluv� o tzv�

 form�ln� adjunkci! oper�toru� Jde o to� �e  zapomeneme�li hranat� z�vo�
ry!� m��eme tento vzorec interpretovat tak� �e oper�tor minus derivace je
adjunkc� k oper�toru derivace& Slovo  form�ln�! se pou��v� pr�v� v souvislos�
ti s on�m  zapomenut�m!� Podobn� i pro oper�tory derivace vy���ch ��d��
Uvid�me pozd�ji� �e �z nejr�zn�j��ch d�vod�� se na vhodn
ch prostorech
funkc� kupodivu budou ony  zapomenut� hranat� z�vory! anulovat� tak�e
form�ln� adjunkce bude d�vat spr�vn
 v
sledek�

Adjunkce sou�inu� Komposice dvou oper�tor� m� adjunkci

�fg�� % g�f�� ����	��

To je z�ejm� v maticov� formulaci� obecn�ji

b�f�g��u��� �v� % b�g��u�� f���v�� % b��u� g��f���v��� �������

�p�i prv� �prav� nakl�dejte jako s norm�ln�m vektorem s g��u�� ve druh�
s f���v���

Toto tvrzen� m� za n�sledek� �e na n�jak�m z prostor� funkc�� kter�
budeme diskutovat v kapitole o adjunkci� bude platit���

a�x�
d�

dx�
0 b�x�

d

dx
0 c�x�

��
%

d�

dx�
a�x�� d

dx
b�x� 0 c�x�� �������

��Matematick
m jazykem� oper�tor nalevo� kter
 sdru�ujeme� p�i�azuje f �� a�x�f ��  
b�x�f �  c�x�	
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kde je t�eba nap�� prvn� len vpravo nejprve n�sobit a�x� a pak teprve deri�
vovat �pruh nad a�x� v na+ich p��kladech p�jde vynechat� polynomy a� b� c
budeme m�t re�ln���

Tato rovnost pro svoji platnost pot�ebuje� aby x byl hermitovsk� oper��
tor �pak budou hermitovsk� i jeho re�ln� funkce�� aby d�dx byl antihermitov�
sk� �co� bude oboje spln�no na prostorech funkc� nap�� kvantov�ho harmo�
nick�ho oscil�toru�� Poznamenejme je+t� trivialitu� �e adjungovan� oper�tor
k oper�toru n�soben� komplexn�m �slem c je n�soben� c�

Definice� Zavedme �ty�i nov� adjektiva pro oper�tor f � �Tot�� plat�
pro matice��

� samoadjungovan� neboli hermitovsk�� je�li f� % f

� antihermitovsk�� je�li f� % �f
� unit�rn�� je�li f� % f��

� norm�ln�� je�li ff� % f�f

Prv
 pojem p�ech�z� v re�ln�m prostoru na  symetrick
!� druh
 pojem na
 antisymetrick
!� t�et� na  ortogon�ln�! �matice p�echodu mezi ortonorm�l�
n�mi basemi�� M�sto samoadjungovan
 se t�� ��k� samosdru�en
�

Antihermitovsk
 oper�tor lze t�� de�novat jako takov
� jeho� i�n�sobek
je hermitovsk
� �Ov��te ekvivalenci��

Pojem norm�ln�ho oper�toru nem� p��li� velik
 samostatn
 v
znam� ale
dob�e zast�e�uje p�edchoz� t�i skupiny� �To neznamen�� �e ka�d
 norm�ln�
oper�tor pat�� do n�kter� z t�chto skupin� Norm�ln�m je jak
koli n�sobek
unit�rn�ho� hermitovsk�ho� ale i mnoh� jin� oper�tory� t�eba konvolu�n� "
viz strana �����

Cvi�en�� Nalezn�te v�echny norm
ln� nilpotentn� oper
tory�
�Nulov
 oper�tor� Nevid�te�li to hned� po�kejte na v�tu o spektr�ln�m

rozkladu��
Re�ln
 n�sobek �anti��hermitovsk�ho je �anti��hermitovsk
� komplexn�

jednotkou vyn�soben
 unit�rn� je unit�rn� atd� V kvantov� fysice je d�le�it�
n�sleduj�c� pozorov�n��

Pozorov�n�� Exponenci�la antihermitovsk�ho oper�toru je unit�rn� ope�
r�tor�

f� % �f � �exp�f��� % exp��f� % �exp�f���� �������
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Uv�d�me d�le�it� p��klady�

Hermitovsk
 oper�tor Jeho exponenci�la
energie �hamiltoni�n� ;H exp� ;Ht�i@h� " po�kej �as t
slo�ka hybnosti ;pz exp�i;pzz�@h� " posun pod�l z
Slo�ka momentu hybnosti ;Jz exp�i ;Jz��@h� " rotace o � kol z

�Posun sou�adn� osy o z ve sm�ru osy z je ekvivalentn� posunu syst�mu
o �z� Podobn� pro oto�en���

Vysloven� netrivi�ln� aplikace m� v�ak pojem duality jinde v anal
ze
�rigorosn� konstrukce slo�it
ch objekt�� kter� bychom jinak st��� dok�zali
de�novat��

��	� Dualita ve funkcion�ln� analze

���� Kdy� u� se ob�as jinde prob�raj� ty lok�ln� kompaktn� metrick� �ba
i topologick�� prostory� uve-me informativn�� k �emu to m��e b
t t�eba
u�ite�n��

Pojem pravd�podobnosti a m�ry� Je�li X �lok�ln�� kompaktn� pro�
stor �t�eba R � Rn� prostor trajektori��� � � viz d�le� a je�li C�X� prostor spoji�
t
ch funkc� s normou

kfk % sup
x�X

jf�x�j � �����	�

p��padn� pro X lok�ln� kompaktn� bereme soubor pseudonorem

kfkK % sup
x�K

jf�x�j � kompaktn� K � X� �������

nazveme m�rou ka�dou spojitou line�rn� formu na C�X�� Je�li nav�c forma
�m�ra� � nez�porn� ���f�  � 
f  �� a ���� % �� mluv�me o pravd�po�
dobnosti na X�

P��klad �� D� se uk�zat� �e line�rn� forma

f ��
Z b
a
f�x�g�x�dx �������

je m�rou pokud Z b
a
jg�x�j dx 	�* �������
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je�li g�x�  � a
R b
a g�x�dx % �� jde o pravd�podobnost�

Pro nekone�n
 interval �a� b� nast�vaj� drobn� pot��e s touto de�nic�$
nap��klad zn�m� Gaussova m�ra �pravd�podobnost�

f �� �p
�

Z �

��
f�x�e�x

�
dx ������

nen� je�t� spojitou formou ve v
�e uveden� topologii� M�sto abychom m�nili
topologii� rad�ji d�le roz����me pojem m�ry na objekty tvaru

� %
�X
n��

�n �������

s m�rami �n v p�edchoz�m smyslu� kde bu-

� �n  � a
P
�n��� 	� �do t�to �katulky spadne v
�e uveden� Gausso�

va m�ra� nebo obecn�ji

� kde pro ka�dou funkci f s kompaktn�m nosi�em vy�adujeme spln�n�
pro

k�nkf $% sup
jgjf

j�n�g�j �������

po�adavku
P
n k�nkf 	�� Sem pat�� Lebesgueova m�ra� p�i�azuj�c�

integrovateln
m funkc�m f veli�inu
R�
�� f�x�dx�

Teorie m�ry a integr�lu je v
raznou �snad a� hypertrofovanou� sou��st�
l�tky p�edn��en� student�m MFF UK v druh�m ro�n�ku� �Je ale obvykle
budov�na alternativn�m p��stupem bez d�razu na pojem m�ry jako funkcio�
n�lu�� Jej� u�ite�nost vynikne ani ne tak p�i v
po�tu integr�l� v Rn �tam
by koneckonc� sta�ila n�jak� varianta Riemannova integr�lu�� sp��e ve slo�i�
t�j��ch situac�ch v teorii pravd�podobnosti a teoretick� fysice� Nap�� objekt
P �y� resp� P �;y� zaveden
 v �vodu k Feynmanov� integr�lu je m�rou na pro�
storu v�ech trajektori�� dokonce pravd�podobnost� jsou�li exp tA stochastick�
matice� �Pro nepositivn�� nekone�n� matice ov�em nast�vaj� zna�n� pot��e
s Feynmanov
m integr�lem� pojem m�ry u� nesta�� k rozumn�mu popisu
tohoto objektu��

Dualita a distribuce

S distribucemi a delta�funkcemi za�al ze zcela pragmatick
ch d�vod� pra�
covat Paul Dirac� Diracova delta�funkce je intuitivn� funkce nulov� v�ude
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krom� bodu nula� kde m� tak nekone�nou hodnotu� �eZ �

��
��x�dx % �� �������

a tedy pro libovolnou funkci f�x�Z �

��
��x�f�x�dx % f���� �������

Pokud si chceme takovou funkci p�edstavit� vyberme si n�kter
 z obvykl
ch
p�edpis� �M je ��slo jdouc� nade v�echny meze�$��

��x� % Mp
�
exp�M�x�� ��x� % M � �x � �� �

�M � �
�M ���

��x� % sinMx
�x � � � � ��x� % sin�Mx

�Mx�

� �������

Pokud m� x fysik�ln� rozm�r �d�lky�� m� ��x� rozm�r p�evr�cen� d�lky�
proto�e ��x� si lze p�edstavit jako polovinu  derivace! �bezrozm�rn�� funkce
signum�x��

Uk�zalo se� �e je u�ite�n� pracovat i s derivacemi delta�funkce� Budeme�li
n�tou derivaci funkce g zna�it jako g)n*�x�� lze dok�zat �bez byrokratick
ch
�vah o podm�nk�ch� matematickou indukc� a metodou per partes vztah �hra�
nat� z�vorky vymiz��

R�
�� �)n*�x�f�x�dx %

h
�)n��*�x�f�x�

i�
�� �

R�
�� �)n��*�x�f ��x�dx %

% � � � % ����nf )n*���
�

�����	�
Prvn� derivaci delta�funkce si m��ete p�edstavit jako �M � �� derivujeme
vztahy v
�e�

���x� % ��M�p
�
e�M�x� �

���x� % �sgn x �M�
�
jxj � � �

�M � �
�M 0 �

M� �
 �������

S delta funkcemi se manipuluje dob�e i ve v�ce rozm�rech$ nap��klad ve
t�ech rozm�rech ch�peme delta�funkci �p�ipisujeme index  	!� vektoru jako
sou�in delta funkc� jeho slo�ek �je tedy nulov� vyjma po��tku sou�adnic�

����x� % ��x���y���z� �������

��V
raz x 	 Y nab
v� hodnoty jedna� je�li pravdiv
� jinak je nepravdiv
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a lze bez nedorozum�n� pracovat s identitami jako �r znamen� k�rk��
��

�x�
0

��

�y�
0

��

�z�

�
�
r
% �������r�� �������

kter� n�zorn� ��k�� �e hustota n�boje� vytv��ej�c�ho potenci�l q����-r� je
q����r�* t�mto rozd�len�m hustoty n�boje imitujeme bodov
 n�boj velikosti q
um�st�n
 v po��tku sou�adnic�

Poznamenejme� �e v kvantov� teorii pole se p�vodn� klasick� pole �my
mluv�me o skal�rn�m poli � a jeho �asov� derivaci �-�� podobn� je tomu ale
i u vektor� elektrick� intensity a magnetick� indukce� st�vaj� oper�tory "
�ekn�me p�esn�ji oper�tor�distribucemi " takov
mi� �e

' ;���x�� �- ;���x
��( % i����x��x��� ' ;���x�� ;���x��( % '�- ;���x�� �- ;���x

��( % � ������

komutuj� ka�d� dva oper�tory v r�zn
ch bodech�

Greenovy funkce

Jde o v
po�et funkce � spl�uj�c� rovnici

L % f �������

s pravou stranou� Hned je jasn�� �e ke ka�d�mu nalezen�mu �e�en� lze p�i��st
jak�koli �e�en� - odpov�daj�c� rovnice bez prav� strany

L- % � �������

tak� �e i sou�et bude �e�en�m� Zb
v� nal�zt jedno �e�en�� Najdeme�li ale pro
v�echna x- funkce x	 spl�uj�c�

'Lx	 ( �x� % ��x � x-�� �������

budeme pak moci zapsat �e�en� rovnice z �vodu pro jakoukoliv funkci f jako
integr�l

�x� %
Z �

��
f�x-�x	�x�dx-� �������

o �em� se lehce p�esv�d��te dosazen�m �L p�sob� jen na prom�nnou x�

'L( �x� %
Z �

��
f�x-�Lx	�x�dx- % f�x�� �������

Greenova funkce je ozna�en� pro spr�vn� normovan� x	

G�x� x-� % �x	�x� �����	�

a jej� hodnoty se daj� vylo�it jako elementy oper�toru L���
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Zm�nka o exaktn� teorii distribuc�

Matematici obvykle de�nuj� topologick� du�l V � jako prostor v�ech li�
ne�rn�ch forem na V spojit
ch v topologii zadan� pomoc� n�jak�ho syst�mu
pseudonorem�

P��kladem je Schwartz
v prostor�� D funkc� nekone�n� diferencova�
teln
ch s kompaktn�m nosi�em �mno�ina v�ech x� kde je funkce nenulov��
na R s pseudonormami typu �pro ur�it� a� b� n�

kfka�b�n % max
x�ha�bi

���� dndxn f�x�
���� � �������

Ti �(ourav� z v
s se mo�n
 div�� jak m�e m�t funkce v�echny derivace �b�t z C
�

�
a p�itom m�t omezen� nosi�� ��kaj� si� pokud je funkce pro x 	 �� nulov
� lze
vypo��tat v�echny derivace v bod� 	� �mus� b�t nulov�� existuj�	li� a Taylorovou
�adou propo��tat� �e je funkce nulov
 i d
le� A naopak� funkce nulov
 pro z
porn

x a x� pro kladn
 x ji� nem
 sedmou derivaci v bod� nula� Nemaj� v�ak pravdu� to�
�e je funkce nekone�n� diferencovateln
 je�t� neznamen
� �e je analytick� �z C

�
��

P��kladem budi� funkce nulov
 pro x� 	 � a v intervalu ���� �� nab�vaj�c� hodnoty


�x� � exp

�
� �
�� x�

�
� �������

Je tak hladce napojena� �e ka�d
 jej� derivace vyjde nulov
 pro x
 �� resp� x 

���� proto�e v�dy obsahuje onu !�asn� rychle klesaj�c� exponenci
lu vyn
sobenou
n�jak�m pod�lem polynom x�

Kdy� u� jsme se dostali do t�chto parti� anal�zy� nebylo by ekonomick� n���ci�
�e pomoc� takov� funkce lze ka�dou �integrabiln�� � � � funkci g�x� nekone�n� zahladit
na funkci G�x�� kter
 pak m
 v�echny derivace �a zde ur�uje ���ku rozmaz
n���

G�x� �
�
M

Z
�

��

dt f�x� at�
�x� �������

Faktor M zde znamen
 �pro funkci naho�e uvedenou�

M �
Z
�

��

dt 
�x� �� %����� � �������

Na z
klad� podobn�ho post�ehu lze dok
zat tzv� lemma o rozd�len� jednotky�
M
me	li otev�en� oblasti O�� O�� � � � ON � jejich� sjednocen� pokr�v
 kompaktn� mno	
�inu O� lze jednotkovou funkci na O rozepsat na sou�et libovoln� hladk�ch funkc� fi
nab�vaj�c�ch hodnot z intervalu h%� �i� ka�d
 z nich� je nulov
 v�ude krom� oblasti
Oi� �Plat� i na obecn�j��ch prostorech� ne� jsou euklidovsk���

��L	 Schwartz� � ����	
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Topologick
m du�lem D� je Schwartz
v prostor distribuc� �v na�em
p��pad� s kone�n
m nosi�em� v�ech spojit
ch �podle topologie dan� sousta�
vou pseudonorem� line�rn�ch forem na D� Ka�d� funkci f � D lze p�i�adit
distribuci �a zkonstruovat tak vno�en� D do D��

fg � D ��
Z �

��
f�x�g�x�dxg $ D� R � �������

Podle vzorce per partes m�meZ �
d

dx
f�x�

�
g�x�dx % �

Z
f�x�

d

dx
g�x�dx� �������

co� umo��uje de�novat operaci derivov�n�

d

dx
$ D� � D� ������

jako du�ln� zobrazen� k oper�toru

� d

dx
$ D� D� ������

Takto m��eme nap�� z�skat libovolnou derivaci delta�funkce� ����

Cvi�en�� Metoda  transfer matice! �opakov�n� Feynmanova integr�lu��

Kolika zpsoby je mo�no obsadit N �idl� u kruhov�ho stolu osobami tak�
aby �
dn� dv� osoby nesed�ly t�sn� vedle sebe�

N�vod� Vyu�ijme vztah �������� Vezm�me �� � matici A % ��� �* �� ���
Ka�d� dvojici sousedn�ch pr�zdn
ch �idl� resp� dvojici s obsazenou pravou a
pr�zdnou sousedn� levou �idl� resp� dvojici obsazen� lev� a pr�zdn� soused�
n� prav� �idle v dan�m cyklick�m uspo��d�n� p�i�a-me v
raz a��� resp� a���
resp� a���� Nep��pustnost soused�c�ch osob vyjad�ujeme po�adavkem a��� % ��
 osoba! m� v�ude index ��  pr�zdno! index �� Hledan� ��slo je pak rovno
�p�idejme v�emo�n� sou�iny z ������� obsahuj�c� n�kde t�� �len a��� a uplat�
n�me fakt� �e prvn� a posledn� indexy jsou stejn�� nebo+ jsme v kruhu&�

TrAN %
�
�N

0 ����N � ������

kde � % ��� � � � ����� je zlat
 �ez� �Ov��te posledn� vztah�� Metoda m�
zobecn�n� i pro v�ce typ� mo�n
ch  atom�!� i na v�cerozm�rn� m���i�



Kapitola ��

Spektr�ln� rozklad� adjunkce

Line�rn� algebra tvo�� j�dro pojmov�ho apar�tu sou�asn� kvantov� teorie�
To nazna�uje i pohled na obsah t�to kapitoly� Bohatou informaci o kvantov�
teorii a o pou�it� LA �a dal��ch matematick
ch parti�� v n� nalezne �ten�� v
knize J� Form�nka '��(�

N��e uveden� velmi d�le�it� v�ta je koneckonc� podrobn�j��� siln�j�� vers�
v�ty Jordanovy pro speci�ln�ch p��pad norm�ln�ch ��ili hlavn� hermitovsk
ch
a unit�rn�ch� oper�tor��

Provedeme v�ak rad�ji znovu samostatn
 d�kaz t�to v�ty�

V�ta o spektr�ln�m rozkladu� Je�li f $ V � V norm�ln� oper�tor�
tak existuje ortonorm�ln� base V slo�en� z vlastn�ch vektor� oper�toru f �
�Jin� formulace a �etn� d�sledky t�to v�ty pro konkr�tn� volby f viz pozd�ji��

D�kazu p�ede�leme dv� lemmata� z nich� prvn� plat� i v obecn�j��m kon�
textu line�rn�ch prostor� i bez skal�rn�ho sou�inu �a u� jsme se o n�m tu a
tam zm�nili��

Lemma prv�� Dva komutuj�c� oper�tory f� g $ V � V maj� alespo�
jeden spole�n
 vlastn� vektor�

Ozname symbolem K er � �d��ve K er ��� nulov� prostor �f ���� odpov��
daj�c� n�jak�mu vlastn�mu �slu �� K er � % f�v j�f ��v� % ��vg� Jeliko� plat��

g�K er �� � K er �� ������

tak existuje n�jak� vlastn� vektor restrikce �z��en� oper�toru na K er ��

g $ K er � � K er � ������

�D�kaz� �v 	 K er � 
 �f��v� � ��v
 �g��f��v�� � ��g��v�
 �f��g��v�� � ��g��v�	

�	�
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a ten je pr�v� hledan�m netrivi�ln�m spolen�m vlastn�m vektorem�
Toto lemma u�ijeme pro p��pad g % f�� kter� pro norm�ln� f komutuje

s f �

Tvrzen�� Speci�ln�� je�li �v spole�n
 vlastn� vektor f a f�� tak p��slu�n�
vlastn� ��sla

�f��v� % ��v� �f���v� % ���v ����	�

spl�uj� vztah �� % �� jeliko�

��b��v� �v� % b��v��f���v�� % b��f��v�� �v� % b���v� �v� % �b��v� �v�� ������

Jako v d�kazu Jordanovy v�ty nyn� chceme ov��it� �e K er � i Im � %
f�w % �f � ����v j �v � Vg jsou invariantn� podprostory vzhledem k ob�ma
oper�tor�m f i f�* p�esn�ji� dok��eme pouze

lemma druh�� Nech+ �f��v� % ��v� Ozna�me symbolem W ortogon�ln�
dopln�k f�vg�� Pak f��W � � W �

Pro d�kaz si sta� uv�domit� �e


�w � W b��v��f���w�� % b��f ��v�� �w� % �� ������

Toto lemma pou�ijeme pro p��pad� kdy je �v spole�n
m vlastn�m vektorem
f a f�� Potom jsou oper�tory �restrikce�

f� f� $ W � W ������

op�t vz�jemn� adjungovan� �ov��te� a zajist�� �e st�le komutuj�� Lze tud��
nal�zt dal�� vlastn� vektor f a f�� tentokr�t v prostoru W � V p��pad� kone�n�
dimense V �popravd� ale v�t�inou i jindy� takto najdeme za kone�nou dobu
celou basi� a d�kaz je t�mto hotov�

Jin
 d�kaz v�ty lze z�skat pomoc� n�sleduj�c� v�ty� kter� je jednoduchou
variantou lemmatu zformulovan�ho na stran� ��� na konci kapitoly o Jor�
danov� tvaru�

Schurova v�ta� Ka�d
 oper�tor lze ve vhodn� ortonorm�ln� basi vy�
j�d�it troj�heln�kovou matic�� Nen� toti� t��k� uvid�t� �e tato troj�heln�kov�
matice mus� b�t pro p��pad norm�ln�ho oper�toru diagon�ln� �pokud basi od�
pov�daj�c� rostouc�mu syst�mu invariantn�ch podprostor� zkonstruovan�mu
na stran� 
22 bereme ortonorm�ln���



�	

Maticov� reformulace� Pro norm�ln� matici A �AA� % A�A� exi�
stuje komplexn� diagon�ln� D a unit�rn� U takov�� �e

A % UDU��  UDU�� �����

Je�li nav�c A unit�rn� resp� hermitovsk� resp� antihermitovsk�� jsou na dia�
gon�le v D komplexn� jednotky resp� re�ln� resp� ryze imagin�rn� ��sla�

Rozklad do projektor�� Pro ka�d
 norm�ln� oper�tor f $ V � V
existuj� ortogon�ln� projekce pi $ V � V takov�� �e

pipj % �ijpi�
X
i

pi % �� pi % jiihij ������

a nav�c ��i jsou elementy spektra�

f %
X
i

�ipi %
X
i

jii�ihij� ������

kde druh
 �Dirac�v� z�pis se u��v� v kvantov� mechanice a vztahu

� %
X
i

jiihij �������

��k�me obvykle relace �plnosti a vztah

pipj % jiihijjihj j % �ijjiihij % �ijpi �������

plat� pr�v� proto� �e vlastn� vektory jii tvo�� ortonorm�ln� basi a tedy

hijji % �ij � �������

Funkce norm�ln�ch oper�tor�� Rozklad do projektor�

f %
X
i

�ipi �����	�

umo��uje de�novat oper�tor F �f� pro jakoukoliv funkci F ��� de�novanou
na spektru p�edpisem

F �f� %
X

F ��i�pi� �������

Cvi�en�� Pro F �x� % xn� F �x� % ex je to v souladu s d��v�j��mi de�nicemi�
Zopakujte�
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Jinou zaj�mavou funkc� je odmocnina z matice� Popi�te podrobn� jej�
konstrukci� Zajimaj� n�s hlavn� re�ln� odmocniny �ili p��pad tzv� positivn�
de�nitn�ch� re�ln
ch symetrick
ch matic �jejich� spektrum sest�v� pouze
z positivnich hodnot��

Odmocnina z matice je p��mo nezbytn� p�i pr�ci t�eba s tzv� v�ceroz�
m�rn
mi gaussovsk
mi integr�ly �tzn� nap�� integr�l z funkce exp��xTAx�
pop�� je�t� d�le vyn�soben� n�jak
m polynomem�� Zn�te�li ji� metody v��
cerozm�rn� integrace �Fubiniovu v�tu a v�tu o substituci " mimochodem
jak zn� p��slu�n� line�rn� algebraick� zjednodu�en� verse t�chto v�t� v�te���
spo�t�te tyto integr�ly�

�lohy o adjunkci a transposici�

�� Nech% f $ V � V na oby�ejn�m prostoru bez skal
rn�ho sou�inu m
 v�i
basi �v�� � � � � �vn matici A� Ur�ete matice transponovan�ho a adjungova	
n�ho zobrazen� v�i t��e basi�

�� $e�te minulou �lohu v p��pad�� je	li zad
n skal
rn� sou�in b na V�

�� Nech% f $ E n � E n je d
no matic� A v n�jak� basi �v�� � � � � �vn � E n�
kde �vi % �c�i� � � � � c

n
i�
T � Potom du
ln� zobrazen� f � m
 v�i stejn� basi

matici �p��eme	li vektor v�dy vpravo� i kdy� je z du
lu� identi�kujeme
E n % �E n��� G��ATG� kde G % CTC�

�e�en�� Ot�zky prv� �lohy jsou nekorektn� formulov�ny� V druh� pi�me

��v�� � � � � �vn� % ��e�� � � � ��en�C �������

pomoc� matice p�echodu C od n�jak� ortonorm�ln� base �ei �tj� b��ei��ej� %
�ij� k basi zadan�� Potom m� f v��i basi f�eig matici C��AC a f� m� v��i
t�to basi matici C�A��C����� Kone�n� v��i basi f�vig m� f� matici

CC�A��C����C�� % GA�G��� �������

kde G % CC� je tzv� Grammova matice� �Setk�me se s n� i jinde��

��	� Fyzik�ln� veli�iny v kvantov� mechanice

P�i p�echodu od klasick� teorie ke kvantov� nahrad�me fysik�ln� veli�iny
vhodn
mi line�rn�mi oper�tory� ��inkuj�c�mi na Hilbertov� prostoru �line�r�
n� prostor se skal�rn�m sou�inem� stav� �obvykle nekone�n�rozm�rn�m pro�
storu komplexn�ch funkc�* jde o funkce na R �� studujeme�li pohyb ��stice ve
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t�ech rozm�rech�� Tak nap��klad v kvantov� mechanice jedn� ��stice pohy�
buj�c� se v jednom rozm�ru m�me hermitovsk� �aby vlastn� ��sla byla re�ln�
a tedy m��iteln�� oper�tory x�p s komuta�n� relac�

'x�p( % i@h� ������

kter� p�ipou�t� interpretovat oper�tor x jako n�soben� dan� funkce �jde
o prostor funkc� R � C � funkc� x a oper�tor p jako �i@hd�dx �v takov�m
p��pad� mluv�me o sou�adnicov	 representaci��

Podotkn�me� �e funkci lze Fourierovou transformac� p�ev�st do hyb�
nostn� representace� ch�pat funkci jako funkci prom�nn� p a oper�tor p
representovat jako n�soben� dan� funkce funkc� p a oper�tor x jako i@hd�dp�
Ov��te� �e oba tyto oper
tory jsou hermitovsk� v obou representac�ch�

Zat�mco v klasick� fysice m�ly v�echny veli�iny konkr�tn� hodnotu� v kvan�
tov� mechanice lze o p�esn� hodnot� mluvit pouze v p��pad�� �e syst�m se
nach�z� ve stavu� kter
 je vlastn� funkc� dan�ho oper�toru�

Tak nap��klad� hled�me�li �v sou�adnicov� representaci� vlastn� stavy
oper�toru polohy �vlastn�mu ��slu ��kejme x-�� m� platit


x xx	�x� % x-x	�x�� �������

z �eho� dost�v�me po vyd�len� x	�x�� �e funkce x	 mus� b
t v�ude �pro
v�echna x� nulov�� vyjma bodu x % x-� Takovou funkci lze tedy ps�t

x	�x� % hxjx-i % ��x� x-� �������

a nelze ji n�sobit takov
m �initelem� aby m�la jednotkovou normu� Jde toti�
o p��pad spojit�ho spektra �vlastn� ��slo nab
v� hodnot ze spojit�ho oboru��
a tak mus�me podm�nkou v
�e nahradit vztah pro ortonorm�lnost base

hijji % �ij � �������

Podobn�� vlastn� funkc� p��slu�ej�c� vlastn�mu ��slu p- oper�toru p je rovin�
n� vlna�

p	�x� % hxjp-i %
�p
��@h

exp�ip-x�@h� �������

a tyto vlny mohou poslou�it jako spojit� base prostoru stejn� dob�e� jako
base vektor� jx-i� Ortonorm�lnost t�to base a relace �plnosti pro ob� base
zap��eme jako

hpjp�i % ��p� p��� � %
Z �

��
jxidxhxj %

Z �

��
jpidphpj� �������

�Kdybychom nep�ipsali jmenovatel
p
��0h� museli bychom napsat ��0h do jmenovatele

v relaci �plnosti pro jpi�basi	
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Heisenbergova relace neur�itosti

��� Mluvme o st�edn� hodnot� dan� veli�iny F ve stavu ji �normovan�m�
hji % �� jako o

hF i"� % b�F�� �� % hjFji� �����	�

Neur�itost� veli�iny F �ve stavu � tento index budeme d�le vynech�vat�
m�jme na mysli�

2F %
q
h�F � hF i��i� �������

Ujasn�te si� �e 2F % � je pr
v� kdy� je ji vlastn�m vektorem F�
Ptejme se nyn�� zda mohou dv� �re�ln�� fysik�ln� veli�iny dan� �her�

mitovsk
mi� oper�tory F�G nab
vat spole�n� p�esn
ch hodnot� a hned si
odpov�zme$ pokud komutuj�� je mo�n� vytvo�it basi cel�ho V ze spole�n
ch
vlastn�ch vektor�� V opa�n�m p��pad� je

Fji % f ji� Gji % gji� �FG�GF�ji % �fg � gf�ji % � �������

mo�n� nal�zt spole�n� vlastn� vektory jen ty� kter� jsou nav�c vlastn�mi vek�
tory komut�toru 'F�G( p��slu�ej�c� nulov�mu vlastn�mu ��slu� P�esn�j�� vztah
pro neur�itosti n�m poskytuje

Heisenberg�v princip neur�itosti� Podle n�ho je pro hermitovsk�
F�G

2F �2G  �
�
jh'F�G(ij � �������

co� m� nap��klad n�sleduj�c� d�sledek� p�ejdeme�li do nekone�n�dimensio�
n�ln�ch prostor�$

Pro oper�tory x�p plat� 'x�p( % i@h� st�edn� hodnota tohoto komut�toru
je v�dy i@h� a tak

2x �2p  @h
�
� ������

Poznamenejme� �e rovnost nast�v� pro vlnovou funkci ve tvaru

hxji % c � exp
�
� �
�2x�

�x� x-�
� 0

ip-x

@h

�
�������

Gaussovy k�ivky� tedy pro tzv� minimalisuj�c� vlnov� bal�k�

�P�i �ten� literatury se nelekn�te� je�li neur�itost naz
v�na st�edn� kvadratickou

odchylkou� dispers� nebo rozptylem �posledn�mi dv�ma pojmy se sp��e naz
v� �tverec
na�� neur�itosti�� a �e se zna�� t�eba ��F 	
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Pro d�kaz �jsme op�t v konen� dimensi� si uv�domme� �e oper�tory

F� % F� hF i� G� % G� hGi �������

maj� stejn� komut�tor 'F��G�( % 'F�G( d�ky bilinearit� komut�toru a fak�
tu� �e �slo hF i apod� komutuje se v+�m� Upravujme& prvn� nerovnost je
Cauchyova� Im zde zna� imagin�rn� �st� v p�edposledn� �prav� u�ijeme
samoadjungovanost F�G a v posledn� rovnost komut�tor��

2F �2G  ��b�F��G��
��  ��Imb�F��G��

�� % ����	��

%
�
�

��b�F��G��� b�G��F��
�� % �

�

��b��F�G� �G�F����
�� % ����	��

%
�
�
jb�'F�G(��j � ����	��

��	� Prostor Fourierovch �ad

� � �Pot�� co na jednom semin��i skon�ila Weylova p�edn��ka o Riesz�Fische�
rov� v�t�� se Hilbert �dajn� Weyla zeptal$  Weyle� �eknete mn�� pros�m� co
to je Hilbert�v prostor� J� jsem tomu nerozum�l�!

Popov�d�me si o prostoru komplexn�ch funkc� periodick
ch s periodou
�� a se skal�rn�m sou�inem

b��f � �g� %
Z �
��

f�x�g�x�dx ����		�

spl�uj�c�ch n�jakou podm�nku rozumnosti� konkr�tn� integrovatelnost v kva�
dr�tu� tj� Z �

��
jf�x�j� dx 	� ����	��

�t�mito detaily v�s budou zat��ovat p���t� rok dosti�� Uva�me� �e oper�tor
hybnosti P % �id�dx je� hermitovsk
� proto�e �podle metody per partes�
hranat� z�vory se tentokr�t anuluj� d�ky periodi�nosti�Z �

��
��i d

dx
f�g dx %

Z �
��

f��i d
dx

g� dx� ����	��

�O isomorfnosti dvou prostor� se skal�rn�m sou�inem� prostoru posloupnost� s kone��
nou sumou kvadr�t� absolutn�ch hodnot �len� a prostoru funkc� na intervalu s kone�n
m
integr�lem �tverce absolutn� hodnoty , ztoto�n�n
ch v Lebesgueov� smyslu	

�Pro srovn�n�� na prostoru polynom� je tento oper�tor nilpotentn�� co� je jako nebe a
dudy	
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Oper�tor P m� vlastn� funkce odpov�daj�c� cel�mu vlastn�mu ��slu p

p�x� %
�p
��

exp ipx� ����	��

kter� jsme normovali �n�sobili faktorem� zaru�uj�c�m jednotkovou normu��
�Ka�d� funkce P� jmenovit� jeho �tverec� m� tyt�� vlastn� vektory jako P�
�tverec P� bychom museli uva�ovat v p��pad� re�ln
ch prostor� a vid�me�
�e by podprostory odpov�daj�c� vlastn�mu ��slu p� byly dvojrozm�rn�� Kom�
plexn� v
klad je  fundament�ln�j��!��

Tyto vlastn� funkce m��eme u��vat jako basi prostoru funkc�� P�edt�m
jsme funkce vyjad�ovali jako  integr�ln� line�rn� kombinaci vektor� �nespo�
�etn� spojit�� base vlastn�ch vektor� unit�rn�ho oper�toru! eix �s vlastn�mi
��sly " komplexn�mi jednotkami� nebo hermitovsk�ho oper�toru x s vlastn�mi
��sly x- � ���� �i� Vyj�d�en� funkce  ve spojit� basi lze ps�t

�x� %
Z �
��

�x-���x � x-�dx-� ����	�

kde �x-� hraj� roli koe�cient� line�rn� kombinace a x	�x� % ��x�x-� jsou
funkce tvo��c� basi� �Delta�funkce je vylo�ena v kapitole o dualit���

Takov�to vyj�d�en� ov�em pojmem Hilbertova prostoru je�t� spr�vn� for�
malisov�na nejsou* to vy�aduje dal�� matematick� konstrukce jako je nap��
tzv�  osna��onnoje prostranstvo! I�M�Gelfanda�

V �e�i bracket� lze ps�t relace �plnosti a vztahy mezi basemi

� % j %
X
p�Z

jpihpj %
Z �
��
jxihxjdx� hxjpi % eipxp

��
% hpjxi� ����	��

��	
 Kvantov harmonick oscil�tor

Tomuto probl�mu je popr�vu v�nov�no mnoho pozornosti v mnoh
ch kni�
h�ch* nejen proto� �e na mnoh� situace lze nahl��et v p�ibl��en�� kdy je s�la
�m�rn� v
chylce �tedy potenci�ln� energie roste kvadraticky s v
chylkou��
ale i proto� �e identick� �loha se objevuje v kvantov� teorii pole� v�etn�
�super�strun� a proto� �e m� svoji velkou kr�su a jednoduchost�

Mluvme o prostoru komplexn�ch funkc� na re�ln� ose �dostate�n� slu�n�
se chovaj�c�ch� integrovateln
ch v kvadr�tu� v nekone�nu jdouc�ch k nule i
se svoj� prvou derivac� atd��� v n�m� m�jme oper�tory sou�adnice a impulsu

;x� ;p % �i@h d

dx
� ';x� ;p( % i@h ����	��
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�aby byl text l�pe vyu�iteln
 i fysik�ln�� vkl�d�me v�ude konstanty @h� k�m a
� %

p
k�m�� o nich� si �ten�� m��e mysliti� �e jsou rovny jedn�* pak vyhl��ej�

vzorce zvl��t� elegantn��
Na tomto prostoru m�jme skal�rn� sou�in

hgjfi % b��f � �g� %
Z �

��
f�x�g�x�dx� �������

Hled�me vlastn� ��sla a vektory hamiltoni�nu kvantov�ho oscil�toru� to
jest oper�toru energie �k % m�� je  tuhost!� m je hmotnost ��stice�

;H %
;p�

�m
0

�
�
k;x�� �������

Bez dlouh
ch �e��� za�n�me nejefektivn�j�� cestu$ v�me� �e oper�tory ;x a
;p jsou hermitovsk� �v d�kazu hermitovosti ;p tentokr�t vypadnou hranat�
z�vorky proto� �e funkce spolu se sv
mi prv
mi derivacemi jdou v nekone�nu
k nule�* jako v�dy� kdy� se n�m vyskytne v
raz tvaru a�0b�� je i te- v
hodn�
u��t pro anal
zu komplexn� kombinace a0 bi� a� bi�

Zave-me tedy anihila�n� oper�tor ;c a k n�mu adjungovan
 krea�n�
oper�tor ;c� vztahy

;c %

r
�

�m@h�
�m�;x0 i;p�� ;c� %

r
�

�m@h�
�m�;x� i;p�� �������

Pomoc� bilinearity komut�toru lehce ov���te� �e ';c� ;c�( % ;�� �����	�

a snadn
m rozn�soben�m� schv�l�te� �e

;H % �;c�;c0
�
�
�@h�� �������

P�ipravme si je�t� komut�tory ' ;H� ;c�( % @h�;c�� ' ;H� ;c( % �@h�;c� �������

kter� lehce spo�tete� zn�te�li rovnost� ji� lehce zkontrolujete rozeps�n�m

'AB�C( % A'B�C( 0 'A�C(B� �������

M�me�li vlastn� vektor ji oper�toru ;H odpov�daj�c� energii �vlastn�mu
��slu E�

;Hji % Eji� ������

�Pozor� �1a 1b�� � 1a�  1a1b 1b1a 1b� �� 1a�  �1a1b 1b�� pokud 1a a 1b nekomutuj�	
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potom vektory ;cji� ;c�ji jsou tak� vlastn� stavy ;H s energi� E � @h� resp�
E 0 @h� �u�ito rozn�soben�� fakt� �e ��slo E komutuje se v��m atd��$

;H;cji % �' ;H� ;c( 0 ;c ;H�ji % �@h�;cji 0 ;cEji % �E � @h��;cji� �������

;H;c�ji % �' ;H� ;c�( 0 ;c� ;H�ji % @h�;c�ji0;c�Eji % �E0@h��;c�ji� �������

Tyto rovnosti plat� nesporn�� av�ak tak� m�me po�adavek� �e vlastn� ��slo
;c�;c nem��e b
t z�porn� �a tedy vlastn� ��slo ;H men�� ne� @h����� proto�e
st�edn� hodnota oper�toru ;c�;c v normovan�m stavu ji

hj;c�;cji % �hji� hji % �� �������

kter� je pro vlastn� vektor ji p��mo rovna vlastn�mu ��slu �� je vlastn�
�tvercem normy vektoru ;cji�

�e�en� z�hady z�le�� v tom� �e rovnosti v
�e jsou spln�ny proto� �e cel

vektor ;cji se r�zem stane nulov
m� jdeme�li s energi� p��li� n�zko� Dovo�
len� je jen takov� spektrum energi�� �e pro n�jak
 vektor j�i ���kejme mu
vakuum� plat�

;cj�i % � � ;c�;cj�i % �� ;Hj�i % �
�
@h�j�i� �������

Jinak �e�eno� spektrum obsahuje hodnoty @h���� 	@h���� �@h���� � � �� jsou ekvi�
distantn� rozestav�n� a toho vyu�il Stvo�itel v kvantov� teorii pole$ ka�d

stav fotonu� stejn� jako ostatn�ch boson�� s danou velikost� a sm�rem hybnos�
ti a s danou polarisac�� p�edstavuje jeden oscil�tor a stupe� hladiny �vlastn�
��slo oper�toru ;c�;c� ud�v� po�et foton� v tomto stavu�

Ned�vno zavedenou terminologi� bychom mohli ��ci� �e je vakuum cyklic�
k
m vektorem krea�n�ho oper�toru� �;c�nj�i tvo�� celou basi pro n % �� �� � � � ���

To� �e z�kladn� hladina �nula foton�� nem� nulovou energii� byl jist�
jeden ze stimul� k v
stavb� supersymetrick�ch teori�� Pokud si mysl�te�
�e sta�� ��ci� �e ;H % @h�;c�;c a zbavit se tak energie z�kladn�ho stavu� v�zte�
�e potom nejde celkov� energie ps�t jako objemov
 integr�l jej� hustoty�

��	� Hermitovy polynomy

Funkce  vakuum! m� v sou�adnicov� representaci tvar �vrac�me se op�t
k zna�en� obvykl�mu v matematice�

hxj�i % -�x� %
�

����x
���
j

exp

�
� x�

�x�j

�
� �������
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kde xj je jednotkov� d�lka

xj %

s
@h
m�

�����	�

Vid�me� �e k�n�sobn
m p�soben�m krea�n�ho oper�toru �kombinace x a
d�dx� se k exponenci�le p�in�sob� polynom k�t�ho stupn��

To n�s vyb�z� k tomu� abychom exponenci�ln� faktor vytkli �d�le stav�me
k % m % � % xj % �� a de�novali skal�rn� sou�in na prostoru polynom�
�F % f exp�x�����

b��F� �G� %
Z �

��
F �x�G�x�e�x

�
dx� �������

Hermitovy polynomy Hn odpov�daj�c� n�kr�t vzbuzen�mu vakuu �n fo�
non
 �ili vibra�n�ch kvant� se obvykle normuj� tak� �e

b�Hm�Hn� % �mnn& � �n
p
�� �������

Pak lze ps�t jednoduch
 vzorec �s konven�n�m znam�nkem�

Hm�x� % ����nex� dm

dxm
e�x

�
� �������

Abychom zjistili� kter
 oper�tor G m� za sv� vlastn� funkce Hermitovy po�
lynomy� sta�� si uv�domit� �e tento oper�tor z�sk�me t�m� �e polynom n�so�
b�me exp��x����� ��m� ho p�evedeme na vlnovou funkci harmonick�ho os�
cil�toru� zap�sob�me na toto hamiltoni�nem �z minul� sekce� a op�t d�l�me
exp��x����� ��m� vlnovou funkci op�t p�evedeme na polynom� �Pamatujme�
�e ;H % ����x� � d��dx����

G % exp�x���� ;H exp��x���� % �
�
�� d�

dx�
0 �x

d

dx
0 �� ������

Takov
 oper�tor G m� tedy vlastn� ��sla ���� 	��� ��� atd� �Abychom m�li
vlastn� ��sla �� �� �� sta�� vynechat jednotku v z�vorce��

Tvar n�kolika prvn�ch Hermitov
ch polynom�

H- % �� H� % �x� H� % �x� � ��
H� % �x� � ��x� H� % ��x� � ��x� 0 ���

�������

Plat� rekurentn� vzorec

Hn!� � �xHn 0 �nHn�� % � �������

a polynomy lze z�skat jako koe�cienty MacLaurinovy �ady vytvo�uj�c� funkce

e�t
�!�tx %

�X
n�-

Hn�x�
tn

n&
� �������
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��	� Legendreovy polynomy

V p��pad� Legendreov
ch polynom� uva�ujeme polynomy na h��� �i se ska�
l�rn�m sou�inem

hgjfi % b��f � �g� %
Z �

��
f�x�g�x�dx� �������

Na tomto prostoru n�s zaj�m� Legendre�v oper�tor �derivujte� vyn�sobte
x� � � a op�t derivujte�

L % �x� � ��
d�

dx�
0 �x

d

dx
%

d

dx
�x� � ��

d

dx
� �������

Po substituci x % cos � nabude oper�tor tvaru

L� % � �
sin �

d

d�
sin �

d

d�
� �����	�

Uk��eme� �e je hermitovsk
 �L� % L��R �
���

d
dx �x

� � �� ddxf�x��g�x�dx %
% � R ����x� � ��� ddxf�x��

d
dxg�x�dx %

R �
�� f�x�

d
dx��x

� � �� ddxg�x��dx
�������

Pou�ili jsme dvakr�t per partes� Hranat� z�vory byly tentokr�t nulov� proto�
�e obsahovaly �initel �x����� kter
 nab
v� v bodech �� nuly �alespo� pokud
jsou f� g polynomy��

Vlastn�mi vektory jsou Legendreovy polynomy� obvykle normovan� podle
vztahu

Pn�x� %
�

�n � n&
dn

dxn
'�x� � ��n(� �������

Prvn�ch p�r polynom� m� tvar �jsou p�epo�teny i na kosiny n�sobk� � po
substituci x % cos ��

P- % �� P� % x % cos ��
P� % �

� �	x
� � �� % �

��	 cos �� 0 ���
P� % �

���x
� � 	x� % �

,�� cos 	� 0 	 cos ���
�������

To� �e jsou vlastn�mi vektory� je vid�t z toho� �e jsou na sebe kolm�� Prov�d��
me�li ortogonalisaci �� x� x� � � �� vyjdou n�m jednozna�n� �a� na koe�cienty�
vektory� Na druh� stran�� hled�me�li mezi polynomy n�t�ho stupn� vlast�
n� vektor L� kter
 �proto�e vlastn�� je kolm
 na v�echny polynomy ni���ch
stup��� vyjdou tak� jednozna�n��
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Kolmost ov���te n�sobn
m proveden�m per partes na v
razu

b�Pm� Pn� % konst �
Z �

��
dn

dxn
�x� � ��n

dm

dxm
�x� � ��mdx� ������

Mimo jin�� pro polynomy normovan� zp�sobem v
�e� plat� vztah ortogona�
lity �n0 ��� d� dost po��t�n��

b�Pn� Pm� %
�mn

n0 �
�

� �������

P�esto n�s zaj�m� spektrum Legendri�nu �n�sob�me koe�cientem � % �n�n&��
L��Pn��x� � d

dx
�x� � �� dn��

dxn��
�x� � ��n �

� �x dn��

dxn��
�x� � ��n � �x� � �� dn��

dxn��
�x� � ��n �

� dn��

dxn��
�x� � �� d

dx
�x� � ��n � �nx dn��

dxn��
�x� � ��n�

�n�n� �� dn

dxn
�x� � ��n � dn��

dxn��
�nx�x� � ��n � �nx dn��

dxn��
�x� � ��n�

�n�n� �� d
n

dxn
�x� � ��n � n�n� ���Pn�x�

�������

N�kolikr�t byla u�ita Leibnizova formule pro N �tou derivaci sou�inu

�uv�)N* % u)N*v 0Nu)N��*v� 0
N�N � ��

�
u)N��*v�� 0 � � � 0 uv)N* ������

analogick� binomick� v�t�� Tak nap��klad v posledn� �prav� polo��me v pr�
v�m �lenu N % n 0 �� u % �x� � ��n� v % �nx a m�me ��leny� kde se v
derivuje v�ce ne� jednou� jsou nulov��

dn!�

dxn!� �nx�x
����n % �nx

dn!�

dxn!� �x
����n0�n�n0��

dn

dxn
�x����n� ������

Posledn� napsan
 �len �n�n0 �� se trochu ode�te s n�n0 �� a p�edposledn�
vyru�� s p�edposledn�m v �prav�ch� Prost�edn� �pravu p�i v
po�tu spektra
kontrolujte pozp�tku� p�i p�i�azen� u % d�dx�x����n� v % �x�����N % n0��
Tentokr�t jsou nulov� �leny� kde se v derivuje alespo� t�ikr�t�

Vid�me� �e Pn je vlastn� funkce p��slu�ej�c� vlastn�mu ��slu n�n0 ���

Bez d�kazu konstatujme na z�v�r je�t�� �e polynomy lze po��tat podle
rekursivn�ho vzorce

�n0 ��Pn!� � ��n0 ��xPn 0 nPn�� % � ������

nebo jako koe�cienty Taylorova rozvoje vytvo�uj�c� funkce

��� �tx0 t������ %
�X
n�-

Pn�x�t
n ����	�
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�konverguje pro jtj 	
���x�px� � �

����� z toho plyne� �e po dosazen� x %

� dostaneme nalevo ���� � t�� co� je geometrick� �ada
P�
n�- t

n� a tud��

n Pn��� % �� �e jejich de�nici lze rozepsat

Pn�x� %
�
�n
n&
�
��n�&
n&

xn � n
��n� ��&
�n� ��&

xn�� 0 � � �

�
������

nebo ve vyj�d�en� x % cos �

Pn�cos �� %
�X
i�-

�
�n

�
�i
i

��
�n� �i
n� i

�
cos�n� �i��� ������

P�evr�cenou hodnotu vzd�lenosti dvou bod� o sf�rick
ch sou�adnic�ch �r� �� ��
a ��� �� �� lze vyj�d�it jako

�r� � �r� cos � 0 ������� %
�X
n�-

Pn�cos ��
�n

rn!� ������

pro � 	 r* pro � 
 r ve vzorci vym�n�me r a ��

Krokem ke sf�rick
m funkc�m jsou p�idru�en	 Legendreovy polyno�
my

Pml �x� % ��� x��m��
dm

dxm
Pl�x�� �����

po dosazen�

Pml �x� %
�

�l � l& ��� x��m��
dl!m

dxl!m
�x� � ��l ������

kter� pro ka�d�m % �� �� � � � � l �v�imn�te si� �e v�e funguje i prom % �l��l0
�� � � � ���� tvo�� ortogon�ln� basi� Vztah ortogonality jeZ �

��
Pml �x�Pml� �x�dx % �ll�

�
�l 0 �

�l 0m�&
�l �m�&

� ������

Jsou vlastn�mi vektory �p��slu�n� vlastn�mu ��slu l�l 0 ��� oper�toru

�x� � ��
d�

dx�
0 �x

d

dx
� m�

x� � �
� �������

V�t�inou se n�sob� ur�it
m faktorem� Tzv� normovan	 p�idru�en	 Le�
gendreovy polynomy jsou

Plm %
�
�l 0

�
�
�
�l �m�&
�l 0m�&

����

Pml � �������

�Pro jxj � �� co� je nap�	 v�dy pro x � cos �� konverguje v�dy je�li jtj � �
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Jsou dob�e de�nov�ny pro v�echna m % �l��l 0 �� � � � � l � �� l a

Pl��m % ����mPlm� �������

Sf�rick� funkce

Asi jste u� n�kdy sly�eli o tom� �e velikost vektoru orbit�ln�ho momentu
hybnosti je

p
l�l 0 ��@h� Ned�vno jsme na�li oper�tor s vlastn�mi ��sly l�l0���

Ano� oper�tor
;�L
�
% ;Lx ;Lx 0 ;Ly ;Ly 0 ;Lz ;Lz �����	�

m� vlastn� ��sla l�l0��@h�� proto�e ho jist
m zp�sobem lze p�ev�st na oper�tor
Legendre�v�

Uva�ujme tedy prostor funkc� na jednotkov� sf��e �to jest mno�ina bod��
kde r % ��� jin
mi slovy " zavedeme sf�rick� sou�adnice

x % r sin � cos�� y % r sin � sin�� z % r cos � �������

a dumejme o prostoru v�ech funkc� � � ��� ��� � � ��� ���� na n�m� de�nuje�
me skal�rn� sou�in vztahem

b��f � �g� %
Z
sf�ra

d` fg %
Z �
-

sin � d�
Z ��

-
d� f��� ��g��� ��� �������

v n�m� jsme vyj�d�ili element prostorov�ho �hlu d` % sin � d� d� tak� aby
byl invariantn� v��i rotaci sou�adnic�

Na tomto prostoru m�jme dva oper�tory

M % �i d
d�

� L % � �
sin �

�

��
sin �

�

��
� �

sin� �

��

���
� �������

kter� komutuj� �jedin�� s ��m m��e ���� nekomutovat� je f���� a ta se zde
nevyskytuje�� M m� vlastn� ��sla m � Z a L m� vlastn� ��sla l�l 0 ���
l % �� �� � � � � a spole�n� vlastn� funkce Ylm budeme naz
vat kulov	 ne�
boli sf	rick	 funkce s momentem hybnosti l a jeho t�et� slo�kou m� ��slo
m nab
v� hodnot �l��l 0 �� � � � l � �� l�

Normovan� kulov� funkce maj� tvar

Ylm��� �� % ��������Plmeim� ������

a n�kdy se mluv� i o nenormovan
ch

6lm % Pml �cos ��eim�� �������
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Uvedeme zde tvar n�kolika prvn�ch kulov
ch funkc�� tvo��c�ch ortonor�
m�ln� syst�m v��i zadan�mu skal�rn�mu sou�inu �funkce Yl��m je rovna
����mY lm,�$

b�Ylm� Yl�m�� % �ll��mm� �������

Y-- %
�p
��

� Y�- %

r
	
��

cos �� Y�� %

r
	
��

sin �ei�� �������

Y�- %

r
�
��

�
	
�
cos� � � �

�

�
� Y�� %

r
��
��

sin � cos �ei�� �������

Y�� %
�
�

r
��
��

sin� �e�i�� Y�- %

r

��

�
�
�
cos� � � 	

�
cos �

�
� �������

Y�� %
�
�

r
��
��

sin ��� cos� � � ��ei�� Y�� %
�
�

r
���
��

sin� � cos �e�i�� �����	�

Y�� %
�
�

r
	�
��

sin� �e�i�� Y�- %

r
�
��

�
	�
�

cos� � � ��
�

cos� � 0
	
�

�
�

�������

Y�� %
	
�

r
�
��

sin �� cos� � � 	 cos ��ei�� �������

Y�� %
	
�

r
�
��

sin� �� cos� � � ��e�i�� �������

Y�� % �	
�

r
	�
��

sin� � cos �e�i�� Y�� %
	
�

r
	�
��

sin� �e�i�� ������

Kdy� jsme ji� zabrousili do prostor� funkc� v�ce prom�nn
ch� nem��e�
me ne��ci� �e nejp�irozen�j�� zp�sob� jak z�skat spo�etnou basi  polynom�!
na prostoru funkc� na kart�zsk�m sou�inu interval�� je uva�ovat spole�n�
vlastn� vektory dvou oper�tor� p�sob�c�ch na dv� r�zn� prom�nn� �takov�
komutuj���

Tak nap��klad na prostoru funkc�

f��� x� $ ���� �i � h��� �i � C �������

existuj� dva komutuj�c� oper�tory

P % � �

��
� L % �x� � ��

d�

dx�
0 �x

d

dx
�������

�2initel ����m n�m zaji�&uje platnost v�ech vzorc� i pro m � � a ti� kte�� de�nuj�
kulov� funkce pro z�porn� m bez ����m� tak �in� trochu kr�tkozrace	
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a za basi prostoru funkc� lze vz�t spole�n� vlastn� vektory obou oper�tor��
sou�iny dvou funkc�

fkn��� x� % eik�Pn�x�� ��������

��	� �eby�evovy� Laguerrovy a dal�� polynomy

Volme op�t interval h��� �i� tentokr�t ov�em se skal�rn�m sou�inem

b��f � �g� %
Z �

��
f�x�g�x�

dxp
�� x�

� ��������

kter
 po substituci x % cos �� � � h�� �i d�v�

b��f � �g� %
Z �
-
f���g���d� ��������

a je tedy jak
msi skal�rn�m sou�inem na p�lkru�nici�
Uva�me diferenci�ln� oper�tor$

7C %
p
�� x�

d

dx

p
�� x�

d

dx
% ��� x��

d�

dx�
� x

d

dx
� ������	�

V�tami o substistuci nebo vyj�d�en�m

d

dx
%

d

� sin �d�
��������

ihned usoud�te� �e v prom�nn� � m� tvar �d��d���
Je samoadjungovan
m oper�torem� proto�e

b� 7C�g��f� %
R �
�� f

p
�� x� ddx

p
�� x� ddxg dx %

%
h
f
p
�� x� ddxg

i�
�� �

R �
��
p
�� x�

�
d
dxf


d
dxg dx %h

f
p
�� x� ddxg � g

p
�� x� ddxf

i�
��

0
R �
��
�
d
dx

p
�� x� ddxf


g dx %

% b��g� 7C�f�
��������

hranat� z�vorky vymiz� v p��pad�� �e funkce f� g maj� kone�nou derivaci
v bodech ��� �� jeliko� p�� x� je zde nulov��

�Nejprve derivuji� pak n�sob�m
p
�� x�� pak � � �
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Vlastn�mi vektory jsou  eby�evovy polynomy �prvn�ho druhu� p���
slu�ej�c� vlastn�mu ��slu �n�

Tn�x� % ��� x������ d
n

dxn ��� x��n!��� % cos�n arccos x� %

% xn �
�

n
�

�
xn����� x�� 0

�
n
�

�
xn����� x��� �0 � � �

��������

Dal��mi line�rn� nez�visl
mi vlastn�mi vektory jsou  eby�evovy poly�
nomy druh	ho druhu �jde o polynomy n�soben�

p
�� x��

Un�x� % sin�n arccos x�� �������

tvo��c� dal�� ortogon�ln� basi prostoru funkc�� V�imn�te si� �e i v p��pad��
kdy� ob� funkce f� g maj� tvar polynom kr�t

p
�� x�� tak hranat� z�vorky

vymiz�� pon�vad� je�li f % F
p
�� x� pro polynom F a g % G

p
�� x� pro

polynom G� je

d

dx
f % � Fxp

�� x�
0 �F �

d

dx
g % � Gxp

�� x�
0 �G� ��������

kde symbol �F a �G ozna�uje v
razy� kter� jsou nulov� pro x % �� a �nebo+
n�sobeny

p
�� x�� v hranat
ch z�vork�ch tedy vymiz�� Zbyl� �leny daj�

� x
p
�� x�'FG� FG(��� ��������

a vymiz� tedy tak�� �Pozor� podm�nka samoadjungovanosti nebude spln�na
v kombinovan�m p��pad�� tj� pokud f bude polynom a g bude G

p
�� x���

Uvedeme je�t� tvar n�kolika prvn�ch �eby�evov
ch polynom�$

U- % �� U� %
p
�� x�� U� % �x

p
�� x��

U� % ��x� � ��
p
�� x�� U� % ��x� � �x�

p
�� x� � � �

T- % �� T� % x� T� % �x� � �� T� % �x� � 	x�
T� % �x� � �x� 0 �� T� % ��x� � ��x� 0 �x�

T� % 	�x� � ��x� 0 ��x� � �� T % ��x � ���x� 0 ��x� � x�
T, % ���x, � ���x� 0 ���x� � 	�x� 0 ��
T$ % ���x$ � ��x 0 �	�x� � ���x� 0 �x

��������
Pro �plnost zde je�t� bez d�kaz� uv�d�me rekurentn� vzorec �stejn
 pro T i
U�

Tn!� � �xTn 0 Tn�� % Un!� � �xUn 0 Un�� % � ��������
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a tzv� vytvo�uj�c� funkce

�� t�

�� �tx0 t�
%

�X
n���

Tn�x�t
jnj�

�
�� �tx0 t�

%
�X
n�-

Un!��x�p
�� x�

tn� ��������

Shr�me je�t� vztahy ortogonalityR �
�� Tm�x�Tn�x�

dxp
��x� % �

� ��mn 0 ��m�n��R �
�� Um�x�Un�x�

dxp
��x� % �

� ��mn � ��m�n��
������	�

Nejlep�� aproximace jsou pomoc� �eby�evov�ch polynom�

�eby�evovy polynomy hraj� d�le�itou �lohu v teorii aproximac� �funkc�� po�
lynomy� Polynom p nazveme nejlep�� aproximac� dan� spojit� funkce f na
intervalu ha� bi v t��d� polynom� Pn stupn� nejv
�e n� pokud

inf
q�Pn

kf � qk
�
kfk % max

t�ha�bi
jf�t�j

�
��������

se realisuje pr�v� pro q % p�

�eby�evova v�ta� Polynom nejlep�� aproximace je pr�v� jeden� D�le�
je�li p polynomem nejlep�� �n�t�� aproximace funkce f � tak existuj� body
a 	 a� 	 a� 	 � � � 	 an 	 b takov�� �e ��sla

�i $% f�ai�� p�ai� ��������

st��daj� znam�nka pro i % �� � � � � n a 
i �i % kf � pk�

D�le�it� d�sledek v�ty� Nejlep�� aproximac� funkce

f�x� % xn ��������

v prostoru Pn�� je pr�v� ten polynom q � Pn��� pro n�j� je

xn � q�x� �������

odpov�daj�c�m n�sobkem Tn�x�� Jin
mi slovy� mezi v�emi polynomy n�t�ho
stupn� se stejn
mi koe�cienty u xn je pr�v� �n�sobek� Tn�x� nejlep�� apro�
ximac� nulov� funkce�

Cvi�en�� Pokuste se dok
zat posledn� dsledek� eventu
ln� i 'eby�evovu
v�tu�
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Laguerrovy polynomy

Ji� jen telegra�cky si �ekneme o Laguerrov�ch polynomech

Ln�x� % ex
dn

dxn
�xne�x� %

nX
i�-

����i
�

n
i

�
n&
i&
xi� ��������

kter� tvo�� ortogon�ln� basi �-v��i skal�rn�mu sou�inu na intervalu tentokr�t
����� ��initel e�x zaji�+uje konvergenci�

b��f � �g� %
Z �

-
e�xf�x�g�x�dx� ��������

Tvar n�kolika prvn�ch je

L- % �� L� % �� x� L� % �� �x0 x��
L� % �� ��x0 �x� � x��

L� % ��� ��x0 �x� � ��x� 0 x��
L� % ��� � ���x0 ���x� � ���x� 0 ��x� � x�

� ��������

daj� se po��tat podle rekurentn�ho vzorce

Ln!� � ��n0 �� x�Ln 0 n�Ln�� % � ��������

a vytvo�uj�c� funkce je

exp'�xt���� t�(
�� t

%
�X
n�-

Ln�x�
tn

n&
� jtj 	 �� ��������

Funkce Ln jsou vlastn�mu ��slu n p��slu�ej�c� vlastn� funkce hermitovsk�ho
oper�toru

� x
d�

dx�
0 �x� ��

d

dx
������	�

a jsou tedy ortogon�ln��
Pro ka�d�m % �� �� �� � � � lze z�skat jeden syst�m ortogon�ln�ch polynom���

Lmm� L
m
m!�� L

m
m!�� � � �� tzv� p�idru�en	 Laguerrovy polynomy �pro p��pad

m % � dost�v�me p��mo p�vodn� Laguerrovy polynomy�

Lmn %
dm

dxm
Ln�x� % ����mn&

n�mX
i�-

�
n

m0 i

�
��x�i
i&

� ��������

�	Pomoc� nich se vyjad�uj� radi�ln� ��sti vlnov
ch funkc� atomu vod�ku	
��Aby syst�m byl Lq	� L

q
�� � � �� u��vaj� n�kte�� auto�i jinou de�nici� L

q
p � ����q dq

dxq
Lp
q�x�	
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maj� vytvo�uj�c� funkci

exp'�xt��� � t�(
����m��� t�m!� %

�X
n�m

Lmn �x�
tn�m

n&
��������

a vztah ortogonality je

b�Lmn � L
m
n�� %

Z �

-
xme�xLmn �x�L

m
n��x�dx %

�nn��n&��

�n�m�&
� ��������

Funkce Lmn �x� jsou vlastn�mu ��slu n�m p��slu�ej�c� charakteristick� funkce
oper�toru

� x
d�

dx�
0 �x�m� ��

d

dx
� �������

Zjist�te� kterak v tomto p��pad� hodnota hranat�ch z
vorek zajist� hermitovost
tohoto oper
toru�

Na z
v�r se pokuste vytvo�it dal�� hermitovsk� oper
tory a skal
rn� sou�iny�
vedouc� k de�nic�m dal��ch t��d ortogon
ln�ch polynom� Mo�n
 dojdete k z
	
v�ru� �e uveden� p��klady jsou opravdu t�mi nejhez��mi�

Tak� Besselovy funkce jsou vlastn�mi funkcemi ur�it�ho oper�toru a
tvo�� jist� ortogon�ln� syst�my funkc�� ortogon�ln� v�ak nikoli proto� �e sy�
st�m obsahuje vlastn� funkce odpov�daj�c� r�zn
m vlastn�m ��sl�m� ale na�
opak obsahuje funkce Jn��x�� �ili r�zn� �ve sm�ru osy x� rozta�en� funkce
p��slu�ej�c� jednomu vlastn�mu ��slu �n� a tak se vymykaj� zde diskutovan�mu
t�matu� stejn� jako hypergeometrick	 funkce �resp� Jacobiho polyno�
my� kter� z nich z�sk�me jen ur�itou transformac� parametr�� a kter
ch
jsou Legendreovy a �eby�evovy polynomy speci�ln�m p��padem pro zvl��tn�
volbu parametr�� a tak z�jemce odkazujeme na �etnou literaturu�

��	� Diagonalisace konvolu�n�ho oper�toru

P�ipome�me na �vod pojem charakteru zaveden
 v odstavci du�ln� grupa�

Nech+ G je kone�n� Abelova grupa �mysleme t�eba p��mo naZp�� Vno�me

G do form�ln�ho line�rn�ho obalu nad G � tzn� do RG �tento prostor d�le
zna��me symbolem L�G � a jeho prvky jako fxg j g � G g* samotn� prvky G
potom ztoto�n�me s f�ga j a � G g�� Zobrazen�  translace! � posunu!�

fa �� a� gg $ G � G ��������
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line�rn� prodlou��me p�edpisem

fxa j a � G g �� f�Tgx�a % xa�g j a � G g ��������

na oper�tor Tg de�novan
 na cel�m L�G ��

Definice� Libovoln
 oper�tor na L�G �� kter
 je line�rn� kombinac� ope�
r�tor� posunu� nazveme konvolu�n�m oper�torem �konvoluc��� Je�li

f %
X
g�G

F �g�Tg� �����	��

nazveme funkci fF �g� j g � G g j�drem konvoluce f �

Pozn�mka� Pozd�ji budete v anal
ze zkoumat spojitou analogii tohoto
pojmu na G % R � Tam bude analogicky konvoluc� funkc� X a F funkce

�F "X��t� %
Z �

��
F �t� s�X�s�ds �����	��

a tedy X �� F "X bude konvolu�n�m oper�torem s j�drem F na vhodn�m
prostoru funkc� na R �p�i�em� samoz�ejm� vyvstanou ve srovn�n� s kone��
nou grupou G nov� technick� probl�my spojen� s ot�zkou� jak� j�dra jsou
p��pustn�� aby uva�ovan
 oper�tor m�l rozumn� vlastnosti��

Nen� t��k� nahl�dnout� �e ka�d
 konvolu�n� oper�tor je norm�ln� �pokud
nerozum�te� u�ijte rejst��k nebo ignorujte� ��emupak je asi rovna adjunkce
k Tg���� tak�e m� smysl cht�t ho diagonalisovat� Ve skute�nosti " v d�sled�
ku komutov�n� v�ech translac� " lze prov�st tuto diagonalisaci pro v�echny
konvolu�n� oper�tory najednou� N��e uvedenou v�tu jsme ji� jednou pou�ili
" p�i v
po�tu cirkulantu$

V�ta� Nech+ T je konvolu�n� oper�tor s j�drem F � Potom je T diagona�
lisov�n v ortogon�ln� basi v�ech charakter� G a plat�

T ��� % bF ���� �����	��

pro libovoln
 charakter �� kde

bF ��� %
X
g�G

��g�F �g�� �����		�



�"�-� DIAGONALISACE KONVOLU�N�HO OPER�TORU ��

Pozn�mka� Tato v�ta je z�kladem cel�ho matematick�ho oboru " tzv�
harmonick	 anal�zy� Viz teorii Fourierov
ch �ad a Fourierov
ch transfor�
mac�� P�in���me n�kolik d�sledk�$

Parsevalova rovnost� �N je po�et prvk� G ��X
g�G

jF �g�j� %
�
N

X
��G �

��� bF ���
���� � �����	��

Sta� si uv�domit� �e p�echod od kanonick� base k basi dan� charaktery
normalisovan�mi faktorem ��

p
N � je unit�rn�m zobrazen�m�

Druh� d�sledek� O u�it� n�sleduj�c� rovnosti se je�t� zm�n�me v pod�
kapitole o tensorech a nez�visl
ch jevech� �Je to pouh� skl�d�n� diagon�ln�ch
matic�� dF� " F� % cF� � cF� �����	��

Pozn�mka� Hez��� v��i G a G � symetrickou variantu Parsevalovy rov�
nosti dostaneme v n�sleduj�c� normalisaci� Ztoto�n�me G i G � s aditivn�
grupou ��sel fk�pN� k % �� �� � � � N � �g� Pi�me tedy charaktery G ve tvaru

���x� % exp���i�x�� x %
kp
N
� � %

lp
N
� �����	��

Pi�me bF )T *��� %
�p
N

X
x�G

���x�F �x�� �����	�

Bereme�li skal�rn� sou�iny

b�F�G� % �p
N

P
x�G F �x�G�x�

b� bF � bG� % �p
N

P
��G � bF ��� bG����

�����	��

�faktor ��
p
N je tu proto� aby p��slu�n�  rovnom�rn� m�ra! na G a G �

s vahou ka�d�ho bodu ��
p
N p�e�la v limit� n��e v m�ru Lebesgueovu� m�

Parsevalova rovnost tvar
kFk %

��� bF )T *
��� � �����	��

Pro N � � pak p�ech�z�me k Fourierov� transformaci� kde Parsevalova
rovnost m� tvar Z

R
jF �x�j� dx %

Z
R

��� ;F ���
���� d�� ��������
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Jin� normalisace �prvky G � uva�ujeme zde op�t celo��seln��

bF )(*��� %
�
N

X
g�G

��g�F �g� ��������

vede k variant�
�
N

X
g�G

jF �g�j� %
X
��G �

��� bF )(*���
���� � ��������

co� je zase obvykl
 a vhodn
 tvar pro p�echod �p�i N � � a p�e�k�lov�n�
G obdobn� jako naho�e� ale faktorem ��N� k teorii Fourierov
ch �ad� Nalevo
potom vznikne integr�l p�es '�� �(�

Harmonick� anal
za je p�kn
m p��kladem postupn� abstrakce matema�
tick�ho oboru " kter
 vznikl  zkoum�n�m kmit�! �t�eba strun hudebn�ch
n�stroj�� a nach�z� mnoh� aplikace t�eba v elektrotechnice " a o n�m� je po
	�� letech rozvoje s jistou nads�zkou tak� mo�no ��ci� �e to je  pouze! jist

speci�ln� p��pad diagonalisace oper�toru " toti� konvolu�n�ho oper�toru " a
to v��i basi dan� v�emi charaktery dan� grupy� ���



Kapitola ��

Kvadratick� sv�t

��	� Biline�rn� a kvadratick� formy

Definice� Zobrazen� na kart�zsk�m sou�inu vektorov
ch prostor�

F $ V� � V� � � � � � Vn � R�C �����

nazveme multiline�rn�m �line�rn� v ka�d� prom�nn��� pokud plat�

� F ��v� 0 �v��� �v�� � � � � �vn� % F ��v�� � � � � �vn� 0 F ��v��� �v�� � � � � �vn�

� F ���v�� �v�� � � � � �vn� % �F ��v�� � � � � �vn�

�pokud je to rovno �F ��v�� � � � � �vn�� zobrazen� je v dan� prom�nn� an�
tiline�rn��

a obdobn� rovnosti pro ostatn� prom�nn�� V t�to kapitole mluv�me o p��padu
n % �� proto ona p�edpona  bi! v ozna�en� biline�rn� formy�

V p��pad� n % � je ov�em nejd�le�it�j��m p��kladem zobrazen� duality$

f��v� �w�� �� w���v�g $ V � V � � R�C � �����

Z v�ty o representaci v�me� �e jak�koliv biline�rn� zobrazen� z V � V � lze
p�en�st na V � V vztahem

G��v� �w� $% F ��v��j��w��� ���	�

Pak je ale zobrazen� v druh� prom�nn� antiline�rn� a nikoli line�rn��

���
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Abychom mohli mluviti nap�� i o skal�rn�m sou�inu na komplexn�m pro�
storu jako o biline�rn� form�� u�i�me �mluvu� �e biline�rn�m zobrazen�m
B budeme rozum�t zobrazen� B $ V�V � R�C line�rn� v prv� a antiline�r�
n� v druh� prom�nn�� V �ist� algeb�e �neovlivn�n�  p�ehnan
m! d�razem
na hermitovsk� formy� se biline�rn� formou naz
v� forma line�rn� v obou
prom�nn
ch* to� co my jsme nazvali biline�rn� formou� se obvykle naz
v�
sesquilinear form apod� Ze sesquiline�rn�ch se p�eorientujeme na skute�n�
biline�rn� formy v kapitole o tensorech�

Definice� Z��en� neboli restrikci KB

f�v �� B��v� �v�g $ V � C �����

nazveme kvadratickou formou odpov�daj�c� dan� biline�rn� form��
Nab�z� se ot�zka� zda se touto restrikc� neztrat� n�jak� informace o p��

vodn� �hermitovsk�� sesquiline�rn�� biline�rn� form� B� Odpov�-  neztrat�!
d�v� n�sleduj�c��

rekonstruk�n� v�ta�

B��x� �y� %
�
�
�KB��x0 �y��KB��x� �y� 0 iKB��x0 i�y�� iKB��x� i�y��

�����
Na re�ln�m prostoru lze dokonce ps�t

B��u� �v� %
�
�
�KB��u0 �v��KB��u� �v��� �����

Identick� v�ta byla uvedena u� v kapitole o skal�rn�m souinu� d�kaz
prove�te t�mt�� rozn�soben�m�

D�sledek� Pojmy  symetrick� biline�rn� �nebo sesquiline�rn�� forma!
a  kvadratick� forma! budeme dle libosti zam��ovat�

Definice� Biline�rn� formu nazveme hermitovskou resp� symetric�
kou� pokud plat�


�v� �w � V B��v� �w� % B��w� �v� resp�B��w� �v�� ����

Vid�me� �e pro re�ln� formy oba nov� pojmy spl
vaj��

�Mluv�me o !sesquiline�rn�ch" form�ch	
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Skal�rn� sou�in te- lze ch�pat jako hermitovskou biline�rn� formu� kter�
je nav�c positivn�$


�v �% �� B��v� �v� 
 �� �����

Pojem hermitovsk� �samoadjungovan	� kvadratick� formy je tedy zobec�
n�n�m pojmu skal�rn�ho sou�inu�

��	� Matice kvadratick� formy

Definice� Nech+ �v�� � � � � �vn je n�jak� base V�
Matici� A % �aij� s prvky aij % B��vi� �vj� nazveme matic� dan	 bili�

ne�rn� formy B�

Dva vektory� Pokud v tomto prostoru m�me dva vektory

�x %
nX
i��

�vix
i� �y %

nX
j��

�viy
i� �����

potom je
B��x� �y� %

X
i�j

B��vix
i� �vjy

j� %
X
i�j

xiB��vi� �vj�y
j� ������

co� lze p�epsat do tvaru maticov�ho sou�inu �x je sloupcov� matice se sou�
�adnicemi �x tak� jak se vektor obvykle p��e�

B��x� �y� % y�ATx nebo xTAy� ������

�V�e plat� i v Rn� kde lze vynechat pruhy a hv�zdi�ku nahradit t��kem��
Kv�li shod� s obvykl
m zna�en�m v kvantov� mechanice� kde se sdru�uje

lev
 �initel �bra�vektor��� budeme u��vat prv�ho z�pisu s transponovanou
matic�AT � Vid�me� �e hodnotu biline�rn� formy ve vektorech �x� �y lze nahl��et
jako skal�rn� sou�in

B��x� �y� % b��f��x�� �y�� ������

kde zobrazen� f je d�no vzorcem

�f��x� % AT�x� ����	�

�Fakt� �e p��eme oba indexy dol�� je spr�vn�	 I na prav� stran� jsou oba dole	
�#vodn� pozn�mka o bracketech na stran� �	
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�Bude	li �e� o bracket	z
pisu� budeme m�nit matic� formy matici transponovanou
k t�� o ni� jsme mluvili� b��n� budeme pracovat s ket	vektory� jejich� sou�adnice
budeme ps
t do sloupce� zat�mco p��slu�n� bra	vektory budou vektory du
ln�ho pro	
storu se sou�adnicemi sdru�en�mi proti odpov�daj�c�m ket	vektorm a zapisovan�mi
do �
dky� Skal
rn� sou�in budeme nad
le ps
t

b��x� �y� � hyjxi � y�x� �������

Na�t�st�� alespo" v re
ln�m p��pad� je jedno� kam um�st�me pruh��

V�ta� Nech+ A resp�A� je matic� B v��i basi �v�� � � � � �vn resp� �v��� � � � � �v�n�
Nech+ matic� p�echodu od �vi k �v�i je matice C$�

�v��� � � � � �v�n

%
�
�v�� � � � � �vn


C� ������

PAK JE A� % CTAC� ������

Uv�domte si rozd�ly proti zm�n� matice zobrazen��

D�kaz� Tabulku A % �aij� lze zn�zornit jako maticov
 sou�in

sloupce

�B� �v�
���
�vn

�CA a ��dku
�
�v�� � � � � �vn


� �����

kde sou�inem prvk� �vi ��vj m�n�me B��vi� �vj� % aij� Pi�me vztah mezi basemi
tak� transponovan�$ �B� �v��

���
�v�n

�CA % CT

�B� �v�
���
�vn

�CA ������

a pron�sobme sloupce a ��dky� Dostaneme vztah�B� �v��
���
�v�n

�CA � � �v��� � � � � �v�n

% CT

�B� �v�
���
�vn

�CA � � �v�� � � � � �vn

C ������

tedy vskutku A� % CTAC� ������

kde  �! je n�soben� dan� p�edpisem B a pruh u C vyjad�uje antilinearitu
v druh�m �initeli�
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Ve slo�k�ch vypad� d�kaz

a�ij % B��v�i� �v
�
j� %

X
k�l

B��vkc
k
i� �vlc

l
j� %

X
k�l

ckiB��vk� �vl�c
l
j %

X
k�l

cTi
kaklc

l
j �

������

P��klady biline�rn�ch forem� Z anal
zy jsme zvykl� na linearisaci
probl�m� �po��t�n� s diferenci�lem zkouman
ch funkc��� Tam� kde lineari�
sace d�v� nedostate�nou informaci� nap��� v okol� extr�mu� nastupuje jem�
n�j�� metoda$ zkouman� funkce nahrazujeme jejich line�rn��kvadratick
mi
aproximacemi� tj� Taylorov
m rozvojem ����du� �Pokud se prvn� diferenci�l
anuluje� zbude jen kvadratick� forma��

Pro funkce f $ Rn � R tak dost�v�me kvadratick� formy typu

B��x� �x� %
X
ij

xiaijx
j� �x � Rn� ������

Analogicky� na prostorech funkc� m��eme takto dosp�t ke kvadratick
m for�
m�m tvaru nap��

B�f� g� %
Z b
a

�Z b
a
J�s� t�f�s�g�t�ds

�
dt� ����	�

kde J je n�jak� funkce dvou prom�nn
ch � j�dro! dan� biline�rn� formy��
Budi� poznamen�no� �e skal�rn� sou�in dostaneme pro

aij % �ij a J�s� t� % ��s���s� t�� ������

kde � je v�ha �nap�� � nebo e�x
�
� a ��x� je Diracova funkce�

Jednoduch� p��klady kvadratick
ch forem dost�v�me� m���me�li �t�eba
euklidovsky� vzd�lenosti na podprostorech Rn� kter� n�jak parametrisujeme�
��m� vyjde kvadr�t vzd�lenosti bodu jako kvadratick� forma rozd�lu zm�n��
n
ch parametr�� T�m jsme pouk�zali na p�irozenost zad�n� vzd�lenosti v Rm

�kde m � n� pomoc� vhodn� kvadratick� formy �s matic� obecn� odli�nou
od jednotkov�� a m��eme zformulovat

cvi�en�� Spo�t�te vzd
lenost bodu od podprostoru E � Rm v metrice
dan� kvadratickou formou na Rm s matic� A�

�P��klad$ vzd�lenost bodu od p��mky v R �� kde vzd�lenost m���me po�
moc� kvadratick� formy s n�jakou matic� A��

�Jin
 p��klad� pokud z�vislost s�ly pru�iny na v
chylce aproximujeme line�rn�� mus�me
z�vislost energie aproximovat kvadraticky	
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P��klad�Toeplitzovy formy�� M�jme kvadratickou formu na Rn� je�
j�� matice v��i kanonick� basi m� prvky invariantn� v��i posunu v cyklick�
grup� f�� �� � � � � n��g� tzn� prvky aji z�vis� pouze na j� i modulo n� �T�eba
suma �tverc� rozd�l� sousedn�ch sou�adnic* � a n � � jsou tak� soused���
Takov�to form� se ��k� Toeplitzova a p��slu�n
 representuj�c� oper�tor je
ov�em konvolu�n� oper�tor �viz� str� ����* spektr�ln� rozklad tam uveden

d�v� pak diagonalisaci uva�ovan� kvadratick� formy��

Cvi�en�� Charakterisujte p��pady� kdy konvolu�n� oper
tor je dokonce sa	
moadjungovan�� �Odpov�-$ kdy� m�  symetrick� j�dro! tzn� kdy� je repre�
sentuj�c�m oper�torem Toeplitzovy formy* viz d�le " formulujte podrobn�ji��

��	
 Diagonalisace kvadratick� formy

Definice� �ekneme� �e biline�rn� forma m� v��i dan� basi kanonick�
�ili diagon�ln� tvar� pokud jej� matice v��i t�to basi je diagon�ln��

P��klad� Uva�ujme symetrickou formu B��v� �w� danou v kanonick� basi
�e���e� prostoru R � p�edpisem

B��v� �v� % x� � �xy 0 �y�� �v % �x� y� % �e�x0 �e�y� ������

podrobn�ji B��v� �v�� % xx� � xy� � yx� 0 �yy�� ������

Forma B samoz�ejm� nem� v��i basi �e���e� kanonick
 tvar*

jej� matice je

�
� ��
�� �

�
� �����

Nap��eme�li v�ak B��v� �v� ve tvaru

�x� y�� 0 y� % �x���� 0 �y����� ������

kde x�� % x � y a y�� % y� znamen� to� �e uveden� forma m� jednotkovou
matici v��i basi �e��� % �e�� �e��� % �e� 0 �e�� proto�e �ov��te�

B��e��� ��e
��
�� % B��e�����e

��
�� % �� B��e�����e

��
�� % B��e�����e

��
�� % � ������

�Jsou d�le�it� v teorii pravd�podobnosti p�i zkoum�n� stacion�rn�ch n�hodn
ch proce�
s�� v modelech statistick� fyziky a kvantov� teorie pole i jinde	
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a d�ky bilinearit� n�sledn�

B��v� �v� % �x���� 0 �y���� pro ka�d
 vektor �v % �e���x
�� 0 �e���y

��� ���	��

Formu jsme tak diagonalisovali v��i basi� kter� nen� ortonorm�ln� �ani orto�
gon�ln�� v obvykl� euklidovsk� norm��

Representace hermitovsk� formy oper�torem

V�ta o representaci biline�rn� formy� Pro hermitovskou kvadra�
tickou formu B na line�rn�m prostoru V se skal�rn�m sou�inem b existuje
jednozna�n� ur�en
 hermitovsk
 oper�tor f $ V � V takov
� �e

B��v� �w� % b�f��v�� �w� % b��v� f��w��� ���	��

D�kaz� Nech� B je libovoln� biline�rn� forma� Representujme line�rn�
formu

f�v �� B��v� �w�g $ V � C ���	��

vektorem �w�& B��v� �w� % b��v� �w�� 
�v � V�
Potom oper�tor f��w� % �w� �ov��te line
rnost� spl0uje hledan� vztah

B��v� �w� % b��v� f��w��� ���		�

Dok�zali jsme tedy obecn�j�� tvrzen� a hermitovost B pot�ebujeme jen
proto� aby bylo

b��v� f��w�� % B��v� �w� % B��w� �v� % b��w� f��v�� % b�f��v�� �w�� ���	��

Diagonalisace hermitovsk� formy

V ned�vn�m p��kladu jsme diagonalisovali v��i basi� kter� nen� ortogon�l�
n� v obvykl� euklidovsk� norm�� Hermitovsk� forma v�ak m��e b
t v�dy
diagonalisov�na v ortonorm�ln� basi$ najdeme vlastn� vektory dan�� matice
�neboli matice representuj�c�ho oper�toru�� normujeme je �nesta���li n�m ji�
ortogon�ln� base�� pokud n�kter�mu vlastn�mu ��slu p��slu�� v�cerozm�rn


�Doporu�ujeme pracovat s matic� transponovanou proti p�vodn� de�nici� tedy aij �
B��vj � �vi�� neboli v kvantov� konvenci �B je i nad�le antiline�rn� v druh� prom�nn�	�
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prostor vlastn�ch vektor�� tak jeho basi Gramm�Schmidtovsky ortogonali�
sujeme� a dojdeme ke kanonick�mu tvaru formy� proto�e vlastn� vektory
hermitovsk� matice p��slu�ej�c� r�zn
m vlastn�m ��sl�m jsou �v obvykl�m
skal�rn�m sou�inu� kolm� �o tomto nem��e b
t �e�i v ostatn�ch metod�ch�
kter� uvedeme� v nich� nehraje  kanonick
! skal�rn� sou�in ��dnou roli�$

V�ta� Nech+ A je hermitovsk� matice� Pak existuje diagon�ln� matice
D a unit�rn� matice U �jej�� sloupce tvo�� sou�adnice jednotliv
ch vlastn�ch
vektor� A� takov�� �e

A % UDU�� �U�� % U��� ���	��

�Pokud m�te pot��e se zapamatov�n�m� �e m��liUm�t ve sloupc�ch vlast�
n� vektory� pak mus�me ps�t U nalevo od D� navrhujeme v�m nap�� tuto po�
m�cku$ AU % UD� proto�e nap��eme�li na pravou stranu sloupec  jedni�ka
a zbytek nuly!� co� je prvn� vlastn� vektor �v� vyj�d�en
 v basi vlastn�ch
vektor�� je UD�v� roven ��n�sobku tohoto vektoru zapsan�ho ve star� basi�
stejn� jako AU�v���

Zp�t k p��kladu� Najdete�li vlastn� ��sla �����	�p��� dan� matice a
odpov�daj�c� vlastn� vektory �e���� ��e���� � kter� normujete� budete moci kvadra�
tickou formu ps�t ve tvaru

KB��e
���
� x

��� 0 �e���� y
���� %

	�p�
�

�x����� 0
	 0

p
�

�
�y������ ���	��

Metoda dopln�n� na �tverec

K jej�mu vylo�en� od v�s pot�ebujeme zn�t vzorec

�a0 b�� % a� 0 �ab0 b�� ���	�

Upravujeme v
razP
aijx

ixj % a���x��� 0 �a��x�x� 0 � � �0 �a�nx�xn 0
P
i�j!� aijx

ixj %
a���1x��� 0

P
1aijxixj % � � �

���	��
kde 1x� % x� 0 a��

a��
x� 0 � � �0 a�n

a��
xn� Uplatn�me�li stejn
 postup d�le na �adu

1a���x���� � � � atd�� dostaneme v
raz

a���1x
��� 0 1a���1x

��� 0 � � �0 1ann�1x
n��� ���	��

�D�le�it
 p��pad je re�ln
� kdy slova !hermitovsk�"� !unit�rn�" lze nahradit slovy !sy�
metrick�"� !ortogon�ln�"	
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Takov�to �pravy lze ov�em prov�st pouze za p�edpokladu a�� �% �� 1a�� �% �
atd� Pokud 
i aii % � �jinak bychom za�ali upravovat vzhledem k libovoln��
mu aii�xi�� takov�mu� �e aii �% �� a pokud je alespo� jeden prvek a�i �% � ]
t�eba a� �% � �opa�n
 p��pad 
i a�i % � je trivi�ln�� na sou�adnici x� forma
naz�vis�� �ili bude 1a�� % ��� provedeme n�sleduj�c� substituci jako prvn� krok
�pravy �1x��� jsou x��� rotovan� o ����

�a� x
�x %

a� 
�

�
�x� 0 x �� � �x� � x ���


% a����1x

��� � �1x ���� ������

T�m p�evedeme zadanou kvadratickou formu na p��pad� kdy a�� �% � �% a���
a d�le pokra�ujeme zp�sobem uveden
m v
�e�

Koment�� k metod� a zobecn�n�� Formu f��x� %
P
aijx

ixj pi�me
podrobn�ji jako

f��x� % aij�e
�i��x��e�j��v�� ������

kde f�e�ig je du�ln� base k basi �e�� � � � ��en� v��i n�� m� vektor �x sou�adnice
xi

�x %
X

�eix
i� ������

P�echod k nov� sou�adnici

1x� % x� 0
a��
a��

x� 0 � � �0
a�n
a��

xn ����	�

vlastn� znamen� zm�nu du�ln� base$ od �e��� � � � ��e�n k nov�

1�e
��
% �e� 0

a��
a��

�e�� 0 � � �0
a�n
a��

�e�n� ������

Diagonalisovat formu metodou dopln�n� na �tverec znamen� p�ej�t v �E n��

k takov� basi 1�e
��
� � � � ��e�n� v n�� m� kvadratick� forma tvar

f��v� %
X
i

1aii
�
�e�i��v�

�
� ������

M�te�li matici p�echodu mezi du�ln�mi basemi� matici p�echodu mezi p�vod�
n�mi basemi z�sk�te jako k n� inversn� �v na�em po�ad� z�pis�� nebo chcete�li
kontragradientn��

Z postupu je z�ejm�� �e zamez�me�li p��padu� kdy bylo nap�� a�� % � �tyto
p��pady o�et�uje n�sleduj�c� v�ta pomoc� formulace o hlavn�ch minorech��
lze z�skat matici p�echodu C�� od vlnkovan� basi k nevlnkovan� �kde C je
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matice p�echodu od nevlnkovan� k vlnkovan�� jako produkt �sou�in� matic
typu �BBB�

� a��
a��

a��
a��

a��
a��

	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �

�CCCA � ������

bude tedy horn� troj�heln�kov� �a tedy i matice C� inversn� matice k horn�
troj�heln�kov� je horn� troj�heln�kov���

V�ta� Pro ka�dou symetrickou matici A� kter� m� nenulov� v�echny
hlavn� minory �tj� nenulov� determinanty matic vznikl
ch z A v
b�rem prv�
n�ch k ��dek a sloupc��� existuje horn� troj�heln�kov� matice C takov�� �e
matice

CTAC �����

je diagon�ln��

Zobecn�n� metody� P�echod k nov� sou�adnici je mo�no popsat jako
zm�nu matice formy

A �� CTAC� ������

V �e�i ��dkov
ch a sloupcov
ch �prav matice to znamen�� �e s ka�dou ��d�
kovou �pravou ud�l�me z�rove� i odpov�daj�c� sloupcovou �pravu matice A�
Metodu dopln�n� na �tverec lze zobecnit t�m� �e tyto �pravy ji� nemus� b
ti
element�rn�� �Postup je v
hodn
� zaj�m�me�li se pouze o signaturu��

Promyslete podrobn�� co p�esn� znamen
 a jak lze p��padn� zobecnit ono
�najednou�� �Jde o asociativitu n�soben� matic��

Jacobi�Sylvestrova metoda

Jedn�m z postup�� objevuj�c�ch se v nejr�zn�j��ch situac�ch a znovu a v�dy
d�vaj�c�ch n�jak
 netrivi�ln� v
sledek� je Gramm�Schmidt
v ortogona�
lisa�n� proces�

Tentokr�t ho neaplikujeme vzhledem k b��n�mu skal�rn�mu sou�inu� ale
obecn�ji vzhledem k zadan� symetrick� kvadratick� form� B na re�ln�m
prostoru$

Ozna�me symbolemAmatici formyB v��i n�jak� zvolen� basi �e�� � � � ��en$

aij % B��ei��ej�� ������
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Chceme tuto basi  ortogonalisovat v��i B!� tzn� nal�zt novou basi

�fk %
X
ik

�eic
i
k� ������

aby B��fk��fj� % � 
j �% k �tuto podm�nku sta�� nahradit podm�nkou 
j 	 k

a dokonce ji upravit na 
j 	 k B��fk��ej� % ���  Cejch! bude vhodn� volit
takto$ B��fk��ek� % �� Pak bude ckk % B��fk��fk�� Naj�t ckj pro j 	 k znamen�
�e�it soustavu rovnic typuX

j

B��ei��ej�c
j
k % � pro i 	 k ������

X
j

B��ei��ej�c
j
k % � pro i % k� ������

tedy soustavu s roz���enou matic��B� a�� � � � ak� 	
���

� � �
���

���
ak� � � � akk �

�CA ����	�

Podle Cramerova pravidla plat� �doka�te a ov��te��

ckk %
detA)k��*
detA)k*

� ������

kde detA)k* je k�t
 hlavn� minor A

det

�B� a�� � � � ak�
���

� � �
���

a�k � � � akk

�CA ������

To v�e plat� za p�edpokladu� kter�ho se dr��me i v�ude v tomto odstavci� �e

detA)k* �% � 
k % �� � � � � n� ������

Uk�zka� V prostoru R � je zad�na kvadratick� forma matic� A v��i basi
�e���e���e� �proto�e je prvn�� s kterou pracujeme� ��kejme j� kanonick��

��x� �y� �� B��x� �y� % �yTA�x� �����
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kde �x zna�� sloupec a �xT jeho transposici� �ili ��dku se stejn
mi ��sly�
Nech+ t�eba

A %

�B� �� �	 ��
�	 � �
�� � �	

�CA � ������

Najdeme basi �f���f���f�� v n�� m� forma diagon�ln� matici� a polo�me

�f� % �e�� ������

V�imneme si� �e
B��f���f�� % ��� ������

co� bude prvn� element �diagon�ln�� matice formy v basi f�fig� �Nebudeme
pou��vat cejch z texu� ale kalibraci cjj % ��� D�le najd�me vektor �f�� kter

je �v metrice dan� formou� kolm
 na �f�� a to ve tvaru �vpravo�

�fT� A�f� % �� �f� % �e� 0 k�f�� ������

Dosad�me�li prav
 vzorec pro�f� do po�adovan� rovnosti� vyjde rozn�soben�m

�eT�A�f� % �	� � � � k % ��	
��
� ������

Op�t si spo�teme element diagon�ln� matice �biline�rn� forma z �f� a �f� vy�
miz��

B��f���f�� % �eT�A��e� � ��
�	
�f�� % �� ��

�	
� �	 % ���� ����	�

Hled�me�li �f� ve tvaru
�f� % �e� 0m�f� 0 n�f�� ������

dostaneme z podm�nek
�fT� A�f� % �fT� A�f� % � ������

hodnoty m�n �v ka�d� z rovnic je bu- jen m nebo jen n��
Z�skali jsme tedy matici p�echodu od kanonick� basi k nov� basi a �dia�

gon�ln�� tvar matice formy v basi f�fig�

Cvi�en�� I tato metoda je jen speci
ln�m p��padem metody sou�asn�ch
sloupcov�ch a �
dkov�ch �prav� Dalo by se ��ci� �e v protikladu k metod� do	
pln�n� na �tverec �diagonalisace zvn�j�ku� jde v Jacobi	Sylvesterov� metod�
o diagonalisaci matice �zevnit��� Promyslete�
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��	� Signatura� de�nitnost

Nech+ m� kvadratick� forma B ve vhodn� basi diagon�ln� matici� kde n!
resp� n� resp� n- prvk� na diagon�le je kladn
ch resp� z�porn
ch resp� nu�
lov
ch�

Potom signaturou m�n�me uspo��danou trojici �n!� n�� n-�* n�kdy ji
zapisujeme n�zorn� jako

�0 0 � � �0� �z 	
n


�� � � ��� �z 	
n�

�� � � � �� �z 	
n	

�� ������

Form� nav�c p�isoud�me p��vlastek 2��de�nitn�� kde 2� je vhodn� p�edpona�
vytvo�en� podle n�sleduj�c�ch pravidel$

� n!n� % n- % � de�nitn� �pokud n! 
 � tak positivn�� pokud n� 
 ��
negativn��

� n� % � positivn� semide�nitn�

� n! % � negativn� semide�nitn�

� n!n� 
 � inde�nitn�

Jacobi�Sylvesterova metoda vede nyn� k n�sleduj�c�mu d�sledku�

V�ta� Nech+ m� matice kvadratick� formy A v�echny hlavn� minory
nenulov�� Pak je signatura formy �n � n�� n�� ��� kde n� je po�et zm�n
znam�nek v posloupnosti

detA)�*�detA)�*� � � � �detA)n*  detA� �����

Speci�ln�� A je positivn� de�nitn� pr�v� tehdy� pokud jsou v�echny hlavn�
minory kladn��

Je�t� jsme nedok�zali korektnost de�nice pojmu signatury� tj� nez�vislost
hodnot n!� n�� n- na volb� base� Pro re�ln� symetrick� formy v�ak toto tvrd�
v�ta o setrva�nosti�

Jej� d�kaz� M�jme dv� base �v�� � � � � �vn a 1�v�� � � � � 1�vn� v nich� m� dan�
forma f diagon�ln� tvar dan� matic� D % fdiig a 1D % f 1diig� Nech� jsou
prvky bas� uspo��d�ny tak� �e dii  di!�

i!� a 1dii  1di!�
i!��
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Nech� i- je posledn� index� pro kter� di	i	 
 �� Odvod�me spor z p�ed�

pokladu� �e 1di	i	 � �� �Ostatn� situace se vy��d� obdobn��� Vskutku� kdyby
1djj � � po�naje od jist�ho indexy j- 	 i-� provedli bychom tuto �vahu&

Podprostory L�f�v�� � � � � �vi	g� a L�f1�vj	 � � � � � 1�vng� mus� m�t netrivi�ln�
pr�nik �z d�vod� dimense�� Nech� je j�m vektor �w�

�� �% �w %
i	X
i��

�vi�
i %

nX
j�j	

1�vj�
j � ������

Potom ale
f��w� %

X
i

��i��dii 
 � ������

a z�rove0
f��w� %

X
j

��i�� 1djj � �� �����

To jsou paradoxy� �e ano�

��	� Kvadriky a ku�elose�ky

Uveden� t�ma je nejstar�� ��st� line�rn� algebry �z dob Egyptu� �ecka� Ba�
bylonu atd��� jeho neznalost uleh�� rozhodov�n�� zda zkou�ej�c� ud�l� zn�mku
 	! �i  vy���!�

Definice� Kvadratickou !plochou" v Rn rozum�me mno�inu bod�
spl�uj�c�ch rovnici

f�x $
nX

i�j��

�ijx
ixj 0

nX
i��

�ix
i 0 � % �g� �����

kde A ��ti  velk� alfa!� je re�ln� symetrick� matice�

� N�zev  plocha! je adekv�tn� pro n�mi nejv�ce diskutovan
 p��pad n %
	� V p��pad� n % � jde o k�ivku� v dimens�ch n 
 	 se n�kdy mluv�
tak� o nadploch�ch nebo hyperploch�ch�

� Lev� strana nen� ov�em samotn� kvadratick� forma� obsahuje t�� li�
ne�rn� a absolutn� �len� Zm�n�me se o jedn� v
zna�n� konstrukci� pomo�
c� n�� se stane  �ist� kvadratickou!� toti� o projektivn�m prostoru�
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Projektivn� prostory

Definice� Prostor R � n f��g �pro konkr�tnost� faktorisujeme podle ekvi�
valence  b
ti n�sobkem! a dostaneme mno�inu t��d �jsou jimi  p��mky!�

f��x j� � R n f�gg� �����

kterou nazveme projektivn�m prostorem �v na�em p��pad� dimense t�i�
ozna�en� P���

Body P� tvaru f��xg pro x� �% � m��eme ztoto�nit s prvky R �$

f��xg �� �
x�

x�
�
x�

x�
�
x�

x�
�� ���	�

Zbyl� body P� tvaru ��x�� �x�� �x�� �� tvo�� nevlastn� prvky P�� v R
� p�ed�

staviteln� jako body  le��c�! na p��mk�ch ��x�� �x�� �x�� v nekone�nu� �Ka��
d
 sm�r p��mek m� jeden nevlastn� bod� le��c� na  obou stran�ch! v neko�
ne�nu� Pak lze tedy mluvit o tom� �e ka�d� dv� p��mky "i rovnob��n�" maj�
jeden pr�se��k��

�Jinou� neline�rn� p�edstavou P� je sf�ra f�x � R � j k�xk % �g� ve kter�
nav�c ztoto�n�me protilehl� body �x a ��x��

V projektivn�m prostoru p�ejde ov�em rovnice kvadratick� plochy �viz
v
�e� na rovnici bez line�rn�ho a absolutn�ho �lenu tvaru �n�� p��pad n % 	�

nX
i�j��

�ijx
ixj 0

nX
i��

�ix
ixn!� 0 �xn!�xn!� % �� �����

co� lze napsat zaveden�m �n!��i % �i�n!� % �i��� �n!��n!� % � jako

n!�X
i�j��

�ijx
ixj % �� �����

Projektivn� geometrie �studium vlastnost� projektivn�ch prostor�� by�
la v�dy d�le�itou sou��st� line�rn� algebry� Vznikla v ���stolet�, v pracech
zejm�na n�meck
ch geometr� �MQbius� Steiner� Pl|cker� Klein� a jejich fran�
couzsk
ch p�edch�dc� z �� a ���stolet� �Pascal� Desargues� Monge� Poncelet
"  prom�t�n�!�� V polovin� dvac�t�ho stolet� postupn� p�evl�dl n�zor� �e
jde v�cem�n� o uzav�enou oblast matematiky s ukon�en
m v
vojem� Tento

�V z�jmu �ten��� ve ��	stolet� jsme nepou�ili v
raz !minul� stolet�"	
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n�hled �s pat�i�n
m zpo�d�n�m n�kolika desetilet�� tak� zp�sobil postupn�
vymizen� projektivn� geometrie z u�ebn�ch pl�n�� Teprve v posledn�ch asi
dvaceti letech �p�ed psan�m t�chto skript� p�i�la projektivn� geometrie op�t
 do m�dy! u mnoh
ch teoretick
ch fysik� a matematik� �Roger Penrose�
Yuri Manin� Semion Gindikin� � � ��

Vsuvka o prom�t�n�� Prosv�cujme bodov
m zdrojem um�st�n
m v po�
��tku sou�adnic n�jakou rovinu � � R � a zkoumejme polohu  st�n�! objekt�
z � vr�en
ch na jinou� ne nutn� rovnob��nou rovinu ��� Na rovin�ch �� ��

zave-me rep	r� �ili po��tek �P resp� �P � a vektory base �v� �w resp� �v�� �w��
Podm�nku pro to� aby body �B resp� �B� z � resp� ��

�B % �P 0 s�v 0 t�w� �B� % �P � 0 s��v� 0 t��w� �����

le�ely na p��mce se zdrojem sv�tla� zap��eme jako nulovost vektorov�ho sou�
�inu �B � �B�� co� je soustava t�� rovnic �vektor m� t�i slo�ky� pro nezn�m�
s�� t�� Podle Cramerova pravidla nap��eme �e�en� jako

s� %
��s0 ��t0 ��

�s0 �t0 �
� t� %

���s0 ���t0 ���

�s0 �t0 �
�"� ����

s dev�ti konstantami �� � � � �jmenovatele jsou stejn�� jde o determinant sou�
stavy��

Vno��me nyn� prostor R � % f�s� t�g do projektivn�ho prostoru

P� % f�t�� t�� t��g� �����

v n�m� libovoln� dv� trojice tvaru �t�� t�� t�� a �ct�� ct�� ct�� ztoto�n�me �pro
c �% ��� Body �s� t� odpov�daj� p��mce �cs� ct� c�� Prom�t�n� f �B �� �B�g $ ��
��� kter� m� v parametrick�m popisu tvar �"�� tedy zobrazen�

f�s� t� �� �s�� t��g $ R � � R � �����

je nyn� mo�no roz���it na line�rn� zobrazen�

f�t�� t�� t�� �� �t��� t
�
�� t

�
��g $ P� � P� ������

na projektivn�m prostoru P� p�edpisem�B� t�� % ��t� 0 ��t� 0 ��t�
t�� % ���t� 0 ���t� 0 ���t�
t�� % �t� 0 �t� 0 �t�

�CA � ������
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M��ete si promyslet� �e nevlastn� body � se zobraz� na nevlastn� body ��

pr�v� kdy� jsou rovnob��n��

Shrnut�� Pojem projektivn�ho prostoru n�m umo��uje ch�pat teorii
projektivn�ch zobrazen� �dan
ch line�rn�mi lomen
mi funkcemi� jako sou�
��st LA&

K dal��mu element�rn�mu v
kladu u� jen poznamen�me� �e  spr�vn

kontext!� ve kter�m by se n��e uveden
 materi�l m�l zkoumat� je pr�v� teorie
projektivn�ch prostor��

V�ta� Vhodnou zm�nou �je mo�n� i ortogon�ln�� base lze line�rn��
kvadratickou funkci

f��x� %
X
i�j

�ijx
ixj 0

X
i

�ix
i 0 � ������

p�ev�st na tvar$ �x�i ozna�uje sou�adnice vektoru v nov�� �arkovan� basi�

f��x�� %
X
i

�i�x
�i�� 0

X
i

�ix
�i 0 �� ����	�

D�le� posunem sou�adnice
zi % x�i 0 ai ������

lze doc�lit tvaru
f��z� %

X
i

��i�z
i���� 0 � �� ������

kde exponent je jedna u t�ch zi� kde �i % �� u ostatn�ch dva�

Pozn�mka p�ed d�kazem� Posun sou�adnic nen� line�rn�m zobraze�
n�m �nejsme v prostoru funkc� na Rn� ale v Rn�� Op�t uv�d�me �viz za��tek
kapitoly o matic�ch� fakt� �e v projektivn�m prostoru posun je line�rn�m
zobrazen�m$

�xi� �� �xi0ai�� i % �� �� 	 nahrad�me �xi� x�� �� �xi0aix�� x��� ������

D�kaz v�ty jsme ji� provedli�

Terminologie� Plochu danou n�kterou z rovnic v posledn� v�t� nazve�
me ku�elose�kou pro n % � a kvadrikou pro n % 	� obecn�ji i pro n 
 	�

Cvi�en��
�Nedivte se� �e u diagonalisovan� matice u� neplat� !z�kon zachov�n� index�"	
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�� Odvodn�te n
zev ku�elo	se�ka t�m� �e uk
�ete� �e lze z�skat jako prnik
vhodn� roviny v R � �x� % f�x�� x��� a ku�ele

�x��� % �x��� 0 �x��� �����

a naopak� �e prnik ku�ele a roviny je k�ivka dan� rovnice�

�� Obdobn� nalezn�te pro ka�dou kvadriku nadrovinu v R � �parametriso	
vanou parametry x�� x�� x�� takovou� �e uva�ovan
 kvadrika je prnik
zm�n�n� nadroviny a hyperku�ele

�x��� % �x��� 0 �x��� 0 �x���� ������

Klasi
kace ku�elose�ek a kvadrik

Elipsoid� Je�li kvadratick� forma v rovnici plochy �positivn� nebo ne�
gativn�� de�nitn�� mluv�me o elipsoidu resp� o elipse �pokud n % ���

Elipsoid nazveme koul�� pokud m� kvadratick� forma matici� kter� je n��
sobkem jednotkov�� v ka�d� �� v n�jak�� ortonorm�ln� basi� �Nepo�adujeme�
li ortonormalitu base� lze v�dy elipsoid vyj�d�it jako kouli�� Pr�nik elipsoidu
s libovolnou �nad�rovinou typu

f�x � Rn j
nX
i��

aix
i % �g ������

je op�t elipsoid�

Elipsoid m� tedy ve vhodn
ch sou�adnic�ch rovnici

X
i

�i�x
i�� % const� 
i �i 
 � ������

a redukuje se na bod� je�li konstanta nulov�� a na pr�zdnou mno�inu� je�li
z�porn� �tzv�imagin�rn� elipsoid��
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ku�ele

jednod�ln


dvojd�ln


hyperboloid

Hyperboloid� Slo�it�j�� situace nastane� pokud bude signatura tvaru
�n!� n�� ��� kde n!n� �% �� Hyperboloid� jak kvadrice ��k�me �resp� pro
n % � hyperbola� m� tedy rovnici� ve vhodn
ch sou�adnic�ch

kX
i��

�i�x
i�� �

nX
i�k!�

�i�x
i�� % const 
i �i 
 � ������

a v nekone�nu ho lze aproximovat asymptotickou plochou " ku�elem

kX
i��

�i�x
i�� �

nX
i�k!�

�i�x
i�� % �� ������

V p��pad�� �e jedno �i m� jin� znam�nko ne� v�echny ostatn� �co� je v�dy
pro n % 	�� ur�uje znam�nko tohoto �i a konstanty napravo� zda hyperboloid
le�� uvnit� ku�ele �shodn� znam�nka� �i naopak�

V n % 	 jde v prv�m p��pad� o dvojd�ln� hyperboloid s rovnic� typu

z� � x� � y� % � ����	�

a ve druh�m p��pad� o jednod�ln� hyperboloid s rovnic�

z� � x� � y� % ��� ������

Kter� rovnice pat�� kter�mu� si lehce uv�dom�te� p�edstav�te�li si z jako funkci
x� y$ v p��pad� dvojd�ln�ho lze spo��tat z pro v�echna x� y jako �p� 0 x� 0 y�

�u jednod�ln�ho m��e doj�t k odmoc�ov�n� z�porn�ho ��sla��

Paraboloid� Pokud je v rovnici kvadr�t n�jak� sou�adnice s nulov
m
koe�cientem a p�itom jej� prvn� mocnina s nenulov
m a rovnice z�vis� na
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v�ech sou�adnic�ch� dost�v�me paraboloid �resp� parabolu pro n % ���
�V�dy� kdy� v rovnici zbude n�jak
 line�rn� �len� lze vhodn
m posunem
sou�adnic vynulovat �len absolutn���

Parabola m� rovnici typu y % x� a v trojrozm�rn�m prostoru existu�
je eliptick� paraboloid �tvaru parabolick�ho zrc�tka� kter� odr��� paprsky
jdouc� z ohniska do rovnob��n
ch sm�r�� o rovnici typu

z % x� 0 y� ������

a hyperbolick
 paraboloid �tvaru sedla� a+ na koni nebo na hor�ch� s rovnic�
typu

z % x� � y�� ������

Rozumn� funkce z� kter� m� minimum v bod� ��� ��� se v p�ibl��en� line�rn�
kvadratick�m chov� pr�v� jako eliptick
 paraboloid�

Paraboloid hyperbolick
 a eliptick
�

V�lec� Pokud se v rovnici n�jak� sou�adnice v�bec nevyskytuje� z�sk�me
�tvar� kter
 vznikne p��mo�ar
m posouv�n�m m�n�rozm�rn�ho �tvaru� a
mluv�me o eliptick	m� hyperbolick	m v�lci atd�

P��mkov� plochy� Jednod�ln
 hyperboloid a hyperbolick
 paraboloid
jsou p��mkov	 plochy� proto�e ka�d
m jejich bodem lze prolo�it p��mku
�v p��pad� t�chto dvou v�dy dv��� kter� cel� le�� na dan� kvadrice�

Dokonce si m��ete vymodelovat jednod�ln
 hyperboloid tak� �e do kru�
hov� obrou�ky zap�ch�te �pejle a na jejich druh� konce symetricky um�st�te
dal�� kruhovou obrou�ku tak� abyste dostali v�lec� Potom sta�� jen krou�ky
vz�jemn� pooto�it�
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D�kaz� Otoen�m sou�adnic o ���

x� %
x0 yp

�
� y� %

x� yp
�

�����

p�ep�+eme rovnici hyperbolick�ho paraboloidu na tvar �tentokr�t v�hodn�j+��

z % �x�y�� ������

Ka�d� bod t�to kvadriky je uren �sly �x�� y�� a dv� p��mky proch�zej�c�
t�mto bodem z�sk�me p�edpisem x� %const� resp� y� %const� �pak z z�vis�
line�rn� na y� resp� x���

U jednod�ln�ho hyperboloidu najdeme p��mky proch�zej�c� bodem ��� �� ��
�ka�d� zapsan� jako pr�nik dvou rovin�

y % �� z % x a y % �� z % �x� ������

Proto�e ka�d� z t�chto p��mek proch�z� n�jak�m bodem kvadriky s danou
sou�adnic� z� sta� ji otoit kolem osy z o urit� �hel� aby proch�zela zvole�
n�m bodem �d�ky invarianci hyperboloidu v�i rotaci kolem osy z��

�Proto�e uveden� p��mky v bod� ��� �� �� nelze z�skat jednu z druh� rotac�
kolem osy z .pon�vad� v rovin� z % � se prot�naj�� co� by se rotac� naru+ilo.
budou proch�zet ka�d�m bodem dv� p��mky��

Hlavn� osy kvadrik

M�me�li kvadriku typu

b�A�x� �x� 0 b��x� ��� 0 c % �� �������

kde A je symetrick� matice� �� � Rn a b������� je obvykl
 skal�rn� sou�in
z E n� naz
v�me vlastn� vektory A t�� hlavn�mi osami uva�ovan� kvadriky�
�Tento pojem se pou��v� hlavn� pro elipsoidy� p��padn� hyperboloidy��

Poznamenejme� �e nejkrat�� vlastn� �polo�osa elipsoidu

f�x j
X
ij

aijx
ixj % constg �������

odpov�d� vlastn�mu vektoru p��slu�ej�c�mu nejv�t��mu vlastn�mu ��slu A�
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��	� Vlnky a k�dov�n� obrazu

Mal� �vod do teorie �Image Processing�

Uvedeme zde jeden speci�ln� p��klad diagonalisace kvadratick� formy � Toep�
litzova typu!* tedy formy invariantn� v��i n�jak� grup� posun� na dan�m
line�rn�m prostoru funkc� na intervalu '�� �(�� Jde vlastn� o p�eveden� na
diagon�ln� tvar symetrick� matice typu  cirkulant!� kde prvky matice ai�j
z�vis� pouze na ji� jj�

Jako mnoho jin
ch v�c�� n��e uveden� problematika p�vodn� nevznikla
v l�n� LA� n
br� jinde v matematice� fyzice �i technice �konkr�tn� v teorii
zpracov�v�n� a k�dov�n� obrazu� p�i studiu tzv� renormalisa�n� grupy ve
fysice� v ot�zk�ch aproximace funkc� v matematick� anal
ze� � � ��

Jde v�ak koneckonc� jen o ortogonalisaci jist�ho speci�ln�ho souboru vek�
tor�� jak uvid�me�

Samoz�ejm�� n��e uveden� ��dky maj� slou�it jen jako prvn� letm� sezn��
men� s oborem� kter
 se zvl��t� v posledn�ch letech bou�liv� rozv�jel a nalezl
�etn� d�le�it� aplikace v problematice optim�ln�ho k�dov�n� a zpracov�n�
obrazov� informace� �Z�jemce odkazujeme na velmi bohatou �asopiseckou a
posledn� dobou i kni�n� literaturu* hledej pod heslem 8waveletts9��

�vodn� a motiva�n� pozn�mky�
�� Obrazem! rozum�jme v dal��m re�lnou funkci f�x� y� de�novanou t�e�

ba na �tverci '�� �(�� Hodnotu funkce f�x� y� interpretujme jako  stupe� �edi!
dan�ho obr�zku v bod� �x� y� � '�� �(� �

Mluv�me tedy o �ernob�l�m obrazu� �Barevn
 obraz lze pak representovat
t�emi monochromatick
mi obrazy�� Stupn�m �edi m�n�me " mluvme t�eba o
diapositivu " veli�inu typu  logaritmus koe�cientu zeslaben� proch�zej�c�ho
sv�tla v dan�m bod�!� Jednotliv� obrazy lze takto s��tat � p�ekl�dat p�es
sebe!* koe�cienty zeslaben� sv�tla se pak vz�jemn� n�sob�&�� n�sobit kon�
stantou � zv
�it �i sn��it kontrast!�� od��tat � � � �Abychom dostali line�rn�
prostor� co� se bude hodit� Uva�ujeme tedy d�le i funkce s nekladn
mi hod�
notami� ani� bychom je cht�li n�jak interpretovat jako  zesilova�e! sv�tla��

�� My se zde ale pro jednoduchost omez�me �matematick� j�dro teorie
p�itom z�stane nezm�n�no&� na jednorozm�rn�  obrazy! tzn� funkce na in�
tervalu '�� �(�

Mluvit zde ale o  zvuku! by asi nebylo nejvhodn�j��� V souvislosti se
zpracov�n�m �nedigit�ln�m� zvuku vyrostla toti� pr�v� klasick� Fourierova
anal
za " kter� je zalo�ena na my�lence rozkladu  zvukov�ho sign�lu! do
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harmonick
ch slo�ek �sin� a kosin��� To je pr�v� to� o co v teorii vlnek
nejde� Teorie vlnek je naopak n�hradou za klasickou Fourierovu anal
zu v
t�ch ��etn
ch� situac�ch� kde by pou�it� metody rozkladu do harmonick
ch
slo�ek ned�valo rozumn� v
sledky �

�Na druh� stran� je apar�t Fourierovy transformace jednou z nejd�le�i�
t�j��ch d�kazov
ch technik p�i d�kladn�j��m budov�n� teorie vlnek� Takhle
daleko se my ale nedostaneme� i kdy� metody Fourierovy transformace ru�
diment�rn� pou��v�me t�� " viz partie o cirkulantu a konvolu�n�ch oper�to�
rech��

Rastrovan� obr�zky a ortogon�ln� projekce

��� P�ipome�me prostory funkc� K�L�Q zkonstruovan� v prvn� ��sti knihy
v odstavci v�novan�m funkc�m typu 8spline9� V dal��m budeme d�len�m
intervalu '�� �( rozum�t v�dy d�len� speci�ln�ho typu$

xi %
i

n
* i % �� �� �� � � � � n �������

a nav�c budeme obvykle p�edpokl�dat speci�ln� volbu ��sla n toti� n %
�k* k % �� �� � � � P��slu�n� d�len� intervalu na �k ��st� budeme ozna�ovat
v dal��m symbolem Dk a odpov�daj�c� prostory funkc� K�L�Q budou m�t
t�� nav�c index k �

V�imn�me si jedn� velmi d�le�it� vlastnosti uveden
ch prostor� funkc��
A+ u� Fk ozna�uje kter
koliv z t�chto t�� prostor�� plat� v�dy vztah

Fk � Fk!�� �����	�

Skal�rn� sou�in na v�ech t�chto prostorech budeme br�t obvykl
m zp�sobem$

b�f� g� %
Z �

-
f�x�g�x�dx �������

�pop��pad� s komplexn�m sdru�en�m u g� bude�li �e� o prostorech komplex�
n�ch funkc���

Ozna�me symbolem Gk!� ortogon�ln� dopln�k prostoru Fk v Fk!�� M��
�eme pak napsat n�sleduj�c� ortogon�ln� rozklad Fk!� na ortogon�ln� pod�
prostory$

Fk!� % Fk � Gk!� % F� � G� � G� � � � �� Gk!�� �������
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Ozna�me Pi� podrobn�ji P
k!�
i � ortogon�ln� projekci z Fk!� na Fi� D�le

ozna�me symbolemQi ortogon�ln� projekci na Gi!�� M��eme pak pro ka�dou
funkci f � Fk!� a pro ka�d� j 	 k 0 � �t�eba pro j % �� napsat rozklad

f % Pj�f� 0
k!�X
i�j!�

fi �������

speci�ln�

f % f� 0
k!�X
i��

fi ������

kde fi % Qi�f� resp� f� % P��f� �
Interpretujme tento rozklad pro p��pad F % K " tedy pro p��pad apro�

ximace f po ��stech konstantn�mi funkcemi $ Funkce

Pj�f� %
jX
�

fi � Fj �������

m� v
znam  j�t�ho rastru obr�zku f! tzn� je to ta funkce z Fj � jej�� hod�
nota v libovoln�m intervalu zvolen�ho d�len� Dj je rovna pr�m�rn� hodnot�
�pr�m�rn�  �edi!� funkce f � Funkce fj!� dod�v� pak jakousi dodate�nou
informaci� kterou je t�eba k obr�zku Pj�f�  p�ilo�it!� abychom dostali jem�
n�j��� �j 0 ���n� rastr funkce f �

Jak nyn�  skladovat! informaci obsa�enou ve funkc�ch fi� Nejl�pe zvole�
n�m vhodn� base ka�d�ho z prostor� Gk!�� �A zaps�n�m sou�adnic fi v��i
t�mto bas�m��

Jde tedy o vhodn� volby bas� v t�chto prostorech�

Ortogon�ln� base invariantn� v��i posunu

V dal��m budeme hledat ortogon�ln� base zm�n�n
ch prostor���- V p��pad�
prostor� Kk je odpov�- vcelku nasnad�� Basi vol�me z �vhodn� normaliso�
van
ch� funkc� tvaru

�. i

�k
� i
�

�k
* � �. i
�

�k
� i
�

�k
*� �������

K tomu je�t� mus�me p�idat " jako prvn� prvek base " funkci identicky rovnou
jedn� na cel�m intervalu '�� �(�

�	Na ot�zku� pro� jsou pr�v� ortogon�ln� base tak ��douc� v numerick
ch aplikac�ch� je
z�ejm� odpov�'� V jak� jin� basi jste schopni spo��tat sou�adnice libovoln�ho vektoru tak
snadno)
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Jde o tzv� Haarovy funkce� V�imn�me si n�sleduj�c� v
zna�n� vlastnosti
t�chto funkc�$ V�echny tyto funkce �krom� prvn�� jsou vhodn
m posunem a
dilatac� jedin� funkce ��x� % �sgn��x� ���

�Takov�to vlastnost bude jist� mil� p�i snaze o �sporn� skladov�n� prvk�
dan� base v pam�ti� p�i programov�n� i p�i samotn�m v
po�tu sou�adnic
funkc� fi&�

Funkce� jejich� vhodn� posuny a dilatace tvo�� �zhruba �e�eno� ortogo�
n�ln� basi uva�ovan�ho prostoru funkc�� nesou n�zev  vlnky! �waveletts�
ondeletts� � � � � Obsahem teorie  vlnek! je v prv� �ad� konstrukce takov�to
base �s  co nejlep��mi vlastnostmi!� jako je hladkost� lokalisace apod�� " v
nejr�zn�j��ch prostorech� kter� se mohou vyskytnout v aplikac�ch�

Pro� se nespokoj�me jenom s Haarovou bas� � Proto�e t�eba v �loh�ch
aproximace  hladk
ch! funkc� je vhodn�j�� hledat �co nejp�esn�j��� aproxi�
mace dan� funkce nikoliv v prostoru K� ale v prostorech L� Q pop��pad� v
dal��ch prostorech hladk
ch funkc��

Konstrukce vlnky za��n� obvykle zad�n�m n�jak�  p�irozen�! �obvykle
zat�m neortogon�ln�� base v prostorech Fi� zadan� pomoc� posunu jedin�
funkce �at u� je to funkce typu Stolov� hora �i Mile�ovka� ��p� � � � " viz
odstavec v�novan
 spline funkc�m v prvn� ��sti knihy��

Prvn�m �kolem bude tuto basi ortogonalisovat p�i zachov�n� invariance
vzhledem k posun�m$

V�ta �� Nech+ V je line�rn� prostor funkc� na grup� '�� �� �s obvyk�
l
m skal�rn�m sou�inem

R �
- f�x�g�x�dx� generovan
 v�emi posuny� o hodno�

ty i
n * i % �� �� � � � � n�� n�jak� funkce �� Nech+ dimense V je n � Pak existuje

funkce  � V takov�� �e jej� posuny o hodnoty i
n * i % �� �� � � � � � n� � tvo��

ortogon�ln� basi V�

D�kaz� Napi+me si matici vz�jemn�ch skal�rn�ch souin� jednotliv�ch
posun� funkce �� #kolem nen� nic jin�ho ne� diagonalisovat kvadratickou for�
mu s uvedenou matic� v nov� basi� invariantn� v�i v+em posun�m o hodnoty
i
n * i % �� �� � � � � n� Ozna�me�li v�+e zm�n�nou �positivn� de�nitn�� odvod	
n�te�� matici jako A �je to matice typu �cirkulant� a nav�c symetrick�*�� je
t�eba naj�t jinou matici B typu �cirkulant�� aby matice

B�AB �������

byla jednotkov� * Tedy v podstat� �chceme�li dokonce B hermitovskou� naj�t
odmocninu z matice A�� . co� je probl�m� kter� ��e+�� v�ta o spektr�ln�m
rozkladu�
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Numerick� nalezen� B m��e b
t v�ak �pro velk� n� kter� vystupuj� pro
dostate�n�  jemn�! volby prostor� Fk * n % �k� zna�n� netrivi�ln� probl�m�

Nav�c bychom r�di n�co v�d�li o chov�n� koe�cient� ai ve vyj�d�en� �jeho�
existence je pr�v� V�tou � garantov�na&�

�x� %
nX
i�-

bi��x0
i

n
�� �������

Velmi ��douc� by byla nap�� vlastnost  rychl�ho ub
v�n�! koe�cient� ai
�t�eba ub
v�n� rychlej�� ne� vhodn� geometrick� posloupnost s kvocientem
men��m ne� ���

���� �e�en� v�ech t�chto netrivi�ln�ch ot�zek z�le�� na volb� prostoru V�
Nap��klad pro prostory typu L m� matice A tvar A % � 0Q kde p�itom
Q m� nenulov� �a mal�� bereme�li normu � rovnu jedn�� prvky pouze t�s�
n� vedle diagon�ly� �Spo�t�te je� tedy spo�t�te skal
rn� sou�iny dvou funkc�
typu Mile�ovka�� Pak m� smysl hledat odmocninu z matice nikoliv pomoc�
spektr�ln�ho rozkladu �co� m��e b
t prakticky neprovediteln�&� ale pomoc�
Taylorova rozvoje� tzn� ze vzorce

p
A�� %

X
k

����k � �k 0 �
���k � �

���k � �
�� � � �

�
�

k&
�Qk� �������

Pokuste se uk�zat rychlou konvergenci t�to �ady matic �v uveden�m p���
klad� prostoru L* v jin
ch prostorech ��dn�  rychl� konvergence! t�to sumy
ani nemus� nastat� Pak je t�eba zvolit jin� p��stupy��

Vlnky

V p�edchoz�m odstavci jsme kr�tce zkomentovali prvn� krok nutn
 ke kon�
strukci vlnky� tedy konstrukci ortonorm�ln� base v ka�d�m prostoru Fk�
Pracujme ted op�t s prostory typu K�L�Q a s d�len�m intervalu '�� �( na �k

stejn
ch d�l��
Druh
m pot�ebn
m krokem bude n�sleduj�c� v�ta�

V�ta �� Nech+ prostory Fk jsou generov�ny vz�jemn� ortogon�ln�mi
posuny� o hodnoty i��k* i % �� �� � � � � �k�� n�jak� funkce �k kter� je dilatac��

�k�x� % ��
x

�k
� �����	�
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ur�it� funkce �� Nech+ plat� vztah Fk � Fk!�� Pi�me pak

��
x

�
� %

�kX
i�-

ci��x0
i

�k
�� �������

Polo�me

�x� %
�kX
i�-

����ic��i��x0
i

�k
�� �������

Pak v�echny mo�n� posuny o hodnoty i��k* i % �� �� � � � � �k � � funkce
k�x� % �x��k� tvo�� ortogon�ln� basi ka�d�ho z prostor� Gk* k  � �

Pozn�mka� T�m je konstrukce vlnky dokon�ena� Poznamenejme v�ak�
�e p�edpoklady v�ty naho�e �speci�ln� konstatov�n�� �e v�echny ortogon�ln�
base ji� sestrojen� jsou vhodn
mi posuny a dilatacemi jedin� funkce� ne�
jsou obecn� garantov�ny pro funkce sestrojen� pomoc� v�ty �& Jsou spln�ny
obvykle jen p�ibli�n�� pro velk� k� Tyto probl�my zmiz�� pracujeme�li na
cel� re�ln� ose m�sto na grup� '�� �(� �Pak je platnost uveden�ho p�edpokla�
du v�cem�n� z�ejm�� Cenou je ov�em nutnost pr�ce s nekone�n�rozm�rn
mi
prostory� nutnost diskuse chov�n� koe�cient� v nekone�n� �ad� v�ty � apod�
Tedy problematika ji� v podstat� mimo obor LA� Nicm�n� je to tato " zcela
realistick� " situace� kter� se p�i aplikac�ch v�t�inou uva�uje��

��� D�kaz samotn� V�ty � nen� v�bec obt��n
 a p�enech�me ji� �ten��i�
aby napsal p��slu�n� skal�rn� sou�iny a ov��il jejich nulovost �a pop��pad�
ocenil d�vtipnou volbu koe�cient� ci�� Je pot�ebn� si v�imnout vztahu �kter

je d�sledkem ortogonality jednotliv
ch posun� funkce ��X

i

a�i!ja�i % � 
j� �������

P��kladem je prostor K* postupem zde nazna�en
m �za��naj�c�m s funk�
cemi typu Stolov� hora a konstruuj�c�m vlnky pomoc� v�t � a �� dostaneme
ji� zm�n�nou Haarovu basi� �Ov��te jednotliv� kroky konstrukce� v�po�et koe	
�cient ci ��

Konstrukce vlnek v dal��ch prostorech je ji� mnohem obt��n�j��� p�i�em�
hlavn� probl�m je v proveden� kroku popsan�ho v�tou � �a diskuse chov�n�
funkce �k tam sestrojen������
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Dv� maticov� bagately

��	� Pseudoinverse matice

Co d�lat� nem��li maticeA inversn� matici� Jin
mi slovy� jak nahradit vzorec

�x % A���b ������

pro �e�en� soustavy A�x % �b v p��pad�� �e A�� neexistuje� Odpov�d� je
konstrukce tzv� pseudoinverse matice z kuchyn� Moore�Penroseho�

Definice� Pseudoinvers� obecn� �obd�ln�kov�� matice A nazveme ta�
kovou matici A�� pro kterou plat�� �pr�v� posledn� dv� podm�nky p�in��ej�
p��vlastek  Moore�Penroseho!��

AA�A % A� A�AA� % A�� �AA��� % AA�� �A�A�� % A�A�
������

Cvi�en�� Existuje	li A��� je samoz�ejm� A� % A��� Zat�m p�enech�me
matematik�m d�kazy jednozna�n� existence pseudoinversn� matice a rad�ji
uk��eme� jak zkonstruovat A� ve dvou typick
ch p��padech�

Kdyby to n�koho p�ece jen zaj�malo� pseudoinversn� zobrazen� k f $ V �
W z�sk�me tak� �e ve W najdeme basi Im f a dopln�me ji na basi W vektory
kolm
mi� na Im f � Zobrazen� f� $ W � V p�i�ad� vektor�m base Im f jejich

�Mysleme zvl��t� na re�ln
 p��pad� kdy lze nahradit adjunkci transposic�% je mysliteln�
i transposice v komplexn�m p��pad�	

�Prv� podm�nka znamen�� �e A� je pseudoinversn� k A� druh� naopak� plat��li ob��
jsou navz�jem pseudoinversn�	

�Pot�ebuji skal�rn� sou�in na V i na W 	

��
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vzory p�i zobrazen� f � a to ty� kter� jsou kolm� na K er f � a zbyl
m �kolm
m
na Im f� vektor�m base p�i�ad� nulov
 vektor ve V�

� A je obd�ln�kov�� typicky m� v�ce ��dk� ne� sloupc� �je vysok���
nap�� z �loh line�rn� regrese takov�� �e

A�A je regul�rn� ����	�

� A je obd�ln�kov�� po�et ��dk� nejv
�e roven po�tu sloupc� ��irok�

matice� takov�� �e �rovnice A�x % �b m� typicky v�ce �e�en��

AA� je regul�rn� ������

�� M�sto neexistuj�c�ho �e�en� soustavy A�x % �b hled�me �e�en� pro pro�
jekci �b� do sloupcov�ho prostoru� tedy

A�x % �b�� ��b� �b�� � S�A�� A���b� �b�� % �� ������

Potom je A�A�x % A��b % A��b� a m��eme ps�t �x % �A�A���A��b�
Ov��te� �e v tomto p��pad� spl�uje �A�A���A� podm�nky pro pseu	
doinversi matice A�

�� M��li rovnice A�x % �b v�ce �e�en�� m��eme hledat to  nejmen��! z nich
�ve smyslu minimalisace

Pn
i��

��xi����� Jeliko� pro �b % � je �e�en� rovnice
A�x % �� v ortogon�ln�m dopl�ku k sloupcov�mu prostoru S�A�� matice
A�� znamen� to� �e pro obecn�� �b �% �� bereme �e�en� A�x % �b kolm�
k S�A��� �abychom z�skali �e�en� s minim�ln�m �x��x�� tedy �x � S�A���
Takov� �x� kter� je kombinac� sloupc� A�� lze zapsat jako A��z� kde
sloupec �z obsahuje pr�v� koe�cienty ud�vaj�c�  jak velk�! kombinace�
M� tedy b
t

A�x % AA��z % �b� �ili �z % �AA�����b� �x % A��AA�����b�
������

Tak�e A� % A��AA���� je hledanou pseudoinvers� v tomto p��pad��
Odvodn�te podrobn�ji�

Tato situace je du�ln� minul�� proto�e pseudoinversi te- hled�me tak�
�e matici A nejprve hermitovsky sdru��me� najdeme k n� pseudoinversi
podle minul�ho postupu a tuto op�t �nazp�tek� hermitovsky sdru��me�

�Obecn� �e�en� rovnice A�x � �b dostaneme tak� �e p�i�teme k jej�mu jednomu konkr�t�
n�mu �e�en� jak�koli �e�en� rovnice A�x � ��	
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Cvi�en�� Spo�t�te pseudoinverse matic

A % �a�� a�� � � � an�� B %

�B� a�

���
an

�CA � �����

Cvi�en��Nech+ maticeAm� hodnost h� Jakou hodnost maj� jej� Grammo�
va matice AAT a jej� pseudoinverse�

��	� Pol�rn� rozklad oper�toru

V t�to sekci najdete analogii z�pisu komplexn�ho ��sla v exponenci�ln�m
tvaru

z % r � ei�  r�cos�0 i sin�� ������

pro matice$ vyj�d��me jakoukoli �nehermitovskou� matici jako komposici ma�
tice �resp� oper�toru� hermitovsk� a unit�rn�� M� to velk
 v
znam pro �e�
�en� r�zn
ch aproxima�n�ch �loh� kter� jsou snadno �e�iteln� pro diagon�ln�
�resp� hermitovsk
� oper�tor� Rozklad obecn�ho oper�toru pak umo��uje
r�zn� aproxima�n� �lohy �e�it obecn�� jak uvid�me n��e�

V�ta� Regul�rn� komplexn� matici A lze zapsat v kter�mkoli z n�sledu�
j�c�ch t��� tvar� �matice U�U��V�V� jsou unit�rn� " analogie komplexn�ch
jednotek ei�� matice B�C positivn� de�nitn� hermitovsk� a D je matice po�
sitivn� diagon�ln� hermitovsk� " tedy re�ln� "�

A % CV % UB % U�DV� ������

a nav�c

A�A % B� % V��D�V�� AA� % C� % U�D�U��� U� % UV��� �������

Pro d�kaz sta� prodiskutovat spektr�ln� rozklad matice A�A� kter� je
nutn� hermitovsk� a positivn� de�nitn�� Pi+me tedy

A�A % V��EV� �������

�T�i vztahy m�sto jednoho m�me d�ky nekomutativit�	
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s unit�rn� V� �vzorcem V�V�� % �� a diagon�ln�� re�lnou positivn� E� kter�
je Jordanov�m tvaremA�A� Polo�me proto E % D� s jinou positivn� re�lnou
diagon�ln� matic� D� Z�ejm� matice

B $% V��DV� �������

je positivn� de�nitn� a hermitovsk� a B� % A�A� Polo��me je+t�

U $% AB�� �����	�

a U bude unit�rn�� nebo� BU�UB % A�A % B�� a tak U�U % ��
Plat� tak� A % UB % UV��DV� % U�DV� pro U� $% UV���

P��klad u�it� spektr�ln�ho rozkladu�Cht�jme re�lnou n�n �tver�
covou regul�rn� maticiA  co nejl�pe! aproximovat matic�B zadan� hodnosti
h % h�B� 	 n�  Co nejl�pe! zde znamen� minimalisovat normu kA�Bk
pro matice B hodnosti � h� kde

kAk % �

vuutX
i�j

���aij���� %
q
Tr�AA��� �������

Diskusi prove�te sami� hlavn� body postupu v dal��m textu formulujeme jako
cvi�en��

Cvi�en��

�� Uka�te� �e dan
 norma je speci
ln�m p��padem norem typu

kAk�� %
X
i

kA�xik� � �������

podrobn�ji norem odvozen�ch ze �skal
rn�ho sou�inu matic�

b�A�B�� %
X
i

b�A�xi�B�xi�� �������

kde � % f�xig je n�jak� soubor vektor v E n�

�� Je	li � syst�m tvo��c� ortonorm
ln� basi E n� je kAk % kAk� pro ka�dou
A a tedy uveden
 norma k���k� nez
vis� na ��

�Matice E je ur�ena jednozna�n� a� na permutaci vlastn�ch ��sel	
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	� k���k� % k���kU�� kde U� % fU�xig� pro libovoln� oper
tor U ��inkuj�c�
na line
rn�m obalu � s unit
rn� matic� v�i f�xig�

�� kAUk� % kAk� pro libovolnou ortonorm
ln� basi � a libovoln� unit
rn�
U�

�� Nech%
A % U�DAV� ������

je pol
rn� rozklad A� Zave�me matici DB vztahem

B % U�DBV� �������

a zva�me si� �e

kA�Bk % ��U�DA �U�DB
�� % kDA �DBk �������

podle vztahu minul�ho a n
sleduj�c�ho trivi
ln�ho

�� kAk %
���AT ���� podle �eho� �ve spojen� s p�edminul�m bodem� tak�

kUAk % kAk pro unit
rn� U

Z�v�r� >lohu o nejlep�� aproximaci A matic� B dan� hodnosti jsme
p�evedli na �lohu o nejlep�� aproximaci matice DA� o n�� tentokr�t sm�me
p�edpokl�dat� �e je diagon�ln� a positivn�� matic�DB � V t�to oblasti najdeme
�e�en� lehce$ i matice DB bude diagon�ln� a positivn�* z�sk�me ji toti� vynu�
lov�n�m pat�i�n�ho po�tu nejmen��ch diagon�ln�ch element� DA� abychom
doc�lili po�adovan� hodnosti�

Shrnujeme$ nejlep�� aproximac� k A je matice

B % U�DBV�� �������

kde DB je nejlep�� aproximac� DA�

Cvi�en�� Spo�t�te pseudoinversi D� diagon
ln� matice D �nezapad
 do
p��pad� kter� jsme ji� po��tali��

S pou�it�m t�et�ho pol
rn�ho rozkladu de�nujte matici

A� % V��D�U�� �������

a uka�te� �e jde o pseudoinversi k A�
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Cvi�en�� Je�li A �tvercov� matice� tak AAT i ATA maj� stejn
 Jorda�
n�v �diagon�ln�&� tvar �co� je siln�j�� forma tvrzen� dok�zan�ho u� ve cvi�en�
na konci kapitoly spektrum�� Vyu�ijte pol�rn� rozklad A�

Cvi�en�� �Tzv� Golden�Thompsonova nerovnost pou��van� nap�� v kvan�
tov� teorii pole�� 

Pro libovoln� dva hermitovsk� oper�tory A�B plat� nerovnost

Tr exp�A0B� � Tr expA expB �������

�p�i�em� rovnost nast�v� pr�v� tehdy� kdy� A a B komutuj���
A vzpom�n�te� jak je to pro determinant'

D�kaz� Rozep��eme levou i pravou stranu jako

X Tr�A0B�n

n&
resp�

X TrAkBl

k& � l& � �����	�

tak vid�me� �e sta�� dok�zat nerovnosti typu

Tr�A�B�A��B�� � � �� � Tr�A�A�� � � �B�B�� � � �� �������

kde A��A�� � � � ozna�uj� n�jak� mocniny matice A a podobn� u B��B�� � � ��
P�edpokl�dejme� �e A a B jsou hermitovsk� matice a matice B % D je

ji� dokonce diagon�ln�� �To sm�me podle v�ty o spektr�ln�m rozkladu a d�ky
cykli�nosti stopy matice��

Nerovnost ������� pak dostaneme� rozep��eme�li stopy zm�n�n
ch sou�in�
matic v �������� z nerovnost� typu

xn�yn�zn� � n�
n
xn 0

n�
n
yn 0

n�
n
zn* n % n� 0 n� 0 n� �������

�co� je zn�m� nerovnost mezi aritmetick
m a geometrick
m pr�m�rem&��
Napi�me si to podrobn�ji t�eba pro A % A� % A�� % � � � a pro B� %

Dn� * B�� % Dn� * B��� % Dn� $X
i�j�k

aij�dj�
n�ajk�dk�

n�akl�dl�
n� � �������

� n�
n

TrADnA� 0
n�
n

TrA�DnA0
n�
n
A�Dn % TrA�Dn�

�Pro u�et�en� m�sta umis&ujeme zde� nikoliv na konec kapitoly Spektr�ln� rozklad	
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��e tensor�

��	� Co jest tensor

Zvoliv� rozpravu o po�tu tensorov�m za p�edm�t t�to posledn� kapitoly� dou�
f�m� �e se zavd���m �ten��stvu hojn�mu na�emu a to t�m v�ce� jeliko� v na��
mate��tin� nen� mnoho spis� o tomto veled�le�it�m p�edm�tu jednaj�c�ch�

Line�rn� algebra pojedn�v�� jak n�m zn�mo ji�� o p�edm�tech obecn
ch i
konkr�tn�ch� aby s jedn� strany po�adavk�m dostate�n� obecnosti mathema�
tick� hov�la a s druh� strany pozn�n� toho� s ��m se st�le st
k�me v mathe�
matice i v p��rodozpytu� roz���ovala* neb kter� v�domosti byly by prosp���
n�j�� ne�li ty� kter� schopnosti abstrakce mathematick� rozvinuj� a nav�c n�m
obcov�n� v p��rod� a s p��rodou usnad�uj��

Poohl�dneme�li se na na�i dosavadn� �innost� pozn�me ihned� �e prvn�mu
��elu bylo p�edev��m hoveno* p�evl�daj�+ valn� v textu na�em konstrukce
abstraktn�� a� i v t�ch mnoho konkretn�ho jest jak �ten��stvo na�e zajist�
poznalo�

Zvoliv tedy nyn� p�edm�t po�tu tensorov�ho za na�i rozpravu� budi� hned
zp�edu podotknuto� �e p�edm�t� je� jsem pro �ten��stvo sv� hojn� dle skrov�
n
ch sil sv
ch upravil� bude pojedn�n v obecnosti ne men��� ne� dosavadn�
themata na�e� ��m� jsem se arci vzdal nad�je� �e by v�ichni �ten��ov� v�emu
stejn� porozum�li* vy�aduj�+ z�kladn� konstrukce theorie tensorov� n�kte�
r� d��v�j�� abstraktn� konstrukce nap�� theorii dvoj�atosti jako� i z�klady
Cantorova po�tu mno�stevn�ho�

Spis tohoto druhu nesm� se porovn�vati s pov�dkami� kter� jednou byv�e
p�e�teny oby�ejn� ztr�c� v�echnu cenu� n
br� slu�� se jej pokl�dati za nutn


�Nepro�lo jazykovou �pravou	

��	
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�len proston�rodn� knihovny studentsk���

Tensor jako multiline�rn� zobrazen�� Bylo by omylem pova�ovat
pojem multiline�rn�ho zobrazen� za p��pravu k studiu funkce v�ce prom�n�
n
ch v anal
ze� Sp��e je mo�n� ��ci toto$ pojem line�rn�ho zobrazen� odpov�d�
t�m situac�m v anal
ze �typicky v�ce prom�n
ch�� kdy n�s zaj�m� diferen�
ci�l prvn�ho ��du� Pojem kvadratick� formy nastupuje v anal
ze tam� kde
informace dan� diferenci�lem prvn�ho ��du je p��li� trivi�ln�� �P�echod od
kvadratick� formy k biline�rn� form� je pro anal
zu ov�em zcela form�ln�
z�le�itost��� Zato v�ak existuj� v anal
ze� a mnohem �etn�ji v geometrii a
fysice objekty� popsan� multiline�rn�mi formami� Zat�m jsme m�li jedin
 ne�
trivi�ln� p��klad multiline�rn� funkce v�ce ne� dvou prom�nn
ch$ �lo o pojem
determinantu�

Teorii tensor� je mo�no budovat na prostorech se skal�rn�m sou�inem
�viz nap�� knihu J�Kvasnici�� co� �asto dosta�uje pro aplikace a co� je mo��
n� pro za��te�n�ky  straviteln�j��!� neb nevy�aduje pojem du�ln�ho prosto�
ru* po pravd� �e�eno se v�ak pojem du�ln�ho prostoru sp��e jenom dokonale
zamaskuje t�m� �e se ztoto�n� du�l s p�vodn�m prostorem pomoc� v�ty o re�
presentaci a transformace sou�adnic se prov�d�j� pouze ortogon�ln��

Teorii tensor� je mo�no ov�em budovat i obecn� na line�rn�ch prostorech
i bez skal�rn�ho sou�inu* skal�rn� sou�in se potom pou��v� jen k n�kter
m
speci�ln�m konstrukc�m� Tento postup je v sou�asn� literatu�e �ast�j��� je
logi�t�j�� a asi i jednodu��� �i kdy� nikoli nutn� pro za��te�n�ky�� P�idr��me se
ho ji� proto� �e kapitola o dualit� m� smysl p�edev��m s ohledem na budov�n�
teorie tensor�� Kdy� jsme ji� dualitu zvl�dli �haha��� bylo by nesmysln�
zav�d�t tensory n�jak
m speci�ln�j��m zp�sobem�

P��klady tensor��

� skal�r �tensor bez index�� m� jednu slo�ku� kter� se nem�n� p�i trans�
formac�ch�

� vektor �kovektor� kontravektor�

� zobrazen�� oper�tor* jeden index naho�e a jeden dole* identick�mu zob�
razen� ;� $ V � V odpov�d� Kronecker
v tensor ���

� biline�rn� forma �nap�� Riemannova metrika g���

�#vod zpracov�n voln� dle spisu !O pov�trnosti"� dr	 F	 J	 Studni�ka� Praha� ����� Ma�
tice lidu , spolek pro vyd�v�n� lacin
ch knih �esk
ch	 F	J	 Studni�ka byl prvn�m rektorem
�esk� ��sti UK	
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� dal�� tensory z obecn� teorie relativity* nap�� tensor k�ivosti R�� �
tensor hmoty �tj� hustoty energie a hybnosti� T��

� tensor setva�nosti Iij� pomoc� n�ho� lze vyj�d�it moment setrva�nosti
na osu zadanou jednotkov
m vektorem �v� vztah mezi vektorem �hlov�
rychlosti a momentem hybnosti atd� a vztah pro energii rotuj�c�ho t�le�
sa jako hodnotu kvadratick� formy po dosazen� vektoru �hlov� rychlosti
�jde o speci�ln�  ortogon�ln�! tensory� proto v�echny indexy dole�

I % Iijvivj� Li % Iij�j� E %
�
�
Iij�i�j � � � ������

� tensor nap�t� �ij a deformace �ij * jako p��klad vzorc� uvedeme vztah
pro s�lu p�sob�c� na plo�ku �dS �norm�lov
 vektor k plo�ce o veli�
kosti stejn� jako m� plo�ka obsah�� vztah mezi nimi pomoc� tensoru
pru�nosti �Hook�v z�kon�� kter
 pro isotropn� l�tku m��e obsahovat
jen dv� nez�visl� konstanty �� �� proto�e mus� b
t zkonstruov�n jen
z delta�tensoru �v�echny indexy p��eme dol�$ p�ipou�t�me jen ortogo�
n�ln� transformace�

dFi % �ijdSi� �ij % cijkl�kl � � �

cijkl % ��ij�kl 0
�
� ��ik�jl 0 �il�jk�*

������

tensor deformace �ij % �����iuj 0 �juj� lze tak� interpretovat tak� �e
ud�v�� na jak
 elipsoid tvaru �alespo� pro mal� �ij�

��ij � ��ij�x
ixj % r� ����	�

se  sm��kne! kulov
 element objemu dan�ho t�lesa xixi % r� �alespo�
pro tak mal� polom�ry koule r�� abychom mohli zanedbat eventu�ln�
nekonstantnost �ij v kouli�

� dal�� a dal�� fysik�ln� tensory� nap�� tensor polarisovatelnosti� ud��
vaj�c� vztah mezi vektorem polarisace a vektorem elektrick� intensity
v krystalech �v homogenn�ch l�tk�ch je n�sobkem �ij�

Pi % �ijEj � ������

piezoelektrick	 tensory a mnoh� jin�

� determinant
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Abyste mohli l�pe ��st dal�� text� osv��te si� co je to faktorprostor �v hled�n�
v�m pom��e rejst��k��

Vysv�tlete� pro� je faktorprostor V podle W speci
ln�m p��padem faktorm�
no�iny� tzn� mno�iny v�ech t��d ekvivalence � typu

;v % fv � V j v��vg ������

�ekvivalence je relace� kter� je re/exivn�� symetrick� a transitivn�� pro spe	
ci
ln� ekvivalenci

�v��v� �� �v � �w � W � ������

Definice form�ln�ho line�rn�ho obalu� Budeme pot�ebovat je�t�
jednu abstraktn� konstrukci� toti� vytvo�en� vektorov�ho prostoru nad zvole�
nou bas�� N�sleduj�c� de�nici lehce pochop�te� p�edstav�te�li si dob�e zn�m

line�rn� prostor Rn jako form�ln� line�rn� obal mno�iny f�� �� � � � � ng�
Form�ln�m line�rn�m obalemLf �X� mno�inyX budeme� m�nit mno�

�inu v�ech �re�ln
ch �i komplexn�ch podle kontextu� funkc� na mno�in� X�
Ka�d
 prvek �� � Lf �X� lze zapsat ve tvaru

�� %
X
x�X

��x��vx� �����

kde vektor �vx � Lf �X� ozna�uje funkci ��y� % �xy� V p��padech� o nich�
budeme mluvit� budeme �i pokud X bude nespo�etn�� kombinovat kone��
n
 po�et jej�ch prvk�� V p��padech slo�it�j��ch �nap�� chceme�li Hilbert�v
prostor kvantov� mechaniky jedn� ��stice popsat jako komplexn� form�ln�
line�rn� obal prostoru R �� bychom sumu �alespo� form�ln�� nahradili n�ja�
k
m integr�lem� Kroneckerovo delta n�jakou delta�funkc� atd�

T	i de
nice tensorov�ho sou�inu prostor�

Prv� definice� Nech+ V a W jsou line�rn� prostory maj�c� base �v�� ����vn
a �w�� � � � � �wm� Pak form�ln� line�rn� obal kart�zsk�ho sou�inu bas� naz
v�me
tensorov�m sou�inem V a W a zna��me ho

V � W $% L�f�v�� � � � � �vng � f�w�� � � � � �wmg�� ������

�Jestli�e bude z�ejm�� �e jin
 line�rn� obal ne� form�ln� nebudeme um�t konstruovat�
budeme index f vynech�vat	
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Prvky V � W budeme zapisovat ve tvaru

�
T %

X
i�j

��vi � �wj�t
ij � ������

kde �vi � �wj je nov� ozna�en� pro prvek ��vi� �wj� kart�zsk�ho sou�inu bas�
�naz
van
 �asto dyadick� sou�in vektor��� a jest prvkem base V � W �

De�nice jest tedy takov�� �e

dim�V � W � % dimV � dimW � �������

Nejde tedy o kart�zsk
 sou�in V � W � kter
 m� dimensi dimV 0 dimW �
a tud�� ho r�di zna��me tak� V � W � �Toto zna�en� jsme ji� u��vali u di�
rektn�ch rozklad� prostor��� Prostor W � V je isomorfn� prostoru V � W �
a o t�to skute�nosti se vyjad�ujeme jako o komutativit� tensorov�ho sou�
�inu� �Nech�pejte tuto v�tu jako tvrzen� o komutativit� n�soben�

matic� S takov�mi nedbalostmi si zde nezahr�v�me��M��eme tak� kon�
struovat isomor�smy mezi prostory

U � �V � W � % �U � V�� �U � W �� �������

co� n�m umo��uje mluvit i o distributivnosti � v��i �� �Ov��te alespo��
�e prostory na obou stran
ch maj� stejn� dimense��

Zat�m se nebudeme obt��ovat ot�zkou� zda nez�vis� de�nice na volb�
base �lze konstruovat isomor�smy�� v�ta n��e n�m v�e vypov��

Druh� definice� Tensorov
m sou�inem V�W naz
v�me prostor v�ech
biline�rn�ch forem na kart�zsk�m sou�inu V � � W � du�ln�ch prostor��

Vztah t�to nejkrat�� de�nice k de�nici prv� plyne z n�sleduj�c�ho�

V�ta� Ka�d� biline�rn� forma B na V ��W � je ur�ena jednozna�n� ��sly

bij % B��v�i� �w�j�� �������

kde f�v�ig resp� f�w�jg ozna�uje du�ln� basi� proto�e

B�
X

�i�v
�i�
X

�j �w
�j� %

X
�i�jB��v�i� �w�j�� �����	�

D�sledek� Ztoto�n�me�li tensor �vi � �wj s biline�rn� formou

��v�� �w�� �� v���vi� � w���wj�� �������
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m�me t�m zad�n isomor�smus V � W na prostor v�ech biline�rn�ch forem
na V � � W �� ��m� je tak� vy��zena ot�zka V � W zkonstruovan
ch podle
r�zn
ch bas� dle de�nice prv�� Objasn�te�

Definice t�et�� ��� Tato nejabstraktn�j�� de�nice je matematiky nej�
pou��van�j���

Tensorov
m sou�inem V � W rozum�me faktorprostor�

L�V � W ��Z� �������

kde Z je line�rn� podprostor generovan
 vektory

��v� �w� 0 �w��� ��v� �w��� ��v� �w��
��v� 0 �v�� �w�� ��v�� �w�� ��v�� �w�

���v� �w�� ��v� ��w�
���v� �w�� ���v� �w�

� �������

Podrobnou diskusi posledn� de�nice vynech�me�

Spojen� prv� a t�et� definice� Nech+ mno�ina f�v�� �v�� � � �g generuje
V a mno�ina f�w�� � � �g generuje W � Potom prostor

Lff��vi� �wi�g�Z� ������

kde Z je podprostor L generovan
 v�emi prvky tvaruP
i �
i��vi� �w� kde �w � W a

P
i �
i�vi % ��

a
P
j �
j��v� �wj� kde �v � V a

P
j �
j �wj % ��

�������

je isomorfn� V � W �

Pozn�mka� Extr�mn�mimo�nostmi voleb mno�in f�v�� � � �g resp� f�w�� � � �g
je jednak base V resp� W * v tomto p��pad� dost�v�me de�nici prvou� proto�e
Z je trivi�ln� podprostor obsahuj�c� jen ���� ��� nulov
 prvek�

Druhou extr�mn� mo�nost� je dosazen� cel
ch prostor� V resp� W za
mno�iny f�v�� � � �g a f�w�� � � �g� ��m� dost�v�me t�et� de�nici tensorov�ho sou�
�inu�

D�kaz jenom nazna�me� Vyjdeme ze spr�vnosti prv� de�nice a p�id�me
n�jak� �nov�� vektor

�vn!� %
X
i

�i�vi �������

�Jde o faktorprostor opravdu ob��ho prostoru� kter
 !m�" dimensi takovou� jako je
po�et prvk� v V �W 	 Tato troufalost je p�inejmen��m zde u�ite�n�	
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do souboru �v�� � � � � T�m sice zv�t+�me prostor L� nikoli v+ak faktorprostor�

jeliko� pro ka�d� element
�
t �nov�ho� prostoru L existuje

�
t
�
ze star�ho L

takov�� �e� ���
�
t ��

t
�
%
X
j

�j��vn!�� �wj��
X
i

X
j

�i�j��vi� �wj� � Z �&� �������

Tvrzen�� Ka�d� biline�rn� zobrazen�

F $ V � W � 1W � �������

kde V�W � 1W jsou line�rn� prostory� lze jednozna�n� roz���it na line�rn� zob�
razen�

� F $ V � W � 1W * �������

ozna��me�li symbolem j vno�en� j��v� �w� % �v� �w
�pozor� j���v� �w� % j��v� ��w� % �j��v� �w��� tak

F % �F 	 j� s argumenty F ��v� �w� % �F ��v � �w�� �����	�

D�kaz op�t jen strun�& ned� moc pr�ce roz+��it ka�d� zobrazen� �bili�
nearity zde net�eba� na kart�zsk�m souinu

F $ f�v�� � � �g � f�w�� � � �g � 1W �������

na line�rn� zobrazen� na L� Bilinearitu u�ijeme teprve v okam�iku� kdy uka�
zujeme� �e takto roz+��en� zobrazen� se anuluje na podprostoru Z � L�

D�sledek� Prostor v�ech biline�rn�ch forem na V � W " tedy prostor
V ��W � podle de�nice druh� " jsme t�mto ztoto�nili s du�lem prostoru V�W
�je t�eba je�t� dodat� �e restrikc� line�rn�ho zobrazen� na V�W je biline�rn�
zobrazen� na V � W ��

Zcela analogicky je mo�no ztoto�nit prostory

�V � W ��� % V � � W � �V � � W ��� % V � W atd� �������

�Pro nekone�n�rozm�rn� prostory V�W � kde nav�c uva�ujeme r�zn� topolo�
gie� to ov�em takto jednoduch� nen�&�

�P��eme jen tu ��st
�

t � kter� nele�� ve star�m L	
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Definice� Nech+ �v � V� �w � W � Tensorem

�
t % �v � �w� tij % viwj �������

ozna��me ten prvek t � �V � � W ���� pro n�j� plat�

t��v�� �w�� % v���v� � w���w��� tijv�jw
�
j % v�iv

i � w�jwj � ������

Terminologick� pozn�mka� Je tedy mo�no ch�pat prostor W � �V
�

jako prostor v�ech Y�line�rn�ch zobrazen� �Y je t�leso� Y�linearita znamen��
�e zobrazen� p�i�azuje vektoru vyn�soben�mu konstantou k � Y op�t k�
n�sobek� co vektoru p�vodn�mu� z prostoru V do W � Ten se tak� n�kdy zna��
jako Hom��V �W � a ��k� se� �e je kovariantn� podle W a kontravariantn�
podle V �kv�li t� ��rce��

Tvrzen� bez d�kazu� Nech+ �v � Pi �vi�
i� �w %

P
j �wj�

j� Pak podle
posledn� de�nice

�v� �w %
X
i�j

�vi � �wj � �i�j� �������

pomoc� �eho� bychom mohli ve smyslu prv� de�nice v
raz �v� �w i de�novat�

Definice� Tensor
�
t � V �W nazveme rozlo�iteln�m� pokud je tvaru

�v � �w�
Vektory �v� �w jsou ur�eny a� na to� �e lze jeden z nich vyd�lit a druh


vyn�sobit n�jak
m �� jednozna�n��

Cvi�en�� Nech+ P je prostor funkc� �t�eba polynom�� na R � Tensorov

sou�in P � P je mo�no ztoto�nit s jist
m prostorem funkc� na R � �dvou
prom�nn
ch�� Elementy �f � �g jsou pr�v� ty funkce� kter� maj� tvar

f�x� y� �� f�x�g�y�g $ R � R � R � �������

Roz���en�� Tensorov
 sou�in v�ce �ne� dvou� line�rn�ch prostor� �nap��
U �V�W � lze zkonstruovat jako sou�in �U � V� � W nebo jako sou�in U �
�V � W � �prostor U � V je op�t line�rn� prostor a jeho prvky lze zase
nazvat vektory�� Na�t�st�� ob� de�nice vedou k isomorfn�m prostor�m� a
o t�to vlastnosti budeme mluvit jako o asociativit� tensorov�ho n�soben�
�z�vorky budeme vynech�vat��
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Prvky tensorov�ho sou�inu U �V � � � � �Z budeme zapisovat ve tvaru

�
T %

X
i�j�����l

��ui � �vj � � � �� �zl�t
ij���l� ����	��

Tensor tedy lze ch�pat jako tabulku ��sel indexovanou n�kolika ���dn
m�
jedn�m� dv�ma� t�emi� atd�� indexy� v�ak d�vaj�c� informaci pouze ve zvole�
n
ch bas�ch ve U �� � � �Z� Se zm�nou base se m�n� i tabulka  slo�ek tensoru!$

V�ta� Vyj�d�eme tento tensor
�
T v nov
ch bas�ch prostor� U �V�� � �Z�

toti� v bas�ch f1�uig� f1�vjg�� � � �f1�zlg a matice p�echodu od nevlnkovan
ch k vln�
kovan
m bas�m ozna�me U� V�� � � �Z� nap��

� 1�u�� � � � � 1�un� % ��u�� � � � � �vn�U� ����	��

Potom tensor napsan
 v nov
ch bas�ch

�
T %

X
i�j�����l

� 1�ui � 1�vj � � � �� 1�zl�1t
ij���l ����	��

bude m�t slo�ky takov�� �e slo�ky ve star
ch bas�ch jdou vyj�d�it jako

tij���l %
X

2$�2%�����2l

ui2$v
j
2% � � � � � zl2l1t2$2%���

2l� ����		�

D�kaz� Sta�� dosadit 1�u23 %
P
i �uiu

i
23 �a podobn� pro ostatn� base� a

tensorov� rozn�sobit s u�it�m distributivn�ho z�kona�
�
T %

X
2$�2%�����2l

X
i�j�����l

��ui � �vj � � � �� �zl�u
i
2$v
j
2% � � � � � zl2l1t2$2%���

2l ����	��

Matematick� p��klady tensor��

� Prostor polynom� v�ce prom�nn
ch lze ps�t jako tensorov
 sou�in pro�
stor� polynom� jedn� prom�nn�$ xmyn ztoto�n�me s xm � yn�

� V tomto smyslu je Hilbert�v prostor stav� dvou ��stic v kvantov�
mechanice tensorov
m sou�inem Hilbertov
ch prostor� t�chto ��stic*
popisujeme�li dv� ��stice� vlnovou funkci mus�me de�novat v �estiroz�
m�rn�m prostoru " nejsou to tedy dv� vlny v trojrozm�rn�m prostoru&

�D�le �ty�mi� p�ti atd�
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� ��� Analytici r�di pova�uj� prostor funkc� v�ce prom�nn
ch za tensorov

sou�in prostor� funkc� jedn� prom�nn�� V p��pad� nekone�n�dimensio�
n�ln�ch prostor� je ��douc� zkonstruovat je�t� vhodnou topologii na
V�W � Pak se ukazuje� �e prostor C�h�� �i�h�� �i� spojit
ch funkc� na
dan�m dvourozm�rn�m intervalu s normou kfk % supx�y�h-��i jf�x� y�j
je z�pln�n�m Ch�� �i � Ch�� �i� ���

Uveden� tematika tvo�� rozs�hlou partii funkcion�ln� anal
zy �Grothen�
dieck�� � � ��

Vid�me� �e v t�chto p��padech jsme nahl��eli na tensory sp��e v duchu de��
nice prv� a t�et�� Jindy �tensor setrva�nosti� metrick
 tensor� piezoelektrick

tensor� je p�irozen�j�� mluvit v duchu de�nice druh�� to jest kvadratick�
formy�

V dal��m se omez�me na tensorov� sou�iny V � W � � � � � Z vznikl�
tensorov
m n�soben�m prostor� V�W � � � � �Z� kter� jsou v�echny kopiemi
jednoho zvolen�ho vektorov�ho prostoru eventu�ln� jeho du�lu �oby�ejn�
jde o prostor isomorfn� n�jak�mu Rn��

Oded�vna v t�to knize u��v�me z�pis pomoc� horn�ch a doln�ch index��
kter
 p�in��� nesporn� v
hody$ v�echny s��tance �a tedy tak� ob� strany
rovnic� mus� m�t stejn� ty horn� i doln� indexy �a ka�d
 se sm� vyskytovat
jen jednou�� kter� nejsou hluch	* hluch
mi indexy m�me na mysli indexy�
vyskytuj�c� se v rovnic�ch jednou naho�e a jednou dole� p�i�em� podle nich
prov�d�me s��t�n�� nap��X

�

F �V� % F -V- 0 F �V� 0 � � �0 F dVd % F �V� ����	��

a �jak vid�te v posledn�m vyj�d�en�� znak sumy lze vynechat v souladu s Ein�
steinovou suma�n� konvenc��

V dal��m bude E pevn
 vektorov
 prostor s bas� �e�� � � � ��ed a E � jeho
du�l�

Definice� Tensor tvaru

�
T %

X
aij���kl����ei��ej� � � ���e�k��e�l� � � � � E �E � � � ��E ��E �� � � � � ����	��

kter
 m� u koe�cient� aij���kl��� m horn�ch a n doln�ch index�� tedu u sou�in�
�ei � � � ��e�k � � � � m� m doln�ch a n horn�ch index�� naz
v�me m�kr�t kon�
travariantn� a n�kr�t kovariantn�� Budeme tak� ��kat� �e je to tensor typu
�n�m��
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Tak nap��klad� vektor base �e� prostoru E je �jednou� kontravariantn�
vektor neboli tensor typu ��� ���

Zm��me nyn� basi f�eig a odpov�daj�c�m zp�sobem du�ln� basi f�e�ig$
matice C nech+ je matic� p�echodu od base �e�� � � � �en k nov� basi �f�� � � � ��fn$

�f2$ % �ejc
j
2$� ����	�

P�ipom�n�me� �e je potom ��c���2$j jsou elementy inversn� matice�

�f �2$ % �c���2$j�e
�j� ����	��

co� lze zapsat v m�n� p�irozen�m tvaru m�n� p�irozen
m zaveden�m kon�
tragradientn� matice D % �C���T �pozor� u d ij ur�uje " na rozd�l od na�ich
zvyk� " doln� index j ��dku�

�f �2$ % �e�jd 2$
j � ����	��

Potom se slo�ky tensoru s ob�ma druhy index� u slo�ek transformuj� podle
n�sleduj�c�ch vzorc�$ nech+

�
T % aij���kl����ei��ej�� � ���e�k��e�l�� � � % 1a2$2%���2k2l���

�f2$��f2%�� � ���f �2k��f �2l�� � � � �������

Potom je �p�ipom�n�me Einsteinovu konvenci�

aij���kl��� % ci2$c
j
2% � � � � � 1a2$2%���2k2l���

�c���2kk�c
���2ll � � � � � �������

P��klad� Tensor �����

aji � �ej � �e�i % �ej � aji�e
�i �������

ztoto��ujeme s oper�torem �eixi �� �ejyj� kde yj % ajix
i� Vzorec pro trans�

formaci tensoru je potom dob�e zn�m
m vzorcem

A % C 1AC�� �����	�

pro zm�nu matice zobrazen� p�i zm�n� base�
Dvakr�t kovariantn� tensor

aij�e
�i � �e�j �������

ztoto��ujeme s biline�rn� formou na E danou p�edpisem

B��eix
i��ejy

j� % aijx
ixj� �������
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Ve vzorci pro transformaci tensoru pozn�v�me formuli popisuj�c� zm�nu ma�
tice kvadratick� formy p�i zm�n� base$

akl % 1a2k2l�c
���2kk�c

���2ll % �c��T � 2k
k a2k2l�c

���2ll� �������

Z posledn�ho tvaru je vid�t A % �C���T 1AC��� co� zn�me v obr�cen�m
tvaru 1A % CTAC�

Operace s tensory

Tensory z t�ho� prostoru lze s��tat �jejich  sou�adnice! se p�itom s��taj���
lze mezi sebou n�sobit tensory typu �n�m� a �n��m��� aby daly jako v
sledek
tensor �n0 n��m0m��� Nap��klad lze ps�t pro  sou�adnice!

cijklmn % aikb
j
lmn� ������

Speci�ln�m p��padem tohoto je n�soben� konstantou " skal�rem� tensorem
typu ��� ���

Ale hlavn� lze tensory ��it* zvol�me si p�r index� �jeden horn� a jeden
doln�� sou�adnic tensoru typu �m�n�� abychom m�sto obou napsali t
� index�
s��tali podle n�ho a dostali sou�adnice tensoru typu �m� �� n� ���

Pak lze na velkou ��st line�rn� algebry �krom�  speci�ln�j��ch! parti�
zalo�en
ch na pojmu spektra oper�toru� nahl��et jako na sadu cvi�en� ilust�
ruj�c�ch pojem ��en� tensor
� Jak se v�m l�b� takov
 n�zor� D��ve ne�
odpov�te negativn�� p�e�t�te si n�sleduj�c� p��klady�

Hodnota line�rn� formy �u� �prvku du�ln�ho prostoru� jednou kovariant�
n�ho tensoru� ve vektoru �v je ��en�m tensoru typu ��� ��

u���v� % u�iv
i� �������

Tensorov
m n�soben�m dvou tensor� typu ��� ��� kter
mi jsme nahradili

oper�tory� dostaneme tensor
�
t typu ��� ��� jeho� vhodn
m ��en�m dost�v�me

tijkl % aikb
j
l� tijjl % cil % aijb

j
l �������

sou�in matic C % AB�
Z jednoho tensoru se sou�adnicemi tij typu ��� �� lze ��en�m dostat skal�r

tii� Co je to� U� jste na stop��&
P�esv�d�ili jsme ji� �ten��e o hloubce de�nice Henriho Poincar�� �e �Ma�

tematika je um�n� naz�vat r�zn� v�ci stejn�mi jm�ny�� �



�1��� CO JEST TENSOR 	��

Cvi�en�� Na rozd�l od stopy oper
toru jsme nikde nediskutovali pojem stopy
kvadratick� formy� V�te pro��

Tensory na euklidovsk�ch prostorech� Podle n�zoru n�kter
ch
je toto a jenom toto pr�v� to� co fysikov� pot�ebuj��

Ur�it� to nen� tak �pln� pravda� neb zvl��t� slo�it�j�� line�rn� prostory
�nekone�n� dimense� jsou pot�ebn�� a p�itom nem�vaj� v�dycky k disposici
skal�rn� sou�in�

Po��t�me�li obvykl
 euklidovsk
 skal�rn� sou�in� tak ho pro vektory �x� �y
dostaneme jako

b��x� �y� %
X
i

xiyi� �������

Ale podle toho� co jsme �ekli o tensorech a o z�konech zachov�n� index�� nen�
tato rovnice korektn�� Lze ji ov�em spravit� zavedeme�li symetrick
metrick�
tensor gij a zap��eme tedy sou�in jako

b��x� �y� % gijx
ixj � �������

M��eme povolit zved�n� a spou�t�n� index� za pomoci metrick�ho tensoru�
nap�� pro tensory typu ��� �� a ��� �� �a jeden slo�it�j���

ti % gijt
i� tl % tkg

kl� mabcde % gee�m
a
b�c�d

e�gbb
�
gcc

�
�������

zavedeme�li inversn� metrick
 tensor se sou�adnicemi takov
mi� aby

gijg
jk % �ki � �����	�

Skal�rn� sou�in lze pak stru�n� ps�t jako xiy
i % xiyi� Inversn� tensor vy�

po�teme jako inversn� matici� a proto je po�adavek ekvivalentn� podm�nce

gijgjk % �ik� �������

V euklidovsk�m prostoru v�ak b
vaj� lid� mnohem tvrd��$ povol� jen tako�
v� base a transformace �ortogon�ln��� ve kter
ch m� metrick
 tensor tvar
�zkratka� gij % �ij � Potom horn� index hraje tut�� roli jako doln�

vi % vi� vabcd % vab
c
d � � � �������

a nen� je t�eba rozezn�vat� a proto nab
v� smyslu t�eba i pojem stopy kvad�
ratick� formy�

�Rovnost dvou uveden
ch v
raz� je d�sledkem obvykle po�adovan� symetrie metrick��
ho tensoru	
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��	� Symetrick� a antisymetrick� tensory

Doufejme� �e nikoho moc nemrz�� �e ji� del�� dobu mluv�me sp��e o  sou�
�adnic�ch! tensor� ne� o tensorech� V�dy mluv�me o tensoru� zapsan�m ve
standardn�m tvaru �sou�et tensorov
ch sou�in� vektor� base " a du�ln�ch
vektor� base " n�soben
ch p��slu�nou  sou�adnic�!��

Nyn� si budeme v��mat symetrie a antisymetrie v��i permutac�m n�kter�
skupiny index� �mus� b
t v�echny horn� nebo v�echny doln�� a s eventu�ln�mi
ostatn�mi indexy tensoru nebudeme h
bat� Pro konkr�tnost� budeme mluvit
o tensoru� kter
 jin� takov� indexy nem�� a budeme se zab
vat �anti�symetri�
v��i permutac�m n doln�ch index� �sou�adnic��

Definice� Nazv�me �anti�symetrisac�, tensoru se sou�adnicemi cij���p
tensor

�anti�symij���pcij���p %
�
n&

X
�

fznak �gc�)i*��)j*�����)p*� �������

kde s��t�me p�es v�echny permutace � mno�iny p�smen pro indexy fi� j� � � � � pg
a znak � p��eme v p��pad� antisymetrisace� Pokud je to mo�n�� p��eme m�sto
textu  �anti�sym! z�vorky kolem index�� podle nich� �anti�symetrisujeme�
nap��

tij)kl*mn % symklt
i
jklmn� tijhklimn % antisymklt

i
jklmn� ������

Faktor ��n& je volen tak� aby dvoj� proveden� �anti�symetrisace dalo tot���
co proveden� jedin�� �Anti�symetrisac� toti� dostaneme �anti�symetrick�
tensor� to jest takov
� �e pro ka�dou permutaci �

cij���p % fznak �g � c�)i*��)j*������)p*� �������

Mnoh� u�ite�n� tensory b
vaj� symetrick� �kvadratick� formy� moment
setva�nosti atd��� mnoh� antisymetrick� �determinant� tensor elektromag�
netick	ho pole F�� � sjednocuj�c� vektor elektrick� intensity a magnetick�
indukce v teorii relativity��

Samoz�ejm�� zaj�mav� by mohlo b
ti i studovat �anti�symetrii�isaci� v��i
z�m�n�m dvojic index�* nap�� velk
 tensor k�ivosti R����� je nejen antisy�
metrick
 v��i z�m�n� �� � jako� i �� �� ale je tak� symetrick
 v��i z�m�n�
on�ch dvojic index�

R����� % R������ �������

�Antisymetrisaci se tak� ��k� alternace	
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T�mito ot�zkami se nebudeme p��li� zab
vat�
Symetrisace tensoru �v� � � � � � �vm� kde �vi jsou vektory �nebo obecn�ji

symetrick� tensory� se n�kdy ozna�uje symbolem

�v� �
sym

� � � �
sym

�vn� �������

Obdobn� antisymetrisace tensoru �v� � � � � � �vm� kde �vi jsou vektory �nebo
obecn�ji antisymetrick� tensory� se �v�dy� ozna�uje symbolem  skobka!

�v� � � � � � �vn �������

a naz
v� se vn�j��m �Grassmannov�m� sou�inem vektor� �� � �� �v�� � � � �vm�

Mimo jin�� pro tensor zadan
 abstraktn� multiline�rn� formou na E �
E � � � �� E de�nujeme �anti�symetrii takto$

Definice� Multiline�rn� formu f nazveme �anti�symetrickou� pokud pro
v�echny n�tice vektor� z E plat� vztah

f��v�� � � � � �vn� % fznak �gf��v�)�*� � � � � �v�)n*�� �������

Cvi�en�� Vyj�d��me�li f slo�kov
m z�pisem

f��eix
i
���ejx

j
�� � � � ��epx

p
n� % aij���px

i
�x
j
� � � � � � xpn� �����	�

pak je de�nice nov� v souladu se starou�

Definice� Symetrisovan�m tensorov�m sou�inem E �
sym

E rozum��

me mno�inu v�ech mo�n
ch kombinac� tensor� typu �v �
sym

�w� �Na E �
sym

E

m�me p�irozen� zadanou line�rn� strukturu� ov��te��
Abstraktn� lze E �

sym
E de�novat jako faktorisaci prostoru E � E podle

podprostoru generovan�ho v�emi prvky tvaru

�v � �w� �w� �v� �������

�Ve slo�k�ch to zn�lo jednodu�eji� nebo ne��
Uka�te� �e ka�d� symetrick� zobrazen� F $ E �E ( tj� takov�� �e F ��v� �w� %

F ��w� �v� ( lze jednozna�n� roz���it na line
rn� zobrazen� na E �
sym

E �
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Definice� Obdobn� antisymetrisovan�m tensorov�m sou�inem
E � E rozum�me mno�inu v�ech mo�n
ch kombinac� tensor� typu �v � �w�
�Na E � E m�me p�irozen� zadanou line�rn� strukturu� ov��te��

Abstraktn� tento prostor de�nujeme jako faktorisaci V � V podle jeho
podprostoru generovan�ho prvky

�e��f 0�f � �e� �������

��m� ve faktorisaci ztoto�n�me tensory �e � �f a ��f � �e� Obecn�ji� prostor
Ym�E �  E �� � ��E �napravom�kr�t E � de�nujeme jako faktorisaci E�� � ��E
podle podprostoru Z generovan�ho tensory typu

�e� � �e� � � � � � �em � znak ��e�)�* � �e�)�* � � � �� �e�)m*� �������

kde � je permutace na indexov� mno�in� f�� � � � �mg� P��slu�nou t��du �e� �
� � �� �em 0Z ozna�ujeme symbolem �e� � � � � � �em�

Cvi�en�� Je�li m 
 dimE � je Ym�E � % f��g�

N�vod� Ka�d
 prvek Ym�E � je line�rn� kombinac� prvk� tvaru �e�� � � ��
�em� kde �ei vol�me z n�jak� base E � Pro m 
 dimE se mus� n�kter
 prvek �ei
vyskytnout ve v
razu �e� � � � � � �em alespo� dvakr�t* transponujeme�li tyto
dv� kopie mezi sebou� uveden� transposice na tensoru nic nem�n�� z druh�
strany v�ak podle antisymetrie m�n� znam�nko tensoru� Pouze nulov
 tensor
se rovn� sv�mu opaku�

Definice� Podobn� jako u obecn
ch� lze i u antisymetrisovan
ch tensor�

mluvit o rozlo�itelnosti tensoru
�
t � Yk�E �� existuj��li vektory �v�� � � � � �vk

takov�� �e
�
t % �v� � � � � � �vk�

P��klad� Ka�d
 tensor z Y��R �� je rozlo�iteln
� co� souvis� �jak zane�
dlouho uvid�te� s t�m� �e ho v�dy lze zapsat �a to nekone�n� mnoha zp�soby�
a to nejen volbou �� jako  vektorov
 sou�in! dvou vektor��

Naopak� u� tensor
�
t z Y��R �� nemus� b
t rozlo�iteln
� jako nap��klad

��e�� � � � ��e� tvo�� basi R ��
�
t % �e� � �e� 0 �e� � �e�� ������

D�kaz� Pokud by
�
t % �u � �v� byl by tzv� anul�tor

An�
�
t � % f�w � R � j �w ��t % �

�g �������



�1�
� SYMETRICK	 A ANTISYMETRICK	 TENSORY 	��

alespo0 dvourozm�rn�� proto�e �u� �v �An�
�
t �*

Na druh� stran�� je�li �w % �eixi� tak

�w��t % �ei��t�xi % �e���e���e�x�0�e���e���e�x�0�e���e���e�x�0�e���e���e�x��
�������

co� je rozklad n�jak�ho tensoru v�i basi Y��R �� a je tedy nulov� jen pokud
jsou v+echna xi nulov�� anul�tor tedy obsahuje jen nulov� vektor�

Fysik�ln� p��klad� ��� U� jsme mluvili o tom� �e v kvantov� mechanice
je Hilbert�v prostor stav� dvou r�zn
ch ��stic �nap�� protonu a elektronu�
tensorov
m sou�inem prostor� t�chto ��stic samotn
ch� Vezmeme�li symet�
rick
 resp� antisymetrick
 produkt N kopi� prostoru stav� jednoho bosonu
resp� fermionu ���stice s celo��seln
m resp� polo��seln
m spinem� nap�� fo�
tonu� alfa���stice resp� elektronu� protonu atd��� dostaneme prostor stav�
soustavy N t�chto ��stic�

Pozn�mka� Form�ln� direktn� sou�et �kart�zsk
 sou�in prostor� se s���
t�n�m de�novan
m  po komponent�ch!�

R � E � �E �
sym

E �� �E �
sym

E �
sym

E �� � � � ������

se naz
v� symetrickou algebrou$ line�rn�ho prostoru E � N�kte�� to
rad�ji p��� jako

R � �
�&
E � �

�&
�E �
sym

E �� �
	&
�E �
sym

E �
sym

E �� � � � %$ exp�E � ������

a naz
vaj� to exponenci�lou dan�ho vektorov�ho prostoru� Prvky t�to al�
gebry lze interpretovat jako form�ln� mocninn� �ady nad E � Symetrick� al�
gebra prostoru je v�dy nekone�n�rozm�rn
m prostorem�

Na druh� stran� antisymetrick� algebra line�rn�ho prostoru E za�
psan� jako direktn� sou�et

Y�E � % R � E � �E � E �� � � �� Yn�E � ������

m� pro kone�n�rozm�rn� E dimensi kone�nou� konkr�tn� �e�eno

dimY�E � %
nX
k�-

dimYk�E � %
nX
k�-

n&
k&�n� k�&

% �n� ����	�

�!Algebrou" m�n�me v algeb�e v�t�inou okruh bez po�adavku asociativity	
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proto�e skobky �e�� � � ���em z r�zn
ch vektor� base tvo�� basi Yk�E �� �Kom�
bina�n� ��slo n nad k snad zn�te��

Mluvili�li jsme o prvc�ch symetrick� algebry jako o form�ln�ch mocnin�
n
ch �ad�ch� existence Y�E � n�m d�v� tu�it� �e by mohlo existovat n�co
jako anal�za antikomutuj�c�ch prom�nn�ch� �Objev lze p�ipsat Berezi�
novi do roku ������

Opravdu� p�edstavme si sadu �i % �� � � � � n� antikomutuj�c�ch prom�n�
n
ch�- analogick
ch komutuj�c�m xi

f�i��jg % �� ������

kde fa� bg % ab0 ba ozna�uje antikomut�tor �vztah �i�j % ��j�j mimo
jin� implikuje ��

i % ��� a uva�me� �e ka�dou funkci t�chto prom�nn
ch lze
zapsat jako

f % �0 �i�i 0 �ij�i�j 0 � � �0 �ij���p�i�j � � ��p� ������

v kter��to formuli se vyskytuje �n nez�visl
ch koe�cient� �tensory � jsou
antisymetrick��� S��tat m��eme jen �leny grassmannsk� s grassmannsk
mi
nebo negrassmannsk� s negrassmannsk
mi� tud�� bude polovina tensor� �
nulov�* podle toho� kter� to bude� bude funkce f grassmannsk� nebo ne�
grassmannsk��

M��eme tak� parci�ln� derivovat podle i�t� prom�nn� a pravidla

f �

��i �
�

��j g % �� f �

��i ��jg % �ij ������

a integrovat* integrov�n� je v tomto sv�t� tot�� co derivov�n� a jsme�li d��
sledn�� je i hermitovsky sdru�en
m oper�torem k dan�mu �i� Lze efektn�
mluvit i o delta�funkci$

���i� % �i� �����

Antikomutuj�c� �fermionovsk�� � � � prom�nn� hraj� velkou roli v supersy�
metrii� superstrun�ch atd�

Matematick� mo�nosti� skryt� pod t�mito pojmy� jsou d�le�it� v kvanto�
v� teorii pole� Bu- nap��klad E Hilbert�v prostor�� stav� jednoho elektronu
�pro n�zornost mluvme o basi tohoto prostoru obsahuj�c� vektory �n� l� lz � sz��

�	Dosud se zna�� p�edev��m p�smenem � apod	
��Nyn� mluv�me o komplexn� variaci zm�n�n
ch pojm�� kde se v�echny vektory base

mohou n�sobit komplexn�mi faktory� algebra m� tvar C  � � � atd	
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stejn� tak bychom mohli vz�t basi  elektron se spinem nahoru,dol� v bod�
�x! apod��

Antisymetrick� algebra je te- �stejn� jako E � nekone�n�rozm�rn� a tvo��
Hilbert�v prostor� kter
 je direktn�m sou�tem n�elektronov
ch Hilbertov
ch
prostor� pro n % �� �� �� � � �� Stavy tvo��c� jeho basi lze ps�t nap�� jako

��s�����s�����s���j�i� ������

kde j�i znamen� vakuum a ��s��� apod� jsou krea�n� oper�tory p�id�va�
j�c� elektron do dan�ho stavu� Snad v tom vid�te jednak antisymetrisovan

tensorov
 sou�in

��s�� � ��s�� � ��s�� ������

a jednak Pauliho princip$ t�m� �e byste kreovali dva elektrony do jednoho
stavu� byste dostali nulov
 vektor �prvek antisymetrisovan� algebry��

M�	en� plo�n�ch obsah�

Vn�j�� �Grassmannovy� sou�iny jsou je�t� d�le�it�j�� �alespo� v geometrii�
ne� symetrisovan� tensorov� sou�iny a v�nujeme jim n�kolik p��pravn
ch po�
zn�mek� �Viz nejprve p��pravn� pozn�mky k de�nici determinantu ze zim�
n�ho semestru��

Souvisej� toti� s pojmem plo�n	ho obsahu line�rn�ch �tvar� v euklidov�
sk�m �nebo kvasieuklidovsk�m na zp�sob Minkowsk�ho prostoru� prostoru�

Nech+ R��v�� � � � � �vk� je k�rozm�rn
 rovnob��nost�n

f
kX
i��

�vit
i j ti � h�� �ig �������

vymezen
 vektory �v�� � � � � �vk � Rn�
Cht�jme mu p�i�adit veli�inu

F ��v�� � � � � �vk�� �������

kter� by m�la v
znam  plo�n�ho obsahu! tohoto rovnob��nost�nu� �Toto
pojmenov�n� poch�z� z p��padu k % �� n % 	� jindy by mohlo b
ti roz�
umn�j�� hovo�it o d�lce� objemu apod�� P��pad k % n jsme ji� diskutovali
�determinant�$ determinant matice A lze po��tat jako

detA % n& � ai iajj � � � � � app!� �z 	
n%kr	t a

� �������
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V�imn�te si� �e tato rovnice m� indexy zaps�ny korektn�� Chceme�li spo��tat
n�rozm�rn
 objem n vektor� �si� i % �� � � � � n� spo�teme si tensor

�
V % �s� � � � � ��sn� V ij���p %

�
n&

X
�

s
�)i*
� s

�)j*
� � � � � � s�)p*n znak� �����	�

a v�imneme si� �e n&�kr�t V �����n n�m vyjad�uje objem rovnob��nost�nu vy�
t
�en�ho vektory �si v jednotk�ch objemu rovnob��nost�nu vyt
�en�ho vek�
tory base �e�� � � � ��en* samoz�ejm�� zm�nou base se m�n� tento objem a tak se

budou m�nit i slo�ky tensoru
�
V� pokud se neomez�me pouze na unimodul�rn�

transformace�
V
raz n& � V �����n lze ps�t tak� jako

V ij���p�ij���p� �������

zavedeme�li �pln� antisymetrick
 tensor �ij���p s elementem ������n % 0��
�Elementy odpov�daj�c� sud
m resp� lich
m permutac�m jsou 0� resp� ����
Tento tensor z�st�v� p�i unimodul�rn� zm�n� base �kdy matice p�echodu je
unimodul�rn�� konstantn�� Obecn�� n�sob� se determinantem matice p�echo�
du k nov� basi� nap�� pro zrcadlen� m�n� znam�nko�

Plo�n� obsahy k�dimension�ln�ch objekt� um�st�n
ch v n�rozm�rn�m
prostoru ale nelze po��tat pomoc� objekt� se stejn
mi vlastnostmi� jak� m�
determinant�

Grassmann si ani ne sto let p�ed vyd�n�m t�to knihy uv�domil� �e anti�
symetrick
 tensor

�
R��v�� � � � � �vk� % �v� � �v� � � � � � �vk� �������

m� plno  plo�n
 obsah! vystihuj�c�ch vlastnost�* zvl��t� to� �e

�
R��v� 0

kX
i��

�vi�
i� �v�� � � � � �vk� %

�
R��v�� � � � � �vk� �������

se nem�n� p�i�ten�m n�sobk� ostatn�ch vektor� k prv�mu �a obdobn� pro
ostatn� vektory�� co� n�m p�ipom�n� invarianci velikosti  plochy! v��i t�to
operaci�

Line�rn� charakter m� tensor
�
R a nikoliv  pouh� ��slo!� jak
m je de�

terminant �co� je ov�em " jak ji� v�me " tak� tensor� i kdy� tento fakt je
�ad� u�ivatel� tohoto pojmu skryt d�ky tomu� �e jde o speci�ln� p��pad n�
n�sobn�ho vn�j��ho sou�inu��v prostoru dimense n��

��Mluv�me o determinantu matice� jej�� sloupce tvo�� sou�adnice vektor�� nikoliv matice
zobrazen�	
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Zb
v� nyn� de�novat normu na E � � � � � E a prohl�sit
����R��� za velikost

k�rozm�rn�  plochy! rovnob��nost�nu�
My na�t�st� zn�me konkr�tn� p��klad� jak se to v�e d�l�$ chceme�li spo���

tat obsah rovnob��n�ka vyt
�en�ho �trojrozm�rn
mi� vektory �a� �b� spo�teme
si jejich vektorov
 sou�in

�m % '�a� �b(� ������

co� je vektor� a velikost plochy dopo�teme jako d�lku tohoto vektoru�
Obdobn� postupujeme i v tensorov�m z�pisu$ vypo�teme slo�ky tensoru

�
m % �a � �b� mij %

�
�&
�aibj � ajbi� �������

a �tverec obsahu dopo�teme jako �doln� indexy ch�pejte jako podle ned�vno
diskutovan
ch pravidel spu�t�n� indexy���

S� % �&mijmij � �������

�Faktor �& jsme p�idali proto� �e ve vzorci pro mij je ���&� kter� se mocn�
na druhou� ale zase sumace p�es v�echny dvojice r�zn
ch i� j je sumac� �&
stejn
ch �len�� a proto n�sob�me jen prvou mocninou �&��

Snad je z�ejm�� jak se vytvo�� analogie pro obecn� k �po�et vektor�
�a� � � � � �d� po�et index� tensoru

�
m atd��� Tensor

�
m bude

�
m % �a � � � � � �d� mij���p % a ibj � � � dp!� �������

�tverec obsahu k�rozm�rn�ho  rovnob��n�ka!

R��a� � � � � �d� % ft��a0 t��b0 � � �0 tk�d j ti � h�� �ig �������

budeme po��tat jako
S� % k&mij���pmij���p� �������

Lze tedy zav�st skal�rn� sou�in dvou tensor� s k indexy

b�
�
m�

�
n� % k&mij���pnij���p� �����	�

Na tomto vzorci je vid�t linearita v prv�m parametru� antilinearita v druh�m

a positivn� de�nitnost �pro positivn� de�nitn� metriku� 
�m �% �
� b�

�
m�

�
m� 


���

��Od nyn�j�ka p��eme prou�ky� aby byly vzorce vyu�iteln� pro p��pad komplexn�ch pro�
stor� �se skal�rn�m sou�inem s pruhem�	 M��ete si je odmyslit� sta���li v�m re�ln� varianta	
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V�ta� V
�e de�novan
 skal�rn� sou�in antisymetrick
ch tensor� spl�uje
podm�nku

b��v� � � � � � �vk� �w� � � � � � �wk� % detG� �������

kde G % �gij� je Grammova matice soubor� vektor� a je

gij % b��vi� �wj� % vikw
k
j � �������

m�me�li skal�rn� sou�in vektor� zad�n uveden
m zp�sobem�
Konkr�tn�� je�li �vi % �wi a nav�c jsou v�echny �vi na sebe kolm�� uveden


determinant m� hodnotu sou�inu �tverc� norem vektor� �vi�
Vid�me� �e v
raz m� v�echny po�adovan� vlastnosti a nav�c je i dob�e

normov�n� Proto�e je spr�vn� zaps�n po str�nce indexov�� je to skal�r� kter

se nezm�n�� p�ejdeme�li k nov� basi� P�i�teme�li k t�to invarianci v��i rotac�m
je�t� nem�nnost p�i p�i��t�n� k vektoru n�sobk� vektor� ostatn�ch �i samotn

tensor je v��i tomuto invariantn��� lze v��it tomu� �e jsme na�li tu pravou
formuli pro v
po�et obsahu�

D�kaz� Rozep�+eme�li skal�rn� souin do tvaru n&mij���pmij���p� dostane�
me

k&
�k&��

X
����

v
�)i*
� v

�)j*
� � � � v

�)p*
k w����)i* � � � wk���)p*znak� � znak��� �������

Nyn� najdeme nap�� k initeli v�)i*� takov� initel mezi w� aby m�l index tak�
��i�� Bude to ten s t�m p�smenem i� � � � � p� kter�mu permutace �� p�i�ad�
��i�� to jest s p�smenem �������i��� Dojdeme tak ke tvaru

�
k&

X
����

znak � � znak�� � v�)i*� w����)�)�**�����)�)i** � � � v
�)p*
� w����)�)k**�����)�)p**�

������
Ov+em oznaen� hluch�ch index� lze jakkoli prost��dat a ps�t m�sto v+ech
��i�� � � � � ��p� p��mo i� � � � � p a sumace podle � tak p�ejde na prost� n�soben�
k& �v+echny s�tance jsou stejn��� M�me tedy v�sledek� v n�m� pozn�v�me
detG� jeliko� znak�� je t�� jako znak���� a sumace p�es inversn� permutace
je tot��� co sumace p�es permutace�X

��

znak�� � vi�w������)i* � � � � � vpkwk�����)p* �������
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V�echny souvislosti mohou m�t mnoho v
klad� a my uv�d�me n�kolik
reformulac�� Podrobn�ji viz dal�� literaturu� t�eba '��(�

V�ta prv�� Nech+ �vi % �eja
j
i� kde �e�� � � � ��en je base E � Pak

�v� � � � � � �vk %
X
�

detA� � �e�� � � � � � �e�k � �������

kde A� ozna�uje matici vzniklou z �vysok�� matice A v
b�rem ��dk� s in�
dexy �� 	 �� 	 � � � 	 �k a sumace ve vzorci se prov�d� p�es v�echny takov�to
v
b�ry `�

K d�kazu v�m sta� de�nice determinantu�

V�ta druh�� Nech+ b������� je skal�rn� sou�in na E a nech+ �e�� � � � ��en je
ortonorm�ln� base E � Pak vzhledem ke skal�rn�mu sou�inu plat� n�sleduj�c�

zobecn�n� Pythagorovy v�ty�

k�v� � � � � � �vkk� %
X
�

���detA�
���� ��������

a vysazen� formule v�ty prv� d�v� ortogon�ln� rozklad tensoru �v� � � � ���vk�

D�sledek� Nech+ A je libovoln�  �t�hl�! matice o k sloupc�ch a n ��d�
c�ch� Ozna�me symbolem G jej� Grammovu matici

G % A�A� ��������

�V re�ln�m p��pad� si m�sto adjunkce p�edstavte transponov�n����� Potom
plat� vzorec

detG %
X
�

���detA�
���� � ��������

kde sumace je p�es v�echny vybran� k�tice �� 	 � � � 	 �k z mno�iny index�
�� � � � � n�

Pravidlo pro zapamatov�n�� M�me	li k	rozm�rn� rovnob��nost�n

vymezen� vektory �v�� � � � �vk� tak jeho k	rozm�rn� )objem) V po��t�me

vzorcem V %
p
detG� kde G % A�A a do sloupc� matice A p��eme

sou�adnice vektor� �v�� � � � �vk� �N�kdy m��e b�t v�hodn�j�� vz�t m�sto

��Transponov�n� si lze p�edstavit i v komplexn�m p��pad�� pak je t�eba vynechat abso�
lutn� hodnotu v n�sleduj�c�m vzorci	
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det G pravou stranu vzorce naho�e�� Popi�te podrobn� p��pady

k % n a d�le v�echny p��pady k � n � 	�

Pozn�mka� S pomoc� techniky vn�j��ho sou�inu a zaveden�m skal�rn�ho
sou�inu na Yk�E n� jsme dok�zali tvrzen� z teorie determinant�� kter� bychom
t��ko dokazovali jenom prost�edky samotn� teorie determinant�� Nej��eln�j�
�� by bylo asi postupovat nep��mo� nap�� lze lehce dok�zat� �e vyn�soben�m
matice A zprava n�jakou unit�rn� �resp� ortogon�ln�� matic� se nezm�n� ani
jedna strana zobecn�n� Pythagorovy rovnosti� �Ka�d
 si to m��e zkusit��
Nav�c m� rozklad z v�ty prv� v
znamnou geometrickou interpretaci$

M�jme t�i vektory

�e� %

�B� x
	
	

�CA � �e� %

�B� 	
y
	

�CA � �e� %

�B� 	
	
z

�CA ������	�

a zaj�mejme se o �se� prvn�ho oktantu� to jest plochu troj�heln�ku s vrcholy
v bodech s polohov
mi vektory �e���e���e��

Dohodn�me se lok�ln�� �e �v� �w bude zna�it plochu troj�heln�ka s dv�ma
stranami �v� �w �tedy polovinu rovnob��n�ka�� Potom lze tensor �se�e ps�t
jako

��e� � �e�� � ��e� � �e�� % �e� � �e� � �e� � �e� � �e� � �e� ��������

a �ztoto�n�me�li je�t� vn�j�� sou�iny s vektorov
mi� co� je v�m asi jasn� ji�
te-� za chv�li o tom budeme mluvit� skal�rn� sou�in �D��S� kde �S je norm�lov

vektor k plo�e S s velikost� shodnou� jako je velikost plochy� se d� tedy ps�t
ve tvaru

FxSx 0 FySy 0 FzSz� ��������

kde nap�� Sx u� lze ch�pat jako plochu pr�m�tu �se�e do roviny x % �� To
m� za n�sledek� �e v plo�n�m integr�luZ

�D �dS ��������

nez�le�� na tom� zda plochu� po n�� integrujeme� trochu zhrub�me nebo nikoli�
Nav�c� �tverec plochy �se�e se d� podle na�eho zobecn�n� Pythagorovy

v�ty zapsat jako
P � % P �

x 0 P �
y 0 P �

z � �������

kde Px apod� jsou pr�m�ty �se�e do dan
ch rovin �x % ���
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Vn�j�� a vektorov� sou�in� Tensory z prostor� Yk�E � a Yn�k�E � lze
ztoto�nit �v�imn�te si alespo�� �e maj� stejnou dimensi� pomoc� �pln� antisy�
metrick�ho tensoru �s n indexy� Levi�Civitty� toti� �� je n�jak� konven�n�
konstanta�

m

ij���p��z	
k % � � � � �

ij���pq���t� �z 	
n M n�kz	��

q���t

��������

a indexy lze spou�t�t a zvedat pomoc� metrick�ho tensoru�
Op�t poznamenejme� �e tensor � z�st�v� invariantn� jen p�i unimodul�r�

n�ch transformac�* dokonce i mezi ortogon�ln�mi transformacemi je polovina
neunimodul�rn�ch " jsou to zrcadlen� �� je pseudoskal�r�� P�i nich m�n�
� znam�nko a tedy se transformace tensoru s k indexy li�� od transformace
tensoru s �n� k� indexy o znam�nko�

Konkr�tn�� v trojrozm�rn�m prostoru rozezn�v�me pol�rn� vektory
�nap�� �x� �p� �E atd��� kter� se p�i zrcadlen� transformuj� stejn� jako �x� Vybere�
me�li za zrcadlen� prostorovou inversi �st�edovou soum�rnost podle po��tku��
zm�n� znam�nko�

Na druh� stran� lze nap��klad vektorov
m n�soben�m dvou pol�rn�ch
vektor� dostat tensor s dv�ma indexy� kter
 lze p�ev�st na vektor� nyn� v�ak
axi�ln� vektor neboli pseudovektor �nap�� moment hybnosti� magnetick�
indukce�� kter
 p�i inversi znam�nko nem�n��

Douf�me� �e ji� rozum�te� za jak
ch p�edpoklad� lze pova�ovat determi�
nant " vn�j�� sou�in n vektor� v n�rozm�rn�m prostoru� kter
 je zajist� tak�
determinantem� za skal�r�

��	
 Tensory v obecn� relativit�

���� Jak funguje Einsteinova gravita�n� teorie matematicky�
M�me �ty�i sou�adnice x�� � % �� �� �� 	 a r�zn� tensory jsou jejich funk�

cemi� V prvn�ch �ad�ch� jde o metrick
 tensor g�� � Ten ud�v� v ka�d�m
bod� geometrii� Chceme�li zjistit� jak� je d�lka �jej� �tverec� mal�ho vektoru
o slo�k�ch dx� um�st�n�ho v bod� x�� pou�ijeme vztah

ds� % g���x
��dx�dx� ��������

s Einsteinovou suma�n� konvenc� p�es v�ech �� kombinac� hodnot index�
�� ��
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Mimo jin�� metrika sta�� na formulaci z�kona pohybu t�lesa v gravita��
n�m poli �z�kona kosmick� lenivosti�$ t�lesa se mezi dv�ma body �asopros�
toru pohybuj� po takov� dr�ze� aby vlastn� �as� kter
 na dr�ze nam���� byl
maxim�ln� mo�n
 �alespo� ve srovn�n� s bl�zk
mi dr�hami��

�

�Z
ds

�
% � ��������

Tento tensor p�edpokl�dejme symetrick
 �obecn� lze tensor druh�ho ���
du napsat jako sou�et symetrick� a antisymetrick� ��sti a antisymetrick�
��st nep�isp�v� k ds�� a u��vejme ho na spou�t�n� index�$ m�me�li nap���
klad tensor o slo�k�ch F �� � mluvme tak� o tensoru se slo�kami F �� � kter�
vypo��t�me

F ���x
�� % g���x

��F ���x��� ��������

D�le si spo�t�me inversn� tensor �jako�to inversn� matici� g�� takov
� aby

g���x
��g�� % ���� ��������

Podotkn�me� �e speci�ln� teorii relativity z�sk�me po�adavkem konstantn�ho
g�� �

g�� %

�BBB�
� 	 	 	
	 �� 	 	
	 	 �� 	
	 	 	 ��

�CCCA ������	�

�Stejn� slo�ky pak m� i g�� �� Tensoru g�� lze pak u��t pro zved�n� index�$

F �� % F ��g
�� � ��������

D�le m� smysl mluvit o determinantu g�� �pod�vej se� �e pro speci
ln� re	
lativistickou metriku je z
porn��� ba o odmocnin��� z jeho opa�n� velikosti�
�asto se o n� mluv� jako o skal�ru

p�g� ale po pravd� jde z hlediska trans�
forma�n�ch vztah� p�esn� o antisymetrick
�� tensor Levi�Civitta se �ty�mi
indexy dole� co� ocen�te pohledem na indexov� spr�vnou rovnici n��e$

�p�g���� �
p�g���� % �&antisym����g��g��g��g�� � ��������

��Ud�v� cosi jako hustotu fysick
ch m� na jednotkovou �ty�rozm�rnou krychli v sou�
�adnic�ch% je to n�zorn� p�i diagon�ln�m g�� 	

��Je t�eba se dohodnout na znam�nkov� konvenci� nap�	
p�g	��� � � �pro pravoto�iv�

soustavy�	
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Ka�d
 tensor lze derivovat� Derivaci podle x� zna��me �� nam�sto ne�
pr�hledn�ho ���x�� tak�e

��x
� % ���� ��������

T�mto zp�sobem lze z tensoru dostat veli�inu s jedn�m indexem dole nav�c�
Takto z�skan� veli�ina se v�ak nebude transformovat  spr�vn
m zp�so�

bem! p�i transformaci sou�adnic �nep�jde�li o derivaci skal�ru nebo obecn�ji
o vn�j�� � tj� antisymetrisovanou derivaci diferenci�ln� formy� tj� �pln� an�
tisymetrick�ho tensoru��

Co je to  spr�vn
 zp�sob transformace!� Na �ty�rozm�rn�m �asoprosto�
ru m�jme dv� sady sou�adnic* ka�d�mu bodu p�i�a-me dv� �tve�ice ��sel x�

a x�
�
�to� �e jde o sou�adnice v ��rkovan�m syst�mu� zna��me pouze ��rka�

mi u index��� Lze si �alespo� lok�ln�� p�edstavit x� jako funkce x�
�
nebo i

naopak� Potom spr�vn
 vztah mezi slo�kami n�jak�ho tensoru
�
t mus� b
t

t���������� % ���x
����x

� � � � t�
������

���������x
����x

�� � � � � �������

Nap��klad� jsou�li x� a x�
�
sv�z�ny line�rn� �c��� je konstantn��

x� % c���x
�� � ��������

plat� po zderivov�n� nap��

���x
� % c����

��
�� % c��� ��������

a vztah mezi tensory lze ps�t ��c����
�

� jsou elementy inversn� matice�

t���������� % c���c
�
�� � � � t

�������
��������c

����
�

��c
����

�

� � � � � ��������

Pouh
m zderivov�n�m prvn�ho vztahu mezi slo�kami v r�zn
ch syst�mech
�aplikac� �� zleva� se p�esv�d��te� �e ��t

�����
����� nem� v ��rkovan�m syst�mu

po�adovan
 tvar

���t
�������
������� � ��������

ale obsahuje nav�c �leny typu

������x
�����x

� � � � � ��������

z nich� vliv ne��rkovan�ho syst�mu nevypud�me� Zajist�� pro zm�n�nou li�
ne�rn� transformaci sou�adnic vymiz�� nikoli v�ak obecn��
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V
chodisko spo��v� v zaveden� kovariantn� �Christo�elovy� deriva�
ce� De�nujeme Christo�el
v symbol p�edpisem

[��
�  [��� %

�
�
g�����g�� 0 ��g�� � ��g��� ������	�

�s�m se netransformuje jako spr�vn
 tensor� a m�sto derivace �� u��vejme
kovariantn� derivaci r�� kter� obsahuje nav�c �leny� kter� se  nav�s�! n�sle�
duj�c�m zp�sobem na ka�d
 index derivovan�ho tensoru

r��T ����������� % ���T
�����
������0[���T

�����
�����0[���T

�����
�� 0 � � ��[���T

�����
������[���T

�����
�� � � �

��������
Pouh
mi �pravami si m��ete dopo��tat� �e r�g�� % �� r�g�� % � a �e

r�t���������� se ji� transformuje spr�vn
m zp�sobem�
Tak� je zaj�mav�� �e i kovariantn� derivace spl�uje Leibnizovo pravidlo

�pro derivov�n� sou�inu�

r�t��������u
����
���� % r��t���������u

����
���� 0 t��������r��u���������� ��������

Mimo jin�� pokud se budete sna�it nal�zt spr�vn� se transformuj�c� tensor�
obsahuj�c� druh� derivace metriky� dostanete Riemann
v tensor k�ivosti

R����� % ���[��� 0 [���[
�
�� 0 ��[

�
�� � [���[

�
��� ��������

z n�ho� n�s �asto zaj�m� jen ��en�� tzv� tensor Ricciho

R�� % R����� �������

a skal�rn� k�ivost
R % R�

�  R��g
�� � ��������

M��ete ov��it� �e Riemann�v tensor je antisymetrick
 v��i z�m�n� index�
prv� nebo posledn� dvojice a symetrick
 v��i z�m�n� t�chto dvojic a �e
spl�uje cyklick� pravidlo

R����� 0R����� 0R����� % �� ��������

D�ky t�mto vlastnostem je jasn�� �e Riemann�v tensor ve dvou dimens�ch
m� jen jednu nez�vislou slo�ku R���� a ve �ty�ech dimens�ch slo�ek �� %
� � �� � �� Riemann�v tensor m� jednu n�zornou interpretaci$ objedeme�li
vektorem V obrys in�nitesim�ln� dvojrozm�rn� plochy popsan� antisymet�
rick
m tensorem dSij tak� abychom se chovali jako v ploch�m prostoru a
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s vektorem neot��eli �paraleln� posun�� potom se n�m vektor V trochu
sto�� o hodnotu

�V k % dSijRij
k
lV
l� �����	��

P�i v�ech uzav�en
ch obj��-k�ch vektor m��e rotovat� rotac� z grupy zn��
m� jako grupa holonomi�� V ploch�m prostoru je to jen trivi�ln� grupa
s jedin
m prvkem� v n�hodn� vybran�m zak�iven�m prostoru to b
v� grupa
SO �n�� kde n je dimense variety �anglicky manifoldu� to jest onoho zak�i�
ven�ho prostoru� o n�m� jde �e�� kter
 si lze p�edstavit� �e je um�st�n
 ve
v�cerozm�rn�m prostoru�� Existuj� v�ak i variety s grupou holonomi� U�n��

Ji� jen dod�me� �e pomoc� Ricciho tensoru se formuluje deset rovnic
gravitace �nebo jedna tensorov�� chcete�li�� popisuj�c�ch zak�iven� prostoru
v z�vislosti na hmot� v n�m

R�� � �
�
Rg�� % ��T��� �����	��

kde � je n�jak
 sou�in Newtonovy gravita�n� konstanty a dal��ch konstant
�obvykle stav�me c % �� a T �� je tensor hmoty$ v p��pad� speci�ln� re�
lativity vyjad�uje hustotu �pro � % �� nebo hustotu toku �pro � % �� �� 	�
energie �pro � % �� nebo slo�ky hybnosti �� % �� �� 	��

Kdy� u� jsme se zm�nili o kovariantn� derivaci� je na m�st� tak� po�
hovo�it o jin� kovariantn� derivaci� takt�� spl�uj�c� Leibnizovo pravidlo
�p�edpokl�d�me�li� �e n�boj pole� kter� je sou�inem dvou pol�� je sou�tem
n�boj� t�chto pol��� toti�

r� % �� 0 iqA� �����	��

pro p��pad elektromagnetismu a analogick
ch v p��pad� siln
ch �i elektros�
lab
ch interakc��

Dan� derivace vyn�soben� i d�v�

;p� � qA�� �����		�

kde q je n�boj pole a A� je �ty�potenci�l� V teoretick� mechanice �i jinde
budete hovo�it o ;p� jako o �oper�toru� zobecn�n	 hybnosti a ;p� � qA�
odpov�d� onomu klasick�mu sou�inu hmotnosti a ��ty�vektoru� rychlosti�

N�zorn
 v
klad souvislost� s Christo.elovou derivac� d�vaj� Kaluzovy�
Kleinovy teorie� P�edpokl�dejme� �e krom� obvykl
ch �ty� sou�adnic v �a�
soprostoru m�me je�t� p�tou �x��� kter� se neprojevuje� proto�e je cyklick�

��Ka�d� uzav�en� k�ivce odpov�d� jeden prvek , jedno oto�en� z grupy holonomi�	
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s periodou ��R� neboli proto�e je svinut� �kompakti�kovan�� na kru��
nici o �malink�m� polom�ru R� Pak lze pole �je� je funkc� p�ti sou�adnic�
rozvinout do �komplexn�� Fourierovy �ady podle sou�adnice x�$

��x-� x�� x�� x�� x�� %
X
k�Z

�k�x
-� x�� x�� x�� exp�ikx��R�� �����	��

Uv�domme si� �e k lze interpretovat jako n�boj pole �k vyj�d�en
 v elemen�
t�rn�ch n�boj�ch� a zaj�mejme se zvl��t� o pole �pro konkr�tnost� ��� kter�
se m�n� v z�vislosti na p�t� sou�adnici jako exp�ix��R��

Budi� element metriky g�� konstantn� �pro ur�itost �� jako nap�� g����
zato elementy g�� �� % �� �� �� 	� ztoto�n�me s potenci�lem �a� na konstantu�
a derivaci r� �� % �� �� �� 	� po��tejme ve sm�ru� v n�m� je g�� diagon�ln�$

r� % �� � g���� �����	��

Ov�em �� lze d�ky zvolen� z�vislosti na p�t� sou�adnici ps�t jako n�soben�
faktorem ik�R�

Kalibra�n� invarianci lze vylo�it jako speci�ln� p��pad invariance v��i
transformac�m sou�adnic� Pokud v ka�d�m bod� �x�� � % �� �� �� 	� ur��me
2x� �dostate�n� pomalu se m�n�c�� abychom neohrozili konstantnost g����
pole �k se n�sob� v ka�d�m bod� komplexn� jednotkou

�k�x
��� �k�x

�� exp�ik2x��R� �����	��

a elementy metriky g�� se zm�n� podle standardn�ho pravidla pro transfor�
maci tensoru p�i transformaci metriky

g�� � g�� � ��2x
�� �����	�

v �em� dob�e rozpozn�me vzorce pro zm�nu potenci�lu�

��	� Spinory

Vid�li jsme� �e lze konstruovat tensory s libovoln
m po�tem index� naho�e
a dole� V t�to sekci uk��eme� �e je mo�n� i cosi opa�n�ho� toti� zav�st  po�
lovi�n�! indexy� abychom veli�inu transformuj�c� se jako vektor z�skat jako
sou�in dvou element�rn�j��ch objekt�� ��kejme jim spinvektory� podobn��
jako jsme z�skali tensor �tensorov
m� n�soben�m dvou vektor��

Hned na po��tku upozor�ujeme� �e budeme mluvit o p��padu speci�ln�
�&� teorie relativity� tj� budeme uva�ovat jen transformace grupy SO �	� ��
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�kterou nahrad�me SL��� C �� kter� je s n� a� na diskr�tn� rozd�ly isomorfn��
a nikoli cel� grupy G L ��� �a nakonec se pod�v�me na jej� podgrupu prosto�
rov
ch rotac� SO �	�� nahra�enou SU���� a nikoli na G L �	���

Spinory je mo�n� u��vat efektivn� i v obecn� relativit�� ale postup v z��
sad� spo��v� v zaveden� v ka�d�m bod� nov� base �tzv� stono�ky nebo v p���
pad� �ty� rozm�r� �ty�no�ky� pro kter� se v�ila n�meck� ozna�en� vielbein
a vierbein�� kter� se chov� jako obvykl� base ve speci�ln� relativit��

Za�neme trochu neo�ek�van� p��mo p�episem vektoru do spinorov� for�
my$ vektorov� indexy mohly nab
vat �ty� r�zn
ch hodnot� My sestav�me ze
slo�ek re�ln�ho vektoru V � �ty�i kombinace�,

V -4- % �x- 0 x���
p
�� V -4� % �x� 0 ix���

p
��

V �4- % �x� � ix���
p
�� V �4� % �x- � x���

p
��

�����	��

kter� v�ak ji� nejsou re�ln�� ale spl�uj�

V A
4B % �V B 4A�� �����	��

kde indexy A�B nab
vaj� hodnot �� � a indexy @A� @B hodnot @�� @� �z�pis byl
jen zkratkovit
� pod @B jsme zde m�li na mysli B� nad n�m� se nakresl� pruh�
v dal��m textu index A nebude souviset s @A o nic v�ce� ne� s @B�� Pou��v�me
upraven�ho formalismu Rogera Penrose a Wolfganga Rindlera� kte�� m�sto
pruh� p��� ��rky* �prava nespo��v� jen v tomto* my budeme v�dy uva�ovat
tak� �e pokud existuje n�jak
 spinor nap��

SABC
4D 4E 4F 4G� ��������

potom existuje i spinor
SDEFG

4A 4B 4C � ��������

kter
 m� komplexn� sdru�en� slo�ky �v p��pad�� a� p�jde o oper�tory� budou
hermitovsky sdru�en�� a spinor se stejn
m po�tem pruhovan
ch a nepruho�
van
ch index� spl�uje ur�itou podm�nku re�lnosti� analogickou podm�nce
pro vektor� Nap��

P ---�-4�4-4�4-4� % �P �-�-�4-4-4-4�4-� a P ---��4-4-4-4�4� je re�ln� ��slo� ��������

Za ur�itou dobu bude tak� z�ejm�� �e na�e podm�nky z�stanou spln�ny
i po transformaci�

��Jako p��klad odli�n� konvence uv�d�me� �e nap�	 Landau ve sv�m �vodu do teoretick�
fyziky � � kvantov� mechanika pou��v� horn� indexy ��� m�sto na�ich horn�ch 0�� 0� a horn�
indexy 3�� 3� m�sto na�ich doln�ch �� �	
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Jak to v�echno funguje�

Hled�me�li zp�sob� kterak vyj�d�it  �tverec d�lky �ty�vektoru!

V�V
� % g��V

�V � % V -V - � V �V � � V �V � � V �V �� ������	�

zjist�me� �e ho lze ps�t jako dvojn�sobek �to kv�li t�m odmocnin�m ze dvou�
determinantu

� � �V -4-V �4� � V -4�V �4-�� ��������

To je velmi p��jemn�� proto�e pou�it�m nov
ch �antisymetrick
ch� spinor�
s dv�ma indexy dole

�AB % ��BA� � 4A 4B % �� 4B 4A� �-� % �4-4� % � ��������

lze �tverec d�lky tohoto �ty�vektoru ps�t jako �Einsteinova suma�n� konven�
ce� A a @A zde spolu nesouvis��

�AB� 4A 4BV
A 4AV B

4B � ��������

Chceme�li nyn� p�ej�t od star
ch sou�adnic k nov
m� lze vz�t m�sto matice
z grupy SO ��� 	� matici z grupy SL��� C �� M�jme tedy soubor �ty� komplex�
n�ch ��sel �z nich� jsou nez�visl� t�i� jeliko� determinant m� b
t jedna� maj�
tud�� informa�n� hodnotu �esti re�ln
ch ��sel� stejn� jako prvky SO ��� 	��
tAA� � co� je  matice p�echodu! od ne��rkovan� base k ��rkovan�

SA % tAA�S
A� � �������

umo��uj�c� vypo��tat sou�adnice v ne��rkovan� basi z t�ch v ��rkovan��
D�le pod t

4A
4A� m�jme na mysli �jak jsme se dohodli� komplexn� sdru�en�

��sla� Potom lze vyj�d�it jak
koli spinor �s horn�mi indexy� v ne��rkovan�
basi� nap�� vektor

V A
4B % tAA�t

4B
4B�V

A� 4B� � ��������

Poznamenejme� �e podm�nka pro invarianci �AB v��i t�to transformaci je
pr�v� podm�nka pro unimodularitu transforma�n� matice �zkontrolujte�$

�AB % tAA�t
B
B��

A�B� � ��������

M��ete se p�esv�d�it� �e na po��tku uvedenou podm�nku  reality!

V A
4B % �V B 4A� ��������
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bude spl�ovat vektor i po transformaci� spl�oval�li ji p�ed n� �a stejn� tak
v�ceindexov� spinory��

Nav�c� jako obdobu zved�n� a spou�t�n� index� pomoc� g��

t� % g��t
� ��������

budeme spou�t�t a zvedat indexy pomoc� �AB * je zde ale t�eba br�t ohled
na po�ad� index�� pon�vad� �AB je antisymetrick
 �ne tedy symetrick
��
Dohodn�me se na n�sleduj�c� konvenci$ �AB bude zase antisymetrick
 a �-� %
�� D�le index � naho�e bude tot��� co � dole �podle  gravita�n� pom�cky!��
zat�mco � naho�e bude opa�n� proti � dole$

�- % ��� �� % ��-� ��������

s anonymn�mi indexy pi�me

�B % �A�AB � �C % �CD�D� ������	�

obdobn� pro v�ceindexov� spinory �ostatn� indexy beze zm�ny� a stejn� pro
pruhovan� indexy�

Rozklad na symetrick� spinory� Budeme si v��mat jen p��padu spi�
noru� symetrick�ho v��i permutac�m ve dvou skupin�ch index�� Nen� toti�
obt��n� n�sobn
m proveden�m n�sleduj�c�ch �vah rozlo�it spinor na sou�iny
� symbol� a spinor� symetrick
ch v��i z�m�n� n�jak
ch dvou index�� d�le
na sou�iny � a spinor� symetrick
ch v��i permutac�m ve dvou skupin�ch�
z nich� jednou je pr�v� ona dvojice atd�

N�� p��pad bude ukazovat to� co se d� fysik�ln� popsat jako  skl�d�n�
moment� hybnosti!� M�jme kup��kladu r�zn� spinory A)i*ABC � B)i*DEFG�
ob� symetrick� v��i v�em permutac�m index�� V takov�m p��pad� z�vis� po�
uze na tom� kolik index� z mno�iny fA�B�Cg resp� fD�E� F�Gg je jednotka�
Pokud m� spinor k spinorov
ch index�� m��e mezi nimi b
t � a� k jednotek
�k 0 � variant� a tedy obsahuje k 0 � nez�visl
ch slo�ek� V kvantov� me�
chanice se dozv�te� �e lze ��stici popisovan� takov
m spinorem p�ipsat spin
s % k�� �cel� nebo polocel� ��slo� a k0� % �s0� slo�ek bude odpov�dat tzv�
amplitud�m pravd�podobnosti� �e se ��stice nach�z� ve stavu s pr�m�tem
spinu do osy z sz % �s��s0 �� � � � � s� �� s�

Ale zp�t k matematice� Spinor SABC�DEFG symetrick
 v��i permutac�m
v obou skupin�ch

SABC�DEFG % SBAC�DEFG % SABC�EDFG % � � � � ��������
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kter
 si lze p�edstavit nap�� jako n�jakou sumu

SABC�DEFG %
X
i

AABCBDEFG� ��������

lze rozlo�it zp�sobem

SABC�DEFG % symABCsymDEFG�S
 ��
ABCDEFG 0 S

���
ABDEF �CG0

0S���
ADE�BF �CG 0 S

���
D �AE�BF �CG��

��������

kde ��sla �� � � � znamenaj� polovinu po�tu index�� tj� spin�

Spinory S ��
ABCDEFG lze spo��tat zp�tn� jako nap��

S
���
ABDEF % � � symABDEFSABC�DEFG�CG� �������

ov�em kombinatorickou konstantu � nen� lehk� spo��tat�
Fysik�ln� se v�c vykl�d� tak� �e dv� ��stice A�B se spiny sa� sb �v na�em

p��pad� 	�� a �� mohou vytvo�it  slo�enou! ��stici se spiny v intervalu �krok
minus jedna�

sa 0 sb� sa 0 sb � �� � � � � jsa � sbj � ��������

Pokud v�em t�mto �e�em nerozum�te� alespo� se p�esv�d�te� �e po�et slo�ek
je stejn
$

��sa 0 ����sb 0 �� %
sa!sbX

s�jsa�sbj
��s0 ��� ��������

Trojrozm�rn� transformace

Budeme si v��mat Lorentzov
ch transformac�� �xuj�c�ch nav�c jak
koli vektor
ve sm�ru �asu� tedy i vektor

V A
4B %

�
� 	
	 �

�
��������

d�lky
p
�� tj� V � % �

p
�� 	� 	� 	�� Pomoc� n�ho lze  p�epo��t�vat! horn� ne�

pruhovan� indexy na doln� pruhovan� a naopak�

SA % V A
4BS 4B � S

4B % SAV
A 4B � � � ��������

Ve vzorci pro invarianci V A 4B napsan�m jako �t 4B
4B� zde znamen� t 4B4B� % tBB��

V A
4B % tAA�V

A� 4B�t
4B
4B� % V A

� 4B� ��������
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lze interpretovat V jako jednotkovou matici� a tak nav�c o matici p�echodu
t �o ni� u� v�me� �e je unimodul�rn�� m��eme ��ci� �e je unit�rn� �tt� % ���

Takov� transformace jednodu�e tvo�� podgrupu SU��� grupy SL��� C ��
Jak vypad� takov� matice z SU���� Ozna��me�li ji jako

A %

�
� �
� �

�
� ������	�

m� b
t
AA� % �� ��������

z �eho� mimo jin� �� 0 �� % � lze vyj�d�it �� Nav�c m� b
t determinant
jednotkov


� % �� � �� % ����
�

� �� % ��
�
���0 ���� ��������

ale proto�e ��0 �� % �� m�me v
sledn� � % �� a z toho tak� � % ��
To je p��jemn� v�c$ matice A z grupy SU��� m� tvar

A %

�
� �
�� �

�
� kde ��0 �� % �� ��������

Nepo�adujeme�li posledn� podm�nku� dostaneme mno�inu matic isomorfn�
t�lesu kvaternion�� Ov��te zvl
�t�� �e matice p�i�azen
 �kvaternionov�mu� sou	
�inu dvou kvaternion je �maticov�m� sou�inem matic p�i�azen�ch t�mto kva	
ternionm� Jako u n
hrady komplexn�ho ��sla matic� � � � si i zde v�imn�te�
�e

�Q��JJ % �QJJ��� �������

zna��	li QJJ komplexn� matici �n � �n vzniklou z kvaternionick� matice Q
uveden�m rozeps
n�m �a viz pozn
mku pod �arou��

�0 �i0 �j 0 �k ��
�

�0 �i � 0 �i
�� 0 �i �� �i

�
��������

Kdy� u� jsme tak daleko� m��eme ji� tak� ��ci� �e symplektick� grupa Sp��n�
nen� nic jin�ho ne� grupa unit�rn�ch matic�$ n�n* tentokr�t nikoli re�ln
ch
ani komplexn�ch� ale kvaternionick
ch�

��Matice A� �e AA� � �� kde pod adjungovanou matic� m�n�me matici transponovanou
a kvaternionicky sdru�enou� �� 
i �j  �k�� � �� 
i� �j � �k	
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Za matici K z de�nice na stran� ��� si p�edstavte komplexn� matici
�n � �n� kter� je nulov� krom�  tlust�! diagon�ly� kde m� n blok� � � �
tvaru �

	 ��
� 	

�
� ��������

Snad neu�lo va�� pozornosti� �e p�i rotaci o �� se zm�n� spinory s lich
m
po�tem index� na opa�n� �a a� p�i rotaci o �� se vr�t� na p�vodn� hodnotu��

Je na �ase� abychom vysv�tlili kosmetick
 rozd�l mezi grupou SO �n� a
Spin�n�� ��kejme rotov�n� ;R ka�d�mu spojit�mu �ka�d
 maticov
 element
je spojit
� zobrazen��- intervalu do grupy ortogon�ln�ch matic �zaj�m�me se
hlavn� o n % 	�

;R $ h�� �i � SO �n� �������

takov�mu� �e ;R��� % �� Ekvivalenc�  �! dvou rotov�n� ;R)-* a ;R)�* m�jme na

mysli fakt� �e existuje spojit� �v�echny maticov� elementy ;Rv�t� jsou spojit�
jako�to funkce dvou prom�nn
ch v� t� zobrazen�

fv �� ;Rvg $ h�� �i � Pprostor rotov�n� �������

takov�� �e 
v � h�� �i ;Rv��� % ;R-���� ;R)-*�t� % ;R-�t� a ;R)�*�t� % ;R��t�� �Jsou
ekvivalentn�� pokud lze plynule p�ej�t od jednoho rotov�n� k druh�mu* nut�
nou podm�nkou ekvivalence je rovnost koncov
ch matic ;R)-*��� % ;R)�*�����
Uka�te re#exivitu� symetri�nost a transitivitu�� zaveden� ekvivalence�

Na rotov�n�ch zavedeme rozumnou bin�rn� operaci

' ;R- � ;R�(�t� %



;R-��t� pro � � t � ���
;R-��� � ;R���t� �� pro t � ��� � �

� �������

�Polovinu �asu prov�d�me dvakr�t zrychlen� rotaci ;R- a druhou polovinu
;R�� Lehce uk��ete� �e n�hradou �initel� za ekvivalentn� rotov�n� se i sou�in
zm�n� na ekvivalentn���

Jeliko� ' ;R- � ;R�(��� % ;R-��� � ;R����� dostaneme grupu t�m�� isomorfn�
s SO �n�� a� na jednu drobnost� Rotov�n� o �� kolem osy z

;R�t� %

�B� � 	 	
	 cos ��t � sin ��t
	 sin ��t cos ��t

�CA �����	�

�	Speci�ln� p��pad homotopie	
��Re4exivn� je relace� pokud � 1R 1R � 1R	
Symetrick�� pokud � 1R	� 1R�

1R	 � 1R� �
 1R� � 1R		
Transitivn�� pokud � 1R	� 1R�� 1R�

1R	 � 1R� a 1R� � 1R� �
 1R	 � 1R�	
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je ekvivalentn� rotaci o �� kolem kter�koli jin� osy a �spojit
m p�echodem
bude rotov�n� o �� kolem osy� kter� bude plynule p�ech�zet od osy z k ose a
s t�m� jak se v m�n� od � do ��� a proto je tak�  nehybn�! rotov�n� � ;R�t� % ��
ekvivalentn� rotaci o �� kolem jak�koli osy� �Proto nemohou existovat ��dn�
��stice se spinem� jeho� dvojn�sobek nen� cel� ��slo�� Ale plynul
 p�echod
od nehybn�ho rotov�n� k rotov�n� o �� nenajdete� Matematicky �e�eno� gru�
pa SU��� je narozd�l od grupy SO �	� jednodu�e souvisl�� proto�e ka�d�
uzav�en� k��vka v n� " rotov�n� " lze st�hnout na bod�

Kdy� jsme ji� zm�nili sta�iteln� k�ivky � uvedeme zde i pojem fundament�ln�

grupy �� dan� variety� Jde o grupu v�ech t��d uzav�en�ch k�ivek �k�ivky jedn�
t��dy lze na sebe spojit� p�ev
d�t� s operac� danou napojen�m t�chto k�ivek� Jedno	
du�e souvisl� variety tedy maj� fundament
ln� grupu trivi
ln�� povrch genu�� g m

fundament
ln� grupu Z

�g
� sf�ra se ztoto�n�n�mi prot�j��mi body m
 fundament
ln�

grupu Z� atd�

A tak tvo�� v�echny t��dy ekvivalentn�ch rotov�n� grupu Spin�n� �pro
n % 	 isomorfn� SU���� takovou� �e existuje mor�smus na SO �n�� kter

p�i�ad� v�dy dv�ma prvk�m Spin�n� jeden prvek SO �n��

Diracova rovnice

Pochop�te�li n�sleduj�c� odstavce� budete se moci c�tit velmi chyt�e� a� usly�
��te� �e nap�� relativistickou invarianciDiracovy rovnice dok�zal a� dvacet
let po jej�m objeven� �esk
 fysik Trkal� �To samoz�ejm� nen� tak �pln� prav�
da��

Kdy� hledali lid� vhodnou relativistickou �pravu SchrQdingerovy rovnice�
napadla je zprvu Klein�Gordonova�� rovnice� kter� oper�torov� vyjad�uje
vztah �u��v�me jednotky c % @h % ��

E� % m� 0 �p�� toti� �� ��

�t�
02�6 % m�6� �������

Tato rovnice je relativisticky korektn�� abychom ji p�evedli do Hamiltonova
formalismu �kde se vyskytuj� jen prvn� derivace�� mus�me zvolit funkci dvou�
slo�kovou �6 a ���t6� a nakonec zjist�me� �e se pro elektron v�bec nehod�
�hod� se pro pion��

��M�n�me t�m plochu� kter� je z topologick�ho hlediska sf�rou� v n�� g dvojic kruhov
ch
d�r spoj�me rourou	 Genus jedna m� tedy torus	

��Mnohdy zvan� Klein�Fockova	
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Hled�me jin� vylep�en� SchrQdingerovy rovnice

�
;p�

�m
0 ;U� % i@h

�

�t
 �������

a napad� n�s nahradit ;p���m relativisticky spr�vn
m v
razem
p
m� 0 p��

Tuto odmocninu n�m nezb
v� po��tat jinak ne� jako nekone�nou �adu obsa�
huj�c� jakkoli vysokou mocninu ;p �ili jakkoli vysokou derivaci a ze zku�enost�
Taylorova vzorce �kde jsme posun vyj�d�ili jako exponenci�lu derivace� je
n�m z�ejm�� �e v
sledn� teorie bude nelok�ln�$ funkce  v okam�iku t 0 dt
bude ovlivn�na funkc�  v �ase t v jakkoli vzd�len
ch bodech�

P�esto se Diracovi poda�ilo m� 0 ;p� odmocnit lok�ln�* za�al toti� opero�
vat s v�ceslo�kovou vlnovou funkc�� V na�em spinorov�m jazyce lze ��ci� �e
diracovskou vlnovou funkci tvo�� dva spinory

�
4A� �A� �������

ka�d
 z nich� se skl�d� z dvou komplexn�ch slo�ek� �Index @A resp� A m��e
b
t bu- nula " pak jde o amplitudu� �e m� elektron spin nahoru " nebo
jedna " spin dol��� Rovnice nap��eme ve tvaru

�;pA 4A � eAA 4A��
4A %

mp
�
�A� �;pA

4A � eAA
4A��A %

mp
�
�
4A� ������

kde ;pA 4A % i�A 4A je oper�tor �ty�hybnosti� AA 4A je �ty�potenci�l� m klidov�
hmotnost elektronu a e jeho n�boj �z�porn
��

Obvykle se p��e Diracova rovnice ve form� matic� P��eme�li slo�ky vlnov�
funkce pod sebe do sloupce :

:� % �
4-� :� % �

4�� :� % �-� :� % ��� �������

nabudou rovnice tvar jedn�

��;p� � eA���
� �m� �$ % �� �������

kde �� jsouDiracovy matice ���� kter� maj� v na�� spinorov� representaci
tvar

�- %

�BBB�
	 	 � 	
	 	 	 �
� 	 	 	
	 � 	 	

�CCCA � �� %

�BBB�
	 	 	 ��
	 	 �� 	
	 � 	 	
� 	 	 	

�CCCA � ��������
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�� %

�BBB�
	 	 	 i
	 	 �i 	
	 �i 	 	
i 	 	 	

�CCCA � �� %

�BBB�
	 	 �� 	
	 	 	 �
� 	 	 	
	 �� 	 	

�CCCA � ��������

V�imn�te si� �e dv� r�zn� Diracovy matice antikomutuj� a �tverec �- je
jednotkov�� �tverec zbyl
ch minus jednotkov� matice� co� zap��eme

���� 0 ���� % �g���� ��������

Nav�c i�kr�t �asov� derivace :� kterou p��eme pomoc� hamiltoni�nu jako
H:� d� pro hamiltoni�n��

H % ��;�p0m�� ������	�

kde jest pou�ito obvykl� zna�en� pro matice �� % �-��� � % �-� Pouh
m
u�it�m antikomuta�n�ch pravidel pro matice zjist�te� �e

H� % m� 0 �p�� ��������

co� jsme na po��tku cht�li�
�ty�i slo�ky bispinoru jsme vybrali ur�it
m zp�sobem� Stejn� tak lze

ale pracovat s libovoln
mi line�rn�mi kombinacemi t�chto slo�ek* lze vyj�d�it
:  v jin� basi!� Tvary ��matic se zm�n�� z�stanou v�ak antikomuta�n� relace�
�- z�stane hermitovsk� a ������ antihermitovsk� �pro unit�rn� transformace��

Tak nap��klad po��t�me�li� na co p�ech�z� rovnice v nerelativistick�m
p��pad� �kdy� t�eba ukazujeme� �e magnetick
 moment spojen
 se spinem
je dvojn�sobn
 ve srovn�n� s orbit�ln�m pohybem�� vol�me tzv� standardn�
representaci� jeliko� v n� jsou posledn� dv� slo�ky mnohem men�� ne� prvn�
dv� �ve spinorov� byly prvn� a posledn� dv� v nerelativistick� limit� stejn���

: %
�p
�

�BBB�
�
4- 0 �-
�
4� 0 ��
�
4- � �-
�
4� � ��

�CCCA � ��������

Cvi�en�� Odvo�te tvar �	matic ve standardn� reprentaci� ����
��Pro tyto �vahy stav�me �ty�potenci�l roven nule	
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��	� Tensory a nez�visl� jevy

Vra+me se na z�v�r z v
�in obecn� relativity a Diracov
ch rovnic k n��e�
mu p��zemn�j��mu " t�eba k diskusi� co je to st�edn� �kvadratick�� chyba
m��en� �v praktik�ch se s n� potk�te dosti� pokud po v�s nebudou cht�t chy�
by  mezn�!�� nebo+ i zde je tensor u�ite�n
m n�strojem� Nev���te� Uve-me
p�r pozn�mek na t�ma  nez�vislost v teorii pravd�podobnosti!� Asi ji� na
st�edn� �kole jste sly�eli

definici� Dv� n�hodn� veli�iny F a G nab
vaj�c� kone�n� mnoha hodnot
nazveme nez�visl	� pokud

Prob�F % x3G % y� % Prob�F % x� � Prob�G % y�� ��������

p�i�em� Prob�F % x� zna�� pravd�podobnost ud�losti� �e F nab
v� hodnoty
x� �Nebudeme d�le formalisovat tento pojem� to je �kolem teorie pravd�po�
dobnosti�� P�ipome�me pojem m�ry na kone�n� mno�in� �ve skute�nosti jde
o prvek du�lu k prostoru funkc� na X� pro kone�n� X v�ak na t�to interpre�
taci p��li� nez�le���$

Definice� Je�li X kone�n� mno�ina� tak nez�pornou m�ru na X� to
znamen� funkci p $ X � R takovou� �e p�x�  � 
x � X� nazveme prav�
d�podobnost�� pokud

P
x�X p�x� % ��

Vezm�me nyn� tensorov
 sou�in form�ln�ch line�rn�ch obal� X a Y �pro
nekone�n� metrick� prostory X�Y se bere tensorov
 sou�in du�l� k prosto�
r�m spojit
ch funkc� na X resp� Y � jak jsme ji� poznamenali na stran� 	��*
n�s te- pro jednoduchost zaj�maj� jen kone�n� mno�iny�� Je�li p resp� q prav�
d�podobnost �obecn�ji m�ra� na X resp� Y � tak pravd�podobnost ��i m�ru�
p� q de�novanou vztahem

p� q�f � g� % p�f�q�g� �������

nebo prost�ji p � q�x� y� % p�x�q�y� nazveme tensorov
m sou�inem p a q�
�N�kte�� mluv� o direktn�m sou�inu� jin� jen o sou�inu* tensor to v�ak je&�

Pozn�mka� Pro �lov�ka s  kategori�ln�m! n�hledem na matematiku�
kter�ho ji� na obecn� �kole p�esv�d�ili �� � � � o d�le�itosti pojmu kart�zsk�ho
sou�inu mno�in� by nem�lo b
t p�ekvapen�m� �e pojem tensorov�ho sou�inu
pravd�podobnost� popisuje n�co fundament�ln�ho�
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Definice� Pravd�podobnost p na  stavov�m prostoru! X nazveme roz�
d�len�m pravd�podobnosti n�hodn� veli�iny F � pokud

Prob�F % x� % p�x�� ��������

Tvrzen�� Nech+ maj� n�hodn� veli�iny F resp� G rozlo�en� pravd�po�
dobnosti p resp� q �na X resp� Y �� Ozna�me symbolem �

��x� y� % Prob�F % x3G % y� ��������

tzv� sdru�en	 rozlo�en� F a G� Potom F a G jsou nez�visl�

�� � % p� q� ��������

M�me�li dv� n�hodn� veli�iny F�� F� s oborem hodnot v n�jak� komu�
tativn� grup� G " t�eba v
sledky dvou nez�visl
ch m��en� " m��eme cht�t
studovat sou�et F� 0 F�  F� 0 F�� Rad�ji bychom zde vid�li R nam�sto
kone�n� grupy� t�m bychom ale vnesli hned na �vodu do na�eho v
zkumu
technick� komplikace� kter� p�enech�me pozd�j��m kurs�m anal
zy a teo�
rie pravd�podobnosti� P�ich�z�me zde op�t k d�le�it�mu pojmu konvoluce
�tentokr�te pravd�podobnost�� srovnej v�ak se stranou �����

Definice�Nech+ p a q jsou pravd�podobnosti �obecn�ji m�ry� na kone�n�
komutativn� grup� G � Pravd�podobnost �m�ru� danou p�edpisem

g � G ��
X
a�G

p�g � a�q�a� 
X

h�i1h!i�g

p�h�q�i� ��������

nazveme konvoluc� p a q a budeme ji ozna�ovat p " q� Je to tedy dal��
pravd�podobnost* p " q�g� ud�v� pravd�podobnost� �e sou�et h0 i je g� kde
h resp� i m� rozd�len� p resp� q�

Tvrzen�� Obrazem tensorov�ho sou�inu p � q p�i zobrazen� �x� y� �
x0 y $ G � G � G je pr�v� konvoluce pravd�podobnost� p a q�

Podobn� se de�nuje konvoluce v�ce pravd�podobnost� �m�r�* d�kaz ko�
mutativity a asociativity �d�ky n� lze vynech�vat z�vorky� si provede ka�d

s�m�

p " q % q " p� �p " q� " r % p " �q " r� ��������
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V�cen�sobn� konvoluce

��� �asto n�s zaj�maj� v�cen�sobn� konvoluce� kter� v jazyce pravd�podob�
nostn�ch rozlo�en� odpov�daj� sou�t�m v�ce nez�visl
ch veli�in� Hod�me�li
nap�� tis�ckr�t nez�visle minc� resp� kostkou� jde n�m o tis�cin�sobnou kon�
voluci pravd�podobnosti

p %
�
�
��- 0 ��� resp� p %

�
�
��� 0 �� 0 �� 0 �� 0 �� 0 ���� ������	�

zaj�m�me�li se o to� kolikr�t padla panna �i kolik je sou�et jednotliv
ch hod�
kostkou� �Omlouv�me se �ten��i� �e jsme zvolili p��klad� kde grupa G " zde
nejsp��e Z �i R " bude m�t nekone�n� mnoho prvk���

Asi ji� ch�peme� �e jednou z d�le�it
ch ot�zek �e�en
ch teori� pravd�po�
dobnosti bude charakterisace toho� jak  vypadaj�! mnohon�sobn� konvoluce
typu

p " p " � � � " p� ��������

V p��pad� n �initel� zapisujme uvedenou pravd�podobnost jako p "
n
p� Vzpo�

me�me si na tvrzen� ze strany ��$

dp "
n
p % �bp�n ��������

�V teorii pravd�podobnosti se m�sto pojmu  Fourierova transformace! pou�
��v� synonyma charakteristick� funkce��

V p��pad� G % R se ukazuje� �e charaktery maj� tvar

fx �� exp�i�x�g� � � R � ��������

Jde n�m tedy o to� jak vypad�
�dp���n pro libovolnou pravd�podobnost na

R �
Pro ty� kte�� se c�t� b
ti ji� trochu obezn�meni s pojmem m�ry na R p�i�

d�me je�t� p�r pozn�mek na toto t�ma$ nen��li nosi� p soust�ed�n v jedin�m
bod� �tedy nen��li p ��funkc��� tak funkce

bp��� % Z �

��
ei�xp�x�dx �������

spl�uje v�ude podm�nku

� �% �� jbp���j 	 �� ��������

p�i�em� je bp��� % ��
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Jakpak se chov� funkce
�bp����n ��������

pro velik� n�  To zjist� ka�d
 matematik hodn
 toho jm�na do p�ti mi�
nut�!��$ nech+ bp��� % � 0 ia� � b�

�
�� � � � � ��������

je Taylor�v rozvoj bp���� Zde je

a %
Z �

��
xp�x�dx� b� %

Z �

��
x�p�x�dx ��������

a resp� b� st�edn� hodnota x resp� x�� P�edpokl�dejme pro jednoduchost
zna�en� a % � �zkoumejme m�sto veli�iny x veli�inu x � a� jej�� st�edn�
hodnota je nula�� Potom je

bp���n � exp

�
�Nb�

�
��
�
� ��������

Objasn�te� Ti� kte�� znaj� Fourier�v obraz Gaussovy m�ry� jej na prav� stra�
n� ji� vid�� a tud�� nebudou udiveni platnost� tzv� centr�ln� limitn� v�ty
teorie pravd�podobnosti� kter� ��k�� �e mnohon�sobn� konvoluce pravd�po�
dobnosti vypad� ji� zhruba Gaussovsky� jin
mi slovy

Centr�ln� limitn� v�ta� Maj��li nez�visl� veli�iny x�� � � � � xn nulovou
st�edn� hodnotu a rozptyl �st�edn� hodnotu kvadr�tu� b�� m� veli�ina

x� 0 x� 0 � � � 0 xnp
n

������	�

v limit� pro n�� tzv� norm�ln� rozd�len�

p %
�

b
p
��

exp

�
� x�

�b�

�
� ��������

Rozptyl� Zapome�te na v�echny ty b�je�n� v�ci� o nich� se zde p��e� a
rad�i pochopte� pro� je rozptyl veli�iny x roven

��x % h�x� hxi��i % hx� � �xhxi0 hxi�i % hx�i � hxi�� ��������

��Voln� citov�no z �vodu ke �l�nku V	 I	 Arnolda� Matematick� trivium	 !Kdo nespo�te
st�edn� hodnotu st� mocniny sinu do p�ti minut� nerozum� matematice� i kdyby se zab
val
supervarietami� nestandardn� anal
zou nebo v�tami o vno�ov�n�	"
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zna���li hxi st�edn� hodnotu veli�iny x po��tanou podle vzorc� typu

hxi %
X
xi

x�xi�p�xi� resp� hxi %
Z
x � p�x�dx ��������

a pro� je rozptyl sou�tu dvou nez�visl
ch veli�in roven sou�tu rozptyl� t�chto
veli�in

h�x� 0 y���i % hx�� 0 �x�y� 0 y��i % hx��i0 h�x�y�i0 hy��i %
% hx��i0 �hx�ihy�i0 hy��i % hx��i0 hy��i� �������

kde nap�� x� zna�� x�hxi a v d�kazu bylo pou�ito� �e st�edn� hodnota z ��sla je
tot�� ��slo �fakt� �e st�edn� hodnota jednotky je jedna je tat�� podm�nka� jako
normovanost pravd�podobnosti�� st�edn� hodnota sou�tu je sou�et st�edn�ch
hodnot a hlavn� to� �e st�edn� hodnota sou�inu dvou nez�visl
ch veli�in je
rovna sou�inu st�edn�ch hodnot t�chto veli�in� ���

��	� Epilog

Zakon�eme knihu op�t cit�tem z knihy zm�n�n� na stran� ���� Tentokr�t
v�ak cit�tem doslovn
m �krom� zm�ny singul�ru na plur�l a substituce
zkratky  LA! na m�sto pojmu  pov�trnost!��

� � �Za tou p���inou neost
chali jsme se bez bli���ho v
kladu pou��vati
n�kter
ch v�domost� z lu�by� silozpytu a hv�zd��stv�� kde toho bylo pot�eb�
k vysv�tlen� n�kter� str�nky k LA pat��c�� Jinde jsme je v�ak stru�n� na�
p�ed vylo�ili� ��m� jsme se arci vzdali nad�je� �e by v�ichni �ten��ov� v�emu
stejn� porozum�li� Neb p�i tak hojn�m ��astenstv�� jak�ho se Matici lidu
dostalo� nutno m�ti p�edev��m na z�eteli� �e ka�d
 �ten��� a+ jest v�ce neb
m�n� p�ipraven
 a vzd�lan
� chce m�ti z knihy n�jak
 u�itek� kter
 by se as�
po� vyrovnal n�kladu na zakoupen� knihy u�in�n�mu a ztr�t� �asu ku �ten�
ob�tovan�ho�

Aby v�ak ka�d
 b e z p � � p r a v y a b e z p � e m 
 � l e n �
v�echno hned pochopil a si pamatoval� co v t�to knize jest obsa�eno� toho
nemohli a necht�li jsme dos�hnouti� jeliko� jest to c�l velmi vzd�len
 a t�m��
nedosti�iteln
� Vedl� toho jsme m�li na mysli� �e kniha tato dostane se nejv�ce
do rukou �ten��� takov
ch� kte�� o tomto p�edm�tu sotva budou m�t jinou�
a za tou p���inou jsme do n� vlo�ili i n�kter� del�� seznamy rozli�n
ch ud�n��
kter� jinak bychom mohli vynechati�

Co se kone�n� tkne slohu " nechceme tvrditi� �e by nemohl b
t je�t�
popul�rn�j��m a ch�pavosti �ten��� m�lo vzd�lan
ch p�im��en�j��m* tolik
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ale s druh� strany dovolujeme si poznamenati� �e by pak kniha stala se
n�kolikr�te tak rozs�hlou a vzd�lan�j��mu �ten��i " a t�ch ��t� Matice lidu
v�ce " zdlouhavou� Neb spis o p�edm�tu tak v�eobecn�m� jako LA� dot
k� se
na v�ech stran�ch p��rodn�ch v�d ostatn�ch a m�l by obsahovati pojedn�n�
o v�ech� aby se bez p��pravy v�elik� obe�el� aneb b
ti nanejv
� povrchn�m a
tud�� zbyte�n
m� kdyby se k nim hloub nevztahoval�

Prost�edn� cestu jakousi nal�zti bylo na�� snahou sv�domitou* zdali se
n�m to tak poda�ilo� jak jsme si p��li aneb jak jin� snad o�ek�vaj�� o tom
nech+ rozhodne nestrann
 soudce� A kdyby se stalo� �e by rozsudek m�l proti
n�m vypadnouti nech+ se shov�vav� m� na z�eteli zn�m
 v
rok  ��dn� kniha
nen� tak �patn�� aby se z n� nedalo n��emu p�iu�iti!�

Spisovatel�

N�m�ty k obsahu skript

Ve�ker� n�m�ty k obsahu skript pos�lejte pros�m na elektronick� adresy

mzahrad~karlin�mff�cuni�cz a motl~physics�rutgers�edu�

Pl�nujeme naps�n� dopl�kov
ch a roz�i�uj�c�ch kapitol k uveden�mu textu�
V�echny tyto texty� d�le ve�ker� opravy a reakce na n�m�ty �ten��� budou
ulo�eny spolu s ji� existuj�c� HTML verz� t�to knihy na webovsk
ch str�nk�ch
autor� skript

http $ ��www�karlin�mff�cuni�cz�emzahrad�skripta��
http $ ��www�kolej�mff�cuni�cz�elumo�skripta�
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n� ���
harmonick
 anal�za� �%�� ���
Hausdor-ova dimense� ��
Heisenbergv obraz� ���
hermitovsk
 forma� ��%
hermitovsk� oper
tor� ���
Hermitv polynom� ���
Hilbert� $� ���
hlavn� osa� ��$
hodnost� ��
hodnota

st�edn�� ��%
holonomi� grupa� ���
homomor�smus� ��
homotopie� ���
hybnost� ���
hyperbola� ���
hyperboloid� ���
hypergeometrick
 funkce� ���
hyperplocha� ���

charakter� ��� ���� ���
charakteristick
 funkce� ���
charakteristick
 rovnice� ��%� �$�
charakteristick� ��slo� �%$
chiralita� ��%
Christo-elv symbol� ��%

ide
l� ���� ���
idempotentnost� ��
identita

Jacobiho� ��$
in�nitesim
ln� gener
tor� ���� ���
injekce� ��
integrace

invariantn�� ���
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integr
l
Feynmanv� �%�
p�es trajektorie� �%�

invariantn� integrace� ���
invariantn� podprostor� ���� �$$
inverse� ��
inversn� matice� ��� �%�
ireducibilita� ��
isometrie� �%
isomor�smus� �$� �%

kanonick�� ���
se skal
rn�m sou�inem� ��

Jacobi	Sylvestrova metoda� ���
Jacobiho identita� ��$
Jacobiho polynom� ���
j
dro

formy� ���
homomor�smu� �$
konvoluce� ���
zobrazen�� ��

jednoduch
 �n�rovanost� ���
Jordanv tvar� ���� ���

kanonick� isomor�smus� ���
kanonick� tvar� ���
kategorie� ���
Killingova forma� ���
k.dov
n� obrazu� ��%
kolmost� �%
kompakti�kace� ���
kompaktn� grupa� ���� ���
komponenta� ��$
komutant� ���
komutativita

algebry Lieovy� ���
tensorov�ho sou�inu� �$�

komut
tor� ���� ��$
graduovan�� ��%

konformn� grupa� ���
kontinuum� �$
kontra� ���
kontrakce� �$�
kontravariantnost� �%�

konvence
suma�n�� �%�

konvergence� ���
konvexn� obal� ��$
konvoluce� ���� ���
konvolu�n� oper
tor� ���
korelace� ��
ko�en

racion
ln�� ��
ko�en grupy� ���
ko�enov� �initel� ��
ko�enov� podprostor� ���
kososymetri�nost� ���
kostka

Rubikova� �%
koule� ���
kovariantnost� �%�
krea�n� oper
tor� ��%� ���
Kroneckerv symbol� �%
k�ivka Gaussova� ��%
kubatura

krychle� ��
ku�el� ���
ku�elose�ka� ��%� ���

p��mkov
� ��%
kvadratick
 forma� ��$� ��%
kvadratick
 plocha� ���
kvadrika� ���
kvantov
 mechanika� ���
kvantov� oscil
tor� ���
kvasikrystal� ���
kvasiperiodick� dl
�d�n�� ���
kvaternion� �$� ���

Laguerrv polynom� ���
Laplacev oper
tor� ���
laplaci
n� ���
latinsk� �tverec� ��
Lebesgueova m�ra� ��%
Legendrev polynom� ���
Leibnizovo pravidlo� ��%
levoto�ivost� $�
Lieova algebra� ��$
Lieova grupa� ���



	�� REJST��K

linearisace� �%� ���
line
rn� kombinace� ��
line
rn� obal� ��

form
ln�� �$�
line
rn� regrese� ��� ��� ���
line
rn� zobrazen�� �$
logaritmus� ���
Lorentzova grupa� ���

magick� �tverec� ��
manifold� ���
matice� �$

adjungovan
� ���
antihermitovsk
� ���
antisymetick
� ���
blokov
� ��� �%%
diagon
ln�� ��
Diracova� ��%
formy� ���
Grammova� ���� ���� ���
hermitovsk
� ���
hermitovsky sdru�en
� ���
inversn�� ��� �%�
jednotkov
� ��� ��� ���� ���
jej� norma� ���
kontragradientn�� ���
kososymetrick
� ���
lidu� �$�
norm
ln�� ���
ortogon
ln�� ���
Pauliho� ��$
permuta�n�� ��
podobn�� $%
polosymetrick
� ���
positivn�� �%�
p�echodu� �$
pseudoinversn�� ���
pseudoortogon
ln�� ���
pseudounit
rn�� ���
rozptylu� �%$
roz���en
� ��
samoadjungovan
� ���
singul
rn�� ��
stochastick
� �%�� �%�

symplektick
� ���� ���� ���
transponovan
� �%�
troj!heln�kov
� ��
unimodul
rn�� ���
unit
rn�� ���� ���� ���
Vandermondova� ��
zobrazen�� ��

maxim
ln� torus� ���
mechanika

kvantov
� $� ���
meteorologie� ��
metoda

dopln�n� na �tverec� ���
Jacobi	Sylvestrova� ���
nejmen��ch �tverc� ��

metrika� ���
Minkowsk�ho geometrie� ���
minor� ���� ��$
m�ra� ��$

Haarova� ���
mno�ina m�ry nula� �$
modul� ��

prav�� ���
mohutnost� �$
monomor�smus� ��
mor�smus� ��
m���ka� ���

celo��seln
� ���
multilinearita� $$� ��$
multiplikativn� grupa� ��
multiplik
tor� ���

nadplocha� ���
n
sobnost

ko�ene� ��%
n�meck
 fraktura� ���
nespo�etnost� �$
neur�itost� ��%
nevlastn� bod� ���
nez
vislost� ��� ���

v�i podprostoru� ���
nilpotentn� oper
tor� ��� ��%
norma

du
ln�� ��$
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matice� ���
vektoru� ��

norm
ln� oper
tor� ���
norm
ln� rozd�len�� ���
nosi�� ���� ���

obal
form
ln�� ���
konvexn�� ��$

obal line
rn�� ��
form
ln�� �$�

objem� $�
obraz

zobrazen�� ��
odchylka� ��%
okrajov
 !loha� ���
okruh� ��
oktonion� �%
oper
tor� �%

anihila�n�� ��%� ���
derivov
n�� ��$
diference� ��
hermitovsk�� ���
konvolu�n�� ���
krea�n�� ��%� ���
Laplacev� ���
nilpotentn�� ��� ��%
norm
ln�� ���
samoadjungovan�� ���
unit
rn�� ���

orientace
souhlasn
� $�

ortogonalisace
Gramm	Schmidtova� ��� ��� ���

���� ���
ortogonalita� �%� ���
ortogon
ln� dopln�k� ��
ortogon
ln� projekce� ��
ortonorm
ln� base� ���
osa hlavn�� ��$
oscil
tor

kvantov�� ���

parabola� ���

paraboloid� ���
paraleln� posun� ��%
parita� ���
Parsevalova rovnost� ���
Pascalova v�ta� ��%
Pauliho matice� ��$
Penrose� ��� ���
periodick� dl
�d�n�� ���
permanent� $�
permutace� ��

lich
� ��
sud
� ��

permuta�n� matice� ��
Perron	Frobeniova v�ta� �%�� �%�
p�ti!heln�k� ��
pevn� bod� �$�
p�smo

gotick�� ���
Plat.novo t�leso� �%
plocha

kvadratick
� ���
p��mkov
� ���

podalgebra
Cartanova� ���

podalgebra Lieova� ���
podgrupa� ��

invariantn�� ��
norm
ln�� ��

podobnost� $%
podprostor� �%

invariantn�� ���� �$$
ko�enov�� ���

Poincar�ho grupa� ���
Poissonovo rozd�len�� ���
pol
rn� rozklad� ��$
pologrupa� ��� �%�
polom�r

spektr
ln�� �%�
polop��m� sou�in� ��
polosymetri�nost� ���
polyedr� ��
polynom

,eby�evv� ���
Hermitv� ��� ��� ���
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Jacobiho� ���
Laguerrv� ���
Legendrev� ��� ��� ���
matic� �$�

positivn� forma� ���
positivn� matice� �%�
posloupnost

Fibonacciho� �$
pravd�podobnost� ��$� ���
pravidlo

Cramerovo� ��� �%�
Sarusovo� �%�

pravoto�ivost� $�
princip

duality� ��%
projekce� ��

dopl"kov
� ��
ortogon
ln�� ��

projektivn� geometrie� ���
projektivn� prostor� �%� ���
prostor

a�nn�� �%
du
ln�� ��� ���
euklidovsk�� ��
Hilbertv� $� ���
line
rn�� ��
nulov�� ��
projektivn�� �%� ���
�
dkov�� ��
Schwartzv� ���
sloupcov�� ��
vektorov�� ��

prostorov
 grupa� ���
p�em�st�n�� ���
p�idru�en
 representace� ���
p��mkov
 ku�elose�ka� ��%
p��mkov
 plocha� ���
pseudoinversn� matice� ���
pseudoortogon
ln� matice� ���
pseudore
ln
 representace� ���
pseudoskal
r� ���
pseudounit
rn� matice� ���

racion
ln� ko�en� ��

radik
l� ��
rank� ���
re/exivita� ���
regrese

line
rn�� ��� ��� ���
regul
rnost� ��
relace

neur�itosti� ��%
!plnosti� ��� ���

rep�r� ���
representace� ��� ���

line
rn� formy� ���
p�idru�en
� ���
pseudore
ln
� ���
sou�adnicov
� ��$

restrikce� ��%
rhomboid� ���
Ricciho tensor� ��%
Riemannv tensor� ��%
rotace vektoru� ��%
rovnice

Diracova� ��$
evolu�n�� ���
charakteristick
� ��%� �$�
Schr0dingerova� ���� ��$
soustava diferenci
ln�� ���
veden� tepla� ���
v�vojov
� ���

rovnob��nost�n� ��
rovnost

Parsevalova� ���
rozd�len�

norm
ln�� ���
Poissonovo� ���� ���

rozd�len� jednotky� ���
rozklad

direktn�� ���
pol
rn�� ��$
spektr
ln�� ���

rozlo�itelnost� �%%� �%�
rozptyl� ��%
roz���en
 matice� ��
rozvoj

determinantu� �%�
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Rubikova kostka� �%

�ada
Fourierova� ���

�
dkov� prostor� ��
�eck
 abeceda� �
�et�zec vektor� ���
#�p� ��

samoadjungovan
 forma� ���
samoadjungovan� oper
tor� ���
Sarusovo pravidlo� �%�
sedmi!heln�k� ��
semidirektn� sou�in� ��
sesquiline
rn� forma� ��%
setrva�nost� ���
sf�rick
 funkce� ��$
Schr0dingerova rovnice� ���� ��$
Schurova v�ta� ���
Schwartzv prostor� ���
signatura� ���
simplex� ��
singul
rn� matice� ��
skal
r� �$�
skal
rn� sou�in� �$� ��%
sloupcov� prostor� ��
sou�et direktn�� ���
sou�in

direktn�� �$
dyadick�� �$�
polop��m�� ��
p��m�� �$
semidirektn�� ��
skal
rn�� �$� ��%
tensorov�� �$�

souhlasnost� $�
soustava dif� rovnic� ���
souvisl
 grupa� ��$
souvislost jednoduch
� ��$
spektr
ln� polom�r� �%�
spektr
ln� rozklad� ���
spektrum� �%$
spin� ���� ���
spinor� ���

spinvektor� ���
spline� ��
stacion
rn� grupa� ���
stacion
rn� stav� �%�
standardn� model� �%
stav

stacion
rn�� �%�
Steinitzova v�ta� ��
Stiefelv diagram� ���
stochastick
 matice� �%�
stopa� $�� ��$
strukturn� zobrazen�� ���
stupe"� ���

ko�ene� ��%
superalgebra� ��%
supergravitace� ���
superkomut
tor� ��%
superprostor� ���
superstring� ��$� ���� ��%
supersymetrick
 teorie� ���� ��%
supersymetrie� ��%
surjekce� ��
svinut�� ���
symbol

Kroneckerv� �%
symbol Christo-elv� ��%
symetrick
 forma� ��%
symetri�nost� ���
symetrisace� �%�
symplektick
 matice� ���
symplekti�nost� ���� ���

�n�rovanost
jednoduch
� ���

�vabach� ���

Taylorv vzorec� ���
t�leso� ��

Plat.novo� �%
tensor� �$�� ���

deformace� �$�
elektromagnetick�� �%�
k�ivosti� �$�� ��%
Levi	Civitty� ���� ���
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metrick�� �$�� �%�
nap�t�� �$�
piezoelektrick�� �$�
pru�nosti� �$�
Ricciho� ��%

teorie kategori�� ���
teorie pole� �%$
teorie pole kvantov
� ���
teorie relativity� ���
teorie supersymetrick
� ���� ��%
Toeplitzova forma� ���
topologick� du
l� ���
torus maxim
ln�� ���
trajektorie� ��%
transformace

Fourierova� ��$
diskr�tn�� �%�

transitivita� ���
transposice� ��
trialita� ���
trisekce !hlu� ��
t��da ekvivalence� $�� �$�
tvar

Jordanv� ���� ���
kanonick�� ���

!loha okrajov
� ���
unimodul
rnost� ���
unit
rn� oper
tor� ���
unit
rnost� ���
!plnosti relace� ���
!prava

ekvivalentn�� ��
!�en�� �%�

v
ha� ���
vakuum� ��%� ���� ���

polarisace� ��%
v
lec� ���
Vandermondova matice� ��
varieta� ���
vektor� ��

pol
rn�� ���
representuj�c�� ���

vlastn�� �%�� �%$
v�ta

Babilonova� ���
Banachova� �$�
Brian�elova� ��%
centr
ln� limitn�� ���
Frobeniova� ��
Hamilton	Cayleyova� �$�
o representaci� ���� ��$
o setrva�nosti� ���
o t�ech potenci
lech� ���
Pascalova� ��%
Perron	Frobeniova� �%�� �%�
Pythagorova� ���
Schurova� ���
Steinitzova� ��

vielbein� ���
vlastn� ��slo� �%$
vlastn� funkce� �%$
vlastn� vektor� �%�� �%$
vlna rovinn
� ��$
vlnky� ���
vytvo�uj�c� funkce� ���
v�vojov
 rovnice� ���
vzorec

Cardanv� ��
Taylorv� ���� ���

Weylova grupa� ���

z
kon kosmick� lenivosti� ���
z
vislost� ��
zlat� �ez� �$� ���� ���
znak permutace� ��
zobrazen�

adjungovan�� ���
antiline
rn�� ���� ��$
duality� ��$
du
ln�� ���
line
rn�� �$
multiline
rn�� ��$
strukturn�� ���
transponovan�� ���

z!�en�� ��%
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LETN� SEMESTR

�� Exponenci�la matice� Definice� z�kladn� vlastnosti �vlastn�

vektory exponenci�ly� exponenci�la podobn�ch matic�� Vztah

Tr A a det exp A� P��klady�

�� Pojem Lieovy algebry a p��klady " g * gl� sl� o� u� su�

Vztahy typu exp g * G� Isomorfismus vektorov�ho n�soben� a

komutov�n� v o����

�� Teorie nilpotentn�ch oper�tor�� Ekviv� charakterisace pomoc�

spektra� p��klady �oper�tory derivov�n� na polynomech��

Studium posloupnosti ko�enov�ch podprostor� k	t�ho ��du a

alternativn� k	n�sobn�ch obraz�� Nez�vislost v��i

podprostoru� Konstrukce po��te�n�ch vektor� �et�zc�

d�vaj�c�ch Jordanovu basi prostoru�

�� Direktn� rozklad prostoru na ko�enov� podprostory dan�ho

oper�toru� Obecn� Jordanova v�ta� V�ta Hamilton	Cayleyho�

Exponenci�la Jordanovy matic s pou�it�m na �e�en� soustav

line�rn�ch diferenci�ln�ch rovnic�

�� Positivn� a stochastick� matice� Hled�n� nejv�t��ho

vlastn�ho ��sla iterac�� Interpretace p��slu�n�ho vlastn�ho

vektoru �stacion�rn� stav syst�mu��

�� Pojem du�ln�ho prostoru� du�ln� base� du�ln�ho oper�toru�

transponovan� matice� kontragradientn� matice �p�echodu

du�ln�ch bas���

!� Dualita a skal�rn� sou�in" v�ta o representaci line�rn�

formy �skal�rn�m n�soben�m vhodn�m vektorem�� Pojem

adjungovan�ho oper�toru� Samoadjungovan� �Hermitovsk���

unit�rn�� obecn�ji norm�ln� oper�tory� Adjunkce

diferenci�ln�ho oper�toru a metoda per partes�

�� V�ta o spektr�ln�m rozkladu norm�ln�ho oper�toru� P��klad

	 oper�tor derivov�n� na trigonometrick�ch polynomech�

Funkce norm�ln�ho oper�toru� Ortogon�ln� polynomy �p��klad"

Hermitovy� Legendreovy� jako v�sledek ortogonalisa�n�ho

procesu ve vhodn�m skal�rn�m sou�inu �alternativn�

jako vlastn� vektory vhodn�ho diferenci�ln�ho oper�toru��

#� Biline�rn� a kvadratick� formy� Diagonalisace Hermitovsk�

formy" a� dopln�n�m na �tverec� b� Jacobi	Sylvester�v z�pis

ortogonalisa�n�ho procesu �zvl� pro positivn� definitn�

formy�� c� diagonalisace pomoc� spektr�ln�ho rozkladu
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representuj�c�ho oper�toru formy �d�vaj�c� ortogon�ln�

)hlavn� osy) formy�� Signatura a zp�soby jej�ho zji�tov�n��

�� Kvadriky �a ku�elose�ky�� klasifikace a vlastnosti

�omezenost� p��mkov� plochy� vlastnosti rovinn�ch �ez���

Zm�nka o projektivn�m prostoru� V�znam paraboloid�

v anal�ze funkc� v�ce prom�nn�ch �lok�ln� extr�my� sedlov�

body funkc���

��� Pol�rn� rozklad obecn�ho oper�toru na komposici unit�rn�ho

a Hermitovsk�ho oper�toru �resp� unit�rn�ho� diagon�ln�ho�

unit�rn�ho oper�toru��

��� Pseudoinverse obd�ln�kov� matice�

��� Pojem tensorov�ho sou�inu vektorov�ch prostor�� isomorfismy

mezi r�zn�mi definicemi� jako je form�ln� line�rn� obal

kart�zsk�ho sou�inu bas�� mno�ina multiline�rn�ch

funkcion�l� na sou�inu du�l�� faktorprostor form�ln�ho

line�rn�ho obalu kart�zsk�ho sou�inu prostor�� Rozlo�iteln�

tensory� P��klady tensor�" vektory� kovektory� biline�rn�

formy� strukturn� tensor algebry� determinant jako

multiline�rn� funkce sloupc�� fyzik�ln� p��klady�

��� Slo�kov� z�pis tensoru a transforma�n� vztahy� Kovariantn�

a kontravariantn� indexy tensoru� z�pisy index� dol�

a nahoru a suma�n� pravidlo�

��� Z�kladn� operace s tensory" tensorov� n�soben�� sou�et

tensor� stejn�ho typu� permutace slo�ek tensoru� $�en�

�stopa�� Tensory a skal�rn� sou�in" ortogon�ln�

transformace tensor�� zdvih�n� a spou�t�n� index��

��� Symetrick� tensory a tensorov� sou�in� symetrisace�

�!� Antisymetrick� tensory� antisymetrisace� antisymetrick�

�vn�j��� tensorov� sou�in� Grassmannova algebra� Vektorov�

sou�in� M��en� ploch mnoho$heln�k�� obecn�ji k	rozm�rn�ch

polyedr� v n	rozm�rn�m euklidovsk�m prostoru� Grammova

matice a Gramm�v determinant obd�ln�kov� matice�

�Zde uveden�m sylab�m se sna�ila p�ibl��it p�edn��ka LA veden�

jedn�m z autor� t�to knihy v minul�ch letech��


