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1 Úvod

Předkládanou doktorskou disertační práci tvoří jednotný soubor
10 vybraných vědeckých článků autora z oboru neuronových sítí,
které byly publikovány v posledním desetiletí, kdy autor byl za-
městnán v Oddělení teoretické informatiky Ústavu informatiky AV
ČR v Praze. Součástí disertace je i stručný úvodní komentář, který
články spojuje do jednotného tématického rámce a jehož zkrácenou
verzi obsahuje tento autoreferát. Technicky jsou odkazy na uvedené
publikace odlišeny v textu tučným fontem.

2 Současný stav problematiky

2.1 Neuronové sítě jako expertní systémy

Tzv. (umělé) neuronové sítě [75, 76, 107] představují velmi zjedno-
dušené matematické modely nervových systémů živých organismů.
Počítačové simulace neuronových sítí vykazují prvky „inteligent-
níhoÿ chování, např. schopnost učit se a zobecňovat z tréninkových
dat. Jeden směr výzkumu v této oblasti se snaží pochopit a modelo-
vat, jakým způsobem myslíme a jak funguje lidský mozek. Na druhé
straně tohoto úsilí stojí inženýři, kteří, inspirováni neurofyziologic-
kými poznatky, modely neuronových sítí modifikují a navrhují neu-
ropočítače, aby je mohli využít pro řešení praktických úloh z umělé
inteligence. Neurovýpočty byly úspěšně aplikovány v oblastech, kde
je návrh exaktních algoritmů problematický, např. rozpoznávání ob-
razců, řízení, predikce, rozhodování, analýza a transformace signálů,
detekce chyb, expertní systémy, apod. Neuronové sítě se tak profilo-
valy jako samostatný informatický obor, což lze dokumentovat vel-
kým počtem specializovaných mezinárodních odborných časopisů,
konferencí, výzkumných projektů a výukových programů zabývají-
cích se touto problematikou. Autor disertace je hlavním spoluauto-
rem národní monografie [36], která kromě specializovaných teore-
tických partií obsahuje stručný úvod do neuronových sítí, zaměřený
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na motivace a popis základních typových modelů. V česky mluvícím
prostředí představovala tato práce jednu z prvních učebnic, která se
doposud používá v úvodních kurzech neuronových sítí na vysokých
školách v České i Slovenské republice.
Obecné principy neuronových sítí stručně připomeneme na pro-

blému reprezentace znalostí v expertních systémech, kterým se po-
drobně zabývá autorova práce [5]. Hlavní nevýhodou explicitní re-
prezentace znalostí, např. v pravidlových systémech, je časově ná-
ročné manuální vytváření báze znalostí, na kterém se obvykle podílí
znalostní inženýr spolu se specialisty z daného oboru. Znalosti, in-
tuice a zkušenosti expertů však obvykle nemají podobu konzistent-
ních pravidel, a proto jejich reprezentace v počítačovém formalismu
nemusí být adekvátní, i když se snaží postihnout neurčitost a ne-
přesnost znalostí pomocí numerických konfidencí. Odborník také
nepoužívá v každé situaci formální logiku, ale často odvozuje řešení
nového problému z předchozích úspěšně vyřešených případů. Navíc
některé domény obsahují spíše numerická data než pravidla, např.
vizuální obrazy, signály apod. Proto mohou původní znalosti ex-
perta být v explicitní počítačové reprezentaci deformovány natolik,
že inferenční stroj z nich není schopen vyvodit správné závěry. La-
dění báze znalostí je velmi náročný proces s nejistým výsledkem.
Na druhou stranu explicitní reprezentace báze znalostí umožňuje
pracovat průhledně s nepřesnou a neúplnou informací pomocí kal-
kulu nad konfidencemi pravidel a faktů, založeném např. na fuzzy
logice. Také řetězec logických pravidel použitých při řešení konkrét-
ního případu poskytuje uživateli dostatečné vysvětlení a zdůvodnění
odvozeného řešení.
Alternativním řešením je reprezentace expertních znalostí po-

mocí modelů neuronových sítí. Báze znalostí je v tzv. neuronových
expertních systémech [70] implementována neuronovou sítí, která je
vytvářena automaticky pomocí učícího algoritmu adaptací na pří-
kladové inference. Expert v tomto případě nemusí pracně formulo-
vat pravidla, ale příklady jeho odpovědí v typických situacích před-
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stavují tréninková data. Neuronová síť pak v procesu učení sama
generalizuje pravidla z tréninkových vzorů a vytváří vnitřní repre-
zentaci znalostí pomocí vektoru váhových parametrů tak, aby po-
žadovaná funkce zadaná daty byla co nejlépe aproximována neu-
ronovou sítí. K dosažení tohoto cíle se obvykle používají nume-
ricky náročné metody nelineární optimalizace, které jsou realizovány
(neuro)počítačem a zajišťují automatické ladění báze znalostí. Vý-
sledná reprezentace znalostí v neuronové bázi je implicitní, protože
kromě vstupních a výstupních proměnných nelze jednoduše přiřadit
význam skrytým neuronům a numerickým vahám vyjadřujícím sílu
jejich vzájemných vazeb. Inferenční stroj je implementován vlastním
výpočtem neuronové sítě, která pro dané vstupní údaje o konkrét-
ním případu odvodí na výstupu jeho řešení. Na druhou stranu při
implicitní reprezentaci znalostí není zřejmé, jak pracovat s neúpl-
nou a nepřesnou vstupní informací, a také verifikace a vysvětlení
výstupních odpovědí jsou u neuronové sítě problematické. Z tohoto
důvodu neuronové sítě nevyhovují některým základním požadav-
kům kladeným na expertní systémy.
Práce [5] srovnává výhody a nevýhody explicitní a implicitní re-

prezentace znalostí v pravidlových a neuronových expertních systé-
mech z různých hledisek. Dále podává přehled strategií při integraci
výhod obou přístupů v tzv. hybridních systémech, které jsou ilustro-
vány na příkladech existujících systémů. Možným řešením uvede-
ných nedostatků neuronových expertních systémů je návrh heuris-
tik, které analyzují implicitní reprezentaci neuronové báze znalostí
a umožňují tak práci s neúplnou informací a vysvětlování závěrů.
V práci [5] je popisována autorem navržená architektura prázd-
ného neuronového expertního systému EXPSYS, která zobecňuje
principy systému MACIE [69] pro analogové sítě, které lze učit po-
mocí nejúspěšnějšího algoritmu zpětného šíření chyby (backpropa-
gation) [110]. Tento algoritmus je zobecněn pro intervalovou funkci
neuronů, která v zásadě splňuje monotonii vzhledem k inkluzi in-
tervalů (tj. zúplněním vstupních hodnot výstupní intervaly kontra-
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hují) a představuje vhodný nástroj pro práci s neúplnou a nepřesnou
vstupní informací. Neuronový expertní systém EXPSYS klade in-
teraktivně uživateli vhodné dotazy a příp. poskytuje jednoduché
zdůvodnění daného výstupu. Tento systém byl úspěšně aplikován
při řešení několika praktických diagnostických problémů v medicíně
a energetice [31, 35, 99].
Modely neuronových sítí tedy představují alternativní výpočetní

paradigma, které je zajímavé nejen z hlediska studia biologických
procesů v mozku člověka, ale které lze plodně využít pro praktické
počítání při řešení algoritmicky těžko uchopitelných problémů. Tuto
jejich schopnost jsme ilustrovali na problematice reprezentace zna-
lostí v expertních systémech.

2.2 Výpočetní teorie neuronových sítí

Výzkum neurovýpočtů přinesl velké množství výsledků v podobě
nových či modifikovaných ad hoc modelů a učících heuristik, jejichž
použitelnost a efektivita jsou v odborné literatuře mnohdy ilustro-
vány jen na izolovaných či umělých datech. Experimentální výsledky
jsou frekventovaně prezentovány tak, že je lze jen těžko porovnávat,
ať již je to způsobeno tím, že aplikované postupy nejsou srovnatelné,
nebo použité metody nejsou v komerčních produktech veřejně pří-
stupné, či jsou dokonce chybné. Obecná hodnotící tvrzení o uni-
verzalitě navrhovaných modelů neuronových sítí obvykle obsahují
nepřesné formulace jako např. „generalizační schopnostÿ, „efektivní
učeníÿ apod. Na jedné straně tedy stojí úspěšné inženýrské apli-
kace neuronových sítí při řešení referenčních i reálných praktických
problémů, jejichž užitečnost nelze zpochybnit. Na druhou stranu
nepostradatelný experimentální přístup při studiu vlastností neuro-
nových sítí by měl být provázen snahou o rigorózní matematickou
analýzu, protože modely neuronových sítí jsou definovány pomocí
matematického formalismu. Hluboký teoretický vhled a porozumění
principům a možnostem neurovýpočtů je předpokladem pro návrh
efektivnějších algoritmů.
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Základní výzkum, který přispívá k teoretické verifikaci výpo-
četního paradigmatu neuronových sítí, hraje v oboru neuronových
sítí důležitou roli. Neurovýpočty se v reálných aplikacích potýkají
s více problémy, jako je např. již zmiňovaná implicitní reprezen-
tace znalostí, časově náročné učení, volba optimální síťové archi-
tektury (topologie) a počtu tréninkových vzorů atd., jejichž řešení
by mohlo přispět k efektivnějšímu využití neuronových sítí v praxi.
V této disertaci nám půjde především o výpočetní teorii neurono-
vých sítí [51, 100, 104, 109, 111, 115, 122], která dává hlubší vhled
do shora uvedených otázek. Teoretické výsledky mohou kromě prak-
tického využití prohloubit naše chápání mentálních procesů, protože
modely neuronových sítí byly původně inspirovány neurofyziologic-
kými poznatky. Výpočetní aspekty neuronových sítí lze studovat ve
třech hlavních směrech: efektivní vytváření a adaptace neuronové
reprezentace znalostí (složitost učení a generalizace), její paměťová
náročnost (deskriptivní složitost) a efektivní vybavování znalostí
(výpočetní síla).
Přehled současného stavu problematiky v oblasti studia výpo-

četní síly a deskriptivní složitosti modelů neuronových sítí včetně
jejich taxonomie je podrobně zpracován v autorově práci [8] (vy-
cházející z jeho monografie [36]), která je součástí disertace. Uve-
dený přehled pokrývá tuto problematiku v celé šíři (na rozdíl od
shora uvedených specializovanějších přehledových prací jiných au-
torů), obsahuje přes 150 referencí a byl vybrán jako hlavní článek
pro číslo časopisu Neural Computation s největším impaktním fakto-
rem v oboru neuronových sítí, kde aspiruje na postavení standardní
reference. Více specializovaný přehled zaměřený na symetrické Hop-
fieldovy sítě obsahuje kapitola v knize [4], která tvůrčím způsobem
začleňuje autorovy výsledky v této oblasti do jednotícího rámce
pomocí konceptu tzv. energetického výpočetního zdroje. Podobně
článek [3] ve své úvodní části obsahuje přehled výsledků o časové
složitosti učení neuronových sítí. Navíc níže v kapitole 4 začleníme
výsledky disertace do kontextu celkového výzkumu ve výpočetní
teorii neuronových sítí.
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3 Cíl a metody disertace

Cílem disertace je studium výpočetní síly neuronových sítí a analýza
časové složitosti učení se zvláštním důrazem na analogové modely
neuronových sítí, jejichž stavy jsou reálná čísla, a také na modely
operující ve spojitém čase. Nicméně v práci se omezíme jen na digi-
tální výpočty, jejichž vstupy a výstupy jsou ve své podstatě diskrétní
veličiny, i když jsou často kódovány pomocí analogových stavů neu-
ronů a vlastní výpočet neuronové sítě může pracovat s reálnými
čísly.
Neuronové sítě představují výpočetní paradigma, které je alter-

nativní ke konvenčnímu von Neumannovu modelu. Výpočetní po-
tenciál a limity konvenčních počítačů jsou analyzovány pomocí kla-
sických modelů, např. Turingových strojů. Analogicky bylo v posled-
ních 15 letech dosaženo mnoho fundamentálních výsledků týkajících
se schopnosti neuronových sítí implementovat univerzální výpočty.
Výpočetní síla neuronových sítí se obvykle studuje tak, že se různé
modely sítí porovnávají nejen mezi sebou, ale především s tradič-
ními popisnými prostředky a výpočetními modely jako jsou konečné
automaty, regulární výrazy, gramatiky, Turingovy stroje, booleov-
ské obvody apod. Cílem tohoto přístupu je zjistit, co lze v principu
nebo efektivně spočítat pomocí jednotlivých modelů neuronových
sítí, resp. jak implementovat požadovanou funkci optimálním způso-
bem. Hlavním technickým nástrojem tohoto výzkumu je výpočetní
teorie složitosti [53, 61, 103], příp. formální teorie jazyků [49]. Navíc
neuronové sítě obohacují tradiční repertoár formálních výpočetních
modelů, které jsou obvykle parametrizovány časem a prostorem (ča-
sová a paměťová složitost), o nové zdroje efektivního počítání jako
jsou např. analogové stavy [111], spojitý čas [102], energie [4] apod.
Neuronové sítě v tomto případě aspirují na to, aby se staly referenč-
ními modely při studiu těchto alternativních výpočetních zdrojů.
V oblasti studia časové složitosti učení dopředných neuronových

sítí nám půjde o to, zda negativní výsledky o efektivní nenauči-
telnosti (v nejhorším případě), které byly dokázány pro diskrétní
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modely sítí, jsou platné i pro v praxi používané analogové mo-
dely, jejichž učící algoritmy (např. backpropagation) jsou založené
na optimalizaci gradientní metodou. Bez teoretické analýzy této
otázky nelze vyloučit možnost, že NP-úplnost problému učení je
u těchto výsledků způsobená diskretizací modelu, jako je tomu např.
při učení jednoho perceptronu s binárními váhami, které je NP-
úplné [105], ačkoliv pro racionální váhy je řešitelné v polynomiálním
čase pomocí lineárního programovaní [86] (pokud je úloha lineárně
separovatelná). Zobecnění NP-úplnosti učení pro analogové modely
bylo považováno za jednu z nejdůležitějších otevřených otázek teorie
učení neuronových sítí [64, 77, 93, 119].

4 Výsledky disertace

V této kapitole jsou stručně prezentovány původní výsledky diser-
tace v kontextu existujícího výzkumu ve výpočetní teorii neurono-
vých sítí.

4.1 Výpočetní síla neuronových sítí

Výpočetní modely neuronových sítí lze klasifikovat podle podle typu
architektury (topologie) na dopředné (acyklické) nebo rekurentní
(cyklické), podle časové dynamiky na diskrétní nebo spojité sítě,
podle domény stavů na binární nebo analogové sítě, podle omezení
na váhové parametry na symetrické nebo asymetrické sítě, podle
typu vstupního protokolu na konečné sítě nebo nekonečné posloup-
nosti sítí atd. Kombinací těchto omezení dostáváme bohatou taxo-
nomii modelů neuronových sítí, které mají různou výpočetní sílu.
V této práci se omezíme jen na tradiční perceptronové sítě, resp. na
jejich analogové verze, i když její autor se podílel na nedávném stu-
diu výpočetních aspektů alternativních modelů RBF (Radial Basis
Functions) sítí [45] a také výpočetní síla biologicky více plauzibil-
ních sítí tzv. pulzních (spiking) neuronů, které používají časového
kódování informace, je v poslední době předmětem intenzivního vý-
zkumu (viz přehled [8]).
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Binární dopředné (acyklické) perceptronové sítě odpovídají (pra-
hovým) obvodům, které jsou studovány v teorii obvodů a booleov-
ské složitosti [120] zabývající se fundamentálními otevřenými pro-
blémy výpočetní teorie. Například jsou známy optimální implemen-
tace důležitých booleovských funkcí (symetrické [114] a obecné [82]
funkce, aritmetické operace [109] apod.) pomocí prahových obvodů
nebo je dokázáno, že v rámci polynomiální velikosti (počet neuronů)
jsou třívrstvé neuronové sítě silnějším výpočetním prostředkem než
dvouvrstvé [73]. Dále analogové acyklické neuronové sítě se sigmo-
idální aktivační funkcí (např. standardní logistickou sigmoidou) a
konstantním počtem vrstev (hloubkou), které se používají v učí-
cím algoritmu backpropagation, mají v rámci polynomiální velikosti
stejnou výpočetní sílu jako jejich binární verze stejné hloubky [96],
i když některé funkce lze počítat pomocí analogových sítí s menším
počtem neuronů [63].
Výpočetní síla konečných rekurentních (cyklických) asymetric-

kých neuronových sítí (se saturovanou lineární aktivační funkcí)
pracujících v diskrétním čase roste s kolmogorovskou složitostí vá-
hových parametrů [54]. Například sítě s celočíselnými váhami (tj.
binární sítě) odpovídají konečným automatům (tzv. neuromatům)
rozpoznávajícím právě regulární jazyky [89]. Pomocí analogových
sítí s racionálními váhami lze v reálném čase simulovat univerzální
Turingův stroj s malým konstantním počtem neuronů [84, 113].
Analogové neuronové sítě s obecnými reálnými váhami pak mají
„super-turingovskéÿ výpočetní schopnosti, např. polynomiální vý-
počty odpovídají neuniformní třídě složitosti P/poly a v exponen-
ciálním čase lze pomocí nich počítat již všechny funkce [112]. Na
druhou stranu libovolně malý analogový šum redukuje jejich výpo-
četní sílu na nejvýše konečné automaty [95, 97].
V případě neuromatů se uvažují jemnější popisné míry složitosti,

které jsou důležité při praktické neuronové implementaci koneč-
ných automatů. Pro konečný (deterministický) automat s m sta-
vy lze zkonstruovat ekvivalentní neuromat velikosti O(

√
m) [83,

84], což v nejhorším případě nelze zlepšit za předpokladu buď nej-
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výše O(logm) časového zpoždění simulace [83], nebo polynomiál-
ních vah [84]. Naproti tomu práce [10] porovnává deskriptivní sílu
neuromatů s regulárními výrazy, které mohou popsat regulární ja-
zyk efektivněji než konečné automaty. Nejprve je ukázáno, že kon-
stantní časové zpoždění akceptace vstupního slova lze u každého
neuromatu odstranit za cenu jen lineárního nárůstu jeho velikosti.
Dále je navržena konstrukce neuromatu velikosti O(m), který roz-
poznává regulární jazyk zadaný regulárním výrazem délky m. Je
dokázáno, že tato konstrukce je z hlediska počtu neuronů optimální.
Navíc existuje regulární jazyk, který lze rozpoznat neuromatem ve-
likosti O(m), ale délka každého regulárního výrazu, který jej po-
pisuje, je Ω(2m). To znamená, že neuromaty jsou prokazatelně sil-
nějším popisným prostředkem než regulární výrazy. Tento fakt je
ilustrován na problému prázdného jazyka (otázka, zda je daný ja-
zyk neprázdný), který je pro neuromaty PSPACE-úplný, zatímco
pro regulární výrazy pouze NL-úplný.
Binární rekurentní neuronové sítě lze v reálném čase spolehlivě

simulovat pomocí analogových sítí stejné velikosti tak, že nepřes-
nost aritmetických operací nad reálnými čísly neovlivní správnost
libovolně dlouhého výpočtu. Tato simulace je popsána v dalším
článku [2] a je platná pro velkou třídu aktivačních funkcí, které
mají různé konečné limity v nevlastních bodech. Díky ní pak pro
konečné automaty nebo regulární výrazy dostáváme prakticky po-
užitelné ekvivalentní analogové neuromaty stejné velikosti jako ve
shora uvedeném binárním případě. Podobné výsledky lze dosáhnout
pro konečné rekurentní asymetrické analogové neuronové sítě pra-
cující ve spojitém čase [102].
Další důležitou třídou neuronových sítí jsou tzv. Hopfieldovy (sy-

metrické) sítě, které mají symetrické spoje (váhy) mezi neurony. Pro
tyto sítě lze za určitých předpokladů ukázat, že konvergují pro každý
vstup ke stabilnímu stavu [62, 79, 80, 90, 106], a proto je lze pou-
žít jako asociativní paměti. Díky odlišným konvergenčním vlastnos-
tem jsou Hopfieldovy sítě zřejmě slabším výpočetním prostředkem
než jejich asymetrické verze. Avšak v práci [9] je pro binární sítě
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ukázáno, že pokud vyloučíme nezajímavé nekonečné oscilace, pak
symetrické a konvergentní asymetrické sítě mají stejnou výpočetní
sílu. Konkrétně byla ukázána obrácená implikace slavné Hopfiel-
dovy konvergenční věty, tj. nejen že všechny binární symetrické sítě
konvergují, ale všechny konvergentní výpočty binární asymetrické
neuronové sítě mohou být efektivně implementovány pomocí Hop-
fieldovy sítě za cenu jen lineárního nárůstu času výpočtu a velikosti
simulující sítě. Tento fakt má praktické důsledky, protože rekurentní
sítě s asymetrickými spoji lze tak vždy nahradit symetrickými sí-
těmi (s nevelkou režií na jejich velikost a výpočetní čas), které vždy
konvergují a v některých technologiích mají efektivnější implemen-
tace.
Navíc shora uvedená stabilní analogová simulace binárních neu-

ronových sítí lze jednoduše upravit i pro symetrické sítě [2], čímž lze
dosáhnout analogové symetrické simulace konvergentních binárních
asymetrických neuronových sítí. Nakonec v práci [6] je tato simu-
lace zobecněna i pro spojitý čas, kdy dynamika Hopfieldovy sítě
se saturovanou lineární aktivační funkcí je zadána soustavou dife-
renciálních rovnic. Netriviální důkaz korektnosti spojité simulace je
technicky velmi náročnou analýzou řešení takové soustavy. Tím je
matematicky dokázáno, že i velmi jednoduchý dynamický systém
s Ljapunovovou (energetickou) funkcí, typickou právě pro symet-
rické sítě, je z hlediska diskrétních výpočtů univerzální. Uvedený
výsledek je jedním z prvních známých dolních odhadů výpočetní
síly analogových výpočtů ve spojitém čase a je fundamentálním
příspěvkem k teorii spojitých výpočtů [58, 72].
Na druhou stranu konečné symetrické neuromaty s předem neo-

mezenou délkou vstupního slova nejsou schopny rozpoznat všechny
regulární jazyky. V již zmiňované práci [10] je pomocí symetric-
kých neuromatů definována třída tzv. Hopfieldových jazyků, která
je vlastní podtřídou regulárních jazyků. Tato třída je uzavřena na
sjednocení, průnik a doplněk, ale není uzavřena vůči iteraci. Byla
též nalezena její přesná charakterizace pomocí nutné a postačující
podmínky, která určuje, kdy je daný regulární jazyk Hopfieldův. Po-
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dobná podmínka přesně charakterizuje „energetickýÿ vstupní signál,
který umožní analogovou symetrickou simulaci analogové asymet-
rické sítě pro saturovanou lineární aktivační funkci [9]. Z ní pak vy-
plývá, že konečné analogové Hopfieldovy sítě s racionálními váhami
a uvedeným energetickým zdrojem jsou turingovsky univerzální.
Další zajímavou otázkou je čas konvergence Hopfieldových sítí.

Triviální horní odhad 2n pro n binárních neuronů lze v nejhorším
případě doplnit exponenciálním dolním odhadem Ω(2n/3) pomocí
ne úplně jednoduché konstrukce symetrického binárního čítače [71].
Také relativně rychlá konvergence v průměrném případě je již dlou-
hou dobu známa [91]. Nicméně pro srovnání těchto výsledků s časem
konvergence analogových neuronových sítí je potřeba vzít v úvahu
nejen počet neuronů, ale i délku bitové reprezentace reálných váho-
vých parametrů, tj. deskriptivní složitost sítě. V práci [9] je uve-
dený dolní a horní odhad upřesněn po řadě na 2Ω(M

1/3) a 2O(M
1/2)

pro binární symetrickou síť, která je popsána pomocí M bitů. Dále
byl zkonstruován speciálně upravený analogový symetrický čítač,
který konverguje až po 2Ω(g(M)) krocích, kde g(M) je libovolná spo-
jitá funkce taková, že g(M) = Ω(M 2/3), g(M) = o(M) a M/g(M)
je rostoucí, což představuje první známý dolní odhad času konver-
gence analogového výpočtu. Uvedená analogová symetrická síť tak
konverguje později než každá binární Hopfieldova síť se stejnou po-
pisnou složitostí. V článku [7] byl tento výsledek dokonce dokázán
pro spojitý čas. Z uvedeného vyplývá, že analogové modely výpo-
čtu mohou být efektivnější než ty binární, i když omezíme jejich
teoretickou schopnost počítat s reálnými čísly neomezené přesnosti.
Hopfieldovy sítě se také často využívají při heuristickém řešení

obtížných úloh kombinatorické optimalizace [48, 81]. Účelová funkce
příslušného optimalizačního problému spolu s podmínkou přípust-
nosti řešení je zakódována do Ljapunovovy (energetické) funkce, je-
jíž hodnota při každém výpočtu symetrické sítě konverguje k lokál-
nímu minimu. Např. autor disertace úspěšně aplikoval tento postup
při řešení důležitého problému optimální stripifikace triangulova-
ných 3D obrázků z výpočetní geometrie, kde navíc dokázal, že třídy
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ekvivalentních optimálních stripifikací odpovídají vzájemně jedno-
značně stavům Hopfieldovy sítě s minimální energií [29]. Problém
nalezení stavu Hopfieldovy sítě s minimální energií (tzv. problém
MIN ENERGY ) je také důležitý u modelů spinových skel ve sta-
tistické fyzice [55]. Avšak v případě binárních Hopfieldových sítí
je známo, že MIN ENERGY je NP-úplný problém [55]. Nicméně
v práci [9] je přibližné řešení problému maximálního řezu v grafu vy-
užito při návrhu polynomiální aproximativního algoritmu pro MIN
ENERGY se zárukou absolutní chyby nejvýše 0.234W , kde W je
součet absolutních hodnot vah sítě. Pro analogové sítě, které se
obvykle používají při heuristické optimalizaci, je pak v článku [9]
dokázáno, že problém MIN ENERGY je NP-těžký i pro velkou třídu
aktivačních funkcí, která pokrývá všechny funkce obvykle používané
v praktických aplikacích.
Nakonec se také uvažují nekonečné (neuniformní) posloupnosti

neuronových sítí pro rostoucí délku vstupu. Například polynomiálně
velké binární neuronové sítě odpovídají (neuniformní) složitostní
třídě PSPACE/poly [101]. Z předchozího výkladu o symetrických
sítí vyplývá, že stejný výsledek platí i pro Hopfieldovy sítě. Speciálně
posloupnosti polynomiálně velkých Hopfieldových sítí s polynomiál-
ními váhami odpovídají třídě P/poly. Podle [2, 6] pak dostáváme,
že příslušné posloupnosti symetrických analogových neuronových
sítí pracující v diskrétním nebo spojitém čase rozpoznávají aspoň
jazyky z třídy PSPACE/poly.
Uvedený stručný přehled výsledků výpočetní síly neuronových

sítí ukazuje na bohatost používaných modelů, jejichž možnosti te-
oreticky pokrývají celou škálu prostředků od subregulárních až po
super-turingovské. Avšak pro praktické neurovýpočty mají zatím
význam především binární (digitální) modely nebo jejich analogové
implementace, tj. např. prahové obvody a neuromaty. Analogové
neuronové sítě pracující s neomezenou přesností reálných parametrů
představují první teoretické idealizace v praxi používaných analo-
gových výpočtů. Zdá se, že zjemněním příslušných definic bychom
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mohli obdržet realističtější analogové modely, které by mohly obo-
hatit výpočetní sílu a efektivitu binárních neuronových sítí.

4.2 Složitost učení a generalizace

Nejdůležitější vlastností neuronových sítí je jejich schopnost učit se
a zobecňovat z dat. Výpočetní aspekty tohoto jevu jsou studovány
v obecném rámci známého PAC (Probably Approximately Correct)
modelu učení [117], který dal vznik novému informatickému odvětví
– výpočetní teorii učení [50, 52, 88, 119]. Pro vzorky neznámého cí-
lového konceptu (z dané třídy konceptů), které jsou předkládány ve
shodě s neznámým pevným pravděpodobnostním rozdělením, poly-
nomiální učící PAC algoritmus generuje hypotézu, která s požado-
vanou konfidencí aproximuje cílový koncept s předepsanou přesností
měřenou vzhledem k příslušné distribuci. Neuronová síť může repre-
zentovat koncept tak, že počítá jeho charakteristickou funkci, která
klasifikuje, zda daný vstup je instancí konceptu. V tomto směru
bylo dosaženo mnoha důležitých výsledků a všeobecně je přijímán
názor, že formulace PAC modelu je matematicky rigorózním rám-
cem pro studium intuitivní představy, že neuronová síť má generali-
zační schopnosti. Modely neuronových sítí tak slouží jako testovací
a aplikační oblast obecné teorie učení, ale také jako zdroj motivací
pro její další výzkum.
Jedním z hlavních proudů výpočetní teorie učení je studium tzv.

vzorkové složitosti, tj. optimálního počtu tréninkových vzorů pro
správnou PAC generalizaci. Tato otázka je zřejmě nezávislá na způ-
sobu reprezentace konceptů a časové složitosti učícího algoritmu.
Horní odhad O((1/ε) log(1/δ) + (V C(K)/ε) log(1/ε)) vzorkové slo-
žitosti [60], který téměř odpovídá dolnímu odhadu [66], závisí na po-
žadované konfidenci δ a přesnosti ε učícího algoritmu v PAC modelu
a také na tzv. VC-dimenzi [118] V C(K) třídy konceptů K. Za tímto
účelem byla stanovena VC-dimenze pro některé modely neurono-
vých sítí: např. n+1 pro perceptron s n vstupy [121], Θ(w logw) pro
binární acyklické sítě s w váhami [57, 94], O(w4) pro analogové do-
předné sítě s logistickou sigmoidou [87] apod. Z uvedeného vyplývá,
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že pro správnou PAC generalizaci používaných modelů neuronových
sítí je polynomiální počet tréninkových vzorů postačující. Na dru-
hou stranu existuje jednoduchý umělý příklad aktivační funkce, pro
kterou má analogová neuronová síť nekonečnou VC-dimenzi [116],
a tedy není schopna PAC generalizace.
Avšak polynomiální vzorková složitost není postačující k efektiv-

nímu PAC učení. Naučitelnost třídy polynomiálně reprezentovaných
konceptů v PAC modelu vyžaduje kromě polynomiální VC-dimenze
i existenci polynomiálního pravděpodobnostního algoritmu pro tzv.
loading problém [60], který představuje nalezení příslušné reprezen-
tace konceptu, která je konzistentní s danými tréninkovými daty.
Pro neuronové sítě to znamená najít pro danou topologii sítě a tré-
ninková data takový vektor váhových parametrů, že výsledná síť pro
vstupy z tréninkové množiny odpovídá požadovanými výstupy. Prv-
ním příspěvkem k otázce složitosti loading problému u neuronových
sítí byla práce S. Judda [85], v níž je dokázáno, že loading problém
pro dopředné neuronové sítě je obecně NP-úplný. Tento výsledek
platí, i když klademe velmi silná omezení na topologii sítě a trénin-
kové vzory (např. jen 2 vstupy sítě, 1 skrytá vrstva, vstupní stupeň
neuronu nejvýše 3, 3 tréninkové vzory, apod.). Přesto se nakonec
podařilo najít polynomiální loading algoritmus pro speciální třídu
topologií (tzv. mělké architektury s omezeným „treewidthÿ grafu
interakcí kuželů), jehož praktická použitelnost závisí na existenci
efektivního algoritmu pro hluboké architektury. V článku [15] au-
tor disertace ukázal, že loading problém pro hluboké architektury je
NP-úplný. Tento výsledek byl dále zesílen v pracích [65, 124]. Navíc
pro neuronové sítě vyššího řádu, které místo zvážené sumy vstupů
počítají polynom, je loading problém pro celočíselné váhy dokonce
algoritmicky nerozhodnutelný [123].
V recenzi [56] zmiňované práce [85] je poukázáno na fakt, že

Juddův důkaz NP-úplnosti loading problému závisí podstatně na
nepravidelnosti topologie neuronové sítě, zatímco v praxi se ob-
vykle používá např. vrstevnatá architektura s regulárním propoje-
ním. Proto byl podán alternativní důkaz NP-úplnosti loading pro-
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blému pro dvouvrstvou binární síť, která má jen 3 neurony [59], nebo
pro kaskádovou binární síť se 2 neurony [92], což jsou nejmenší in-
stance v praxi nejčastěji používaných architektur neuronových sítí.
Dalším argumentem zpochybňujícím adekvátnost těchto výsledků
pro praktické neurovýpočty byla jejich platnost omezená na binární
sítě, zatímco např. prakticky nejúspěšnější učící algoritmus back-
propagation pracuje jen s analogovými sítěmi. Proto byla snaha
zobecnit uvedené výsledky i pro diferencovatelnou logistickou sig-
moidu používanou právě v algoritmu backpropagation. V publika-
cích [64, 77, 93, 119] byl tento problém označen za jednu z nej-
důležitějších otevřených otázek teorie učení neuronových sítí. Tato
otázka je vyřešena v práci [1], kde je ukázáno, že loading problém
pro dvouvrstvou analogovou síť 3 neuronů s logistickou sigmoidou
je NP-těžký. Uvedený výsledek navíc vyžaduje technický předpo-
klad, který je například splněn pro nulový práh výstupního neuronu.
Tento předpoklad byl nahrazen jinou podmínkou na váhy výstup-
ního neuronu, za které výsledek platí i pro celou třídu aktivačních
funkcí [74]. Z předchozího vyplývá, že backpropagation není efek-
tivní algoritmus, pokud NP 6= P .
Jak už bylo řečeno, efektivní generalizace neuronových sítí vy-

žaduje efektivní pravděpodobnostní algoritmus pro řešení přísluš-
ného loading problému. Přesněji, třídu konceptů reprezentovatel-
ných neuronovými sítěmi deskriptivní polynomiální složitosti, pro
než je loading problém NP-těžký, nelze naučit v PAC modelu za vše-
obecně přijímaného předpokladu RP 6= NP [105]. To znamená, že
binární i analogové dopředné neuronové sítě nejsou obecně schopny
efektivně generalizovat.
Hlavní problém spočívá právě ve výpočetní složitosti loading pro-

blému, který předpokládá předepsanou pevnou topologii sítě na
vstupu. Možným východiskem z této situace by mohly být tzv.
konstruktivní učící algoritmy [67, 68, 98], které hledají optimální
topologii neuronové sítě, pro kterou by loading problém nebyl těžký.
U jedné třídy konstruktivních učících algoritmů se obvykle postupně
přidávají další neurony v případě, že chyba sítě pro danou architek-
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turu již neklesá. Tento postup vyžaduje efektivní algoritmus pro
učení jednoho (přidaného) neuronu. Avšak i v případě jednoho per-
ceptronu nastává problém, pokud příslušné vzory nejsou lineárně
separovatelné [78, 108]. V článku [3] je dokázáno, že nalezení vá-
hových parametrů jednoho analogového neuronu, které by minima-
lizovaly kvadratickou tréninkovou chybu v rámci jisté tolerance od
infima, je NP-těžké pro velkou třídu aktivačních funkcí (včetně např.
logistické sigmoidy nebo lineární saturované funkce). Tento funda-
mentální výsledek o nenaučitelnosti jednoho analogového neuronu
má negativní důsledky pro konstruktivní učení neuronových sítí.
Autor disertace se také podílel na zobecnění tohoto výsledku pro
jeden spiking neuron [42].
V předchozím výčtu výsledků jsme se zaměřili na složitostní

aspekty učení neuronových sítí, i když v uvedené oblasti převládá
spíše statistický výzkum. Nicméně se ukazuje, že bez výpočetní
analýzy není pravděpodobně možné navrhnout efektivní učící al-
goritmy, které by zvládly větší praktické úlohy.

5 Závěr

V této kapitole ještě stručně shrneme hlavní přínos předkládané
práce:

• Problematika neuronových sítí ve srovnání s konvenčními počí-
tači byla ilustrována na reprezentaci znalostí v expertních sys-
témech. Kromě přehledu strategií v hybridních modelech byla
navržena architektura prakticky použitelného neuronového ex-
pertního systému, který pomocí intervalové aritmetiky pracuje
s neúplnou a nepřesnou informací a podává jednoduché vy-
světlení závěrů. Tyto vlastnosti jsou v kontextu neuronové im-
plicitní reprezentace spíše výjimkou a řešení souvisejících pro-
blémů představuje původní autorův příspěvek v oblasti neuro-
nového zpracování znalostí.

• Další výsledky práce se týkají výpočetní teorie neuronových
sítí. Byla úplně charakterizována deskriptivní složitost neu-
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romatů ve vztahu k regulárním výrazům a příslušný důkaz
poskytuje prakticky použitelnou konstrukci neuronového au-
tomatu. Prostřednictvím symetrických neuromatů byla defino-
vána subregulární třída Hopfieldových jazyků, které obohacují
klasické hierarchie tříd jazyků. Byla nalezena nutná a postaču-
jící podmínka, kdy je daný regulární jazyk Hopfieldův.

• V práci je dokázána obrácená implikace slavné Hopfieldovy
konvergenční věty, což znamená, že binární Hopfieldovy sítě
se symetrickými váhami mají v rámci lineární velikosti a času
stejnou výpočetní sílu jako konvergentní binární asymetrické
neuronové sítě. Čas konvergence Hopfieldových sítí je vyjádřen
vzhledem k jejich deskriptivní složitosti, což umožňuje srov-
nání s analogovými sítěmi, u kterých rozhoduje přesnost reál-
ných parametrů. Byla zkonstruována analogová symetrická síť,
jejíž výpočet skončí později než výpočet libovolné binární Ho-
pfieldovy sítě se stejnou délkou reprezentace. To znamená, že
analogové modely mohou mít větší výpočetní sílu, i když ome-
zíme přesnost jejich reálných parametrů. Také byla zkoumána
složitost nalezení stavu Hopfieldovy sítě s nízkou energií, která
je důležitá pro optimalizační aplikace. Bylo dokázáno, že tento
problém je i pro analogové symetrické sítě NP-těžký.

• Uvedené teoretické výsledky byly zobecněny pro analogové mo-
dely neuronových sítí tak, že pro velkou třídu aktivačních funkcí
byla navržena prakticky použitelná obecná stabilní analogová
simulace binárních sítí. Dále byla navržena netriviální simulace
konvergentních binárních asymetrických sítí pomocí analogo-
vých Hopfieldových sítí pracujících ve spojitém čase. To doka-
zuje, že i spojitý dynamický systém, jehož chování je striktně
omezeno Ljapunovovou funkcí, je výpočetně univerzální. Také
byl zkonstruován spojitý ljapunovský dynamický systém, jehož
doba konvergence je exponenciální vzhledem k jeho dimenzi.
Dosažené výsledky jsou zajímavým příspěvkem ke studiu ana-
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logových a spojitých výpočtů, protože neuronové sítě v této
oblasti slouží jako jeden z referenčních výpočetních modelů.

• V práci je také analyzována časová složitost učení neuronových
sítí. Byla dokázána NP-úplnost loading problému pro dopředné
analogové sítě se standardní logistickou sigmoidou (dokonce i
pro jeden analogový neuron), které se učí pomocí v praxi nej-
častěji používaného učícího algoritmu backpropagation. Tato
otázka byla mnohými odborníky považována za jeden z nejdů-
ležitějších otevřených problémů v této oblasti.

Předchozí stručný výčet hlavních výsledků ukazuje, že předkládaná
disertace podstatně obohacuje naše poznání výpočetních vlastností
analogových modelů neuronových sítí a splňuje cíle vytyčené v ka-
pitole 3.
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Summary

This thesis is devoted to computational theory of neural networks with a special
focus on analog models possibly operating in continuous time. It is composed of
10 author’s papers published since 1996 including the commentary that summa-
rizes the results on the subject within the context of existing literature in this
field. In the introductory part, the basic principles of neural nets are illustrated
by implicit knowledge representation in expert systems. In addition, an origi-
nal architecture of a neural expert system based on analog networks allowing
gradient-based learning (backpropagation) was proposed, which operates with
incomplete information by using interval neuron function and provides simple
explanation of inference.
Furthermore, the computational power of various neural network models was

analyzed by comparing them with more traditional computational means, and
several fundamental results were achieved. In particular, an optimal-size neural
automaton was constructed for a regular language described by a regular ex-
pression. A new sub-regular class of so-called Hopfield languages accepted by
symmetric networks was completely characterized. The tight converse to famous
Hopfield’s convergence theorem was proven which means that not only do all
symmetric networks converge, but also all convergent computations can be im-
plemented very efficiently in symmetric networks.
These results were generalized to analog neural models by introducing a ge-

neral stable analog simulation of binary networks. Also an analog symmetric
network was constructed whose convergence time exceeds the convergence time
of any binary Hopfield net of the same descriptive complexity which suggests
that analog models with limited-precision parameters may gain efficiency over
binary ones. Moreover, the important minimum energy problem was shown to be
NP-hard for analog Hopfield nets, which is a model actually used in practical opti-
mization applications. Finally, a fundamental result in the theory of computation
by continuous-time dynamical systems was achieved, by showing that symmetric
Hopfield nets operating in continuous time are capable of general computation
although their dynamics is severely constrained by the Liapunov function.
The time complexity of learning in neural networks was studied and the NP-

hardness results were proven for widely applied analog networks with the logistic
activation function (even for a single sigmoidal unit) which had previously been
reported by several researchers to be one of the main open problems in this area.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation ist der Theorie der Rechenstärke neuronaler Netze
gewidmet, mit besonderem Schwerpunkt auf Analogmodellen, die mit kontinu-
ierlicher Zeit operieren. Sie besteht aus zehn seit 1996 publizierten Arbeiten des
Autors sowie einem Begleittext, der die Ergebnisse des Gebietes im Hinblick auf
die existierende Literatur zusammenfat. Im einleitenden Teil werden die grundle-
genden Prinzipien neuronaler Netze anhand der Repräsentation implizierten Wis-
sens in Expertensystemen illustriert. Auerdem wird eine neuartige Architektur
für neuronale Expertensysteme vorgeschlagen, die auf einem gradientenbasier-
tes Lernen (Backpropagation) erlaubenden Analognetz beruht und mittels in-
tervallwertiger Funktionen unvollständige Informationen verarbeiten kann und
dabei eine einfache Vermittlung der verwendeten Schluweisen bietet.
Weiter wurde die Rechenstärke verschiedener neuronaler Netze durch den Ver-

gleich mit traditionelleren Rechenmethoden untersucht, wodurch einige grundle-
gende Resultate erzielt wurden. Insbesondere wurde ein neuronaler Automat op-
timaler Gröe für eine reguläre Sprache beschrieben. Eine neue subreguläre Klasse
sogenannter Hopfieldsprachen, welche von symmetrischen Netzen als Eingabe
verwendet werden können, wurde vollständig charakterisiert. Die genaue Um-
kehrung des bekannten Hopfieldschen Konvergenzsatzes wurde bewiesen, was be-
deutet, da nicht nur alle symmetrischen Netze konvergieren, sondern auch sehr
effizent alle konvergenten Rechenvorgänge in symmetrischen Netzen implemen-
tiert werden können.
Diese Resultate wurden auf analoge neuronale Modelle durch die Einführung

einer allgemein einsetzbaren, stabilen Analogsimulation binärer Netze verallgeme-
inert. Auch wurde ein analoges symmetrisches Netz konstruiert, dessen Konver-
genzverhalten dasjenige jeglicher Hopfieldnetze übertrifft, was nahelegt, da ana-
loge Modelle mit Parametern begrenzter Genauigkeit effizienter sind als binäre.
Darüber hinaus wurde das wichtige Problem der Energieminimierung für ana-
loge Hopfieldnetze als NP-schwierig erwiesen, für ein Modell also, das zum Zweck
der Optimierung tatsächlich zum Einsatz kommt. Schlielich wurde ein grundle-
genden Ergebnis in der Berechenbarkeitstheorie mittels zeitlich-kontinuierlicher
dynamischer Systeme erzielt, indem gezeigt wurde, da symmetrische Hopfieldne-
tze, die in kontinuierlicher Zeit arbeiten, zu allgemeiner Berechnung fähig sind,
obwohl ihre Dynamik durch die Liapunovfunktion prinzipiell stark eingeschränkt
ist.
Die Zeitkomplexität des Lernens in neuronalen Netzen wurde untersucht und

NP-Schwierigkeit betreffende Ergebnisse für weithin verwendete analoge Netze
mit logistischer Aktivierungsfunktion (sogar für eine einzelne sigmoidale Einheit)
bewiesen, worum es sich um ein bislang von mehreren Forschern als eines der
bedeutendsten offenen Probleme auf dem Gebiet handelt.
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