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1 TUvod

Predkladanou doktorskou disertacni praci tvori jednotny soubor
10 vybranych védeckych ¢lanka autora z oboru neuronovych siti,
které byly publikovany v poslednim desetileti, kdy autor byl za-
méstnan v Oddéleni teoretické informatiky Ustavu informatiky AV
CR v Praze. Soucasti disertace je i struény ivodni komentés, ktery
¢lanky spojuje do jednotného tématického ramce a jehoz zkracenou
verzi obsahuje tento autoreferat. Technicky jsou odkazy na uvedené
publikace odlisSeny v textu tu¢nym fontem.

2 Soucasny stav problematiky

2.1 Neuronové sité jako expertni systémy

Tzv. (umélé) neuronové sité [75, 76, 107] pfedstavuji velmi zjedno-
dusené matematické modely nervovych systému zivych organismai.
Pocitacové simulace neuronovych siti vykazuji prvky ,inteligent-
niho“ chovani, napt. schopnost ucit se a zobecnovat z tréninkovych
dat. Jeden smér vyzkumu v této oblasti se snazi pochopit a modelo-
vat, jakym zptsobem myslime a jak funguje lidsky mozek. Na druhé
strané tohoto usili stoji inzenyTi, ktefi, inspirovani neurofyziologic-
kymi poznatky, modely neuronovych siti modifikuji a navrhuji neu-
ropocitace, aby je mohli vyuzit pro feseni praktickych tloh z umélé
inteligence. Neurovypocty byly tispésné aplikovany v oblastech, kde
je navrh exaktnich algoritmii problematicky, napt. rozpoznavani ob-
razcl, Tizeni, predikce, rozhodovani, analyza a transformace signali,
detekce chyb, expertni systémy, apod. Neuronové sité se tak profilo-
valy jako samostatny informaticky obor, coz lze dokumentovat vel-
kym poctem specializovanych mezinarodnich odbornych casopisti,
konferenci, vyzkumnych projekttt a vyukovych programi zabyvaji-
cich se touto problematikou. Autor disertace je hlavnim spoluauto-
rem narodni monografie [36], kterd kromé specializovanjch teore-
tickych partii obsahuje stru¢ny ivod do neuronovych siti, zaméreny



na motivace a popis zakladnich typovych modeli. V ¢esky mluvicim
prostiedi predstavovala tato prace jednu z prvnich ucebnic, ktera se
doposud pouziva v ivodnich kurzech neuronovych siti na vysokych
skolach v Ceské i Slovenské republice.

Obecné principy neuronovych siti stru¢né pripomeneme na pro-
blému reprezentace znalosti v expertnich systémech, kterym se po-
drobné zabyva autorova prace [5]. Hlavni nevyhodou explicitni re-
prezentace znalosti, napt. v pravidlovych systémech, je ¢asové na-
ro¢né manualni vytvareni baze znalosti, na kterém se obvykle podili
znalostni inzenyr spolu se specialisty z daného oboru. Znalosti, in-
tuice a zkusenosti expertll vSak obvykle nemaji podobu konzistent-
nich pravidel, a proto jejich reprezentace v pocitacovém formalismu
nemusi byt adekvatni, i kdyz se snazi postihnout neurcitost a ne-
presnost znalosti pomoci numerickych konfidenci. Odbornik také
nepouziva v kazdé situaci formalni logiku, ale ¢asto odvozuje feseni
nového problému z predchozich Gispésné vyresenych pripad. Navic
nékteré domény obsahuji spise numericka data nez pravidla, napft.
vizualni obrazy, signaly apod. Proto mohou ptivodni znalosti ex-
perta byt v explicitni pocitacové reprezentaci deformovany natolik,
ze inferenc¢ni stroj z nich neni schopen vyvodit spravné zavéry. La-
déni baze znalosti je velmi narocny proces s nejistym vysledkem.
Na druhou stranu explicitni reprezentace baze znalosti umoznuje
pracovat prihledné s nepfesnou a netplnou informaci pomoci kal-
kulu nad konfidencemi pravidel a faktid, zalozeném napft. na fuzzy
logice. Také tetézec logickych pravidel pouzitych pii feseni konkrét-
niho pripadu poskytuje uzivateli dostatecné vysveétleni a zdtivodnéni
odvozeného Teseni.

Alternativnim FeSenim je reprezentace expertnich znalosti po-
moci modeld neuronovych siti. Baze znalosti je v tzv. neuronovych
expertnich systémech [70] implementovana neuronovou siti, ktera je
vytvarena automaticky pomoci uciciho algoritmu adaptaci na pfi-
kladové inference. Expert v tomto pripadé nemusi pracné formulo-
vat pravidla, ale ptriklady jeho odpovédi v typickych situacich pted-



stavuji tréninkova data. Neuronova sit pak v procesu uceni sama
generalizuje pravidla z tréninkovych vzord a vytvaii vnitini repre-
zentaci znalosti pomoci vektoru vahovych parametra tak, aby po-
zadovana funkce zadana daty byla co nejlépe aproximovana neu-
ronovou siti. K dosazeni tohoto cile se obvykle pouzivaji nume-
ricky naro¢né metody nelinearni optimalizace, které jsou realizovany
(neuro)pocitacem a zajistuji automatické ladéni béze znalosti. Vy-
sledné reprezentace znalosti v neuronové bazi je implicitni, protoze
kromeé vstupnich a vystupnich proménnych nelze jednoduse priradit
vyznam skrytym neurontim a numerickym vaham vyjadiujicim silu
jejich vzajemnych vazeb. Inferenc¢ni stroj je implementovan vlastnim
vypoctem neuronové sité, ktera pro dané vstupni tidaje o konkrét-
nim pripadu odvodi na vystupu jeho feSeni. Na druhou stranu pri
implicitni reprezentaci znalosti neni ziejmé, jak pracovat s neupl-
nou a nepresnou vstupni informaci, a také verifikace a vysvétleni
vystupnich odpovédi jsou u neuronové sité problematické. Z tohoto
divodu neuronové sité nevyhovuji nékterym zakladnim pozadav-
kiim kladenym na expertni systémy.

Prace [5] srovnava vyhody a nevyhody explicitni a implicitni re-
prezentace znalosti v pravidlovych a neuronovych expertnich systé-
mech z riznych hledisek. Dale podava prehled strategii pti integraci
vyhod obou pristupi v tzv. hybridnich systémech, které jsou ilustro-
vany na prikladech existujicich systémiti. Moznym fesenim uvede-
nych nedostatkd neuronovych expertnich systémi je navrh heuris-
tik, které analyzuji implicitni reprezentaci neuronové baze znalosti
a umoznuji tak praci s netuplnou informaci a vysvétlovani zavért.
V préci [5] je popisovana autorem navrzena architektura prazd-
ného neuronového expertniho systému EXPSYS, ktera zobecnuje
principy systému MACIE [69] pro analogové sité, které lze ucit po-
gation) [110]. Tento algoritmus je zobecnén pro intervalovou funkci
neuront, kterda v zasadé spliiuje monotonii vzhledem k inkluzi in-
tervali (tj. zaplnénim vstupnich hodnot vystupni intervaly kontra-



huji) a pfedstavuje vhodny néstroj pro praci s neiplnou a nepfesnou
vstupni informaci. Neuronovy expertni systém EXPSYS klade in-
teraktivné uzivateli vhodné dotazy a prip. poskytuje jednoduché
zdivodnéni daného vystupu. Tento systém byl tispésné aplikovan
pri feSeni nekolika praktickych diagnostickych problémt v mediciné
a energetice [31, 35, 99].

Modely neuronovych siti tedy predstavuji alternativni vypocetni
paradigma, které je zajimavé nejen z hlediska studia biologickych
procesii v mozku ¢lovéka, ale které 1ze plodné vyuzit pro praktické
pocitani pfi feseni algoritmicky tézko uchopitelnych problémii. Tuto
jejich schopnost jsme ilustrovali na problematice reprezentace zna-
losti v expertnich systémech.

2.2 Vypocetni teorie neuronovych siti

Vyzkum neurovypoctt prinesl velké mnozstvi vysledki v podobé
novych ¢i modifikovanych ad hoc modelt a ucicich heuristik, jejichz
pouzitelnost a efektivita jsou v odborné literature mnohdy ilustro-
vany jen na izolovanych ¢i umélych datech. Experimentalni vysledky
jsou frekventované prezentovany tak, zZe je 1ze jen tézko porovnavat,
at jiz je to zpusobeno tim, Ze aplikované postupy nejsou srovnatelné,
nebo pouzité metody nejsou v komercénich produktech verejné pri-
stupné, ¢i jsou dokonce chybné. Obecna hodnotici tvrzeni o uni-
verzalité navrhovanych modelid neuronovych siti obvykle obsahuji
nepresné formulace jako napft. ,,generalizacni schopnost®, ,efektivni
uceni® apod. Na jedné strané tedy stoji tispésné inzenyrské apli-
kace neuronovych siti pri feseni referencnich i redlnych praktickych
problémt, jejichz uzite¢nost nelze zpochybnit. Na druhou stranu
nepostradatelny experimentalni pristup pfi studiu vlastnosti neuro-
novych siti by mél byt provazen snahou o rigorézni matematickou
analyzu, protoze modely neuronovych siti jsou definovany pomoci
matematického formalismu. Hluboky teoreticky vhled a porozumeéni
principim a moznostem neurovypocti je predpokladem pro navrh
efektivnéjsich algoritmi.



Zakladni vyzkum, ktery prispiva k teoretické verifikaci vypo-
¢etniho paradigmatu neuronovych siti, hraje v oboru neuronovych
siti dtlezitou roli. Neurovypocty se v realnych aplikacich potykaji
s vice problémy, jako je napf. jiz zminovana implicitni reprezen-
tace znalosti, ¢asové naro¢né uceni, volba optimalni siftové archi-
tektury (topologie) a poctu tréninkovych vzort atd., jejichz fesSeni
by mohlo prispét k efektivnéjsimu vyuziti neuronovych siti v praxi.
V této disertaci nam piijde predevsim o vypocetni teorii neurono-
vych siti [51, 100, 104, 109, 111, 115, 122], ktera déva hlubsi vhled
do shora uvedenych otazek. Teoretické vysledky mohou kromé prak-
tického vyuziti prohloubit nase chapani mentalnich procesti, protoze
modely neuronovych siti byly ptivodné inspirovany neurofyziologic-
kymi poznatky. Vypocetni aspekty neuronovych siti 1ze studovat ve
tfech hlavnich smérech: efektivni vytvareni a adaptace neuronové
reprezentace znalosti (sloZitost uceni a generalizace), jeji pamétova
narocnost (deskriptivni sloZitost) a efektivni vybavovani znalosti
(vgpocetni sila).

Ptehled soucasného stavu problematiky v oblasti studia vypo-
cetni sily a deskriptivni slozitosti modeld neuronovych siti véetné
jejich taxonomie je podrobné zpracovan v autorové praci [8] (vy-
chazejici z jeho monografie [36]), ktera je soucasti disertace. Uve-
deny prehled pokryva tuto problematiku v celé §ifi (na rozdil od
shora uvedenych specializovanéjsich prehledovych praci jinych au-
tori), obsahuje ptres 150 referenci a byl vybran jako hlavni ¢lanek
pro ¢islo ¢asopisu Neural Computation s nejvétsim impaktnim fakto-
rem v oboru neuronovych siti, kde aspiruje na postaveni standardni
reference. Vice specializovany prehled zaméreny na symetrické Hop-
fieldovy sité obsahuje kapitola v knize [4], kterd tvirc¢im zpisobem
zaclenuje autorovy vysledky v této oblasti do jednoticiho ramce
pomoci konceptu tzv. energetického vypocetniho zdroje. Podobné
¢lanek [3] ve své tivodni ¢asti obsahuje prehled vysledku o ¢asové
slozitosti uceni neuronovych siti. Navic nize v kapitole 4 zaclenime
vysledky disertace do kontextu celkového vyzkumu ve vypocetni
teorii neuronovych siti.



3 Cil a metody disertace

Cilem disertace je studium vypocetni sily neuronovych siti a analyza
casové slozitosti uceni se zvlaStnim diirazem na analogové modely
neuronovych siti, jejichz stavy jsou realna cisla, a také na modely
operujici ve spojitém case. Nicméné v praci se omezime jen na digi-
talni vypocty, jejichz vstupy a vystupy jsou ve své podstaté diskrétni
veli¢iny, i kdyz jsou c¢asto kodovany pomoci analogovych stavii neu-
rontl a vlastni vypocet neuronové sité muze pracovat s realnymi
Cisly.

Neuronové sité predstavuji vypocetni paradigma, které je alter-
nativni ke konven¢nimu von Neumannovu modelu. Vypocetni po-
tencial a limity konvencnich pocitacti jsou analyzovany pomoci kla-
sickych modelti, napt. Turingovych stroji. Analogicky bylo v posled-
nich 15 letech dosazeno mnoho fundamentalnich vysledki tykajicich
se schopnosti neuronovych siti implementovat univerzalni vypocty.
Vypocetni sila neuronovych siti se obvykle studuje tak, ze se rtizné
modely siti porovnavaji nejen mezi sebou, ale predevsim s tradic-
nimi popisnymi prostfedky a vypocetnimi modely jako jsou konecné
automaty, regularni vyrazy, gramatiky, Turingovy stroje, booleov-
ské obvody apod. Cilem tohoto pfistupu je zjistit, co lze v principu
nebo efektivné spocitat pomoci jednotlivych modeli neuronovych
siti, resp. jak implementovat pozadovanou funkci optimalnim zptiso-
bem. Hlavnim technickym nastrojem tohoto vyzkumu je vypocetni
teorie sloZitosti [53, 61, 103], pfip. formalni teorie jazykt [49]. Navic
neuronové sité obohacuji tradi¢ni repertoar formalnich vypocetnich
modeli, které jsou obvykle parametrizovany ¢asem a prostorem (Ca-
sova a pamétova slozitost), o nové zdroje efektivniho pocitani jako
jsou napf. analogové stavy [111], spojity cas [102], energie [4] apod.
Neuronové sité v tomto pripadé aspiruji na to, aby se staly referenc-
nimi modely pfi studiu téchto alternativnich vypocetnich zdrojt.

V oblasti studia ¢asové slozitosti uceni doprednych neuronovych
siti nam pujde o to, zda negativni vysledky o efektivni nenauci-
telnosti (v nejhorsim pripadé), které byly dokazany pro diskrétni



modely siti, jsou platné i pro v praxi pouzivané analogové mo-
dely, jejichZ ucici algoritmy (napi. backpropagation) jsou zalozené
na optimalizaci gradientni metodou. Bez teoretické analyzy této
otazky nelze vyloucit moznost, ze NP-tplnost problému uceni je
u téchto vysledkt zptsobena diskretizaci modelu, jako je tomu napf.
pii uceni jednoho perceptronu s bindrnimi vahami, které je NP-
uplné [105], ackoliv pro racionalni vahy je fesitelné v polynomidlnim
¢ase pomoci linedrniho programovani [86] (pokud je tloha linearné
separovatelnd). Zobecnéni NP-tplnosti uceni pro analogové modely

bylo povazovano za jednu z nejdtlezitéjsich otevienych otazek teorie
uceni neuronovych siti [64, 77, 93, 119].

4 Vysledky disertace

V této kapitole jsou strucné prezentovany ptvodni vysledky diser-
tace v kontextu existujiciho vyzkumu ve vypocetni teorii neurono-
vych siti.

4.1 Vypocdetni sila neuronovych siti

Vypocetni modely neuronovych siti Ize klasifikovat podle podle typu
architektury (topologie) na dopiedné (acyklické) nebo rekurentni
(cyklické), podle ¢asové dynamiky na diskrétni nebo spojité sité,
podle domény stavii na binarni nebo analogové sité, podle omezeni
na vahové parametry na symetrické nebo asymetrické sité, podle
typu vstupniho protokolu na konecné sité nebo nekonecné posloup-
nosti siti atd. Kombinaci téchto omezeni dostavame bohatou taxo-
nomii modelil neuronovych siti, které maji rtiznou vypocetni silu.
V této praci se omezime jen na tradi¢ni perceptronove sité, resp. na
jejich analogové verze, i kdyz jeji autor se podilel na nedavném stu-
diu vypocetnich aspekti alternativnich modeld RBF (Radial Basis
Functions) siti [45] a také vypocetni sila biologicky vice plauzibil-
nich siti tzv. pulznich (spiking) neuroni, které pouzivaji ¢asového
kédovani informace, je v posledni dobé predmétem intenzivniho vy-
zkumu (viz prehled [8]).
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Bindrni dopredné (acyklické) perceptronové sité odpovidaji (pra-
hovym) obvodim, které jsou studovany v teorii obvoda a booleov-
ské slozitosti [120] zabyvajici se fundamentalnimi otevienymi pro-
blémy vypocetni teorie. Napriklad jsou znamy optimalni implemen-
tace dulezitych booleovskych funkei (symetrické [114] a obecné [82]
funkce, aritmetické operace [109] apod.) pomoci prahovych obvodi
nebo je dokézano, ze v ramci polynomialni velikosti (poc¢et neurontt)
jsou trivrstvé neuronové sité silnéjsim vypocetnim prostiedkem nez
dvouvrstvé [73]. Dale analogové acyklické neuronové sité se sigmo-
idélni aktivaéni funkci (napf. standardni logistickou sigmoidou) a
konstantnim poc¢tem vrstev (hloubkou), které se pouzivaji v udi-
cim algoritmu backpropagation, maji v rdmci polynomialni velikosti
stejnou vypocetni silu jako jejich bindrni verze stejné hloubky [96],
i kdyz nékteré funkce lze pocitat pomoci analogovych siti s mensim
poc¢tem neuront [63].

Vypocetni sila konecnych rekurentnich (cyklickych) asymetric-
kych neuronovych siti (se saturovanou linearni aktivacni funkei)
pracujicich v diskrétnim case roste s kolmogorovskou slozitosti va-
hovych parametru [54]. Napiiklad sité s celociselnymi vahami (t;j.
binarni sité) odpovidaji koneénym automatim (tzv. neuromatim)
rozpoznavajicim pravé regularni jazyky [89]. Pomoci analogovych
siti s racionalnimi vahami lze v redlném case simulovat univerzalni
Turingtiv stroj s malym konstantnim poctem neuroni [84, 113].
Analogové neuronové sité s obecnymi realnymi vahami pak maji
,super-turingovské” vypocetni schopnosti, napt. polynomialni vy-
pocty odpovidaji neuniformni t¥idé slozitosti P/poly a v exponen-
cidlnim ¢ase lze pomoci nich pocitat jiz vSechny funkce [112]. Na
druhou stranu libovolné maly analogovy Sum redukuje jejich vypo-
Cetni silu na nejvyse konecné automaty [95, 97].

V pripadé neuromatii se uvazuji jemnéjsi popisné miry slozitosti,
které jsou dtlezité pri praktické neuronové implementaci konec-
nych automati. Pro koneény (deterministicky) automat s m sta-
vy lze zkonstruovat ekvivalentni neuromat velikosti O(y/m) [83,
84), coz v nejhorsim pripadé nelze zlepsit za predpokladu bud nej-
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vyse O(logm) casového zpozdéni simulace [83], nebo polynomial-
nich vah [84]. Naproti tomu prace [10] porovnava deskriptivni silu
neuromati s regularnimi vyrazy, které mohou popsat regularni ja-
zyk efektivnéji nez konecné automaty. Nejprve je ukazano, ze kon-
stantni Casové zpozdéni akceptace vstupniho slova lze u kazdého
neuromatu odstranit za cenu jen linedrniho nartustu jeho velikosti.
Déle je navrzena konstrukce neuromatu velikosti O(m), ktery roz-
poznava regularni jazyk zadany regularnim vyrazem délky m. Je
dokazano, ze tato konstrukce je z hlediska poc¢tu neuronii optimalni.
Navic existuje regularni jazyk, ktery lze rozpoznat neuromatem ve-
likosti O(m), ale délka kazdého regularniho vyrazu, ktery jej po-
pisuje, je ©2(2™). To znamend, Ze neuromaty jsou prokazatelné sil-
néjsSim popisnym prostredkem nez regularni vyrazy. Tento fakt je
ilustrovan na problému prazdného jazyka (otazka, zda je dany ja-
zyk neprazdny), ktery je pro neuromaty PSP AC E-uplny, zatimco
pro regularni vyrazy pouze N L-uplny.

Binarni rekurentni neuronové sité lze v realném case spolehlivé
simulovat pomoci analogovych siti stejné velikosti tak, Ze nepres-
nost aritmetickych operaci nad realnymi ¢isly neovlivni spravnost
libovolné dlouhého vypoctu. Tato simulace je popsana v dalsim
¢lanku [2] a je platna pro velkou t¥idu aktiva¢nich funkei, které
maji rizné konecné limity v nevlastnich bodech. Diky ni pak pro
konec¢né automaty nebo regularni vyrazy dostavame prakticky po-
uzitelné ekvivalentni analogové neuromaty stejné velikosti jako ve
shora uvedeném binarnim pripadé. Podobné vysledky lze dosahnout
pro konecné rekurentni asymetrické analogové neuronové sité pra-
cujici ve spojitém case [102].

Dalsi dulezitou t¥idou neuronovych siti jsou tzv. Hopfieldovy (sy-
metrické) site, které maji symetrické spoje (vahy) mezi neurony. Pro
tyto sité lze za urcitych predpokladt ukazat, ze konverguji pro kazdy
vstup ke stabilnimu stavu [62, 79, 80, 90, 106], a proto je lze pou-
zit jako asociativni paméti. Diky odlisnym konvergenc¢nim vlastnos-
tem jsou Hopfieldovy sité zfejmé slabsim vypocetnim prostfedkem
neZ jejich asymetrické verze. AvSak v praci [9] je pro binarni sité
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ukazano, ze pokud vylouc¢ime nezajimavé nekonecné oscilace, pak
symetrické a konvergentni asymetrické sité maji stejnou vypocetni
silu. Konkrétné byla ukizana obracend implikace slavné Hopfiel-
dovy konvergencni véty, tj. nejen ze vSechny binarni symetrické sité
konverguji, ale vSechny konvergentni vypocty binarni asymetrické
neuronové sité mohou byt efektivné implementovany pomoci Hop-
fieldovy sité za cenu jen linedrniho nardstu casu vypoctu a velikosti
simulujici sité. Tento fakt ma praktické disledky, protoze rekurentni
sité s asymetrickymi spoji lze tak vzdy nahradit symetrickymi si-
témi (s nevelkou rezii na jejich velikost a vypocetni ¢as), které vzdy
konverguji a v nékterych technologiich maji efektivnéjsi implemen-
tace.

Navic shora uvedena stabilni analogova simulace binarnich neu-
ronovych siti Ize jednoduse upravit i pro symetrické sité [2], ¢imz lze
dosahnout analogové symetrické simulace konvergentnich binarnich
asymetrickych neuronovych siti. Nakonec v praci [6] je tato simu-
lace zobecnéna i pro spojity cas, kdy dynamika Hopfieldovy sité
se saturovanou linearni aktivac¢ni funkci je zadana soustavou dife-
rencidlnich rovnic. Netrivialni diikaz korektnosti spojité simulace je
technicky velmi naro¢nou analyzou Teseni takové soustavy. Tim je
matematicky dokazano, Ze i velmi jednoduchy dynamicky systém
s Ljapunovovou (energetickou) funkci, typickou pravé pro symet-
rické sité, je z hlediska diskrétnich vypoctd univerzalni. Uvedeny
vysledek je jednim z prvnich zndmjch dolnich odhadd vypocetni
sily analogovych vypocti ve spojitém case a je fundamentalnim
ptispévkem k teorii spojitych vypoctl [58, 72].

Na druhou stranu konec¢né symetrické neuromaty s predem neo-
mezenou délkou vstupniho slova nejsou schopny rozpoznat vSechny
regularni jazyky. V jiz zminované praci [10] je pomoci symetric-
kych neuromatt definovana tiida tzv. Hopfieldovych jazyku, kterd
je vlastni podtiidou regularnich jazykt. Tato tiida je uzaviena na
sjednoceni, prinik a doplnék, ale neni uzaviena vici iteraci. Byla
téz nalezena jeji presna charakterizace pomoci nutné a postacujici
podminky, ktera urcuje, kdy je dany regularni jazyk Hopfieldtiv. Po-
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dobna podminka presné charakterizuje ,energeticky” vstupni signal,
ktery umozni analogovou symetrickou simulaci analogové asymet-
rické sité pro saturovanou linearni aktiva¢ni funkci [9]. Z ni pak vy-
plyva, ze konecné analogové Hopfieldovy sité s racionalnimi vahami
a uvedenym energetickym zdrojem jsou turingovsky univerzalni.
Dalsi zajimavou otazkou je cas konvergence Hopfieldovych siti.
Trividlni horni odhad 2" pro n binarnich neuront lze v nejhorsim
piipadé doplnit exponencidlnim dolnim odhadem (2"/%) pomoci
ne uplné jednoduché konstrukce symetrického binarniho ¢itace [71].
Také relativné rychlé konvergence v primérném pripadé je jiz dlou-
hou dobu znama [91]. Nicméné pro srovnani téchto vysledki s asem
konvergence analogovych neuronovych siti je potieba vzit v tvahu
nejen pocet neuront, ale i délku bitové reprezentace realnych vaho-
vych parametri, tj. deskriptivni slozitost sité. V praci [9] je uve-
deny dolni a horni odhad upfesnén po fadé na 2%M ) 20(MY?)
pro binarni symetrickou sit, kterd je popsana pomoci M bitu. Déle
byl zkonstruovan specialné upraveny analogovy symetricky citac,
ktery konverguje az po 22WM) krocich, kde g(M) je libovolna spo-
jita funkee takova, ze g(M) = Q(M?/?), g(M) = o(M) a M/g(M)
je rostouci, coz predstavuje prvni znamy dolni odhad ¢asu konver-
gence analogového vypoc¢tu. Uvedend analogové symetrickd sit tak
konverguje pozdéji nez kazda binarni Hopfieldova sit se stejnou po-
pisnou slozitosti. V ¢lanku [7] byl tento vysledek dokonce dokazan
pro spojity c¢as. Z uvedeného vyplyva, ze analogové modely vypo-
¢tu mohou byt efektivnéjsi nez ty binarni, i kdyz omezime jejich
teoretickou schopnost pocitat s realnymi ¢isly neomezené presnosti.
Hopfieldovy sité se také casto vyuzivaji pfi heuristickém feSeni
obtiznych tiloh kombinatorické optimalizace [48, 81]. Ucelova funkce
prislusného optimalizacniho problému spolu s podminkou piipust-
nosti feSeni je zakddovana do Ljapunovovy (energetické) funkce, je-
jiz hodnota pri kazdém vypoctu symetrické sité konverguje k lokal-
nimu minimu. Napi. autor disertace ispésné aplikoval tento postup
pii Teseni diilezitého problému optimalni stripifikace triangulova-
nych 3D obrazki z vypocetni geometrie, kde navic dokazal, ze tridy
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ekvivalentnich optimalnich stripifikaci odpovidaji vzajemné jedno-
znacné stavum Hopfieldovy sité s minimdlni energii [29]. Problém
nalezeni stavu Hopfieldovy sité s minimélni energii (tzv. problém
MIN ENERGY) je také dilezity u modela spinovych skel ve sta-
tistické fyzice [55]. AvSak v pfipadé binarnich Hopfieldovych siti
je znamo, ze MIN ENERGY je NP-uplny problém [55]. Nicméné
v praci [9] je pfiblizné feSeni problému maximalniho fezu v grafu vy-
uzito pfi navrhu polynomialni aproximativniho algoritmu pro MIN
ENERGY se zarukou absolutni chyby nejvyse 0.234W, kde W je
soucet absolutnich hodnot vah sité. Pro analogové sité, které se
obvykle pouzivaji pfi heuristické optimalizaci, je pak v ¢lanku [9]
dokéazano, ze problém MIN ENERGY je NP-tézky i pro velkou tridu
aktivacnich funkci, ktera pokryva vsechny funkce obvykle pouzivané
v praktickych aplikacich.

Nakonec se také uvazuji nekoneéné (neuniformni) posloupnosti
neuronovych siti pro rostouci délku vstupu. Napriklad polynomialné
velké binarni neuronové sité odpovidaji (neuniformni) slozitostni
tiidé PSPACE /poly [101]. Z predchoziho vykladu o symetrickych
siti vyplyva, ze stejny vysledek platii pro Hopfieldovy sité. Specialné
posloupnosti polynomialné velkych Hopfieldovych siti s polynomial-
nimi vdhami odpovidaji t¥idé P/poly. Podle [2, 6] pak dostavame,
ze prislusné posloupnosti symetrickych analogovych neuronovych
siti pracujici v diskrétnim nebo spojitém case rozpoznavaji aspon
jazyky z t¥idy PSPACE /poly.

Uvedeny strucny prehled vysledkti vypocetni sily neuronovych
siti ukazuje na bohatost pouzivanych modeli, jejichz moznosti te-
oreticky pokryvaji celou skalu prostredk® od subregularnich az po
super-turingovské. AvSak pro praktické neurovypocty maji zatim
vyznam predevsim binarni (digitalni) modely nebo jejich analogové
implementace, tj. napr. prahové obvody a neuromaty. Analogové
neuronoveé sité pracujici s neomezenou presnosti redlnych parametria
predstavuji prvni teoretické idealizace v praxi pouzivanych analo-
govych vypoctli. Zda se, ze zjemnénim piislusnych definic bychom
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mohli obdrzet realisti¢téjsi analogové modely, které by mohly obo-
hatit vypocetni silu a efektivitu binarnich neuronovych siti.

4.2 Slozitost uceni a generalizace

v/

Nejdilezitéjsi vlastnosti neuronovych siti je jejich schopnost ucit se
a zobecniovat z dat. Vypocetni aspekty tohoto jevu jsou studovany
v obecném ramci zndmého PAC (Probably Approximately Correct)
modelu uéeni [117], ktery dal vznik novému informatickému odvétvi
— vypocetni teorii ucent [50, 52, 88, 119]. Pro vzorky neznamého ci-
lového konceptu (z dané t¥idy konceptii), které jsou predkladany ve
shodé s neznamym pevnym pravdépodobnostnim rozdélenim, poly-
nomialni uc¢ici PAC algoritmus generuje hypotézu, ktera s pozado-
vanou konfidenci aproximuje cilovy koncept s pfedepsanou presnosti
méfenou vzhledem k prislusné distribuci. Neuronova sit muize repre-
zentovat koncept tak, ze pocita jeho charakteristickou funkci, ktera
klasifikuje, zda dany vstup je instanci konceptu. V tomto sméru
bylo dosazeno mnoha dilezitych vysledki a vSeobecné je prijiman
nazor, ze formulace PAC modelu je matematicky rigoréznim ram-
cem pro studium intuitivni predstavy, Ze neuronové sit mé generali-
zacni schopnosti. Modely neuronovych siti tak slouzi jako testovaci
a aplikac¢ni oblast obecné teorie uceni, ale také jako zdroj motivaci
pro jeji dalsi vyzkum.

Jednim z hlavnich proudt vypocetni teorie uceni je studium tzv.
vzorkové slozitosti, tj. optimalniho poc¢tu tréninkovych vzori pro
spravnou PAC generalizaci. Tato otazka je zfejmé nezavisla na zpu-
sobu reprezentace konceptti a casové slozitosti uciciho algoritmu.
Horni odhad O((1/¢)log(1/6) + (VC(K)/e)log(1/e)) vzorkové slo-
zitosti [60], ktery téméf odpovida dolnimu odhadu [66], zavisi na po-
zadované konfidenci § a presnosti € uciciho algoritmu v PAC modelu
a také na tzv. VC-dimenzi [118] VC(K) t¥idy konceptt K. Za timto
ucelem byla stanovena VC-dimenze pro nékteré modely neurono-
vych siti: napt. n+1 pro perceptron s n vstupy [121], ©(w log w) pro
binarni acyklické sité s w vahami [57, 94], O(w?) pro analogové do-
predné sité s logistickou sigmoidou [87] apod. Z uvedeného vyplyva,
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ze pro spravnou PAC generalizaci pouzivanych modeld neuronovych
siti je polynomialni pocet tréninkovych vzord postacujici. Na dru-
hou stranu existuje jednoduchy umély priklad aktivacni funkce, pro
kterou ma analogova neuronova sif nekonecnou VC-dimenzi [116],
a tedy neni schopna PAC generalizace.

Avsak polynomialni vzorkova slozitost neni postacujici k efektiv-
nimu PAC uceni. Naucitelnost tfidy polynomialné reprezentovanych
koncepti v PAC modelu vyzaduje kromé polynomialni VC-dimenze
i existenci polynomialniho pravdépodobnostniho algoritmu pro tzv.
loading problém [60], ktery predstavuje nalezeni ptislusné reprezen-
tace konceptu, ktera je konzistentni s danymi tréninkovymi daty.
Pro neuronové sité to znamenéa najit pro danou topologii sité a tré-
ninkova data takovy vektor vahovych parametri, Ze vysledna sit pro
vstupy z tréninkové mnoziny odpovida pozadovanymi vystupy. Prv-
nim prispévkem k otazce slozitosti loading problému u neuronovych
siti byla prace S. Judda [85], v niZ je dokézano, Ze loading problém
pro dopredné neuronové sité je obecné NP-tplny. Tento vysledek
plati, i kdyz klademe velmi silnd omezeni na topologii sité a trénin-
kové vzory (napf. jen 2 vstupy sité, 1 skrytd vrstva, vstupni stuperi
neuronu nejvyse 3, 3 tréninkové vzory, apod.). Pfesto se nakonec
podafilo najit polynomialni loading algoritmus pro specialni tridu
topologii (tzv. mélké architektury s omezenym ,treewidth* grafu
interakci kuzeld), jehoz praktickd pouZitelnost zévisi na existenci
efektivniho algoritmu pro hluboké architektury. V ¢lanku [15] au-
tor disertace ukazal, ze loading problém pro hluboké architektury je
NP-tplny. Tento vysledek byl dale zesilen v pracich [65, 124]. Navic
pro neuronové sité vyssiho radu, které misto zvazené sumy vstupt
pocitaji polynom, je loading problém pro celoc¢iselné vahy dokonce
algoritmicky nerozhodnutelny [123].

V recenzi [56] zminované prace [85] je poukdzdno na fakt, ze
Juddtv dikaz NP-uplnosti loading problému zavisi podstatné na
nepravidelnosti topologie neuronové sité, zatimco v praxi se ob-
vykle pouziva napt. vrstevnata architektura s regularnim propoje-
nim. Proto byl podan alternativni diitkaz NP-tplnosti loading pro-
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blému pro dvouvrstvou binarni sit, kterd ma jen 3 neurony [59], nebo
pro kaskddovou binarni sit se 2 neurony [92], coz jsou nejmensi in-
stance v praxi nejcastéji pouzivanych architektur neuronovych siti.
Dalsim argumentem zpochybnujicim adekvatnost téchto vysledkt
pro praktické neurovypocty byla jejich platnost omezena na binarni
sité, zatimco napr. prakticky nejuspésnéjsi ucici algoritmus back-
propagation pracuje jen s analogovymi sitémi. Proto byla snaha
zobecnit uvedené vysledky i pro diferencovatelnou logistickou sig-
moidu pouzivanou pravé v algoritmu backpropagation. V publika-
cich [64, 77, 93, 119] byl tento problém oznacen za jednu z nej-
otazka je vyfeSena v praci [1], kde je ukézano, ze loading problém
pro dvouvrstvou analogovou sit 3 neuronu s logistickou sigmoidou
je NP-tézky. Uvedeny vysledek navic vyzaduje technicky predpo-
klad, ktery je naptiklad splnén pro nulovy prah vystupniho neuronu.
Tento predpoklad byl nahrazen jinou podminkou na vahy vystup-
niho neuronu, za které vysledek plati i pro celou t¥idu aktivacnich
funkei [74]. Z ptfedchoziho vyplyva, ze backpropagation neni efek-
tivni algoritmus, pokud NP # P.

Jak uz bylo feceno, efektivni generalizace neuronovych siti vy-
zaduje efektivni pravdépodobnostni algoritmus pro reseni prislus-
ného loading problému. Ptesnéji, tiidu konceptli reprezentovatel-
nych neuronovymi sitémi deskriptivni polynomialni slozitosti, pro
nez je loading problém NP-tézky, nelze naucit v PAC modelu za vse-
obecné prijimaného predpokladu RP # NP [105]. To znamena, zZe
binarni i analogové dopredné neuronové sité nejsou obecné schopny
efektivné generalizovat.

Hlavni problém spociva praveé ve vypocetni slozitosti loading pro-
blému, ktery predpoklada predepsanou pevnou topologii sité na
vstupu. Moznym vychodiskem z této situace by mohly byt tzv.
konstruktioni ucici algoritmy [67, 68, 98|, které hledaji optimélni
topologii neuronové sité, pro kterou by loading problém nebyl tézky.
U jedné tridy konstruktivnich ucicich algoritmii se obvykle postupné
pridavaji dalsi neurony v pripadé, ze chyba sité pro danou architek-
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turu jiz neklesa. Tento postup vyzaduje efektivni algoritmus pro
uceni jednoho (pfidaného) neuronu. Avsak i v pfipadé jednoho per-
ceptronu nastava problém, pokud prislusné vzory nejsou linearné
separovatelné [78, 108]. V ¢lanku [3] je dokdzano, ze nalezeni va-
hovych parametrt jednoho analogového neuronu, které by minima-
lizovaly kvadratickou tréninkovou chybu v ramci jisté tolerance od
infima, je NP-tézké pro velkou tfidu aktiva¢nich funkci (véetné napt.
logistické sigmoidy nebo linearni saturované funkce). Tento funda-
mentalni vysledek o nenaucitelnosti jednoho analogového neuronu
mé negativni disledky pro konstruktivni uceni neuronovych siti.
Autor disertace se také podilel na zobecnéni tohoto vysledku pro
jeden spiking neuron [42].

V predchozim vycétu vysledkli jsme se zaméfili na slozitostni
aspekty uceni neuronovych siti, i kdyz v uvedené oblasti prevlada
spise statisticky vyzkum. Nicméné se ukazuje, Ze bez vypocetni
analyzy neni pravdépodobné mozné navrhnout efektivni ucici al-
goritmy, které by zvladly vétsi praktické tlohy.

5 Zavér

V této kapitole jesté strucné shrneme hlavni ptinos predklddané
prace:

e Problematika neuronovych siti ve srovnani s konven¢nimi poci-
taci byla ilustrovana na reprezentaci znalosti v expertnich sys-
témech. Kromé prehledu strategii v hybridnich modelech byla
navrzena architektura prakticky pouzitelného neuronového ex-
pertniho systému, ktery pomoci intervalové aritmetiky pracuje
s neuplnou a nepfesnou informaci a podava jednoduché vy-
svetleni zavéri. Tyto vlastnosti jsou v kontextu neuronové im-
plicitni reprezentace spise vyjimkou a feSeni souvisejicich pro-
blému predstavuje ptivodni autoriv prispévek v oblasti neuro-
nového zpracovani znalosti.

e Dalsi vysledky prace se tykaji vypocetni teorie neuronovych
siti. Byla uplné charakterizovana deskriptivni slozitost neu-
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romatid ve vztahu k regularnim vyraziim a prislusny dikaz
poskytuje prakticky pouzitelnou konstrukci neuronového au-
tomatu. Prostfednictvim symetrickych neuromatt byla defino-
vana subregularni tfida Hopfieldovych jazykt, které obohacuji
klasické hierarchie tiid jazyki. Byla nalezena nutna a postacu-
jici podminka, kdy je dany regularni jazyk Hopfieldiv.

V praci je dokazana obracend implikace slavné Hopfieldovy
konvergenc¢ni véty, coz znamenad, ze binarni Hopfieldovy sité
se symetrickymi vahami maji v rdmci linearni velikosti a ¢asu
stejnou vypocetni silu jako konvergentni binarni asymetrické
neuronové sité. Cas konvergence Hopfieldovyrch siti je vyjadien
vzhledem k jejich deskriptivni slozitosti, coz umoznuje srov-
nani s analogovymi sitémi, u kterych rozhoduje pfesnost real-
nych parametri. Byla zkonstruovana analogova symetricka sit,
jejiz vypocet skonci pozdéji nez vypocet libovolné binarni Ho-
pfieldovy sité se stejnou délkou reprezentace. To znamena, ze
analogové modely mohou mit vétsi vypocetni silu, i kdyz ome-
zime presnost jejich realnych parametrii. Také byla zkouméana
slozitost nalezeni stavu Hopfieldovy sité s nizkou energii, ktera
je dilezita pro optimalizacni aplikace. Bylo dokazano, ze tento
problém je i pro analogové symetrické sité NP-tézky.

Uvedené teoretické vysledky byly zobecnény pro analogové mo-
dely neuronovych siti tak, ze pro velkou tiidu aktivacnich funkci
byla navrzena prakticky pouzitelnd obecna stabilni analogova
simulace binarnich siti. Dale byla navrzena netrivialni simulace
konvergentnich binarnich asymetrickych siti pomoci analogo-
vych Hopfieldovych siti pracujicich ve spojitém case. To doka-
zuje, ze i spojity dynamicky systém, jehoz chovani je striktné
omezeno Ljapunovovou funkci, je vypocetné univerzalni. Také
byl zkonstruovan spojity ljapunovsky dynamicky systém, jehoz
doba konvergence je exponencialni vzhledem k jeho dimenzi.
Dosazené vysledky jsou zajimavym prispévkem ke studiu ana-
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logovych a spojitych vypoctl, protoze neuronové sité v této
oblasti slouzi jako jeden z referenc¢nich vypocetnich modeli.

V praci je také analyzovana casova slozitost uceni neuronovych
siti. Byla dokazana NP-uplnost loading problému pro dopiedné
analogové sité se standardni logistickou sigmoidou (dokonce i
pro jeden analogovy neuron), které se u¢i pomoci v praxi nej-
castéji pouzivaného uciciho algoritmu backpropagation. Tato
otazka byla mnohymi odborniky povazovana za jeden z nejdi-

vvvvv z

lezitéjsich otevrenych problémiu v této oblasti.

Ptedchozi stru¢ny vycet hlavnich vysledkt ukazuje, ze predkladana
disertace podstatné obohacuje nase poznani vypocetnich vlastnosti
analogovych modeld neuronovych siti a spliuje cile vytycené v ka-
pitole 3.
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Summary

This thesis is devoted to computational theory of neural networks with a special
focus on analog models possibly operating in continuous time. It is composed of
10 author’s papers published since 1996 including the commentary that summa-
rizes the results on the subject within the context of existing literature in this
field. In the introductory part, the basic principles of neural nets are illustrated
by implicit knowledge representation in expert systems. In addition, an origi-
nal architecture of a neural expert system based on analog networks allowing
gradient-based learning (backpropagation) was proposed, which operates with
incomplete information by using interval neuron function and provides simple
explanation of inference.

Furthermore, the computational power of various neural network models was
analyzed by comparing them with more traditional computational means, and
several fundamental results were achieved. In particular, an optimal-size neural
automaton was constructed for a regular language described by a regular ex-
pression. A new sub-regular class of so-called Hopfield languages accepted by
symmetric networks was completely characterized. The tight converse to famous
Hopfield’s convergence theorem was proven which means that not only do all
symmetric networks converge, but also all convergent computations can be im-
plemented very efficiently in symmetric networks.

These results were generalized to analog neural models by introducing a ge-
neral stable analog simulation of binary networks. Also an analog symmetric
network was constructed whose convergence time exceeds the convergence time
of any binary Hopfield net of the same descriptive complexity which suggests
that analog models with limited-precision parameters may gain efficiency over
binary ones. Moreover, the important minimum energy problem was shown to be
NP-hard for analog Hopfield nets, which is a model actually used in practical opti-
mization applications. Finally, a fundamental result in the theory of computation
by continuous-time dynamical systems was achieved, by showing that symmetric
Hopfield nets operating in continuous time are capable of general computation
although their dynamics is severely constrained by the Liapunov function.

The time complexity of learning in neural networks was studied and the NP-
hardness results were proven for widely applied analog networks with the logistic
activation function (even for a single sigmoidal unit) which had previously been
reported by several researchers to be one of the main open problems in this area.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation ist der Theorie der Rechenstéirke neuronaler Netze
gewidmet, mit besonderem Schwerpunkt auf Analogmodellen, die mit kontinu-
ierlicher Zeit operieren. Sie besteht aus zehn seit 1996 publizierten Arbeiten des
Autors sowie einem Begleittext, der die Ergebnisse des Gebietes im Hinblick auf
die existierende Literatur zusammenfat. Im einleitenden Teil werden die grundle-
genden Prinzipien neuronaler Netze anhand der Représentation implizierten Wis-
sens in Expertensystemen illustriert. Auerdem wird eine neuartige Architektur
fiir neuronale Expertensysteme vorgeschlagen, die auf einem gradientenbasier-
tes Lernen (Backpropagation) erlaubenden Analognetz beruht und mittels in-
tervallwertiger Funktionen unvollstindige Informationen verarbeiten kann und
dabei eine einfache Vermittlung der verwendeten Schluweisen bietet.

Weiter wurde die Rechenstérke verschiedener neuronaler Netze durch den Ver-
gleich mit traditionelleren Rechenmethoden untersucht, wodurch einige grundle-
gende Resultate erzielt wurden. Insbesondere wurde ein neuronaler Automat op-
timaler Groe fiir eine reguldre Sprache beschrieben. Eine neue subregulédre Klasse
sogenannter Hopfieldsprachen, welche von symmetrischen Netzen als Eingabe
verwendet werden konnen, wurde vollstédndig charakterisiert. Die genaue Um-
kehrung des bekannten Hopfieldschen Konvergenzsatzes wurde bewiesen, was be-
deutet, da nicht nur alle symmetrischen Netze konvergieren, sondern auch sehr
effizent alle konvergenten Rechenvorgéinge in symmetrischen Netzen implemen-
tiert werden konnen.

Diese Resultate wurden auf analoge neuronale Modelle durch die Einfiihrung
einer allgemein einsetzbaren, stabilen Analogsimulation binérer Netze verallgeme-
inert. Auch wurde ein analoges symmetrisches Netz konstruiert, dessen Konver-
genzverhalten dasjenige jeglicher Hopfieldnetze iibertrifft, was nahelegt, da ana-
loge Modelle mit Parametern begrenzter Genauigkeit effizienter sind als binire.
Dariiber hinaus wurde das wichtige Problem der Energieminimierung fiir ana-
loge Hopfieldnetze als NP-schwierig erwiesen, fiir ein Modell also, das zum Zweck
der Optimierung tatsdchlich zum Einsatz kommt. Schlielich wurde ein grundle-
genden Ergebnis in der Berechenbarkeitstheorie mittels zeitlich-kontinuierlicher
dynamischer Systeme erzielt, indem gezeigt wurde, da symmetrische Hopfieldne-
tze, die in kontinuierlicher Zeit arbeiten, zu allgemeiner Berechnung fihig sind,
obwohl ihre Dynamik durch die Liapunovfunktion prinzipiell stark eingeschrinkt
ist.

Die Zeitkomplexitdt des Lernens in neuronalen Netzen wurde untersucht und
NP-Schwierigkeit betreffende Ergebnisse fiir weithin verwendete analoge Netze
mit logistischer Aktivierungsfunktion (sogar fiir eine einzelne sigmoidale Einheit)
bewiesen, worum es sich um ein bislang von mehreren Forschern als eines der
bedeutendsten offenen Probleme auf dem Gebiet handelt.
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