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PREDHOVOR

Ciel'om tejto ucebnice je poskytnit’ Studentom informatiky na Fakulte informati-
ky ainformaénych technolégii STU wuceleny text k prednaske ,Algebra
a diskrétna matematika‘. Diskrétna matematika patri medzi teoretické zdklady
informatiky. SIdZi nielen pre rozvoj matematicko-logickych schopnosti Studen-
tov, ale aj ako teoretickd priprava pre d’alSie ,,pokrocilejSie informatické pred-
mety. Pri koncipovani obsahu tejto prednasky stéli sme pred nel'ahkou tlohou, ¢o
zahrndt’ do jej obsahu a ¢o nie. PretoZe tato prednaska substituuje CiastoCne aj
byvaly predmet ,Linedrna algebra®, zahrnuli sme z tejto oblasti do ucebnice
v rozsahu dvoch predndsok aj zéklady linearnej algebry, tedrie matic a sdstav
linearnych rovnic spolu s elementarnou tedériou determinantov.

Ucebnica je urcend pre Studentov prvého ro¢nika bakaldrskeho $tidia, ktori maju
zédkladné stredoskolské vedomosti z tedrie mnoZin, algebry a vyrokovej logiky.
V prednaske sme sa snaZzili ¢o najviac vyjst’ v ustrety potrebdm informatiky, preto
aj oproti Casti tykajicej sa algebry je relativne uprednostnend diskrétna matema-
tika. Cielom ucebnice je aj rozvinit u Studentov schopnost’ rigor6zneho matema-
tického myslenia pri rieSeni a formulovani problémov informatiky.

Prva kapitola sa tyka metéd matematického dokazu. Kapitoly 2 az 5 sd venované
tedrii mnozin a kombinatorike, v 6. a 7. kapitole sa venujeme grupdm a boolov-
skej algebre. Kapitoly 8 aZ 9 si venované maticiam, sistavdm linedrnych rovnic
a determinantom. ZvySok ucebnice sa v 10. aZ 13. kapitole venuje tedrii grafov
a zdkladnym algoritmom a aplik4cidm tedrie grafov.

Kazd4 kapitola je sprevadzana prikladmi, ktorych rieSenie poskytne Studentom
schopnost’ dobre sa orientovat’ v danej problematike. Chceme pod’akovat’ mno-
hym naSim Studentom, ktori ndm pomohli ndjst’ vel'a neprijemnych preklepov,
nepresnosti a evidentnych chyb, a tym prispeli k zvySeniu kvality tejto ucebnice.
TaktieZ sa musime pod’akovat’ naSmu zosnulému kolegovi prof. Ing. Norbertovi
Fristackému, PhD., s ktorym sme sa ¢asto radili pri koncipovani sylabu prednas-
ky. Na jeho radu sme zaradili do prednasky Quinovu a McCluskeyho metédu
optimalizicie Boolovej funkcie Specifikujicej logicky obvod. AZ pri predndSani
tohto predmetu sme zistili, Ze tato ,,aplikacna® Cast’ diskrétnej matematiky patri
medzi Studentmi k najobl'ibenejSej Casti predmetu.

V slovenskej a ¢eskej odbornej spisbe existuje mnoho u¢ebnych textov diskrétnej
matematiky. Verime, Ze aj tento text sa dostojne zaradi medzi ne, ako modernd
ucebnica, ktorej vzorom pri jej pisani bola znama a t'azko prekonate'na Roseno-
va ucebnica ,,Discrete Mathematics and Its Applications* [14].
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1 METODY MATEMATICKEHO
DOKAZU

DEDUKTIVNY DOKAZ ® ZAKLADNE PRAVIDLA USUDZOVANIA @
MATEMATICKA INDUKCIA

V tejto kapitole budeme Studovat dva dobleZité problémy: (1) Za akych podmienok
Jje matematicky dokaz korektny a (2) aké metody moZu byt pouZité pri konStrukcii
matematickych dokazov. Metody dokazu diskutované v tejto kapitole su doleZité
nielen pre tvorbu korektnych dokazov v matematike, ale aj v samotnej informati-
ke. V teoretickej informatike sa napr. Studujii rozne metédy verifikdcie korektnosti
programu, alebo Ci operacny systém je bezpecny. V umelej inteligencii pri odvo-
dzovani novych faktov z danej databdzy poznatkov (mnoZiny vyrokovych formiil,
ktora sa vo vyrokovej logike nazyva tedria) je doleZité mat zabezpecené, aby dand
databdza bola konzistentnd (korektnd), teda aby z nej siicasne nevyplyval nejaky
vyrok a taktieZ aj jeho negdcia. MdZeme teda konstatovat, Ze zvlddnutie metéd
matematického dokazu je dolezité nielen v matematike, ale aj v informatike.

1.1 VYZNAM DOKAZU V MATEMATIKE

VETA

V matematike, podobne ako aj v informatike, vystupuji do popredia dve otazky:
(1) Za akych podmienok je matematicky dokaz korektny a (2) aké metédy moZu
byt pouZité pri konStrukcii matematickych ddkazov. V tejto kapitole budeme
hladat’ odpovede na tieto dve otdzky, budeme Specifikovat’ rézne formy matema-
tickych dokazov.

Veta (teoréma, vyrok, skutocnost, fakt, argument, alebo vysledok) je vyrok,
o ktorom moZe byt dokdzané, Ze je pravdivy. V tejto stvislosti hovorime
0 dokaze vety, ktory spoc¢iva v postupnosti jednotlivych ,,medzikrokov®, ktoré su
odvodené bud’ z mnoZiny jednoduchych postuldtov, nazyvanych axiémy, alebo
z predchadzajicich viet (pomocnych viet, ¢asto nazyvanych lemy) danej po-
stupnosti. Komplikované ddkazy st obvykle jasnejsie formulované, ked’ ich do-
kaz je rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré st formulované ako samostatné
vety. Tieto medzikroky — vety v postupnosti si vytvdrané pomocou pravidiel
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KOREKTNOST vV
INFORMATIKE
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odvodzovania (pravidiel usudzovania), ktoré z niekol’kych pravdivych tvrdeni —
argumentov vytvori nové pravdivé tvrdenie — argument.

Met6dy dokazu diskutované v tejto kapitole s ddlezité nielen pre tvorbu korekt-
nych dokazov matematickych viet v matematike, ale aj v samotnej informatike.
V teoretickej informatike sa napr. Studuji rézne metddy verifikdcie korektnosti
programu, alebo ¢i operacny systém je bezpecny. V umelej inteligencii pri odvo-
dzovani novych faktov z danej databazy poznatkov (mnoZiny vyrokovych for-
mul, ktord sa vo vyrokovej logike nazyva tedria) je doleZité mat zabezpecené,
aby dana databdza bola konzistentna (korektnd), teda aby z nej sicasne nevyply-
val nejaky vyrok a taktieZ aj jeho negicia. M6Zeme teda konstatovat, Ze zvladnu-
tie metéd matematického dokazu je doleZité nielen v matematike, ale aj
v informatike.

Nizsie uvedena forma dokazu sa nazyva deduktivny dokaz, ktory obsahuje:

e systém elementdrnych pojmov, ktoré st pouzivané pri formulAcii zaklad-
nych zloziek deduktivneho dokazu,

o systém axiom (zékladné elementdrne poznatky, ktoré su pokladané za
evidentné),

o pravidld odvodzovania (pomocou ktorych sa uskutociiuje dokaz),

e vety (deduktivne poznatky — argumenty), ktoré boli odvodené z axiém
pomocou pravidiel odvodzovania a ktoré podstatne zjednodusuji
a skracuju dokazy d’alSich novych deduktivnych poznatkov.

Poznamenajme, Ze tak v matematike, ako aj v informatike, sa v ojedinelych pri-
padoch pouZiva aj induktivne usudzovanie (ddkaz), ktoré je zaloZené na pozoro-
vani urcitych skuto€nosti, ktoré sa asto opakuji v analogickych situdciach. Tieto
pozorované skutoc€nosti st ,.,induktivne* zovSeobecnené. Nové pojmy, ktoré boli
zavedené tymto ,,induktivnym® spdsobom sa neskorsie bud’ dokdzu deduktivne
v ramci daného systému pojmov, alebo sa postuluji ako nové Specidlne axiémy.
Tieto ojedinelé situdcie v dejindich matematiky vzdy znamenali vznik novych
oblasti matematiky, ktoré nie su striktne deduktivne dokazatelné zo znamych
pojmov a reprezentuji akty kreativnosti v matematike, ktoré taktieZ znamenaja,
Ze matematika nie je len veda deduktivneho charakteru, kde sa da kazdy pojem
odvodit’ z inych jednoduchsich poznatkovl.

Ilustrativny priklad axiomatického systému

UvaZujme jednoduchy axiomaticky systém, ktory obsahuje tri elementdrne pojmy
— “vrchol’, “hrana’, “leZat’ na” a tri axiomy

A,. Kazdy vrchol lezi aspoii na jednej hrane.

A,. Pre kazdi hranu existujd prave dva vrcholy, ktoré na nej lezZia.

' To e matematika nie je veda &isto deduktivna m4 aj iné hlboké dovody.
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VETA1.1.

VETA 1.2.

OBRAZOK 1.1.
GRAFOVY MODEL

VETA1.3.

Aj. Méame prave 5 vrcholov.

Tento axiomaticky systém mdze mat’ rOzne interpretdcie. Interpreticia, v ktorej
su axiomy pravdivé vyroky, sa nazyva model axiomatického systému. UZ pouZitd
terminolégia navodzuje zavedenie modelu grafu’, kde vrchol je bod a hrana je
¢iara obsahujica na svojich koncoch dva vrcholy, pozri obr. 1.1. DokdZeme tieto
dve vety, ktoré vyplyvaju z axiomatického systému.

Kazdy graf m4 aspon tri hrany.

Podl'a axiémy A; kaZdy vrchol leZi asponi na jednej hrane, ¢iZze pre l'ubovolny
vrchol V; existuje takd hrana Hj, na ktorej dany vrchol lezi. Tymto mame zabez-
pecent existenciu hrany Hy, ktord podl'a axiémy A, leZi na dvoch vrcholoch, ten-
to druhy vrchol ozna¢ime V,. Pre zostdvajice tri vrcholy Vi, V4 a Vs musia exis-
tovat’ asponi dve hrany H, a Hj, ktoré leZia na tychto troch vrcholoch.

Kazdy graf m4 jeden vrchol, ktory leZi aspoti na dvoch hrandch.

Dokaz tejto vety priamo vyplyva zo spdsobu dokazu vety 1.1. PretoZe v druhej
Casti grafu mame tri vrcholy a dve hrany, musi existovat’ aspoii jeden vrchol, kto-
ry leZi aspoil na dvoch hranich, ¢o bolo potrebné dokazat' (QED). Model, ktory
ilustruje tieto dve vety je znazorneny na obr. 1.1.

VOLOV
1 2

Grafovy model jednoduchého axiomatického systému z vety 1.1. Diagram znazoriiuje model,
ktory obsahuje 3 hrany, priCom prave jeden vrchol leZi na dvoch hranéch.

Z nasich predchédzajicich vysledkov vyplyva, Ze mdzeme deduktivny systém
rozsirit' o novy elementdrny pojem ,,komponent, ktory popisuje taku cast’ grafu,
z ktorej vrcholy nie sd spojené cestou pozostavajicou z postupnosti hrén
s vrcholmi z ostatnych Casti, ale vZdy existuje cesta medzi 'ubovol'nou dvojicou
vrcholov komponentu. Z obr. 1.1 vyplyva jednoduchi veta.

Ak mé graf dva komponenty, potom jeden z komponentov obsahuje len jednu
hranu.

Z definicie komponentu vyplyva, Ze mnoZina vrcholov je separovana na dve dis-
junktné podmnoziny vrcholov, ktoré nie si prepojené spolo¢nou hranou a pre
kazdd hranu existuji prave dva vrcholy, ktoré na nej leZia. Z tychto dvoch sku-
tocnosti vyplyva, Ze toto disjunktné rozdelenie mnoziny vrcholov je mozné len na
dve podmnoziny, ktoré obsahuji dva a tri vrcholy. PodmnoZina s dvoma vrchol-
mi reprezentuje komponent.

% Pojem grafu bude podrobne tudovany v kapitolach 10 az 13.
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1.2 PRAVIDLA USUDZOVANIA VO VYROKOVEJ LOGIKE

Pravidl4 usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schému
predpoklad,

predpoklad,
zdver

ktord obsahuje n predpokladov a jeden zdver. Tato schéma usudzovania je totoZz-
na so symbolom logického dokazu

(1.1)

{ predpoklad, ..., predpokladn} F zdver (1.2a)
alebo formalne
{0,,..0,} 0 (1.2b)
Tato formula logického dokazu moZe byt prepisana do formuly
FoAnng, =0 (1.3a)
alebo v ekvivalentnom tvare, kde konjunkcie st nahradené implik4ciami
o = ((p2 = (=.(o, :>(p))) (1.3b)

TabulPka 1.1. Schémy usudzovania vyrokovej logiky

& Schéma Sy
usudzovania Teoréma vyrokovej logiky Nazov schémy

ivq p=(pvaq) adicia
pArg simplifikédcia
14 (p " q) —F (zjednodusenie)
p
q p:>(q:>(p/\q)) konjunkcia
pnrg

p

P=4 p:>((p:>q):>q) modus ponens
q

-q

rP=4 —q= ((P =q)= —'p) modus tollens
—p

P=4 C 1
q=r (p=aq)=((g=r)=(p=r)) hypoteticky

r=: sylogizmus
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KONZISTENTNE
PREDPOKLADY =

3 INTERPRETACIA,
KEDY SU PRAVDIVE

PRiKLAD 1.1.

PRIKLAD 1.2.

PRiKLAD 1.3.

P disjunktivny

P (p v q) = (—|p = q) sylogizmus

q
Zq:;—q_p ( p= q) = (—|q = —|p) inverzia implikacie
pP=4q

pP=q reductio ad absurdum
—p (r=4q)=((p=—q)=-p)

Tab. 1.1 obsahuje 9 obvyklych schém usudzovania vyrokovej logiky, priCom
kazda schéma je sprevadzana aj zdkonom (tautolégiou) vyrokovej logiky (v tvare
formuly (1.3b)) a obvyklym historickym ndzvom. Hovorime, Ze predpoklady su
konzistenmé vtedy a len vtedy, ak existuje aspoii jedna interpretdcia’ pravdivost-
nych hodnét vyrokovych premennych, pre ktord su vSetky predpoklady pravdivé.
V opa¢nom pripade je mnoZina predpokladov nekonzistentnd (kontradiktorna)
a je charakterizovand tym, Ze z nej suicasne logicky vyplyva nejaky zdver a aj
jeho negacia.

Majme dva predpoklady: prvy predpoklad je vyrok ‘prsi” a druhy predpoklad je
implikacia “ak prsi, potom je cesta mokrd’. PouZzitim pravidla usudzovania mo-
dus ponens, z pravdivosti tychto dvoch predpokladov vyplyva pravdivy zdver
“cesta je mokrd’, ¢o moZeme formalne vyjadrit pomocou schémy

prsi

ak prsi, potom cesta je mokrd

| cesta je mokrd

Pouzitim schémy usudzovania adicie k pravdivému vyroku “teplota je pod bodom
mrazu” mdZeme pomocou disjunkcie priradit’ lubovol'ny vyrok (pravdivy alebo
nepravdivy), napr. ‘prsi’, dostaneme pravdivy zaver “feplota je pod bodom mrazu
alebo prsi”

| teplota je pod bodom mrazu

| teplota je pod bodom mrazu alebo prst

Uvazujme dva vyroky “ak dnes bude prsat, potom sa nepdjdem kiipat” a “ak sa
nepdjdem kiipat, potom navstivim pribuzného’. Pouzitim schémy usudzovania
nazvanej hypoteticky sylogizmus dostaneme z tychto dvoch predpokladov zaver
“ak dnes bude prsat, potom navstivim pribuzného”
ak dnes bude prsat, potom sa nepdjdem kiipat
ak sa nepdjdem kiipat’, potom navstivim pribuzného
| ak dnes bude prsat, potom navstivim pribuzného

3 Nech p, g, ..., r sii atomické vyrokové premenné, potom interpretdcia (vzhl'adom k tymto premennym) je oznadena
symbolom T =(p/1,q/0.....,r/1) . Specifikuje pravdivostné hodnoty jednotlivych premennych; v tomto konkrétnom

pripade premennd p je pravdivd, premennd q je nepravdivd,... a premennd r pravdivd. Ak mdme n premennych, po-
tom existuje 2" rdznych interpretacii. (Pozri kapitolu 1.4 v naSej knihe Matematicka logika [11].)
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PRIKLAD 1.4.

Tito schému mdzeme sformalizovat’ pomocou vyrokov
p ="dnes prsi’
q ="kupem sa’
r = ‘navstivim pribuzného’
potom schéma mé tento formdlny tvar mierne modifikovaného hypotetického
sylogizmu
pP=—q
—q=r
p=>r
ktord je odvodena z pdvodnej schémy hypotetického sylogizmu substiticiou, kde
vyrokova premennd ¢ je substituovana negaciou —gq.

V poslednom priklade 1.3 boli uz pouzité vyrokové premenné, ktoré ndim umoz-
nia vykonat’ formaliziciu celého procesu dokazu pomocou postupnosti elemen-
tarnych krokov. Obratime nasu pozornost’ na formulu (1.2b) logického vyplyva-
nia vyrokovej formuly ¢ z predpokladov, ktoré st reprezentované formulami @,
®2,..., @,. Logické vyplyvanie ilustrujeme jednoduchym prikladom.

Postulujme, Ze mnoZina predpokladov obsahuje tieto formuly — zloZené vyroky:
¢ = “dnes poobede nie je slnecno a je chladnejSie ako véera”
O, = ‘pojdeme sa kiipat’ len vtedy, ak bude slnecno’
03 = “ak sa nepdjdeme kiipat, potom sa budeme clnkovat na rieke”
©4 = “ak sa budeme clnkovat na rieke, potom sa vrdtime domov podvecer”
pozadovany zdver ma tvar
¢ = “budem doma podvecer”
Pomocou vyrokovych premennych
p = “dnes poobede je slnecno’
q = “je chladnejsie ako véera”
r = "pojdeme sa kipat ”
s = " budeme c¢lnkovat na rieke”
t = “vrdtime sa domov podvecer”
vykondme formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{-prg(r=p)A(p=r)—r=ss=t}kt

UkéazZeme, Ze tato schéma je platnd pomocou postupnosti elementarnych krokov,
kde budeme pouZivat’ schémy usudzovania z tab. 1.1.

—PAqg predpoklad,
(r=p)Aa(p=r) predpoklad,
—r=s predpoklad;
s=>t predpoklad,

—p simplifikécia predpokladu;
q simplifikacia predpokladu,

N =

r = p simplifikicia predpokladu,
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DOKAZ AKO
POSTUPNOST
FORMUL

OBRAZOK 1.2.
STROM
ODVODENIA PRE
PRIKLAD 1.4.

PRIKLAD 1.5.

8. |-r medzivysledok 5 a modus tollens na predpoklad,
9.1s medzivysledok 8 a modus ponens na predpoklad;
10.] ¢ medzivysledok 9 a modus ponens na predpoklad,

V tivodnej Casti kapitoly 1.1 bolo poznamenané, Ze dokaz je mozné charakterizo-
vat’ ako postupnost’ formiil, kde poslednd formula sa rovnd poZadovanému zave-
ru, mdZeme teda pisat’
(prqg)—=>(r=p)>(-r=s)>(s=1)—>(—p) > (q9) = (=r)—>(s) > (1)
Tito postupnost’ formil moZeme reprezentovat' aj pomocou ,,stromu dokazu‘
znazorneného na obr. 1.2.

(r=p)A(p=r) —pAg

simpldﬁkdcia implifikavs
r=p q
modus |tollens
modus|ponens
Ky S—=t

modus|ponens
4
Strom odvodenia pre logicky dokaz z prikladu 1.4.

Nech mnozina predpokladov obsahuje tieto zlozené vyroky:
@1 = “ak mi posles email, potom program dokoncim”
O, = “ak mi neposles email, potom pdjdem spat’ skor”
O3 = “ak pdjdem spat skor, potom sa rano zobudim odpocinuty”
poZadovany zaver ma tvar
¢ = “ak nedokoncim program, potom sa rdno zobudim odpocinuty”
Pomocou vyrokovych premennych
p = ‘posles mi email
q = ‘program dokoncim”
r = ‘pojdem spat skor’
s = “rdno sa zobudim odpocinuty”
vykondme formalizaciu schémy logického vyplyvania do tvaru
{p:>q,ﬁp:>r,r:>s}l—ﬁq:>s
Pomocou postupnosti elementarnych krokov, kde budeme pouZzivat’ schémy usu-
dzovania z tab. 1.1, ukdzeme, Ze tito schéma je platné

1.] p=>¢q predpoklad,
2.| =p=>r  predpoklad,
3. r=s predpoklad;
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OBRAZOK 1.3.
STROM
ODVODENIA PRE
PRIKLAD 1.5.

VETA O DEDUKCII

&

OBRAZOK 1.4.
STROM
ODVODENIA PRE
PRIKLAD 1.6.

4. —g= —p inverzia implik4cie na predpoklad;
5.] —g=r  hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 4 a predpoklad,
6.] mg=s hypoteticky sylogizmus na medzivysledok 5 a predpoklad;
Diagramaticka interpretacia tohto logického dokazu je vykonand pomocou stro-
mu dokazu zndzorneného na obr. 1.3.

P=q

l

—g=>—p —p=>r

hypoteticky|sylogizmus

—q=r r—=s

hypoteticky|sylogizmus
—g=>s
Strom odvodenia pre logicky ddkaz z prikladu 1.5.
Uskutoénenie logického dokazu {@,,....¢,} - @ moZe byt podstatne zjednoduse-

né. Ak mnozinu predpokladov {(pl,...,(pn} rozSirime o novy ,,pomocny* predpo-

klad w, potom vo vyrokovej logike plati veta o dedukcii (pozri vetu 2.3
v Matematickej logike [11]), ktord ma tvar

({(pl,...,(pn} u{y}F (p) = ({(pl,...,(pn} TS (p)) (1.4)
To znamen4, Ze logicky dokaz formuly ¢ pomocou rozsirenej mnoZiny predpo-
kladov {@,,....0,} U{w} je rovnocenny logickému dokazu formuly y =@ po-

mocou povodnej mnoZiny predpokladov.
=4

veta o dedukcii
modus|ponens A

q q=>r .

modus|ponens

veta o, dedukcii F 7 veta oidedukcii

e

(P=g)=((g=n=(p="))
Strom odvodenia pre logicky ddkaz z prikladu 1.6.
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PRIKLAD 1.6.

TAUTOLOGIA PLATI
PRE PRAZDNU
MNOZINU
PREDPOKLADOV

PRIKLAD 1.7.

Pomocou logického ddkazu zaloZeného na (1.4) dokdZeme zdkon hypotetického
sylogizmu vyrokovej logiky

{p=qq9=r}u{p}tr
kde mnoZina {p=q,q=r} obsahujica pdvodné predpoklady je rozsirend

0 pomocny predpoklad p.

1.] p=¢ predpoklad,

2.1 g=>r predpoklad,

3.1p pomocny predpoklad

4.1 q modus ponens na predpoklad; a pomocny predpoklad

5.]r modus ponens na predpoklad, a medzivysledok 4

6. p=>r pouZitie (1.4) na vysledok 5 a pomocny predpoklad

7.1 (g=r)=(p=r) pouzitie (1.4) na vysledok 6 a predpoklad,

8.1 (r=4q)=((¢=r)=(p=r)) pouzitie (1.4) na vysl. 7 a predpoklad,

V krokoch 7 a 8 sme opakovane pouzili vzt'ah (1.4), kde sme z mnoZiny predpo-
kladov vzdy eliminovali jeden predpoklad. Findlny vysledok uz plati pre prazdnu
mnoZinu predpokladov, ¢o znamend, zZe formula je zdkonom (tautol6giou) vyro-
kovej logiky.

V kapitole 1.1 bolo zddraznené postavenie viet vo formdlnom logickom systéme
ako efektivnej skratky logickych dokazov, kde sa uz nemusi opakovat’ to, ¢o uz
raz bolo dokdzané. Tento pristup vystavby formalnych syst¢émov pomocou viet
aich vyuZivania patri medzi zdkladné ¢rty formalnych systémov, ktorych vystav-
ba sa uskutoctiuje hlavne pomocou prepojenej siete viet, ktoré si dokazované
pomocou uz dokdzanych viet v predoslych krokoch.

Nech y je veta (tautoldgia), potom logicky dokaz {@,.,....@, } - @ mdZe byt rozsi-
reny o vetu  takto
({010, Fo)= ({00} U{w} o) (1.5)

Vyznam tohto rozSirenia spoc¢iva v tom, Ze zahrnutie vhodnej vety (tautoldgie)
mdZe podstatne zjednodusit’ dokaz vety.

Dokazte zdkon rezolventy4
(pva)=((-pvr)=(avr))

pomocou zdkona hypotetického sylogizmu
(p=a)=((a=r)=(r=r))

a pomocou vety o disjunktnom tvare implikécie, (p = g)=(—p Vv q), formilne

* V knihe Matematicka logika [11] je rezolventa (alebo rezoluény princip) formulovand pomocou vety 5.2 ako for-
mula (BvI)A(Cv—l)=(BvC),ktord sa d jednoduchymi tpravami previest na rezolventu z prikladu 1.7.
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{(p=a)=(a=r)=(p=1)))ui(p=49)=(-pva)}
F((pvqf):((ﬁl;vr)ﬁ(qfvr)))

¢

Logicky ddkaz pozostdva z tejto postupnosti medzivysledkov:

Ll (p=q)=((g=r)=(p=r))  predpoklad,

2.1 (p=q)=(—pvq) pomocny predpoklad - veta

3.1 (-pvg)= ((—|q vr)=(=pvr)) prepis 1 pomocou vety 2

4. (~qvp)= ((—|p vr)=(=gvr)) prepis 3 pomocou zdmeny p <> g
51 (pvg)= ((—|p vr)=(gqv r)) prepis 4 pomocou substiticie —q/q

Uplne analogickym spdsobom by sme mohli dokédzat’, Ze zdkon rezolventy je
mozné prepisat’ na zdkon hypotetického sylogizmu, z ¢oho plynie, Ze tieto dva
zakony st navzdjom ekvivalentné:

(r=a)=((g=r)=(p=1)=((Pva)=((-pvr)=(qvr)))

Chybné pravidla usudzovania

POTVRDENIE
DOSLEDKU

POPRETIE
PREDPOKLADU

Existuji jednoduché modifikicie schém usudzovania modus ponens a modus
tollens, ktoré nie su korektné. Prva nekorektnd schéma sa nazyva potvrdenie do-
sledku (affirming the consequent)

q
pP=4q (1.6a)

p
Druhd sa nazyva popretie predpokladu (denying the antecedent)

4
P=4q (1.6b)

-q

Prvé schéma ,,popretie predpokladu® je ilustrovana prikladom
vydala som sa

ak som peknd, tak sa vydam

| som peknd
Zaver nie je korektny, mdzZe sa vydat’ aj vtedy, ked’ nie je peknd. Druhd schéma
»potvrdenie dosledku* modze byt ilustrovana podobnym prikladom
nie som peknd

ak som peknd, tak sa vydam

| nevyddm sa
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Chyba v usudzovani je podobnd ako v predchddzajicom priklade. O nekorekt-
nosti schém usudzovania (1.6a-b) sa l'ahko presved¢ime tak, Ze im priradime
formuly vyrokovej logiky

q:>((p:>q):>p) (1.72)

—p=((p=4q)=—q) (1.7b)

Pre prvi formulu existuje interpretacia premennych Tt = (p/0, g/0), pre ktort ma
prva formula (1.7a) pravdivostnd hodnotu ‘0. Této interpretdcia moZe byt pouZi-
td aj pre druht formulu (1.7b) aby sme ukdzali, Ze formula m4 pravdivostni hod-
notu ‘0”. To znamen4, Ze obe formuly (1.7a-b) nie sd tautoldgie, ¢iZe nemozu byt
zékonmi vyrokovej logiky.

Ako sved¢ia mnohé kognitivno-psychologické vyskumy, obe tieto schémy, aj
ked’ st chybné, Casto sa vyuZivaji v beznom usudzovani, moZno ich teda pokla-
dat’ za ,.klasické chyby* nasho kaZdodenného uvaZovania.

1.3 PRAVIDLA USUDZOVANIA
V PREDIKATOVEJ LOGIKE

KONKRETIZACIA
UNIVERZALNEHO
KVANTIFIKATORA

Predikatova logika moZe byt chdpana ako rozsirenie vyrokovej logiky o tzv.
kvantifikatory (vSeobecny a existencny) (pozri kapitoly 6 — 8 v Matematicke;j
logike [11]). Zakladné schémy usudzovania v predikitovej logike su uvedené
v tab. 1.2.

Tabulka 1.2. Schémy usudzovania predikatovej logiky

Teoréma predika-

Schéma usudzovania . .
tovej logiky

Nézov schémy

Vx P(x) (Vx p (x)) = P(c) Konkretizdcia univerzal-

p( c) neho kvantifikétora

p( c) pre kaZdé c Zovseobecnenie  pomo-
P(c)= (Vx P(x)) | cou univerzdlneho kvan-

Vx P(x) tifikdtora

Ax P(x) (Elx p (x)) = P(c) Konkretizdcia  existend-

P(c) pre nejaky element ¢ ného kvantifikatora

p(c) pre nejaky element c Zovseobecnenie  pomo-
P(c)=(3x P(x)) | cou existentného kvanti-

3x P(x) fikdtora

Ak nejaku vlastnost’ P(x) mé kazdy objekt (individuum) z univerza U, Vx P(x) ,

potom tiito vlastnost’ musi mat’ aj l'ubovol'ny konkrétny objekt ¢ z tohto univerza,
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ZOVSEOBECNENIE
POMOCOU
UNIVERZALNEHO
KVANTIFIKATORA

(Vx P(x))= P(c) (1.8)

Tato vlastnost’ je priamym dosledkom intuitivnej interpreticie univerzilneho
kvantifikatora ako konjunkcie vlastnosti P(x) pre kazdy objekt x z konecného
univerza

Vx P(x)=,, /}/P(x)zP(a)/\P(b)/\.../\P(u) (1.9)

Ak na tdato formulu (predpoklad) pouZijeme schému usudzovania simplifikicie z
tab. 1.1, potom vlastnost’ P ma menovite kazdy objekt z U

(1.10)

Potom musi platit’ aj implikécia (1.8). Ako ilustraény priklad tejto vlastnosti uni-
verzdlneho kvantifikatora uvedieme klasicky priklad konkretizicie zo stredove-
kej logiky

kaZdy clovek je smrtelny

Sokrates je clovek

| Sokrates je smrtelny
kde Sokrates patri do univerza U (obsahujiceho vSetkych l'udi) platnosti kvanti-
fikatora V. Tuto schému usudzovania méZeme zovSeobecnit’ takto
V(xe U)P(x)
cel (1.11)

P(c)

Ak sa nam podari dokazat, Ze vlastnost P ma kazdy objekt z nejakého univerza
U, potom vzhl'adom k tomuto univerzu moéZeme definovat’ univerzalny kvantifi-
kator V

P(a)n..AP(c)n..= \ P(x)=,, Vx P(x) (1.12)

Ak pouZijeme na tito formulu schému usudzovania konjunkcie z tab. 1.1, potom

(1.13)

Vx P(x)

potom musf platit’ aj
P(c)=(Vx P(x)) (1.14)

s pozndmkou, Ze ¢ je l'ubovolny objekt z univerza U. ZovSeobecnenie pomocou
univerzdlneho kvantifikdtora sa Casto pouziva v matematike implicitne, pretoZe
dokaz vlastnosti P(c) bol vykonany nielen pre urcity Specificky objekt, ale pre
Tubovolny objekt c.
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INDUKTIVNE
ZOVSEOBECNIE A
FALZIFIKACIA

ROzSIROVANIE
PLATNOSTI

KONKRETIZACIA
EXISTENCNEHO
KVANTIFIKATORA

V mnohych pripadoch mimo matematiku, pouZitie zov§eobecnenia podl'a schémy
usudzovania (1.13) (alebo predikatovej formuly (1.14)) tvori zdklad tzv. induk-
tivneho zovSeobecnia, v ktorom sa snaZzime parcidlne poznatky zovSeobecnit’ pre
kazdy objekt postulovaného univerza U. V tejto suvislosti potom vystupuje do
popredia podla rakidsko-anglického filozofa Karla Poppera problém falzifikicie
vieobecného vyroku Vx P(x). Sta&i ndjst’ jeden objekt o€ U, pre ktory neplati

vlastnost’ P, =P (o), potom vieobecny vyrok Vx P(x) je neplatny, —Vx P(x).

Ako ilustrany priklad budeme Studovat’ univerzum U, ktoré obsahuje vSetky
labute na naSej planéte. Experimentdlnym pozorovanim zistime, Ze pre velkd
podmnoZinu U’ C U plati, Ze kazda labut’ z nej je biela (tito vlastnost’ oznacime
predikdtom B). Tidto skutocnost’ mdZeme ,,poctivo‘ zovSeobecnit’ pomocou uni-
verzélneho kvantifikatora V~ definovaného vzhl'adom k ,,poduniverzu* U’

V'x B(x)=,, /\,B(x)

V dosledku urcitej netrpezlivosti, pozorovatel zovSeobecni tento poznatok pre
celé univerzum U, postuluje platnost’ formuly Vx B(x). Falzifikécia tejto vlast-

nosti spociva vtom, Ze najdeme takd labut’ (napr. pod sklenenym mostom
v Piest’anoch), ktord je Cierna, potom automaticky plati —=Vx B (x) .

V tejto sdvislosti mdZeme hovorit” aj o verifikdcii vlastnosti V'x B(x), dalimi
a d’alsimi pozorovaniami rozSirujeme univerzum U’ o d’alSie objekty x, ktoré
majd vlastnost’ B(x). AvSak je potrebné poznamenat’, Ze toto rozSirovanie plat-
nosti V'x B(x) o d’alSie objekty ndm neprinasa novy poznatok, neustile plati, Ze
»labute su biele”, len mame stile rozsiahlejSie vedomosti o evidentnosti tohto
poznatku. Preto falzifikicia, na rozdiel od verifikdcie, je zdsadne doleZitd pre
induktivne zovSeobeciiovanie, napomédha ndm pri vzniku novych poznatkov (co
ako prvy zdoraznil Karl Popper).

Ak nejaka vlastnost’ plati pre niektory objekt ce U , potom musi platit’ aj impli-
kéacia

(3xP(x))= P(c) (1.15)
alebo pomocou schémy usudzovania
| Ix P(x)
(1.16)

| P(c) pre nejaky element ¢
Tato vlastnost’ konkretizicie existencného kvantifikatora vyplyva priamo z jeho
intuitivnej interpretidcie pomocou disjunkcie predikidtov nad kone¢nym univer-
zom
IxP(x)=, V P(x)=P(a)v..vP(c)v.. (1.17)
T oxeU

Disjunkcia vyrokov je pravdivd vtedy alen vtedy, ak aspoil jeden jej vyrok je
pravdivy, potom existuje aspon jeden objekt ¢ pre ktory je vyrok P(c) pravdivy,
t. j. plati implikacia (1.15).
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ZOVSEOBECNENIE
POMOCOU
EXISTENCNEHO
KVANTIFIKATORA

PRIKLAD 1.8.

PRIKLAD 1.9.

Podra tejto ,,skromnej* schémy usudzovania, ak nejaka vlastnost’ P plati asponi
pre jeden objekt ¢ z univerza U, potom tito skutocnost’ méZeme zovSeobecnit
pomocou existencného kvantifikatora 3
P(c)= \/UP(x) =4 3X P(x) (1.18)
xXe

kde sme pouzili schému usudzovania s ndzvom adicia z tab. 1.1. Tudto implikéciu
mdZeme vyjadrit’ pomocou schémy usudzovania
| P(c) pre nejaky element ¢

1.19
|Elx P(x) (19

Spojenim (1.15) a (1.18) dostaneme
P(c)EEIx P(x) (1.20)

Podra tejto formuly, pravdivost’ vyroku P(c) je ekvivalentna pravdivosti vyroku
s existenénym kvantifikdtorom 3x P(x).

Ukaézte, Ze zaver ¢ vyplyva z predpokladov @; a @,:
¢ = ‘kazdy kto navstevuje prednasky z diskrétnej matema-
tiky je Studentom STU*
0, = ‘Méria navstevuje prednasky z diskrétnej matematiky’
¢ = ‘Maria je Studentka STU”.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
¢, = Vx (DM (x) = STU (x))
¢, = DM (Maria)

|(p =STU (Maria)
kde DM(x) je predikat ‘objekt x navstevuje prednaSku z diskrétnej matematiky’

a STU(x) je predikat ‘objekt x je Studentom STU’. Korektnost’ rieSenia overime
postupnost’ou formdl

1. |Vx(DM (x)= STU (x)) predpoklad,
2. | DM (Maria) predpoklad,

DM (Maria) = STU (Maria) konkretizécia 1
4. |STU (Maria) modus ponens na 2 a 3

Ukazte, Ze zaver ¢ vyplyva z predpokladov @; a @y:
O© = ‘niektori Studenti navstevujiici predndSku necitali
predpisanti ucebnicu *
0, = ‘kaZdy Student navstevujiici predndsku vykonal skiisku’
¢ = ‘niektori Studenti, ktori vykonali skiisku, necitali
predpisanii ucebnicu’.

Tieto tri vyroky prepiSeme do tvaru
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¢, =3x (P(x) A —|N(x))
0, = Vx(P(x) = S(x))

‘(p =EIx(S(x)/\—|N(x)>
kde P(x) je predikat ‘objekt x navstevuje predndsku’, N(x) je predikat “objekt x
¢ital predpisanii ucebnicu’, S(x) je predikat “objekt x vykonal skisku’. Korek-
tnost’ rieSenia overime postupnost’ou formul
1] 3x (P(x) A —|N(x)) predpoklad,

2.| Vx(P(x)=S(x)) predpoklad,

P(c)A=N(c) konkretizécia predpokladu,
simplifikécia 3

c simplifikécia 3

= S(c) konkretizécia predpokladu,
modus ponens na 4 a 6

¢)A=N(c) konjunkcia 5 a7

L X NN AW
~
—_ >~
o

Jx (S (x)A=N (x)) zovseobecnie 8 pomocou existenéného kvantifikdtora

Ako vidiet’ z uvedenych prikladov, dokazy formil obsahujicich kvantifikatory st
zmesou aplikacii schém usudzovania tak z vyrokovej, ako aj predikatovej logiky.
Téato skutocnost’ vyplyva z faktu, Ze predikitova logika je vlastne zovSeobecne-
nim vyrokovej logiky, ktord je ,,vnorend* do predikatovej logiky; vsetky zdkony
vyrokovej logiky st aj zdkonmi predikatovej logiky.

1.4 METODY DOKAZU VIET

PRIAMY DOKAZ

&

Ddkaz vety je vo vSeobecnosti obtiazny a netrividlny problém, ktory len
v ojedinelych pripadoch mbze byt vykonany priamociarym mechanickym postu-
pom. Preto v matematike vznikli r6zne metédy ddokazu viet, z ktorych uvedieme
najddlezitejsie: priamy dokaz, nepriamy dokaz, dokaz sporom a dokaz vymenova-
nim pripadov.

Implikdcia p = g modZe byt dokazana tak, Ze ukdZzeme, Ze z predpokladu pravdi-
vosti vyroku p vyplyva taktiez aj pravdivost’ vyroku ¢. Tito jednoduchd formuldciu
priameho ddkazu moZeme upresnit’ tak, Ze pri dokaze vychddzame z axiém
{@,,...9,} azuZdokdzanych viet {y,,....y, }, potom dokaz p = g mdZeme cha-

rakterizovat’ vztahom logického dokazu
{o,n0, } U{y,,..ow, U{p}q (1.21)
V tejto schéme mame na lavej strane vSetky axidmy systému, dokdzané potrebné
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PRikLAD 1.10.

NEPRIAMY
DOKAZ

&

PRikLAD 1.11.

DOKAZ SPOROM

&

vety (tautoldgie) a predpoklad p. PouZitim pravidiel odvodzovania (modus ponens,
pravidld substitiicie,...) z tychto ,,predpokladov‘* odvodime dbsledok g.

z w2

™ . z : 2. [ z N3
Dokézte vetu ,,ak n je neparne prirodzené Cislo, potom n” je taktieZ neparne Cislo®.

PoZadovani vetu sformalizujeme pomocou implikécie

(n je nepdrne cislo) = (n2 je nepdrne ét’slo)

P q
PouZijeme techniku priameho ddkazu, z predpokladu pravdivosti p dokdzeme
pravdivost’ dosledku g.

Nech n je nepéarne prirodzené Cislo, potom existuje také nezaporné celé Cislo k, Ze
n =2k +1. Pre kvadrat ¢isla n plati
n’ =(2k+1)" =4Kk” +4k +1=2(2Kk" +2k)+1=21 +1

|
1

Cize aj kvadréat n* je neparne cCislo. Tymto sme dokazali platnost implikacie
pP=49q.

Technika nepriameho dokazu je zaloZend na ekvivalencii (nazyvanej zdkon inver-
zie implikdcie) (p = gq)=(—g=—p), podla ktorej, ak v implikdcii vymenime
poradie jej ¢lenov, potom musime negovat’ aj jej jednotlivé ¢leny. Z tohto zdkona
vyplyva, Ze dokaz implikacie ( p=> q) je ekvivalentny dokazu ,,inverznej impli-

kacie —g = —p .
Dokazte vetu ,,ak 3n + 2 je neparne Cislo, potom aj n je neparne Cislo®.

Vetu upravime do tvaru implikécie
(3n +2 je nepdrne éislo) = (n je nepdrne él’slo)

p q
Budeme dokazovat’ inverznu implikdciu
(n Jje pdrne él’slo) = (3n +2 je pdrne éfslo)

—a -
Nech n je parne ¢islo, potom existuje také nezdporné celé Cislo k, Ze n = 2k. Pre
takto Specifikované &islo n dostaneme 3n+2=3(2k)+2=2(3k +1), ktoré je par-
ne. Tymto sme dokdzali inverznd implikdciu —g = —p , CiZze musi platit’ aj ,,p0-
vodnd“ implikicia p = ¢q.

Tento typ dokazu je zaloZeny na schéme ,,reductio ad absurdum® z tab. 1.1

pP=4
p=—q (1.22)
—-p
zaloZenej na zdkone vyrokovej logiky
(p=4q)=((p=—a)=-») (1.23)

Tito schému usudzovania moéZeme interpretovat’ tak, Ze ak z predpokladu p sticas-
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PRiKLAD 1.12.

DokAz
VYMENOVANIM
PRIPADOV

&

ne odvodime g a —g, potom musi byt pravdiva negacia —p vychodiskového pred-
pokladu.

Dokézte, 7e /2 je iraciondlne ¢fslo.

Predpokladajme, Ze V2 je racionélne ¢islo, tento vyrok oznac¢ime
p= 2 Jje raciondlne cislo'
Z tohto vyroku vyplyva, Ze ¢islo V2 mi tvar o/B, kde o a P sa celé nestdelitelné
Cisla, tento vyrok oznacime
q="2 = /P, kde 0. sii celé nesiidelitelné cisla'
t. j. plati implikécia p = ¢q . ijravou matematického vyrazu z vyroku g dostaneme

formulu o =2p*, zktorej vyplyva, Ze ¢islo o =2k je parne. V priklade 1.10

2 Mz

bola dokédzand veta, e ak celé &islo n je nepédrne, potom aj jeho kvadrit n” je ne-
pérne &islo. Obratenim tejto implikdcie dostaneme, Ze ak n” je parne &islo, potom aj
n je parne Cislo. Z tejto vety vyplyva, Ze Cislo o je parne. Potom taktieZ plati
B> =2p*, t.j. B* je parne ¢islo, ¢iZe aj B je parne &islo. Tymto sme dokdazali, Ze o,
[ sd parne ¢isla, ¢iZe sd sidelitel'né

—g = J2 = o/, kde B sii celé sudelitelné Cisla’
tj. plati implikdcia p = —g. Tymto sme dokazali, Ze sicCasne platia implikicie
p=4q a p=—gq,pouzitim schémy ,,reductio ad absurdum* (1.22) dostaneme, Ze
plati negécia ich predpokladu

—p = 2 Jjeiraciondlne cislo’
¢o bolo potrebné dokazat’.
Nasim ciel'om je dok4zat’ implikéciu
(pv..vp,)=q (1.24)

Jednoduchymi ekvivalentnymi Gpravami mdZeme tito implikdciu prepisat’ do ek-
vivalentného tvaru

((plv...vpn)zq)z((pl:>q)/\.../\(pn:>q)) (1.25)

L|(pVv.vp)=q

—(p,vV..vp,)Vvyg prepis 1 pomocou disjunktivneho tvaru implikicie

—P, A. AP, ) vV q pouzitie De Morganovho zdkona na 2

2

3.1 (

4.1 (=p, Vg)A..n(=p, v q) pouZitie distributivneho zakona na 3
51 (

p=4q)A..An(p,=q) prepis 4 s disjunktivnym tvarom implikdcie

Formulu (1.25) moZeme prepisat’ do tvaru schémy usudzovania
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PRikLAD 1.13.

PRiKLAD 1.14.

(p, = 4q) (1.26)
|(p1 V.vp)=q

Tito schému usudzovania (dokaz vymenovanim pripadov) pouZivame vtedy, ak
vyrok g je dosledok rdznych pripadov py,..., pp.

Dokazte identitu
max{a, min{b,c}} = min{max{a,b} ,max{a,c}}
kde a, b a ¢ sa rOzne Cisla.

Dokaz tejto identity vykondme tak, Ze vykondme verifikdciu identity pre vSetkych 6
rdznych pripadov:

(1) Pripad a<b<c

max{a, min{b,c}} = min {max{a,b},max{a,c}}

b c

max{a,b} = min{b,c}

(2) Pripad b<a<c

max 4 a,min{b,c} = minymax{a,b},max{a,c}
max{a,b} = min{a,c}
—_—
a=a
Podobnym spdsobom preskiimame aj ostatné Styri moZnosti vzdjomného usporia-
dania ¢isel a, b a c. Tymto spdsobom sme dokdzali 6 nezdvislych implikacii

(a <b<c)= (max{a,min{b,c}} = b) A (min{max{a,b},max{a,c}} = b)

(b<a<c)=> (max{a,min{b,c}} = a) A (min{max{a,b},max{a,c}} = a)

(c <b<a)= (max{a,min{b,c}} = a) A (min{max{a,b},max{a,c}} = a)
Tymto ,,enumerativnym* sp6sobom sme dokazali danud algebraicki identitu tak, Ze
sme separatne preskiimali vSetky moZné usporiadania ¢isel a, b a c.

Dokdzte identitu |a—b|<|a|+|b|, kde a, b si Tubovolné nenulové redlne &isla a

| . | je absolitna hodnota.
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(1) a<b<0,potom a—b<0, a<0 a b<0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<—a—-b,alebo b<0, Co je pravdivy vyrok.

(2) a<0<b,potom a—b<0, a<0 a b>0, dokazovani nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<-a+b, ¢o je pravdivy vyrok.

(3) O<a<b,potom a—b<0, a>0 a b>0, dokazovana nerovnost’ ma tvar
—(a-b)<a+b,alebo a>0, o je pravdivy vyrok.

Podobnym spdsobom by sa dokdzali aj ostatné tri moZnosti (b<a<0,b<0<a a
O<b<a).

Nutnost’ pouZitia metédy dokazu vymenovanim vSetkych pripadov sa moZe stat
v niektorych Specidlnych situdcidch limitujicim faktorom uskuto¢nenia ddkazu,
ked’ pocet moznych pripadov je velké ¢islo. Potom mbéZeme prenechat’ hlavnu tar-
chu dbkazu pocitacu, ktory systematicky preveri vSetky moZzné pripady. Podobna
situdcia sa vyskytla pociatkom 90. rokov minulého storocia, ked’ matematik An-
drew Wiles po dlhoro¢nom tsili dokazal Velki Fermatovu vetu’.

1.5 MATEMATICKA INDUKCIA

Stojime pred problémom dokédzat’ formulu Vn P(n) , podl'a ktorej vlastnost’ P(n)

plati pre kazdé prirodzené ¢islo. Dokaz tejto formuly je mozné vykonat’ metédou
matematickej indukcie, ktord je zaloZend na dvoch vychodiskovych predpokla-

doch P(1) a ¥n(P(n)= P(n+1)). Ukédzeme, Ze z tychto dvoch predpokladov
vyplyva formula Vn P(n).

1.| P(1)
2.1 Vn (P(n) = P(n+1))

3. P(1)=P(2) konkretizdcia 2 pre n = 1
4. P(2)=P(3)  konkretizdcia 2 pre n =2

3> Velkd Fermatova veta tvrdi, Ze rovnica x" + y" = z" nemd celo&iselné rieSenie pre x, y a z, priom xyz # 0 a n je
celé ¢islo, pricom n > 2. Wilesov ¢lanok, v ktorom podal ddkaz tejto vety, ,,Modular Elliptic Curves and Fermat's
Last Theorem* bol publikovany v r. 1995 v &asopise Annals of Mathematics. Clanok je doprevadzany vysoko tech-
nickou publikéciou jeho doktoranda Richarda Taylora, v ktorom boli enumerativnym spdsobom prestudované na
pocitaci vlastnosti Specidlnej Heckeho algebry, ktorej pouZitie hra kI'i¢ovu dlohu v celom ddkaze.



20

1 Met6édy matematického dokazu

PEANO

PRiKLAD 1.15.

PRIKLAD 1.16.

6. P(2) modus ponens na 1 a 3

7. P(3) modus ponens na 6 a 4

8.| P(n+1) modus ponens na predchadzajici riadok a 5
9.1 VYnP(n) zovieobecnenie pomocou V

Tento vysledok moZe byt prezentovany ako schéma usudzovania matematickej
indukcie

P(1)
Vn(P(n)= P(n+1)) (1.27)
|vn P(n)

Metéda matematickej indukcie bola zndma uz pociatkom novoveku talianskemu
matematikovi Francescovi Maurolicovi (1494 — 1575), ktory ju pouZival
na dokaz niektorych vlastnosti celych cisel (napr. dokdzal, Ze suma prvych n pri-
rodzenych nepéarnych cisel sa rovna n’). V modernej matematike a logike mate-
matickd indukcia bola vyuziti talianskym matematikom a logikom Giuseppom
Peanom (1858 — 1932) pri formulécii jeho axiomatického systému aritmetiky
celych cisel.

™ v ~ 2 . ., Ny 2 2
Dokazte, ze suma prvych n neparnych prirodzenych ¢isel sa rovna n”.

PoloZime
P(n): 1+3+5+...+(2n—1)=i(2i—l)=n2
Lahko sa presved¢ime, Ze plati P(1) = 1. Budeme ;udovat’ P(n+1)
P(n+1): 1+3+5+...+(2n—1)+(2(n+1)—1)=§(2i—1)=

=2(2i—1)+(2(n+1)—1)=n2+(2n+1)=(n+1)2

Tymto sme dokazali, Ze platnost’ formule P(n) implikuje formulu P(n+1), pre

kazdé prirodzené Cislo n, potom pouzitim zovSeobecnenia pomocou univerzilne-
ho kvantifikétora dostaneme Vn (P(n)=> P(n+1)). PouZitim schémy matema-

tickej indukcie dostaneme
VaP(n): 143+5+..+(2n-1)=) (2i-1)=n’
i=1
¢im sme zaviS§ili dokaz vety Specifikujicej sumu prvych n neparnych prirodze-
nych cisel.

z vz

Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati n <2".
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SILNA
MATEMATICKA
INDUKCIA

&

PRiKLAD 1.17.

Nech P(n) je predikat “n <2"”, potom P(1) je pravdivy vyrok. Budeme Studovat’
P(n+1)

n+l1<2"+1<2" +2" =2
kde sme k obidvom stranam nerovnice indukéného predpokladu n <2" pripocita-
li jednotku a taktieZ sme pouZili jednoduchu vlastnost’ 1<2". Tymto sme doka-
zali, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati implikicia P(n)= P(n+1), alebo

inak vyjadrené Vn (P(n)=> P(n+1)), o bolo potrebné dok4zat’
Silnd matematickd indukcia je Specidlna forma ,,Standardnej* matematickej in-

dukcie, v ktorej je vlastnost’ P(n+1) implikovana konjunkciou vsetkych predcha-
dzajicich vlastnosti, P(1)AP(2)A...AnP(n)= P(n+1). Predpokladajme, Ze

tdto vlastnost’ je splnend pre kazdé n>1, potom Vn(P(l)/\.../\P(n):>

= P(n+1)). Zostrojme zovseobecnenu schému usudzovania matematickej in-

dukcie
P(1)
Vn (P(l) AP(2)A..AP(n)= P(n+1))

| Vn P(n)
Nebudeme dokazovat’ tito schému usudzovania, jej dokaz je tdplne analogicky
ddkazu schémy usudzovania matematickej indukcie (1.27).

Dokaézte, Ze 'ubovolné prirodzené ¢islo n > 1 moZe byt vyjadrené ako sucin pr-
vocisiel.
Nech vlastnost’ P(n) ma tvar
P(n): n=p"py.p*, p.<n

kde p1, p2, p3, ... st prvé prvocisla (2, 3, 5...., ktoré si menSie ako n) a oy, 0, O3,
... st nezaporné celé ¢isla. Tato formula je pravdiva pre P(2), kde o, =1, k=1,
potom P(2): 2 = 2. Predpokladajme, Ze P(j) je pravdivé pre kazdé prirodzené
J < n. UkdZeme, Ze z tohto predpokladu vyplyva platnost’ P(n + 1). Bude rozliso-
vat’ dva pripady:
1. pripad— n+ 1 je prvocislo py, potom P(n+1): n+1=p/p;...p; .
2. pripad — n +1 nie je prvocislo, potom moZe byt pisané ako sticin dvoch
prirodzenych &isel a-b, ktoré vyhovuji podmienke 2 <a < b <n + 1. Kazdé z
tychto dvoch ¢isel moZe byt vyjadrené ako sucin prvocisiel (indukény predpo-
klad)

a=plpy.pt, p,Sn+l

b=phph. .pl, p <n+l
potom ich sicin mé tvar

P(n+1): n+l=a-b=pi*hpit puh p <n+l
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ZHRNUTIE

DOKAzZ

INDUKTIVNE
USUDZOVANIE

PRAVIDLA
USUDZOVANIA

METODY DOKAZU
VIET

Dékaz (deduktivny) v matematike a v informatike je Specificky postup konStruk-
cie novych viet (tautolégii — teorém) pomocou stboru vybranych viet (axiém)
a pravidiel odvodzovania (napr. pravidla modus ponens) tak, Ze zostrojime po-
stupnost’ tautoldgii, pricom posledna tautoldgia z tejto postupnosti je dokazovana
veta. Komplikované dokazy su obvykle jasnejsie formulované, ked’ ich dokaz je
rozdeleny na jednotlivé medzikroky, ktoré st formulované ako samostatné vety.

V matematike a v informatike sa v ojedinelych pripadoch pouZiva aj induktivne
usudzovanie (dokaz), ktoré je zaloZené na pozorovani urcitych skuto¢nosti, ktoré
sa Casto opakuju v analogickych situdciach. Tieto pozorované skutocnosti st ,,in-
duktivne zovSeobecnené. Nové pojmy, ktoré boli zavedené tymto ,,induktiv-
nym‘ spdsobom sa neskorSie bud’ dokdZzu deduktivne v rdmci daného systému
pojmov, alebo sa postuluji ako nové Specidlne axiémy. Tieto ojedinelé situicie
v dejindch matematiky vZdy znamenali vznik novych oblasti matematiky, ktoré
nie su striktne deduktivne dokdzatel'né zo znamych pojmov.

Pravidla usudzovania vo vyrokovej logike tvoria schému (pozri tabul’ku 1.1)
predpoklad,

predpoklad,,
zdver

ktord obsahuje n predpokladov a jeden zdver. Tato schéma usudzovania je totoz-
nd so symbolom logického dokazu
{ predpoklad, ..., predpokladn} - zdver
alebo
{op0,}F0
Pouzitie pravidiel usudzovania mdze byt’ v niektorych pripadoch podstatne ul’ah-
¢ené aplikdciou vety o dedukcii. MnoZinu predpokladov {(pl,...,(pn} rozsirime o

novy ,,pomocny‘ predpoklad y, potom plati veta o dedukcii
({or-0,}u{vito)= ({00, F (v =0))

Dokaz formuly @ pomocou rozsirenej mnoZiny predpokladov {@,,...@, } u{y}

je rovnocenny dokazu formuly y = ¢ pomocou pdvodnej mnoZiny predpokla-

dov.

Priamy dokaz implikdcie p = g je uskutoCneny tak, Ze ukdZeme, Ze z predpo-

kladu pravdivosti vyroku p vyplyva taktiez aj pravdivost’ vyroku q.

Nepriamy dokaz implikdcie p = g spociva v tom, Ze dokaz tejto implikdcie je

ekvivalentny dokazu ,,inverznej* implikdcie —g = —p .

Dokaz sporom je zaloZeny na schéme ,,reductio ad absurdum* z tab. 1.1
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MATEMATICKA
INDUKCIA

P=4q
P=9q

w4

Ak z predpokladu p sii¢asne odvodime g a —g, potom musi byt’ pravdiva negécia
—p vychodzieho predpokladu, ¢o bolo potrebné dokazat’.
Dokaz vymenovanim pripadov implikacie ( p,V..vp, ) = ¢ je zaloZeny na jej
ekvivalentnom tvare

((p1 VIR, pn):q)z((pl =qg)n..A(p, :>q))
To znamend, Ze ddkaz sa redukuje na dokazy vsetkych implikacii p, = ¢q, pre
i=1,2,..,n. Tento spdsob dokazu je vel'mi Casty v diskrétnej matematike.
Dokaz vlastnosti Vn P(n), t. j. P(n) plati pre kazdé prirodzené &islo, je moZné
vykonat’ metdédou matematickej indukcie, ktord je zaloZena na dvoch vychodis-
kovych predpokladoch P(1) a Vn (P(n) = P(n+ 1)) , z ktorych vyplyva formula

Vn P(n). Matematickd indukciu vyjadrime schémou usudzovania

P(1)

Vn (P(n) = P(n+1))

an P(n)

KrUCoOVE POIMY

deduktivny dokaz
matematickd indukcia
veta

teoréma

axioma

lema

pravidld odvodzovania
korektnost
konzistentnost

teoria

deduktivny dokaz
elementdrny pojem
induktivne usudzovanie
axiomaticky systém
interpretdcia

model

schéma usudzovania
adicia

simplifikacia

inverzia implikdcie

reductio ad absurdum

strom odvodenia

veta o dedukcii

potvrdenie dosledku

popretie predpokladu

predikdtovd logika

konkretizdcia univerzdlneho kvantifika-
tora

zov§eobecnenie pomocou univerzdlne-
ho kvantifikdtora

konkretizdcia existencného kvantifika-
tora

zov§eobecnenie pomocou existencného
kvantifikdtora

induktivne zov§eobecnie

falzifikacia

priamy dokaz

nepriamy dokaz
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CVICENIA

konjunkcia dokaz sporom

modus ponens dokaz vymenovanim pripadov
modus tollens F. Maurolico

hypoteticky sylogizmus G. Peano

disjunktivny sylogizmus silnd matematickd indukcia

1.1. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Miria je Studentka informatiky. Preto je Mdria Studentka informatiky
alebo Studentka telekomunikécii.

Jaroslav Studuje informatiku a elektrotechnolégiu. Preto, Jaroslav Studu-
je informatiku.

Ak pr§i, potom plavdren je zatvorend. Preto, ak plavareii je otvorend, po-
tom neprsi.

Ak dnes sneZi, kino je dnes uzavreté. Kino dnes nie je uzavreté. Preto,
dnes nesneZzi.

Ak dnes pdjdem plavat’, potom rano skoro vstanem. Ak rano skoro vsta-
nem, potom pdjdem do obchodu kipit’ Cerstvé pecivo. Preto, ak dnes
pdjdem plavat’, potom pdjdem do obchodu kipit’ Cerstvé pecivo.

1.2. Aké pravidlo usudzovania bolo pouzité pri dokaze zaverov?

(a)
(b)
(©

(d)

Dnes bude teplo alebo bude smog v ovzdusi. Dnes nebude teplo. Preto,
dnes bude smog v ovzdusi.

Eva vynikajico pldva. Ak Eva je vynikajici plavec, potom modZe praco-
vat’ ako plavéik. Preto, Eva moZe pracovat’ ako plavéik.

Stano bude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Ak Stano dokonéi $tud-
dium na FIIT, potom nebude pracovat’ v pocitacovej firme ABC. Preto,
Stano nedokon¢il Stddium na FIIT.

Ak budem intenzivne pracovat’ na projekte, potom zvladnem teériu lo-
gickych obvodov. Ak zvlddnem tedriu logickych obvodov, potom
dspesne dokoncim bakalarske Stidium. Preto, ak budem intenzivne pra-
covat’ na projekte, potom uspesne dokoné¢im bakaldrske Stidium.

1.3. Aké zavery vyplyvaji z mnoZiny vyrokov?

(a)
(b)
(c)
(d)

,»Ak jem korenend stravu, potom mam hrozné sny“, ,,ak spim a pritom
hrmi, potom mam hrozné sny*, ,,nemdm hrozné sny*.

»Ja som chytry alebo mam §t’astie®, ,,nemdm Stastie”, ,,ak mam Stastie,
potom zvitazim v lotérii*.

»Kazdy Student informatiky vlastni notebook®, ,,Rudo nevlastni notebo-
ok“, ,,Anna vlastni notebook*.

»~Ak mam hlad, potom si kipim bagetu®, ,,ak si kiipim bagetu, potom si
kipim aj kofolu*, ,,ak nepdjdem do bufetu, nekdpim si kofolu®.
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(e) ,,Vsetky hlodavce hryzd potravu®, ,,mys je hlodavec®, ,,pes nehryzie po-
travu®, ,,netopier nie je hlodavec*.

1.4. Vysvetlite, ktord schéma usudzovania bola pouzita v ktorom kroku.

(a) ,,Eva je Studentka naSho krdzku a vlastni Cervené auto®, ,kazdy, kto
vlastni Cervené auto dostal aspon jednu pokutu za prekrocenie rychlo-
sti“, ,,preto, niekto z ndSho krazku dostal pokutu za prekrocenie rychlo-
Sti.

(b) ,,VSetci moji priatelia Maria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol si zapisali do
indexu prednasku z diskrétnej matematiky®, ,kazdy Student, ktory si za-
pisal do indexu prednasku z diskrétnej matematiky, mdze si nasledujici
akademicky rok zapisat’ aj prednasku z algoritmov*, ,,preto, vSetci moji
priatelia Méria, Adolf, Rudolf, Viera a Karol mdzu si nasledujtici aka-
demicky rok zapisat’ do indexu predndsku z algoritmov*.

(c) ,,VSetky filmy s Charlie Chaplinom st vynikajice, ,,Charlie Chaplin
hral v nemych filmoch®, ,,preto, niektoré vynikajice filmy si nemé*.

1.5. Vysvetlite preco uvedené zavery st korektné alebo nekorektné.

(a) ,,Vsetci Studenti v tomto krdzku ovladaju logiku®, ,,Jano je Student tohto
krazku*, ,,preto, Jano ovlada logiku.

(b) ,,Kazdy Student informatiky ma zapisanu v indexe prednasku z diskrétnej
matematiky®, ,,Viera md zapisand predndsku z diskrétnej matematiky*,
»preto, Viera je Studentom informatiky*.

(c) ,,Kazdy koén ma rad ovocie®, ,,mdj pes nie je kon®, ,,preto, moj pes nema
rad ovocie®.

(d) ,,Kazdy, kto ma rad ovsené vlocky je zdravy®, ,Lenka nie je zdrava“,
»preto, Lenka nema rada ovsené vlocky*.

1.6. Urcite, ktora veta je pravdivd. Ak je uvedeny zaver korektny, urcite, ktora
schéma usudzovania bola pouzita pri jeho dokaze.
(a) Ak x je redlne cislo také, Ze x>1, potom X >1. Predpokladajte, Ze
x> >1,potom x>1.
(b) Cislo log, 3 je iraciondlne vtedy, ak sa neda vyjadrit’ ako podiel dvoch
celych nesudelitelnych ¢isel. Pretoze ¢islo log, 3 nie je vyjadrite'né ako
p/q, kde p a g s celé nesidelite'né &isla, potom je &islo log, 3 iracio-
nélne.
(c) Ak x je redlne &islo, ktoré spiia podmienku x >3, potom x* >9. Nech
x> <9, potom x<3.
(d) AKk x je redlne &islo, ktoré spiiia podmienku x >2, potom x* >4 . Nech
x<2,potom x> <4,
1.7. Urcite, ¢i uvedené vyroky su korektné, ak nie, preco?

2. . . , .. . L, .. . ,
(a) Ak x” je iracionélne, potom x je iraciondlne. Preto, ak x je iraciondlne,
2. . . ,
potom x~ je iracionélne.
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2. . . , .. . , >, .. . ,
(b) Ak x” je iraciondlne, potom x je iraciondlne. Cislo x =7’ je iraciondlne.
Preto, ¢islo x =7 je iraciondlne.

1.8. Preco tieto vyroky st nekorektné?
(a) Nech H(x) je predikat svyznamom ,x je S$tastny”. Nech plati
3x H (x) . Preto, Eva je §tastna.
(b) Nech S(x.y) je predikat s vyznamom ,.x je mensi ako y*. Plat{ implika-
cia (35 S(s,Max))= S(Max,Max), kde Max je maximilne &islo
z konecnej viacprvkovej mnoZiny obsahujicej prirodzené Cisla.

1.9. Dokazte, ked’ sa daji dokazat’, tieto vyroky:
(a) Dokézte vyrok P(0), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé Cislo vicSie
ako 1, potom n® >n . Ktort schému usudzovania sme pouzili?
(b) Dokézte vyrok P(1), kde P(n) je vyrok ,,ak n je kladné celé Cislo, po-
tom n*> > n . Ktord schému usudzovania sme pouZili?
(c) Nech P(n) je vyrok ,ak aab si kladné redlne Ccisla, potom
(a+ b)" 2a" +b"“. Dokézte, Ze P(1) je pravdivy vyrok.
(d) Pouzitim priameho ddkazu dokazte, ze kvadrat parneho Cisla je parne
¢islo.
(e) PouZitim nepriameho ddkazu dokdZte, Ze ak n je celé &islo a n’ +5 je
neparne c¢islo, potom 7 je parne ¢islo.
(f) Dokézte, Ze suma dvoch neparnych ¢isel je parne Cislo.
(g) Dokézte, Ze sucin dvoch neparnych ¢isel je neparne ¢islo.
(h) Dokaze, 7e ak x je iraciondlne nenulové &islo, potom 1/x je iracionédlne
¢islo.
1.10. Dokézte metddou vymenovania pripadov tieto vlastnosti:
(@) max{x,y}+min{x,y}=x+y,kde x, y sd redlne &isla.

(b) min{a,min{b,c}} =min{min{a,b},c} , kde a, b, c st navzdjom rozne

Cislaa a<ec.

(c) Kvadraty celych cisel su reprezentované dekadickymi cislicami, ktoré
konc¢ia O, 1, 4, 5, 6, alebo 9.

(d) Stvrté mocniny celych &isel sii reprezentované dekadickymi &islami,
ktoré konéia 0, 1, 5, alebo 6.

1.11. Dokézte tieto vlastnosti:
(a) Ak n je kladné celé Cislo, potom 7 je parne vtedy a len vtedy, ak 7n + 4
je parne.
(b) Ak n je kladné celé Cislo, potom n je neparne vtedy alen vtedy, ak
5n + 6 je neparne.

(c) m®=n’ plati vtedy a len vtedy, ak m = n, alebo m = -n.
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(d) Dokézte, Ze tieto tri vyroky st ekvivalentné: (1) a<b, (2) priemer

.....

(a+b)/2<b.

1.12. Pomocou matematickej indukcie dokazte:
(a) Suma prvych n prirodzenych &isel je

1+2+...+n=n<n+1)

(b) Dokazte formulu
2 n 1 n+l
343:5+3-5 +..+3:5" =—3(5"" -1)
4

(¢) Dokazte formulu

P+2>+3 +..+n° =én(n+l)(2n+1)
(d) Dokazte formulu

P+2+3 +..+n :inl(nﬂ)2

(e) Dokézte formulu nl<n”, pre n > 1.
(f) Dokazte formulu pre prvd derivdciu funkcie f(x)=x", f’(x)=nx"".

(g) Dokézte zovSeobecnené distributivne formuly z vyrokovej logiky
(1) (v pyvevp)na=(p Ag)v(psag)v..v(p, Aq)
2) (pApaenp)va=(pva)a(pva)a.a(p,va)
(h) Dokézte zovSeobecnené De Morganove formuly
(1) =(pyApy Aeap,)=(—p,vV—p,V..v—p,)
@ =(pv P vV p,)=(=p Ampy Anp,)

1.13. Pomocou rozkladu na parcidlne zlomky ndjdite formulu pre
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2 TEORIA MNOZIN I

MNOZINA ® OPERACIE NAD MNOZINAMI @

MNOZINOVA ALGEBRA ¢ MOHUTNOST A ENUMERACIA e
KARTEZIANSKY SUCIN

V tejto kapitole budeme Studovat klasickii teériu mnoZin, ktord patri medzi zd-
kladné matematické formdlne prostriedky. UmoZiuje formulovat prehladnym
a jednotnym spdsobom vSetky oblasti matematiky prostrednictvom elementdrnej
Struktiiry mnoZiny a operdciami nad nou. Teoria mnoZzin vznikla koncom 19. sto-
rocia hlavne zasluhou nemeckého matematika Georga Cantora (1845 — 1918).
Zdasluhu na jej rozsireni md anglicky logik a filozof Bertrand Russell (1872 —
1970), ktory objavil vniitorné nekonzistentnosti jej intuitivnej formuldcie, ktoré
boli neskor prekonané jej doslednou axiomatickou vystavbou. V tejto kapitole bu-
deme prezentovat pdvodnii intuitivau (neaxiomatickii) vystavbu tedrie mnoZin.
Budeme sa zaoberat algebrou teérie mnoZin, problémom enumerdcie elementov
v mnoZindch a na zdver budeme Specifikovat’ déleZité mnozinové Struktiiry — bi-
ndrne reldcie nad mnoZinami.

2.1 DEFINICIA MNOZINY

CANTOR — VZNIK
RUSSELL —
AXIOMATICKA
VYSTAVBA

PRVOK (ELEMENT)

Koncepcia mnoZiny patri medzi zdkladné formélne prostriedky matematiky.
UmozZnuje formulovat’ prehladnym a jednotnym spdsobom vsetky oblasti mate-
matiky prostrednictvom elementarnej Struktiry mnoZiny a operdciami nad fiou.
Tedria mnoZin vznikla koncom 19. storo¢ia hlavne zdsluhou nemeckého mate-
matika Georga Cantora (1845 — 1918). Zasluhu na jej rozSireni mé anglicky lo-
gik a filozof Bertrand Russell (1872 — 1970), ktory objavil vniitorné nekonzis-
tentnosti jej intuitivnej formulécie, ktoré boli neskodr prekonané jej doslednou
axiomatickou vystavbou. V tejto kapitole budeme prezentovat’ pdvodnu intuitiv-
nu (neaxiomaticki) vystavbu tedrie mnozin.

Elementarnym pojmom tedrie mnoZin je prvok (element), pod ktorym budeme
rozumiet’ nejaky redlny alebo abstraktny objekt, pricom postulujeme, Ze objekty
medzi sebou st dobre odliSiteIné.
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DEFINiCIA 2.1.

MNOZINA (B~

ODLISITELNE
PRVKY

ac A

VYMENOVANIE A
PREDIKAT

MnoZina je neusporiadany sibor prvkov.

Ak sa nejaké dva prvky nachadzaji v tej istej mnoZine, potom musia byt od seba
odlisiteIné; v mnoZine sa neopakuje vyskyt dvoch rovnakych (neodliSiteInych)
prvkov. V definicii mnoziny bol pouzity elementdrny pojem ,,sibor®, ktory ne-
budeme bliZsie Specifikovat. Pozorny Citatel mdze namietat, Ze pojem ,,sibor*
je vlastne len iny ndzov pre mnoZinu. Tato skuto¢nost’ naznacuje ,,osud* vset-
kych definicii, pomocou ktorych Specifikujeme nové pojmy prostrednictvom
inych elementarnych a intuitivne zrozumitel'nych pojmov. Ak by sme pristapili
aj k Specifikacii elementarnych pojmov vyskytujicich sa v definicii, potom by
sme dospeli k nekonecnej rekurzii (opakovaniu) v definicidch, ktoré by takto
stratili prakticky vyznam a stali by sa bezcennymi formalnymi prostriedkami.

Oznaéme mnoZinu pismenom A, potom skutoCnost, Ze prvok a patri (nepatri)
do tejto mnoZiny ozna¢ime vyrazom a€ A (a¢ A). Tento vyraz chipeme ako
vyrok, ktory je pravdivy (nepravdivy), ak prvok a patri (nepatri) do mnoZiny A.
Poznamenajme, Ze symbol ¢ mdZzeme formdlne definovat takto:
X¢& A=def —|(x€ A) .

MnoZinu mdZeme Specifikovat’ dvoma réznymi sposobmi: Prvy sposob urcenia
mnozZiny je zaloZeny na vymenovani vsetkych prvkov, ktoré do nej patria
A={a,b,...,u} (2.1a)

Tento spdsob je vhodny len na Specifikdcie mnoZzin, ktoré obsahuji konecny
pocet prvkov. Ak by sme takymto spdsobom chceli napriklad definovat’ mnozi-
nu parnych prirodzenych ¢isel, potom tento spdsob je nepouZitelny, pretoZze par-
nych prirodzenych cisel je nekonec¢ne mnoho. Druhy spdsob Specifikacie mno-
Ziny je zaloZeny na pouZiti predikdtu P(x), ktory urcuje, ¢i prvok xe U patri do
mnoZziny A (predikét P(x) je pravdivy) alebo nepatri do mnoziny A (predikét P(x)
je nepravdivy)

A={xeU;P(x)} (2.1b)

Tak napriklad, mnoZina obsahujica parne nezdporné celé ¢isla je definovana

takto
A={neU;P(n)}

kde n sd nezdporné celé ¢isla z univerza U ={0,1,2,...} a predikat P(n) je Speci-
fikovany rovnostou P(n)=,, 3k(n=2k),kde k je nezdporné celé ¢islo, alebo
P pravda, 1 (n je pdrne éislo)
n)=
nepravda, 0 (n je nepdrne cislo)
Uvedeny druhy sposob Specifikidcie mnoziny mdze byt jednoducho pretransfor-

movany na Kkoncepciu charakteristickych funkcii. V tomto pristupe predikat
P(x) z (2.1b) je urCeny takto
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CHARAKTERIS-
TICKA FUNKCIA

UNIVERZUM U

DEFINICIA 2.2.

MNOZINA
POMOCOU
CHARAKTERISTIC-
KEJ FUNKCIE

&

PRAZDNA
MNOZINA &
UNIVERZALNA
MNOZINA U

PRIKLAD 2.1.

OBRAZOK 2.1.
CHARAKTERISTIC-
KA FUNKCIA

DEFINiCIA 2.3.

(&~ A=B

P(x)=4 (1, (x)=1) (2.2)
kde
wy(x)= {10 (();Z i)) 2.3)

Pristipme teraz k podrobnejSej diskusii $pecifikdcie mnoZiny pomocou charak-
teristickej funkcie. UvaZujme univerzum U, nad ktorym su definované vSetky
ostatné mnoZiny.

Kazda mnoZzina A je pomocou charakteristickej funkcie vyjadrena takto

A={xeU:n,(x)=1] (2.4)
kde charakteristickd funkcia |, (x) je zobrazenie
u,:U—{0,1} (2.5)

ktoré bindrne ohodnocuje kaZzdy prvok x univerza U bindrnym cislom
i, (x)€{0,1}, ktoré vyhovuje vlastnosti (2.3).

Pomocou charakteristickej funkcie méZeme definovat’ aj dve $pecidlne mnoZiny:
prdazdnu mnoZinu &, ktord nemd Ziaden prvok, = {x;ufZJ (x) = O}
a univerzdlnu mnoZinu U, U = {x; Uy (x) = 1} , ktord je totoZnd s univerzom.

Vyjadrite mnozinu — polootvoreny interval A =(0,1] pomocou charakteristicke;j

funkcie. V tomto pripade univerzum U je totozné s mnoZinou redlnych Cisel R.
Charakteristickd funkcia u, (x) je definovand takto

() 1 (pre0<x<1)

X)=

& 0 (inag)

Grafické znazornenie tejto charakteristickej funkcie je na obr. 2.1.

H(x)

X

1

Charakteristicka funkcia mnoZiny A, ktora je urcend ako polootvoreny interval A = (0,1] .

Pomocou charakteristickych funkcii moéZeme definovat’ operdcie nad mnoZina-
mi:

rovnd mnoZzine

A={x;pLA(x)= } sa

B ={x;u3 (x)= 1} , A = B, vtedy alen vtedy, ak tieto mnoZiny st definované

Hovorime, ze mnozina
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DEFINICIA 2.4.

(&~ AcB

VLASTNA
PODMNOZINA
AcB

DEFINICIA 2.5.

@AUB

DEFINICIA 2.6.

& ANB

DEFINICIA 2.7.

&= A

DEFINICIA 2.8.

nad rovnakym univerzom U a charakteristické funkcie oboch mnoZin s rovnaké
(A=B)=,, V(xeU)(m, (x)=p,(x)) (2.6a)
Alternativna definicia vztahu rovnosti medzi mnoZinami A a B je
(A=B)=,, (xeU)((xe A)=(x< B))

(2.6b)
= V(xeU)((xe A= xe B)A(xe B= xe A))

Hovorime, 7e mnozina A={x;u,(x)=1} je podmnoZinou mnoZiny
B={x;u,(x)=1}, ¢o pieme A C B, vtedy alen vtedy, ak kazdy prvok
z mnoZiny A patrf aj do mnoZiny B
ACB =, V(xeU)((1,(x)=1)=(u,(x)=1)) (2.72)
Alternativna definicia podmnoziny je
ACB=, Y(xeU)((xe A)=(xe B)) (2.7b)

V pripade, Ze A # B, potom formula A C B sa prepise do tvaru A C B. Hovorime,
Ze A je vlastnou podmnoZinou B , ak A C B a A # . Rovnost’ medzi mnoZina-
mi A = B plati vtedy a len vtedy, ak (AC B)A(BC A).

Hovorime, Ze mnoZina AU B je zjednotenie mnoZin A a B, vtedy a len vtedy,
ak

AUB=,, {x;(xe A)v (xe B)} ={x;n, ,; (x)=1] (2.8a)
kde
Maop () = max{p, (x).1, (%)} (2.8b)
Hovorime, Ze mnoZina AN B je prienik mnoZin A a B, vtedy a len vtedy, ak
ANB=,, {x;(xe A)A(xe B)} ={x,‘MAmB (x)= 1} (2.9a)
kde
Mg (x) = min{p, (x),1, (x)} (2.9b)

Hovorime, 7e mnoZina A je doplnok (komplement) mnoZiny A (vzhladom
k univerzu U), vtedy a len vtedy, ak

A=y {xixe Af={xp; (x) =1 (2.10a)
kde
o (x)=1-p,(x) (2.10b)

Poznamenajme, Ze plati jednoduché ekvivalencia (xe A) = (xe K) , t.j. prvok x

nie je z mnoZiny A prave vtedy a len vtedy, ak patri do komplementu A .

Hovorime, Ze mnoZina A — B (alebo A \ B) je rozdiel mnoZin (relativny doplnok
mnoZin) A a B, vtedy a len vtedy, ak

A-B=, {x;(xe A)a(xe B)} ={x:n, 5 (x) =1} (2.11a)
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&= A\B

OBRAZOK 2.2.
OPERACIE NAD
MNOZINAMI
POMOCOU
VENNOVYCH
DIAGRAMOV

kde
(2.11b)

)1, (x)]

Takto definované operdcie nad mnoZinou U si znizornené pomocou Venno-

v 1 : . z . vz . A . LS
vych' diagramov (pozri obr. 2.2), ktoré reprezentuji rozsireny spdsob vizualiza-
cie mnoZinovych operécif a ich formdl.

A~
{© | <0 )| @)
— —anB
B

Wpp (X ( mln{“’A

2>

D

Znazornenie zdkladnych opericii nad mnoZinami pomocou Vennovych diagramov. Na tychto
diagramoch obdiZnikové oblast’ znézoriiuje univerzum U, kde mnoZiny A a B sii podmnoZiny
univerza. Diagram A zndzorfiuje reldciu ,,podmnoZzina“ ACB, ked’ mnoZina — oblast’ A celd
lezi v mnoZine — oblasti B. Diagram B zndzornuje operéciu ,,prienik” AnB, kde vysrafovana
oblast’ reprezentuje prienik mnoZin A a B. Porovnanim diagramov A a B zistime, Ze ak ACB,
potom ANB = A. Diagram C znazoriuje operaciu zjednotenia mnoZin A a B, vySrafovana je
oblast, ktord sa nachadza v mnoZine A alebo v mnoZine B. Diagram D znazornuje operaciu
doplnok mnoZiny A vzhl'adom k univerzu U. Diagram E znéazoriiuje rozdiel mnoZin A a B,
vysrafovana je oblast’, ktora sa nachddza v A a stiCasne sa nenachadza v B.

Tab. 2.1 obsahuje zdkladné formuly pre mnozinové operéicie, ktoré tvoria tzv.
algebru tedrie mnoZin. Kazda formula z tejto tabul’ky md pomerne jednoduchu
vizualiziciu pomocou Vennovych diagramov, ktoré v mnohych textoch o tedrii
mnoZin sliZia aj ako podklad pre dokaz ich korektnosti, pozri obr. 2.3.

Tabul’ka 2.1. Formuly teérie mnozin

vlastnost’ formula tedrie mnoZin
komutativnost’ ANB=BNA
AUB=BUA
An(BNC)=(AnB)NC
asociativnost’
U(BUC)=(AUuB)UC
N(BUC)=(ANB)U(ANC)
distributivnost’
U(BNC)=(AUB)N(AUC)

! John Venn (1834-1923) je anglicky matematik, ktory sa zasliZil o d’alsf rozvoj Boolovych algebraickych sndh forma-
lizovat’ vyrokovu logiku.
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OBRAZOK 2.3.
VERIFIKACIA
KOREKTNOSTI
FORMULY

AU(BAC)=
(AUB)N(AUC)

, ANB=AUB
De Morganove vztahy - _
AUB=ANB
idempotentnost’ ANA=A, AUA=A
identita ANU=A, A=A
dominancia AN =0, AuU =U
absorpcia AU(A('\B)=A,A('\(AUB)=A
involdcia Z =A
zékon vylicenia treticho | AUA=U
zdkon sporu ANA=0Q
rozdiel mnozin A-B=ANB
distributivne zakony pre An(B-C)=(AnB)- )
rozdiel AU(B—C)=( )_ A )
(Av B)n(4u C)
A B A B A B
-

AU B

C C
$
AU(BNC) / BNC
B A B
<
C C C

Verifikdcia korektnosti formuly AU (BNC)=(AUB)N(AUC). Prostredny Vennov dia-

gram je zostrojeny dvoma réznymi nezdvislymi spésobmi, v oboch pripadoch dostdvame ten
isty vysledok.

Na obr. 2.3 je zndzornend pomocou Vennovych diagramov verifikdcia formuly
AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Lavd a pravd strana tejto formuly reprezen-

tuji rézne pristupy ku konstrukcii Vennovho diagramu, v oboch pripadoch do-
stivame ten isty vysledok, ¢ize verifikovana formula je korektna. Tento postup
mbZeme ,,algebraizovat* podobnym Stylom, ako sa pocitaji pravdivostné hod-
noty formil vyrokovej logiky. Na obr. 2.4 je oznaCenych 8 oblasti univerza U,
ktoré bud’ leZia alebo neleZia v mnoZinach A, B a C. Tak napr. oblast’ 5 je taka,
Ze existuje prvok, ktory sa sicasne nachddza v mnoZindch A a C, a nenachddza
sa v mnoZzine B. Formula je korektna vtedy a len vtedy, ak pre kazdd oblast’ obe
strany formuly ddvajui rovnaky vysledok, pozri tab. 2.2. V tejto tabulke je kazdy
riadok priradeny jednej z O6smich oblasti na obr. 2.4. Bindrne hodnoty
v jednotlivych riadkoch reprezentuji skutocnost, ¢i pre dand oblast’ existuje
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PRINCiP
KOMPOZICIONA-
LITY

OBRAZOK 2.4.
OBLASTIV
MNOZINE UNIVERZA

TABULKOVA
METODA PRE
VERIFIKACIU

PRIKLAD 2.2.

PRIKLAD 2.3.

taky prvok, ktory je v oblasti $pecifikujiicej dany stipec. Tak napriklad, 6smy
stipec v tabulke 2.2 obsahuje binarne hodnoty, ktoré $pecifikuji, ¢i AUB a
AU C obsahuji spolo¢ny prvok. Pri vytvarani tabul’ky plati princip kompozi-
cionality, t. j. ohodnotenie zloZitejSich vyrazov je vytvarané pomocou ich jedno-
duchsich zloziek.

LG

c

Vyznacenie jednotlivych oblasti v mnoZine univerza U. Oblast’ 1 obsahuje prvky, ktoré nie st
obsiahnuté v mnoZinich A, B a C. Oblast’ 2 obsahuje prvky, ktoré si obsiahnuté v mnoZine A,
ale nie si obsiahnuté v mnoZindch B a C. Podobnym spdsobom mdzu byt charakterizované
ostatné oblasti 3, 4, ..., 8.

Tabulka 2.2. Tabul'kova metéda pre verifikdciu formul teérie mnoZin

oblast | A | B | C | AUB | AUC | BNC | (AUB)n(AUC) | AU(BNC)
1 JoJo]o 0 0 0 0 0

2 [1]ofo 1 1 0 1 1

3 1 [1]o 1 1 0 1 1

4 Jol1]o 1 0 0 0 0

s |1 ]o]1 1 1 0 1 1

6 [ 11 ]1 1 1 1 1 1

7 Jo[1]1 1 1 1 1 1

Pomocou tabulkovej metddy verifikujte korektnost De Morganovych formul
(AUB)=AnB a (ANB)=AUB.

A|Bl|AUB | A|B|AnNB|AUB|AnB|AnB | AUB
0]0 0 1|1 0 1 1 1 1
0|1 1 10 0 0 0 1 1
10 1 0|1 0 0 0 1 1
Dok4Zte De Morganovu formulu (AUB)=ANB
um(x)=l—u/w3 —1 max{ } (2.12a)
Winp (X)= mtn{ — My (x),1-1y ( )} (2.12b)

PouZitim algebraicke;j identity

% Ktord sa jednoducho dokaZe pouzitim metédy vymenovania pripadov z kapitoly 1.4.
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PRIKLAD 2.4.

PRIKLAD 2.5.

MoHuTNOST
(KARDINALITA) |A|

1-max{a,b} = min{l-a,1-b}
dokazeme, Ze formuly (2.12a-b) st totoZzné pre 'ubovolné charakteristické funk-
cie, CiZe plati

V(xeU) (byp (x) =t55 () (2.13)

PouZitim podmienky (2.6a) dostaneme, Ze mnoZiny (AU B) a AN B sa navzd-

jom rovnaju.

DokéZte distributivnu formulu AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Hacgarmey (%) = max{in, (x) e ()} = max{p, (x)minfu, (x).1c ()}

K aoB)n(ave) = min{, p (%), My (%))
= min{max{y, ()., (x)}mar{u, (x) e (x)}}
Pouzitim algebraickej identity (pozri priklad 1.13)
max{a,min{b, c}} = min{max{a,b} ,max{a,c}}
dostaneme, Ze vysSie uvedené charakteristické funkcie sa rovnaji
V(xe U)(MAU(Bmc) (x)= M(Aug)n(Auc))

&iZe sa rovnajd aj mnoZiny, ktoré urtuji, AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Dokazte distributivne zdkony pre rozdiel mnozin.

K dokazu pouZijeme formulu z Tabul’ky 2.1 pre rozdiel mnozin, A~B=ANB .
Pristdpime k dokazu prvej formuly An(B—-C)=(ANB)- (Z uC ) , upravime
jej Pavi a pravi stranu
AN(B-C)=ANn(BNC)=AnBNC
(AnB)—(AuC)=(ANB)N(AUC)=(ANB)N(ANC)=ANBNC

Tymto sme dokézali, Ze l'ava a prav/é strana su si rovné, CiZe plati prvy distribu-
tivny zdkon pre rozdiel mnoZin. Uplne analogickym spdsobom dokdZeme aj
platnost druhej formuly AU(B-C)=(AUB)- (Z N C) , pomocou vztahu

A—B=ANB upravime l'avi a pravi stranu
AU(B-C)=AU(BNC)=(AUB)n(AUC)

(AuB)—(ZmC)=(AuB)m(ZmC)=(AuB)m(Au5)
Podobne ako aj v predchadzajicom dokaze, 'ava a prava strana su si rovné, ¢iZe
plati aj druhy distributivny zédkon pre rozdiel mnozin.

Ak mnoZina A je konecnd (obsahuje kone¢ny pocet prvkov), potom jej mohut-
nost’ (kardinalita), oznaceni A| , je pocet prvkov, ktoré obsahuje. V pripade, Ze

mnoZina A nie je kone¢nd, potom jej mohutnost’ je nekone¢nd, |A| =oco,



2 Tebria mnozin I 37

PRIKLAD 2.6. Aka je mohutnost’ mnoZzin?
() A={x;x je celé cislo ohranicené 1/8 < x<17/2} , |A|=8,
() A={x;\x je celé cislo} ={0,1,4,9,16,..},
(©) A={x;x* =lalebo 2x* =1} ={1,-11/3/2,-1/2}.
d) A={a{ab}{a.b.c}}, |A|=3,

() A={a{a}.{{a}}}. |A]=3.

() A={1,2,3,4,5,6}, B={-2,-1,0,1,2}, |A- B|=4.

Al=oo,

Al=4,

2.2 ENUMERACIA PRVKOV
V KONECNYCH MNOZINACH

V r6znych aplikécidch teérie mnoZin vystupuje do popredia problém enumericie
prvkov danej kone¢nej mnoZiny, ¢iZe akd je mohutnost’ danej mnoZiny. Pozna-
menajme, Ze v tejto kapitole sa budeme zaoberat' len kone¢nymi mnoZinami.
Nech A a B su disjunktné mnoZiny (ich prienik je prdzdna mnoZina, ANB =),
potom mohutnost’ ich zjednotenia je urCend stic¢tom mohutnosti jednotlivych
mnoZzin

|AU B|=|A|+|B| (2.14a)
Tento vysledok moZe byt jednoducho zovSeobecneny pomocou matematickej
indukcie na mohutnost’ zjednotenia n vzdjomne disjunktnych mnoZin

|A VA U.LUA|=|A]+|A|+...+]A, (2.14b)
Zovseobecnenie formuly (2.14a) pre mnoZiny, ktoré maji neprazdny prienik (ne-
disjunktné mnoZiny) je Specifikované vetou

Mohutnost’ mnoZiny AU B je uréend formulou
vera2.1. (8 AU B|=|A|+|B|~|An B (2.15)

OBRAZOK 2.5. A B
ROzKLAD MNOZIN

A-B ANB B-A
Rozklad mnoZin A a B na tri disjunktné podmnozZiny: A—B, B-A a ANB

ROZKLAD MNOZIN  Formulu (2.15) l'ahko dokdZeme pomocou rozkladu mnoZin A a B na disjunktné
podmnoZiny, pozri obr. 2.5, potom pouZitim (2.14) dostaneme
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&

PRIKLAD 2.7.

|AUB|=|A-B|+|B-A|+|ANB|
Mohutnost’ samotnych mnoZin A a B je urCend takto
|A|=|A-B|+|An B
|B|=|B - A|+|An B

Kombinaciou tychto troch formul dostaneme vzt'ah (2.15).

Podobne ako pre (2.14a), formula (2.15) mdZe byt zovSeobecnend pre mohut-
nost’ zjednotenia 3 mnoZin

|AUBUC|=|Al+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC| (2.16)

Formulu (2.15) l'ahko zovSeobecnime indukciou na

VMMﬁuU&=im%i%m@h§”4ﬁ@ﬁﬂﬁ"
= b i) @17)

+(-1)"4 N A NN A4,

Kazdy zo 100 Studentov Fakulty informatiky UGBM Studuje asponi jeden
z tychto odborov: matematika, informatika a ekonémia. Nech U je mnoZina vSet-
kych Studentov FI UGBM, M je mnoZina Studentov matematiky, /je mnoZina
Studentov informatiky a E je mnoZina Studentov ekondmie. Pocty Studentov su
ur¢ené tabul’kou:

Studenti symbol | pocet
Vsetci |U] 100
matematika |M| 65
informatika 7] 45
ekonémia |E| 42
matematika a informatika |MI| 20
matematika a ekonémia [ME| | 25
informatika a ekonémia [INE] 15

(i) Prvou ulohou je zistit, kolko Studentov sicasne Studuje tri odbory,
M AINE|=?

Pouzitim formuly (2.16) dostaneme

lU|=|M OIGE|=|M|+|I|+|E|-|M N 1|-|M NE|-[INE|+|M NI NE
Téato formulu ndm Specifikuje pocet Studentov, ktori sicasne Studuji matematiku,
informatiku a ekonémiu

100=65+45+42-20-25-15+|M NI NE
potom |M NI NE|=8.

(i1) Druhou tlohou je zistit, kol'’ko Studentov Studuje matematiku a informatiku,
ale nie ekondmiu, |M N1 N E|=? Mohutnost’ mnoZiny MnI mdZeme vyjadrit
takto
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RUSSELL:
M ={A;A¢ A}
MeM?

AXIOMATIZACIA
,RODINA MNOZiN“

M A I|=|M N IAE|+|M AT AE|=|M A TAE|=-|M T AE[+[M Al
Pouzitim predchddzajuicich vysledkov dostaneme
M ATAE|==|M A TNE|[+|M N1|=20-8=12.
(ii1) Poslednou, tretou ulohou je zistit’, kol’ko Studentov Studuje len informatiku,
ale nie matematiku aekonémiu, |]\7I NINE | =? Kardinalitu mnozZiny

I rozloZime na Styri Casti
|=|1A(M UM )A(EVE) =
|ImMmE|+|ImMmE|+|ImA7ImE|+|Im]\7ImE
Platia tieto identity
(1AM AE|=|INE|-|[InM NE]|
1AM AE|=|IAM|-[InM NE]
Dosadenim tychto vysledkov do predoslého vzt'ahu dostaneme
1| ==|I "M N E|+|I NE[+|I A M|+|[I "M N E|
alebo
1AM AE|=[I|+]InM A E|-|I NE|-|I " M|=45+8-15-20=18.

Pojem mnozina mbZe byt zovSeobecneny tak, Ze prvky mnoziny mdzu byt tak-
tiez mnoZiny (pozri priklad 2.6, zadanie d, e). Ak pristipime na tito terminol6-
giu, potom je korektny vyrok ,,mnoZina vsetkych moZnych mnoZin, ktoré neobsa-
hujii samy seba ako prvky*. Ozna¢me tito mnozZinu M, potom obsahuje také
mnoZiny A pre ktoré plati A¢ A, formdlne M ={A;A¢ A} . Russell bol prvy,

ktory pociatkom 20. storo¢ia poukdzal na skutocnost, Ze takto formulované vy-
roky sd vnudtorne rozporné. PoloZme si otdzku, ¢i tito mnoZina obsahuje samu
seba, M € M ? Nech plati M € M , potom podl'a definicie musi platit M ¢ M .
Nech plati M ¢ M , potom vsak z definicie vyplyva taktiez M € M . Tieto dva
zavery (implikacie) mdzeme spojit’ do  jednej ekvivalencie,
(MeM)=(MgM), o je evidentnd kontradikcia. Russell navrhol prekonat’

tito vnutornd kontradikénost’ intuitivnej tedrie mnoZin tak, Ze pojem mnoZina sa
mdZe pouzivat len na ,prvej” drovni, t. j. ked’ prvkami tejto mnoZiny si prvky,
ktoré nemajd svoju Struktdru. Na druhej trovni pouZzival termin ,,rodina mnozin®,
jej prvky st mnoziny z prvej urovne. Na d’alSej tretej trovni moéZeme hovorit
o triede mnozZin, jej prvky st rodiny mnoZin z predchadzajicej druhej drovne.
Tymto spdsobom vyrok ,,mnozina, ktord obsahuje vSetky mozné mnoZiny* je
nekorektny, jeho spravna forma je ,,rodina vSetkych moznych mnozin®, potom uz
mame (hlavne zasluhou vhodnej terminolégie) odstrdneny zmieneny paradox,
ktory svojho Casu zohral fundamentilnu tdlohu v tedrii mnozin. Iny spdsob pre-

konania paradoxov Russellovho typu je ddsledna axiomatizicia teérie mnozin.

Nech I ={L2,..,n} je mnoZina indexov, ktord obsahuje prvych n kladnych ce-

lych ¢isel. Predpokladajme, Ze pre kazdy index i€ I ma definovand mnoZinu A;,



40

2 Teoria mnoZin I

PRIKLAD 2.8.

OBRAZOK 2.6.
GEOMETRICKA
INTERPRETACIA
MNOZINY

DEFINICIA 2.9.
POTENCNA

MNOZINA (&

VETA2.2. (B~ “

potom rodina mnoZin je definovand takto
A={A;iel}={A A, .. A} (2.18)

Pre rodinu mnozin A mo6zeme definovat’ opericiu prieniku a zjednotenia jej
mnoZin

NA=ANAN.NA ={x; x€ A, prekazdé ic I} (2.19a)

iel

UA =AUA U..UA, ={x;x€ A, prenejaké i€ I} (2.19b)

iel
Nech I =R, t.j. mnozZina indexov je totoZznd s mnoZinou redlnych cisel a nech

A = {(x,kx); xe R}

kde ke R. Geometrickd interpreticia mnozZiny A; je priamka so smernicou k,
ktord prechadza stredom suradnicového systému, pozri obr. 2.6. To znamen4, Ze
prienik mnozin Ay je jednoprvkova mnozZina, ktord obsahuje stred siradnicového
systému

N4 ={0.0)

Zjednotenie tychto mnoZin ndm déva celd rovinu bez osi o, doplnent o stred si-
radnicového systému (pozri obr. 2.6)

kLEJRAk ={(x,y):x,ye Rax#0}U{(0,0)}

y Ak

-~

Vytieniovand oblast’ zndzorfuje zjednotenie vSetkych mnozin A, , ktoré reprezentuje celd rovi-
nu, z ktorej je odstrdnend os o,, plus pociatok stradnicového systému (0,0). MnoZina A je
reprezentovand priamkou y=k x.

Mnozina P(A) sa nazyva potencnd mnozina vzhl'adom k mnozZine (alebo jedno-

ducho, mnoziny) A vtedy alen vtedy, ak obsahuje vSetky moZzné podmnoZiny
mnoZiny A
P(A)={B;Bc A} (2.20)

Poten¢na mnozina obsahuje prazdnu mnoZinu J a taktieZ aj mnoZinu A, pretozZe
obe tieto mnoziny si podmnoZinou mnoZiny A. Vlastnosti potencnej mnoziny s
uréené vetou

Poten¢na mnozina P(A) spiﬁa tieto vlastnosti
(AcB)=(P(A)cP(B)) (2.21a)
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P(A)UP(B)QP(AUB) (2.21b)
P(A)F\P(B) P(AmB) (2.21¢)
Dokdzeme ekvivalenciu (2.21a), musime dokdzat' dve nezdvisle implikicie

(ACB)=(P(A)CP(B)) a (P(A)CP(B))=(ACB).

(1) Predpokladajme, 7e AC B, nech X € P(A), potom X C A. PretoZe pred-
pokladdme platnost A C B, potom musi platit’ aj X C B, teda aj X € P(B).
Tymto sme dokdazali, Ze z predpokladu AC B je odvoditelnd implikdcia
(X e P(A))= (X e P(B)), z oho priamo plyniec P(A)c P(B).

(2) Predpokladajme, Ze P(A)c P(B), pretoze A€ P(A), potom z predpokla-
du vyplyva, Ze musi platit’ aj A€ P(B), ¢o je moZné len vtedy, ak AC B.

Dokaz vzt'ahu (2.21b) bude spocivat’ v dokaze implikdcie X € (P(A)uP(B))

= X € P(AU B) . Predpokladajme X € P(A)UP(B), potom
(XeP(A))v(XeP(B)=(XcA)v(XcB)=
Xc(AUB)= Xe P(AUB)

Tymto sme dokézali P(A)UP(B)c P(AUB).

Dokaz formuly (2.21c) je podobny poslednému ddkazu (v tomto pripade ide

0 mnoZinova rovnost,, t. j. musime dokazat’ dve implikdcie p=¢q a g = p).

PRIKLAD 2.9. Niekol’ko ilustraénych prikladov potenénych mnoZin:

(@A=0, P(A)={D},

(b)A ={a}, P(A)={D{a}}.

(©) A ={ab}, P(A)={@{a}.{b}.{a,b}},

(A ={ab,c}, P(A)={@{a}.{b} {c} {a.b}.{b.c}.{a.c}.{ab.c}}.

PRIKLAD 2.10. Pri prici s potenénymi mnoZinami musime velmi starostlivo rozliSovat’ medzi
symbolmi € a C. Ak a€ A, potom {a} C A alebo {a}e P(A). Studujme mno-
zimm A={1,2{1}}, potom 1€ A a {l}e A, preto {l}€e P(A) a taktieZ aj
{{1}}e P(A). Potenena mnozina P(A) je

P(4)={@{th 2L {2k L) {2 ) {12

Pripominame, Ze prvky 1, {1} a {{1}} st r6zne. Prvy prvok z tejto trojice je Cis-
lo, druhy prvok je mnoZina s jednym prvkom — ¢islom a treti prvok je mnoZina
s jednym prvkom — mnoZinou, ktora obsahuje ¢islo 1.
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VETA23. (B~ “

Zostrojme postupnost’
LEL{{1 LT} )
kazdy prvok (s vynimkou prvého prvku) tejto postupnosti je mnozZina, ktora ob-
sahuje predchadzajici prvok. Téato vlastnost’ rekurentnosti moze byt pouZitd na
definiciu n-té€ho ¢lena postupnosti
X, =1 a X, ={X,}, pren=123,..

Mohutnost’ poten¢nej mnoZiny P(A) kone¢nej mnoZiny A je uréend jednoduchym
vztahom
P(A)= 21 (2.22)

Tento vysledok pre mohutnost’” poten¢nej mnoZiny sa I'ahko dokdZe pomocou
nasledujicej tvahy: Nech kone¢nd mnozina A obsahuje n prvkov,
A={a,a,,...,a,}, kazdd podmnoZina A’C A mdZe byt charakterizovand pomo-

cou charakteristickej funkcie — binarneho vektora diZky n. Ak v i-tej polohe tohto
vektora je 1 (0), potom a,€ A" (a,& A”). To znamend, 7e kazdd podmnoZina
z potencnej mnoziny P(A) je jednoznacne Specifikovand bindrnym vektorom
dizky n. Pretoze v kazdej polohe binarneho vektora st pripustné len dve hodnoty
(1 a0), potom celkovy pocet roznych bindrnych vektorov dlZzky n je 2", toto &islo
Specifikuje aj mohutnost potenénej mnoZiny, |73(A)| =2", kde |A|=n. Tento
jednoduchy vysledok viedol niektorych autorov k tomu, Ze potenéni mnoZinu
oznadili symbolom 2* | jej mohutnost sa rovna oM

2.3 KARTEZIANSKY SUCIN MNOZIN

USPORIADANE
DVOJICE PRVKOV

V mnohych matematickych disciplinach alebo v ich aplikicidch vystupuji uspo-
riadané dvojice prvkov. Tak napriklad, komplexné ¢islo méze byt charakterizo-
vané ako usporiadand dvojica redlnych &isel z = (x,y), kde x (y) je redlna (kom-
plexnd) ¢ast’. Zakladna relacia pre usporiadané dvojice je rovnost (x,y) = (x",y"),
ktora plati vtedy a len vtedy, ak su si rovné ich prvé a druhé Casti, x=x"ay=y".
Tato podmienka rovnosti plati aj pre komplexné cisla, ktoré sd si rovné vtedy
alen vtedy, ak sa rovnajd ich redlne a imagindrne Gasti. Dal$im ilustraénym pri-
kladom pouZitia usporiadanej dvojice v matematike je Specifikacia bodu leZiace-
ho v rovine, ktory je taktieZ plne ur¢eny usporiadanou dvojicou (x,y) svojich si-
radnic. Dva body (dve usporiadané dvojice) A=(x,y) a B=(x",y") st rovné vtedy a
len vtedy, ak sd rovné ich stradnice, x=x"ay=y".
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DEFINiCIA 2.10.

&

OBRAZOK 2.7.
KARTEZIANSKY
SUCIN POMOCOU
VENNOVYCH
DIAGRAMOV

PRIKLAD 2.11.

PRIKLAD 2.12.

OBRAZOK 2.8.
KARTEZIANSKY
SUCIN DVOCH
USECIEK

MnoZina X XY sa nazyva kartezidnsky stuéin® dvoch mnoZin X a Y vtedy a len
vtedy, ak
Xsz{(x,y);xeXaye Y} (2.23)

o(la) (a)e
o(L)) (2.b)e | XXY

o(l,e) (2,0)e

'y

N T—

Znazornenie kartezidnskeho sicinu pomocou Vennovych diagramov.

V pripade, 7e X = Y, potom X x X = X*. Poznamenajme, 7e ak aspoi jedna
zmnozin X alebo Y je prazdna mnozina, potom aj kartezidnsky sucin XXxY je
prazdny. Ak mnoZiny X a Y st obe neprdzdne, potom X XY =Y X X vtedy alen
vtedy, ak X =Y (tato vlastnost je priamym ddsledkom podmienky rovnosti, (x,y)
= (x",y"), medzi dvoma usporiadanymi dvojicami).

Nech X ={1,2} a Y ={a,b,c}, potom
XxY ={(La).(1b).(Lc).(2.a).(2.b).(2.c)}

reprezentécia tohto sti¢inu pomocou Vennovho diagramu je zndzornend na obr.
2.7.

Nech X =[0,1] a ¥ =[-11] st uzavreté intervaly redlnych ¢&isel, kartezidnsky

sigin tychto dvoch intervalov mdZe byt znazorneny pomocou obdiZnika na
obr. 2.8.

le

Y XXY

-le

0o X 1

Znézornenie kartezidnskeho stginu dvoch tseciek X a Y, vysledna oblast’ je obdiZnik.

3 Pomenovanie je po franciizskom matematikovi a filozofovi René Descartesovi (1596 — 1650), ktory sa poklada za
zakladatel'a analytickej geometrie. Je tvorcom koncepcie ortogondlneho stradnicového systému, v ktorom je bod
charakterizovany usporiadanou dvojicou stradnic — redlnych ¢isel. Tato ,,matematizdcia® geometrie sa poklada za

XXz

jeden z najvicsich dspechov matematiky 17. storo€ia, ktory umoznil, okrem iného aj Leibnizovi zaviest' pojem de-
rivéicie funkcie ako smernicu doty¢nice ku grafu funkcie.
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PRiKLAD 2.13.

OBRAZOK 2.9.
KARTEZIANSKY
SUCIN KRUZNICE A
USECKY

KARTEZIANSKY
SUCIN PRE N-TICU

DEFINiCIA 2.11.
KART. SUCIN N

MNOZIN (F—

PRIKLAD 2.14.

PRIKLAD 2.15.

Nech X ={(x, y); X +yt= 1} je kruZnica o polomere 1 so stredom v centre sti-
radnicového systému a Y = [0,1] je jednotkové dsecka, kartezidnsky stcin tychto

dvoch oblasti produkuje povrch plasta valca dizky 1 as polomerom 1, pozri

obr. 2.9.
T

D

X

Znézornenie kartezianskeho stucinu kruZnice X a tdsecky Y, vyslednd oblast’ je valcova plocha.

Koncepcia usporiadanej dvojice mdzZe byt zovSeobecnend na usporiadani n-ticu,
pomocou kartezidnskeho stcinu n mnoZin. Hovorime, Ze dve n-tice (xl,xz,...,xn)

a (x,x,,..,x]) sa rovnaji vtedy alen vtedy, ak sd rovné ich zlozky, x, =x/,

>n
— 4 — 4
Xy =Xy, ey X, =X, .
MnoZina X, X X, X...X X, sa nazyva karteziansky sicin n» mnoZin X,, X, ..., X,

vtedy a len vtedy, ak
X XX, x.xX, ={(xl,x2,...,xn); xeX,x,€X,,.,x € Xn} (2.24a)

Karteziansky sicin moZeme taktieZ vyjadrit’ symbolicky takto

X, xX,x.xX, =XX, (2.24b)
i=1
Ak vSetky mnoZiny z kartezianskeho sucinu sa rovnaji mnoZine X, potom vyraz
X, x X, x..x X, jezjednoduseny na X".

Nech A={1,2}, B={a,b} a C={a.B}, potom kartezidnsky si¢in tychto mno-
Zin m4 tvar
AxBxC={(La,a),(La,p).(Lb,a),(1b.B).(2.a,0),(2.a.B).(2.b,0).(2.6,B)}
Nech X, =X, =..=X, =R, kde R je mnoZina redlnych ¢&isel. Potom R" je mno-
Zina obsahujica vsetky n-tice redlnych Cisel
R ={(x1,x2,...,x”); X, Xy ,ees X, € R}

a mdZe byt’ interpretovand ako n-rozmerny linedrny priestor.
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VETA2.4. (B~ “

VETA2.5. (B~

PRIKLAD 2.16.

Mohutnost’ kartezianskeho sacinu X xY dvoch kone¢nych mnozin X a Y s mo-
hutnost’ami |X | =m a |Y | =n, sa rovnd sticinu mohutnosti jeho zloZiek

|X xY|=|X]||Y|=m-n (2.25a)

Tento vysledok mbze byt jednoducho zovSeobecneny indukciou na n-nasobny
karteziansky stacin kone¢nych mnoZzin

X XX, X XX, | =X || X,

kde m; je mohutnost’ mnoZiny X;.

X

n

=m -m,-..-m, (2.25b)

Kartezidnsky sic¢in mnoZiny A s prienikom alebo zjednotenim dvoch mnoZin X
a Y vyhovuje podmienkam distributivnosti

AX(X NY)=(AXX)N(AXY) (2.26a)
(X NY)xA=(XxA)N(YxA) (2.26b)
AX(X UY)=(AxX)U(AXY) (2.26¢)
(X UY)xA=(XxA)U(YxA) (2.26d)

Dokézeme prva rovnost’ (2.26a), ostatné sa mozu dokazat' analogickym spdso-
bom. Nech (a,x)€ AX(X NY), potom a€ A a x€(X NY). Z posledného

vyrazu vyplyva, Ze x sa suCasne vyskytuje v X a taktieZ aj v Y. Potom
(a,x)e AXX a taktieZ aj (a,x)€ AXY, &ize (a,x)€(AXX)N(AXY), &m
sme dokdzali AX(XNY)c(AxX)N(AxY). Predpokladajme, Ze
(a,x)e (AxX)N(AxY), potom (a,x)€ (AxX) a (a,x)€(AXY). Tieto dva
vztahy mbZeme prepisat’ takto: a€ A a x€ X NY , alebo (a,x)e Ax(X NY),
¢im sme dokazali (Ax X )N (AxY)C Ax(X NY). Spojenim tychto dvoch rela-
cif inklizie dostaneme dokazovanii rovnost Ax(X NY)=(AxX)N(AxY), ¢o

bolo potrebné dokazat’.

Nech A={a,b,c}, X ={x,y,z} a Y ={y,z,1}.

AX(X nY)={ab,c}x({x,y.z} n{y.zt})={a.b.c}x{y.z}

={(a.y).(b.y).(c.¥).(a.2).(b.2) (c.2)}
(AxX)N(AxY)= ({a,b,c}x{x, y,z}) ﬁ({a,b,c}x{y,z,t})

={(a.x).(ay).(a.2).(b.x).(b.¥).(b.2).(c.x)

b,z), (b.1),(c,

{(@y).(@z)(a1). (b.y).(b
={(@y).(6.7).(¢.y).(a.2),(b:2).(c.2)}

Ak porovndme pravé strany obidvoch vyrazov, dostaneme, Ze I'avé strany su si
rovné, t. j. plati (2.26a). Podobnym sposobom mozZeme verifikovat formuly
(2.26b-d).

ACHIe

(cy),
(e.2).(e)]

)

¢,y
(&4
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VETA 2.6. (B~

Pre Tubovol'né tri mnoZiny A, B a X plati implikéacia

(AcB)=((AxX)c(BxX)) (2.27a)
Ak X je neprdzdna mnoZina, potom
(AxX)c(BxX))=(ACB) (2.27b)

Dokaz tejto vety je pomerne jednoduchy, a preto ho prenechdme pozornému cita-
telovi.

2.4 MNOZINA AKO DATOVA STRUKTURA
V INFORMATIKE

ALGORITMY
TEORIE GRAFOV

CHARAKTERIS-
TICKA BINARNA
FUNKCIA

OPERACIA
ZJEDNOTENIA

OPERACIA
PRIENIKU

V mnohych aplikdcidch mnoZinova datova Struktira podstatne ulahcuje imple-
mentdciu algoritmov, ktoré si zaloZené na formalizme teérie mnoZin. Ako pri-
klad takychto algoritmov mdZe sliZit’ tedria grafov, ktorej jednoduchd a sicasne
aj elegantnd tedria je zaloZend na mnoZinich. Mnohé algoritmy tedrie grafov
(napr. problém obchodného cestujiceho) patri medzi zdkladné algoritmy, preto je
dolezité, hlavne z pedagogickych dovodov, mat’ moZnost’ vyuZivat’ datovu Struk-
tiru mnoZiny pre zjednodusenie a sprehl’adnenie tychto algoritmov.

Zakladny pristup k implementécii datovej Struktiry mnoZiny je jej charakteristic-
ka bindrna funkcia, ktord moZe byt reprezentovand bindrnym vektorom. Maxi-
mélna dizka tohto vektora (napr. 2° = 256) $pecifikuje maximalnu mohutnost’
implementovanej mnoZiny. Pre jednoduchost’ uvazujme bindrne vektory dizky 2°
= 8, ktoré urCuji mnoZiny v rdmci univerzdlnej mnoZiny U={1,2,3,4,5,6,7,8}.
Tak napr. bindrny vektor (11001100) Specifikuje mnoZinu A={1,2,5,6}. Ak
binarny vektor obsahuje len nuly, potom mnoZina A = ; v opacnom pripade, ak
bindrny vektor obsahuje len jednotky, potom A = U. Pomocou bindrnych vekto-
rov mdzeme pomerne jednoducho vykondvat algebraické opericie nad mnoZi-
nami.
(1) Operdcia zjednotenia mnozin A a B, C = AUB , ktoré su reprezentované bi-
narnymi vektormi

w, =(a.a,,..a,)

w, =(b.b,,...b,)
je realizovana pomocou bindrnej operacie “disjunkcie”

Was =(c.C00enc,) = (a1, ay,.0a,) v (by,b,,....B, )
kde
¢, =max{a,b,}

(2) Operdcia prieniku mnozin A a B, C = ANB , je realizovana pomocou bindr-
nej operacie ‘konjunkcie”
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OPERACIA
KOMPLEMENTU

PRIKLAD 2.17.

ZHRNUTIE

Wing = (¢ Corenc, ) =(ay,0y,0a,) A (D),Dy,..01,)
kde
¢, =min{a,,b,}

(3) Operdcia komplementu mnoziny A, C = A, je realizovani pomocou unérnej
operécie "komplementu”
w; =(c,¢penc,)=(1-a,1-a,,...1-a,)

Definujme dva bindrne vektory diiky 8 (t. j. univerzum U={1,2,3,4,5,6,7,8})
w,=(11001111) a u,=(00011001), ktoré reprezentuji mnoZziny
A={1,2,5,6,7,8} a B={4,5,8}. Nad mnoZinami A a B vykonadme zdkladné opericie
pomocou bindrnych operdcif nad vektormi. Zjednotenie AUB je uréené pomocou
bindrnej operécie “disjunkcie”

(11001111)v(00011001)=(11011111)
Vysledny vektor Specifikuje mnozinu C = {1,2,4,5,6,7,8}. Podobnym spdsobom
mdZeme vykonat’ aj operaciu prieniku ANB pomocou operacie ‘konjunkcie” pre
binarne vektory

(11001111)A(00011001)=(00001001)
Vysledny vektor $pecifikuje mnozinu C = {5,8}. Komplementy A a B st zo-
strojené pomocou opericie ,,negicie” binarnych vektorov

Uy =—(11001111)=(00110000)

W =—(00011001)=(11100110)
Vysledné vektory reprezentuji mnoZiny C = A ={3,4}aC= B ={1,2,3,6,7}.

MNOZINA

ENUMERACIA
PRVKOV
V MNOZINACH

Koncepcia mnoZiny je najrozSirenejSia elementdrna Struktira matematiky.
V intuitivnom pristupe je definovand ako stbor prvkov, ktoré si navzdjom odlisi-
telné. Symbol xe A citame tak, Ze prvok a patri do mnoZiny A. MnoZina je Spe-
cifikovand dvoma r6znymi spdsobmi: (1) vymenovanim vSetkych jej prvkov a (2)
pomocou charakteristickej funkcie. Nad mnoZinami mdZeme definovat’ reldciu
rovnosti (A = B) ainkluzie (A C B) a operdcie prieniku (AN B), zjednotenia
(AUB), rozdielu (A-B) akomplementu A . Tieto opericie si vizualizované
pomocou Vennovych diagramov. Symbol |A| vyjadruje kardinalitu mnoZiny A,
t. j. pocet jej prvkov.

Enumericia prvkov v mnoZinich je zaloZend na formule, ktord Specifikuje kardi-
nalitu prieniku mnoZin

|AU B|=|A|+|B|-|ANB|.

Tito formulu mozno jednoducho zovSeobecnit’ indukciou pre prienik troch alebo
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POTENCENA
MNOZINA

KARTEZIANSKY
SUCIN MNOZIN

viac mnozin. Kardinalita zjednotenia dvoch mnoZin mnoziny |A U B| sa interpre-
tuje ako pocet prvkov, ktoré bud’ patria do mnoZiny A alebo patria do mnoZiny B
(t. j. maji bud’ vlastnost’ A alebo vlastnost’ B). Podobnym spdsobom interpretu-
jeme aj kardinalitu prieniku mnoZin |AmB|, ako pocet prvkov, ktoré sicasne
patria do mnoZiny A a mnoZiny B (t. j. maju vlastnost’ A a vlastnost’ B).

Pre danti mnoZinu A poten¢nd mnoZina P(A) obsahuje ako prvky vSetky mozné
podmnoZiny mnoZiny A. Kardinalita poten¢nej mnoZiny je ur¢end jednoduchou
formulou |77(A)| =21

Pre dve mnoZiny X aY kartezidnsky sic¢in X XY je mnoZina, ktord obsahuje
vsetky mozné usporiadané dvojice (x,y) , pre x€ X a y€ Y . Vyznam kartezian-
skeho stcinu spociva v tom, Ze pomocou vhodnych mnozin Ay, A,, ..., A, mdzZe-
me vytvdrat’ siciny A XA, X...x A , ktoré maji ndzorni geometrickd interpreta-
ciu pomocou rdznych telies. Tak napriklad nech A je tsecka a B je kruZnica,

potom AX B je plast valca (pozri obr. 2.9).

KrUCOVE POIMY

mnoZina

operdcie nad mnoZinami
mnoZinovd algebra
mohutnost (kardinalita)
enumerdcia
kartezidnsky sucin
Georg Cantor
Bertrand Russell
axiomaticka vystavba
prvok (element)
odlisitelné prvky
vymenovanie prvkov
predikdt
charakteristickd funkcia
univerzum U

prdzdna mnoZina &
rovnost mnozin

podmnoZina

vlastnd podmnoZina A C B
zjednotenie mnozin

prienik mnoZin

doplnok (komplement) mnoZiny
rozdiel mnoZin (relativny doplnok)
Vennove diagramy

algebra teérie mnoZin

princip kompozicionality

oblasti v mnoZine univerza
tabulkovd metoda pre verifikdciu
rodina mnozin

axiomatizdcia

geometrickd interpretdcia mnoZiny
potencnd mnozina

René Descartes
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CVICENIA

2.1. Ktoré prvky patria do mnoZiny:
@) {x;(xe R) A (¥ =1)}, (kde R je mnoZina redlnych isel)

(b) {x;(xe R) A (x*=3x+2=0)},

(©) {x:(xe N) A (x<12)}, (kde V je mnoZina nezdpornych celych &isel)
(d) {x;(xe V) A (x* <100)},

@ {x; (xe M) a(x* =2)}.

2.2, Vyjadrite tieto mnoZiny pomocou predikatu (pozri (2.1b)):
(a) A={0,3,6,9,12},

(b) A={-3,-2,-1,0,1,2,3},
() A={m,n,0,p}.

2.3. Zistite, ¢i mnozZiny z kazdej dvojice si navzajom rovné:
(1) A={1,2,2,3,3,3,4,4,4,4}, B={1,2,3,4},

0 A={{1}}, B={1{1}},

(c) A=2, B={2}.
24. Nech A={2,4,6}, B={2,6}, C={4,6}, D={4,6,8} . Zistite, ktoré mno-
Ziny sd podmnoziny ktorych mnoZzin.

2.5. Pre kazdd mnoZinu A urcite, ¢i plati 2€ A:
(a) A={xe R;x<2},

(b) A={xe R3(ne N)(x=n")},
() A={2{2}}.

@ a={{23.{{2}}}.

© A={{2}.{2{2}}}.

2.6. Pre kazdy priklad z cvicenia 2.5 rozhodnite, ¢i prvok {2} je prvkom mnoZi-
ny A.

2.7. Rozhodnite, ¢i vyroky st pravdivé alebo nepravdivé:
(a) 0e T,
(b) @ {0},

© {0}ca,
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d) @ c{o},
(e) {0} {0},
() {0} = {0},
() {0} ={0}.
2.8. Rozhodnite, ¢i vyroky st pravdivé alebo nepravdivé:
(a) De{D},
(b) @e{2.{2}}.
© {2)e{a).
) {ote {2}
(e {2} ={z.{2}}.
0 {{2}} ={@.{2}}.
2.9.Nech Ac B a BcC,dokédite AcC.

2.10. N4jdite také dve mnoZiny A a B, aby platilo
(a) Ae B,
(b) ACB.

2.11. Ak4 je mohutnost’ tychto mnoZin:
(a) {a},
) {al},
© {afa}].
@ {a{a}.{a{a}}}.

2.12. Ak4 je mohutnost’ tychto mnoZin:
(a) 9,

(b) {2},
© {2.{2}).
ORCRCIREACE

2.13. Zostrojte potenénd mnoZinu P(A) pre
(a) A={al,
() A={abl,
© A={@{2}}.

2.14. Dokizte alebo vyvrit'te implikdciu (P(A)=P(B))= (A



2 Tebria mnozin I 51

2.15. Urcite, ktord z mnoZin je poten¢na mnozina
(a) G,

(b) {@.{a}},
© {@{a}.{2.a))
@ {.{a} (b} {a.0}}

2.16. Nech A={a,b,c}, B={x,y}, zostrojte

(a) AXB,
(b) BXA.

2.17. Aky vyznam md kartezidnsky sicin AX B, kde A je mnoZina prednisok,
ktoré poskytuje Ustav aplikovanej informatiky a B je mnoZina pedagégov Fakul-
ty informatiky?

2.18. Aky je vyznam kartezidnskeho suc¢inu Ax BxC, kde A je mnoZina vset-
kych leteckych spolocnosti, B a C st mnoZiny letisk na svete.

2.19. Nech A je mnoZina $tudentov FIIT, ktori si z Bratislavy a B je mnoZina
Studentov FIIT, ktori jazdia na fakultu autom. OpiSte Studentov, ktori patria do
mnoziny
(a) ANnB,
(b)y AUB,
(c) A-B,
(d) B-A.
2.20. Nech A je mnoZina prvdkov na nasej fakulte a B je mnoZina Studentov na-
vStevujucich diskrétnu matematiku. Vyjadrite pomocou mnoZin A a B tvrdenia:
(a) Mnozina prvakov, ktori navStevuji predndsku z diskrétnej matematiky.
(b) MnoZina prvakov, ktori nenavstevuji prednasku z diskrétnej matemati-
ky.
(c) Mnozina Studentov, ktori si prvaci alebo navStevuji prednasku
z diskrétnej matematiky.
(d) MnoZina Studentov, ktori nie sd prvéci alebo nenavStevuji prednasku
z diskrétnej matematiky.
2.21. Nech A a B st mnoZiny, dokaZzte
(a) (ANB)C A,
(b) (AnB)CB,
(c) Ac(AUB),
(d) BC(AUB),
() A-BC A,
) An(B-A)=0.

2.22. Nech A, B a C st mnoZiny, dokéZte (A—B)-C=(A-C)-(B-C).
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2.23. Co mdZeme povedat’ o mnoZinich A a B, ak plati

(a) AUB=A,
(by ANB=A,
(c) A-B=A,

(d AnB=BnNA,
(e) A-B=B-A.

2.24. Nech A, B a C st mnoZiny, zistite, ¢i su pravdivé implikacie:
(a) (AuC=BuUC)=(A=B),

(b) (ANC=BNC)=(A=B).
2.25. Nech A a B sii mnoZiny, dokéZte vlastnost (A< B) = (E C Z) )

2.26. Nech A ={1,2,...,i}, pre i=1, 2, ..., n. Néjdite
@ ANAN.NA,
(b)y A UA U..UA,.

2.27. Nech A, je mnoZina binarnych retazcov, ktorych dizka nie je vicsia ako i,
pre i=1, 2, ..., n. Ngjdite

(a) ANAN.NA,

(b) A UA, U...UA,.

2.28. Dokazte pomocou matematickej indukcie vztahy

@ Ua=-N4

» 4-Ua
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12.1.

OBRAZOK 12.19. )<{ ° /

KTORE NIE SU

STROMY? Y ™~ X#
Gl G2 G3 -

12.2.

OBRAZOK 12.20.
KORENOVY

STROM

Ktoré z nasledujicich grafov na obr. 12.19 nie sd stromy a preco?

G,
Ktoré nie si stromy?

Grafy G, a G, su stromy, neobsahuju cyklus a st sivislé, graf G5 nie je strom, obsahuje cyklus,
graf G4 nie je strom, nie je stvisly.

Odpovedzte pre graf na obr. 12.20 nasledujice dotazy:

(a) Ktory z vrcholov je koren? Koren je a.

(b) Ktoré vrcholy su vnitorné? Vnutorné vrcholy sa {a, b, ¢, d, f, h, i, j, k, [, m, n, r, s}.

(c) Ktoré vrcholy su listy? Listy st {e, u, v, w, g, x, 0, p, ¢, y, 2, Z, t}.

(d) Ktoré vrcholy sui nasledovnici (synovia) vrcholu k? Nasledovnici vrcholu k£ st vrcholy ¢
ar.

(e) Ktoré vrcholy su rodicia vrcholu £? Rodi¢ vrcholu £ je d.

(f) Ktoré vrcholy st predkovia k? Predkovia vrcholu & s vrcholy d a a.

(g) Ktoré vrcholy su potomkovia vrcholu k? Potomkovia vrcholu & st vrcholy g, r, y, z.

Koretiovy strom.
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12.3.

124.

12.5.

Korl’ko neizomorfnych podstromov do 5 vrcholov obsahuje graf na obr. 12.20?

Neizomorfnych podstromov je 8, vSetky stromy, ktoré do 5 vrcholov existujd.

Majme n nenulovych prirodzenych cisel sy, s;, $3, ..., Sy, kde n = 2. Nutnd a postacujica pod-
mienka, aby existoval strom na n vrcholoch taky, Ze sy, s, 53, ..., $,, s po poriadku stupne jeho
vrcholov, je

Z s, =2n-2
i=1
Dokézte.

n
Ked’ existuje strom so stupnami sy, §5, $3,..., 5, potom zo vzorca (10.1) Zs,. = 2|E| a zo vzorca

i=l1

vety 12.2 pre stromy |E| = |V| - 1 vychéddza vzorec, ktory mame dokézat'.

V opacnom pripade, ked’ plati dokazovany vzorec, postupujeme matematickou indukciou, aby
sme dokazali, Ze existuje strom so stupfiami Sy, $3, S3, ..., S,. Pre n. =2 je s; = s, =1 a strom exis-
tuje. Nech n>2 a predpokladame existenciu stromu pre kazdi (n-1)ticu &isel s;, ktoré spliajui
dokazovany vzorec. Ked zvolime n &isel s;, ktoré spifiaji dokazovany vzorec, je vidno, Ze as-
poii dve z nich (povedzme sy, 5;) sa rovnajui 1 a aspoii jedno d’alSie (povedzme s3) je vicSie ako
1. Cisla s, 53-1, 4, ..., 5, spifiaji indukény predpoklad a existuje teda strom o n-1 vrcholoch
s prisluSnymi stupfiami. Ozna¢me v fiom x vrchol (s3-1)ého stupiia a nech y je d’alsi vrchol ne-
patriaci do uvedeného stromu o n-1 vrcholoch. Teraz doplnime tento strom vrcholom y
a hranou xy.

Nech G je jednoduchy graf o n vrcholoch. Ukéazte, Ze G je strom vtedy a len vtedy, ked’ je su-
visly a ma n — 1 hrén.

Dokazeme toto tvrdenie indukciou pre n, pocet vrcholov grafu G. Ked n = 1, ide o izolovany
vrchol, ktory je formdlne strom, je stivisly ama 1 — 1 =0 hréan. Tvrdenie je teda pravdivé. Te-
raz predpokladajme, Ze tvrdenie je pravdivé pre oby€ajné grafy o n vrcholoch, a nech G je oby-
¢ajny graf o n + 1 vrcholoch.

Po prvé predpokladajme, Ze G je strom; musime ukazat Ze G je sivislyaZzema (n+ 1)—1=n
hran. Samozrejme, G je stvisly podla definicie. Aby sme dokazali, Ze G ma pozadovany pocet
hran, potrebujeme nasledujicu skuto¢nost’: strom s aspon jednou hranou musi obsahovat’ vr-
chol stupiia 1. (Aby sme to ukazali, staci si zobrat’ najdlhSiu jednoduchu cestu. Nejaka cesta
maximélnej dizky musi v kone&nom grafe existovat. Konce tejto cesty musia byt v strome
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12.6.

12.7.

12.8.

vrcholy stupiia 1, pretoZe inak by tito cesta mohla byt’ prediZend.) Nech v je vrchol stupiia 1
v G, anech G” je G svasnim incidentnou hranou odstraneny. Novy graf G~ je stdle strom,
nemd Ziadne kruZnice (graf G nemal Ziadne) a je stéle suvisly (odstranend hrana nie je potrebna
na vytvorenie cesty medzi vrcholmi rozdielnymi od v). Preto podla indukénej hypotézy, G,
ktory ma n vrcholov, ma n-1 hrdn; ked’Ze G ma o hranu viac ako G, ma teda n hran.

Z druhej strany, predpokladajme, Ze G je stvisly a md n hrdn a (n + 1) vrcholov. Ked’ G nie je
strom, potom musi obsahovat’ kruZnicu. Ked’ z tejto kruZnice odstranime jednu hranu, vysledny
graf G” bude stéle suvisly. Ked’ je G” strom, potom s odstraniovanim hran kon¢ime; v opacnom
pripade proces opakujeme. PretoZe G ma konecny pocet hrdn, tento proces musi skoncit’ pre
nejaky strom o n+1 vrcholoch (strom ma rovnaky pocet vrcholov ako pdvodny graf G). Podla
predchadzajiceho odseku ma tento strom n hran. To je ale v protiklade s tym, Ze sme odstranili
najmenej jednu hranu. Preto nas predpoklad, Ze G nie je strom, je zly. m

Predpokladajme, Ze 1024 T'udi sa tcastni Sachového turnaja. PouZite korefiovy strom ako model
turnaja na uréenie, kol’ko hier musi byt’ odohranych, aby sa urcil vitaz, pokial je hra¢ elimino-
vany po jednej prehre a turnaj pokracuje, dokial’ iba jeden tcastnik neprehral. Predpokladame,
7e nebudu Ziadne remizy.

Turnaj méZeme modelovat’ ako Gplny bindrny strom. KaZdy vnitorny vrchol reprezentuje vy-
hercu hry hranej jeho dvoma det'mi. Mame 1024 listov, jeden pre kazdého hraca. Korei je vi-
taz turnaja. Podla vety 12.3, pre m=2 a [=1024, n=i+[=m X i+ 1; z toho dostdvame
i=(l-1)/(m-1)=1023. Preto musi byt odohranych presne 1023 hier na uréenie vit'aza.

Retazovy list zacina Clovekom posielajiucim list desiatim d’alsim 'udom. Kazdy prijemca je
poZiadany, aby poslal list d'alSim desiatim a kaZdy list obsahuje zoznam predchadzajicich Sies-
tich I'udi vretazci. Pokial zoznam neobsahuje menej ako Sest’ mien, kazdy prijemca posle
dvadsat’ kortin prvému ¢loveku v zozname, odstrani jeho meno zo zoznamu a prida svoje vlast-
né meno na koniec zoznamu. Ked’ vSetci takto odpovedia na list a nikto nedostane viac ako je-
den list, kol’ko penazi ¢lovek zapojeny do ret'azca nakoniec dostane?

Nech P je clovek rozposielajuci list. Potom 10 l'udi dostane jeho list na konci zoznamu (na
6. pozicii). Potom 100 I'udi dostane list s jeho menom na piatej pozicii atd’., az 1 000 000 l'udi
dostane list s menom P na prvej pozicii. Preto by P mal dostat’ 20 000 000. Model je tu uplny
strom s vetvenim stupiia 10.

Kol’ko roznych izomérov maji nasledujice nasytené uhl'ovodiky?
(a) CsHg

(b) CsHin

(c) CeHia

Z. definicie alkdnov (nasytenych uhl'ovodikov) vyplyva, Ze alkany maja Struktiru stromov. Sta-
¢i si v§imat’ iba stromy z uhlikovych atémov tychto uhl'ovodikov, hrany s vodikovymi atémami
stupfia vrcholov 1 potom iba automaticky dopliiaji pocet incidentnych hrén s kazdym uhliko-
vym atémom na stupeit 4. Ak chceme teda spocitat’ alkany s danym poc¢tom n atémov uhlika,
staci spocitat’ vSetky typy stromov s n vrcholmi, v ktorych sa nevyskytuji vrcholy stupna vic-
Sieho ako 4. Pre pripad (a) je to iba jeden graf, pre pripad (b) 3 a pre (c) 5, ako je vidno na na-
sledujicom obrazku.
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12.9.

12.10.

(a) (b) (c) °
o—j

Ukazte, ako mdze byt 16 cisel s¢itanych pomocou 15 procesorov v priebehu 4 ¢asovych kro-
kov potrebnych na séitanie dvojice ¢isel (vstup a prenos informdcie neuvaZzujeme za ¢asovo na-
ro¢né kroky a ich ¢as zanedbdvame v porovnani so s¢itanim).

Vytvorime kompletny bindrny strom o 15 vrcholoch, ktory reprezentuje siet’ so stromovou
Struktdrou o 15 procesoroch. V prvom kroku séitame prvych 8 dvojic Cisel v procesoroch
h,...,o. V druhom ¢asovom okamihu scitame vysledky tychto suctov v procesoroch d, ....g,
v tretom ¢asovom okamihu su to stcty vysledkov procesorov d,e v b af,g v ¢ a v poslednom
Stvrtom ¢asovom okamihu s¢itame vysledky z b,c v a.

Nech n je mocnina dvoch. UkéZte, Ze n ¢isel mdZe byt s¢itanych v log, n krokoch pri pouZiti
siete so stromovou Struktirou o n -1 procesoroch.

Predpokladajme, Ze n = 2k, kde k je kladné celé cislo. Chceme ukdzat’ ako scitat’ n Cisel za
log,n krokov pri pouZiti siete so stromovou $truktirou o n-1 procesoroch. DokdZme to matema-
tickou indukciou na k. Ked’ k=1, potomn =2 an-1 =1 av log,2 = 1 kroku dokdZeme scitat’ 2
¢isla jednym procesorom. Predpokladajme ako induktivnu hypotézu, Ze mdZeme scitat’ n = 2k
v log, n krokoch pri pouZiti siete so stromovou Struktirou o n-1 procesoroch. Predpokladajme
teraz, Ze mame 2n = 241 &isel na s¢itanie, xj, Xa, ..., X2,. Siet’ so stromovou Struktirou o 2n-1
procesoroch vytvorime zo siete so stromovou Struktiirou o n-1 procesoroch spolu s dvoma no-
vymi procesormi ako detmi kaZzdého listu v (n-1)-procesorovej sieti. V jednom kroku mdzZeme
pouzit’ listy rozsirenej siete pre s¢itanie x; + Xy, X3+ X4, Xp,.1 + X2,. TO ndm déva n Cisel. Podla
induktivnej hypotézy teraz mdZeme pouZit’ zvySok siete na s¢itanie tychto Cisel v logy n kro-
koch. Dovedna sme pouzili 1+log,n krokov a ako sme potrebovali ukédzat
log,(2n) = log,2 + logon = 1+ logyn. m
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12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

Kol’ko vaZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie 'ahSej faloSnej mince spo-
medzi Styroch minci? Opiste algoritmus na néjdenie tejto I'ahSej mince pri pouZiti tohto poctu
véZeni.

Mince rozdelime na dve dvojice a tie porovname, zoberieme l'ahSiu dvojicu a ti porovname.
Potrebujeme teda dve porovnania.

Kolko véZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na ndjdenie faloSnej mince spomedzi
Styroch minci, ktord mdZe byt l'ahSia alebo t'aZsia ako ostatné tri?

PretoZe su 4 rozne vysledky na tdto testovaciu procedudru, potrebujeme aspon dve vdZenia, pre-
toZe jedno vaZenie ndm modZe dat’ iba 3 moZné vysledky (terndrny rozhodovaci strom vysky
1 ma iba 3 listy). Ozna¢me si mince pismenami A,B,C,D. Porovndme mince A a B. Pokial st
v rovnovéhe, falo§nd minca je medzi druhymi dvoma. V tom pripade, porovnajte C s A, pokial
st v rovnovahe, D je falosnd minca, ked’ nie, C je falosnd. Na druhej strane, ked’ A a B nie st
v rovnovihe, jedna z nich je falo$na. Opit’ porovnajte C s A. Ked’ si v rovnovihe, B je falo$nd,
v opacnom pripade je A faloSna.

Kol’ko véaZeni na rovnoramennych vahach je potrebné na najdenie falo$nej mince, ktora je I'ah-
Sia ako ostatné, spomedzi 12 minci?

Pretoze existuje 12 rozdielnych vysledkov testovacej procediry, potrebujeme aspon 3 védzenia,
pretoZe 2 vaZenia by ndm dali 9 moznych vysledkov (rozhodovaci strom hibky 2 ma iba 9 lis-
tov). Rozdel'te mince na 3 skupiny po 4 minciach, a porovnajte dve skupiny. Ked’ si vyvaZené,
falo$nd minca je medzi ostatnymi Styrmi mincami. Ked’ nie si v rovnovéhe, falosna minca je
medzi I'ahSou Stvoricou. Teraz moZeme vyuZit' cvienie 12.11, pomocou dvoch d’alsich vazeni
ur¢ime faloSnd mincu.

Ktory z nasledujicich kédov je prefixovy kéd?
(a) a: 11, : 00, : 10, 5: 01
Je prefixovy kdd, Ziaden z kédov nie je zaciatkom iného kédu.
(b) a:0,e: 1,101, s: 001
Nie je prefixovy kéd, napriklad kéd pre a je za€iatkom kédu pre s.
(c) a: 101, e: 11,1001, s: 011, n: 010
Je prefixovy kod, Ziaden z kédov nie je zaciatkom iného kédu.
(d) a: 010, e: 11, £ 011, s: 1011, n: 1001, p: 10101
Je prefixovy kéd, Ziaden z kédov nie je za¢iatkom iného kédu.

Skonstruujte bindrny strom s prefixovymi k6dmi reprezentujicimi tieto kédové schémy:
(@)a:11,e: 0,1 101, s: 100

(b) a: 1, e: 01, £: 001, s: 0001, n: 00001

(c) a: 1010, e: 0, #: 11, s: 1011, n: 1001, p: 10001
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12.16.

12.17.

SkonStruujte bindrny strom reprezentujici Huffmanove kédovanie pre nasledujice symboly s
frekvenciami: a: 0,2; b: 0,1; c: 0,15; d: 0,25; e: 0,3.

Riadime sa algoritmom pre Huffmanove kédovanie. PretoZe b a ¢ st symboly s najmenSou véa-
hou, skombinujeme ich do podstromu, ktory tu budeme volat’ T1, s vdhou 0,1 + 0,15 = 0,25, so
symbolom s vic¢Sou vahou nalavo. Teraz dva stromy o najmensej vdhe st samostatny symbol a
a bud’ T1 alebo samostatny symbol d, oba o vahe 0,25. Ndhodne si zvolime T1, a dostivame
tak strom T2 s Pavym podstromom T1 a pravym podstromom a (mohli sme zvolit’ aj druht
mozZnost, vysledkom by bol odlisny, no rovnako kvalitny strom v ohl'ade priemerného poc¢tu
bitov na zakédovanie). Dalsim krokom je kombindcia e a d do podstromu T3 s véhou 0,55.
Kone¢nym krokom je kombinécia T2 a T3.

Reprezentujte nasledujice vyrazy ako bindrne stromy
(@) (r®s)D((xDy)®z)
(b) rO(s®((xDy)®z))
(©) (r®s)®x)Dy)®z
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12.18. Kolko rozdielnych moznych interpreticii ma kazdy z nasledujicich vyrazov, ked’ predpokla-
dame asociativnost’ operacie ® a ked’ ju nepredpokladame?
(a) x®y®z
(b) Dx®y®z
(c) RxDy®z
Ked’ predpokladame asociativnost’ operacie ®:
(a) 1 interpretacia, x®y®z
(b) 3 interpreticie, (t®x)®y®z, D(x®Y®7), (IB(x®y))&z
(c) 4 interpreticie, (t®x)P(Y®z), ((1®Ox)Py)®z, (IVO(xDy))®z, X(xD(Y®?Z))
Ked’ nepredpokladdme asociativnost’ opericie ®:
(a) 2 interpretacie, (x®y)®z, x& (y®z)
(b) 5 interpretacii, (t®x)®(y®z), B((x®y)®z), DA®(YR7)), (ID(x®Y))Rz, ((1Bx)Qy)Rz
(c) 5 interpretécii, (1®x)D(yRz), ((tQ®x)Py)®z, (IRO(xPy))Rz, R(xD(YRz)), IR((xDy)Rz)

12.19. Zostrojte infixovd, prefixovi a postfixovi formu vyrazov reprezentovanych nasledujicimi bi-
ndrnymi stromami na obr. 12.21.

OBRAZOK 12.21. (a)

&
ZOSTROJTE / \ / \

INFIXOVU,
PREFIXOVU A / \
POSTFIXOVU K / \ / \
FORMU STROMOV / \
/ A .
AN
Ay
Zostrojte infixovd, prefixovi a postfixovi formu stromov.

(a) Infix (x®y) ®(xD(1®2)), prefix D xy® x® 1z, postfix xyD x1zQDB&
(b) Infix r&((xPy)®7)Ds), prefix @r ®ODxyzs, postfix rxy® zQsO&
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12.20. Zostrojte strom rieSeni hry odoberania zapaliek, ked’ mate na zaciatku hry 5 zapaliek, kazdy
hra¢ moZe odobrat’ jednu, alebo 2 zdpalky a kto odoberie poslednu zapalku, tak prehral. Vrcho-
ly z jednotlivych vrstiev stromu ohodnot'te pomocou minimax principu.

Na obrazku sd vrcholy s poc¢tom zépaliek na hromédke, jednotka oznacend kurzivou znamena,
7Ze ide o podstrom, kde vyhrdva 1. hra¢ (voliaci stratégiu max, teda vyberajici pre seba ako ide-
dlnu stratégiu maximalne ohodnoteny zo svojich podstromov), —1 oznacend kurzivou znamena,
7Ze ide o podstrom, kde vyhrdva 2. hrd¢ (min). Ohodnotenia hrdn —1 a -2 znamenaji odobratie
jednej alebo dvoch zépaliek hracom. Z ohodnotenia korenia je zrejmé, Ze pre prvého hrica exis-
tuje vitazna stratégia. Existuje aj trocha zloZitejSia populdrnejSia verzia tejto hry, voland nim,
kde st zéapalky na niekolkych hromidkach a hri¢ modzZe odobrat 1 alebo 2 iba z jednej
z hromadok.

max

min

min

max

min
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13.1. Pre siete projektu na obr. 13.17 a 13.18 urcite minimalny celkovy cas, ktory zaberie dokoncenie
projektu, minimdlne ¢asové ohodnotenie E(v) u jednotlivych vrcholov a kritickd cestu. Kazda
z hréan je ohodnotena ¢asom potrebnym na splnenie dlohy jej priradené.

OBRAZOK 13.17.  (a)
CASOVY PLAN
PROJEKTU

Casovy plan projektu, urdite kriticki cestu

Minimélny celkovy cas je 27, ohodnotenie E(v) je uvedené u vrcholov, kritickd cesta je tu¢ne
vyznacena.

OBRAZOK 13.18.  (b)
CASOVY PLAN
PROJEKTU

Casovy plan projektu, urgite kritickd cestu
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Minimélny celkovy ¢as je 48, ohodnotenie E(v) je uvedené u vrcholov, kritick4 cesta je tu¢ne
vyznacena.

13.2. Pre nasledujice kapacitné siete na obr. 13.19 a 13.20 s ohodnotenim hran ich kapacitami (na-
miesto dvojice opacne orientovanych hran je vZzdy vykreslend iba neorientovand hrana) najdite
maximélny tok z u do v a dokazte, Ze je tok maximélny ndjdenim minimélneho rezu, ktorého
kapacita sa rovna hodnote vami nijdeného toku.

OBRAZOK 13.19. (a)
MAXIMALNY TOK A
MINIMALNY REZ?

N4jdite maximdlny tok a minimdlny rez siete.

Maximalny tok je 27, minimdlny rez je zobrazeny v druhom grafe.

14,

OBRAZOK 13.20.  (b)
MAXIMALNY TOK A
MINIMALNY REZ?

N4jdite maximdlny tok a minimélny rez siete.

Maximalny tok je 29, minimélny rez je zobrazeny v druhom grafe.
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13.3. Pre grafy z obr. 13.21 a 13.22 pouZite Primov algoritmus, za¢inajici na vyznacenom vrchole v,
na nijdenie minimélnej kostry a urcite jej vahu.

OBRAZOK 13.21.  (a)
MINIMALNA

6
KOSTRA? | v
3
9

N4jdite minimalnu kostru.

Viéha minimélnej kostry je 16, kostra je zvyraznend tu¢nymi hranami v grafe.

6
1
3
9
OBRAZOK 13.22.  (b)
MINIMALNA 3 T
\6

1
KOSTRA?
7
4
3
v
5 4

<

N4jdite minimalnu kostru.
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134.

13.5.

13.6.

Viéha minimélnej kostry je 21, kostra je zvyraznend tu¢nymi hranami v grafe.
3 |
7
E I |
2 6

Pouzite Kruskalov algoritmus na njdenie minimdlnej kostry pri grafoch z prikladu 13.3 a urcite
jej vahu.

98]

Riesenie: Ndjdené kostry si rovnaké, ale keby niektoré z hran s vy$§imi vdhami mali rovnaké
véhy, potom tak Kruskalov, aj Primov algoritmus by mohli viest' k rozdielnym kostram kvoli
nihodnosti vyberu u rovnako ohodnotenych hran.

Nech T je minimdlna kostra ohodnoteného grafu G. Urcte, ¢i nasledujtice tvrdenia sd pravdivé:
(a) Vaha kazdej hrany patriacej do T je mensSia alebo rovnd vahe l'ubovolnej hrany z G nepat-
riacej do 7.

Kontrapriklad

(b) Ked Ziadne dve hrany nemaji rovnaki vahu, potom Kruskalov algoritmus vyberie kostru T
jednoznacne.

Tvrdenie je pravdivé, Kruskalov algoritmus potom pri vybere hran nema volbu, postup je
striktne deterministicky.

Pouzite prehl'addvanie do hibky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu z obr. 13.23.
Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy si usporiadané abecedne
(namiesto typického postupu prehl'addvania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava“).
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OBRAZOK 13.23.

e h i
KOSTRA a ®
PREHIADAVANIM
DO HLBKY?
c d
b L]
S g J

Nijdite kostru prehladavanim do hibky.

Ked za¢neme vo vrchole a aideme v abecednom poradi, potom je kostra nijdend pomocou
prehladdvania do hibky jednoznaéne definovana. Zaéneme vo vrchole a a vytvorime cestu vy-
znacend tuénymi hranami aZ do bodu i predtym, ako sme niteni sa vratit. Z vrcholu /4 nejde
cesta na Ziaden eSte nenavstiveny vrchol, ale z vrcholu g ide cesta na nenavstiveny vrchol j. Do-
stdvame kostru vyznacend tuénymi hranami.

13.7. Pouzite prehl'adavanie do hibky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu z obr. 13.24.
Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy si usporiadané abecedne
(namiesto typického postupu prehl'addvania vykresleného grafu ,,zI'ava doprava®).

OBRAZOK 13.24. k [
KOSTRA
PREHIADAVANIM
DO HLBKY?
1 J a b
h g d c
S e

Nijdite kostru prehladavanim do hibky.
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13.8.

13.9.

Ked zacneme vo vrchole a aideme v abecednom poradi, potom je kostra nijdend pomocou
prehl'addvania do hlbky jednoznacne definovand. Za¢neme vo vrchole a a vytvorime cestu vy-
znacenu tuénymi hranami az do bodu /.

k [
i j a b
h g d c
f e

Pouzite prehladdvanie do Sirky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu zadaného
v cviceni 13.6. Zvol'te vrchol a ako koreii tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy sd usporia-
dané abecedne (namiesto typického postupu prehladdvania vykresleného grafu ,,zI'ava dopra-
va“).

Postup priddvania hrén do kostry T by bol {a, b}, {a, ¢}, {c,d}, {d, e}, {d,f}, {e, h}, {f. g},
{h,i}, {8, ]}

Pouzite prehladdvanie do Sirky na ndjdenie kostry daného jednoduchého grafu zadaného
v cviceni 13.7. Zvol'te vrchol a ako koren tejto kostry a predpokladajte, Ze vrcholy sd usporia-
dané abecedne (namiesto typického postupu prehladdvania vykresleného grafu ,,zI'ava dopra-
va‘).

Postup priddvania hran do kostry T by bol
{a, b}, {a,d}, {a,j}, {a, 1}, {b, c}, {d, e}, {d, g}, {j. i}, {J. K}, {e. /1, {g. h}
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13.10.

13.11.

13.12.

k [
i J a b
h g d c
f e

Co musi platit’ pre dand hranu jednoduchého siivislého grafu, aby bola v kaZdej kostre tohto
grafu?

Plati v pripade, Ze je tito hrana mostom.
Kedy ma jednoduchy suvisly graf prave jednu kostru?

Vtedy, ked je graf stromom a kostra je s tymto grafom totoznd. V pripade, Ze graf obsahuje
kruZnicu o k hranich, potom existuji kostry obsahujice akikol'vek podmnoZinu o k-1 tychto
hranich.

PouZite prehladdvanie do hibky na ndjdenie priradenia farieb vrcholom grafu z obr. 13.25
s vyuzitim iba troch farieb.

OBRAZOK 13.25.
FARBENIE

PREHLIADAVANIM

DO HLBKY?

Najdite farbenie 3 farbami prehl'adavanim do hibky.

Uvadzame strom prehladdvania, kedy v pripade eSte nepouzitych farieb pokladdme vSetky
farby za ekvivalentné a preto neuvddzame permuticie ndjdeného rieSenia s vymenou farieb
medzi mnozinami vrcholov rovnakej farby. V takom pripade existuje iba jedno rieSenie. Farby
su oznacené prirodzenymi ¢islami
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v S
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1 3
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13.13. Pouzite prehladdvanie do hibky na najdenie rieSenia problému n dim na Sachovnici pre zada-
né hodnoty 7.

(a)

(b)

(©

n=73

Pre 3 x 3 Sachovnicu za¢neme prehl'addvanie umiestnenim ddmy na pozicii (1,1). Jedina
moZnost’ na umiestnenie damy v druhom stlpci je pozicia (3,2). Teraz neexistuje pozicia,
na ktord umiestnit’ ddmu v trefom stipci. Preto sa vratime v prehl'addvani naspit a pokii-
sime sa umiestnit’ prvi ddmu na poziciu (2,1). Potom nie je moZzné umiestnit’ dimu do
druhého stipca. Na zdklade symetrie nepotrebujeme uvazovat’ poziciu prvej dimy v $tvor-
ci (3,1), bola by ekvivalentna pozicii (1,1) cez stredovu ¢iaru. Tym sme ukazali, Ze rieSe-
nie neexistuje.

n=>5

Zacneme s umiestnenim damy v pozicii (1,1). Prva pozicia, kam sa dd umiestnit’ ddma v
druhom stipci, je (3,2). Jedind mozZn4 pozicia v tretom stipci je (5,3), podobne vo §tvrtom
stipci (2,4) a v piatom (4,5). Na nijdenie tohto rieSenia sme nast'astie vobec nepotrebovali
pouzit’ prehlad4vanie do hibky.

n=06

Cast’ stromu rieSeni odpovedajiica umiestneniu prvej dimy na poziciu (1,1) je dost’ velka
a nevedie k rieSeniu. (Druhd ddma mdZe byt’ na poziciich (3,2), (4,2), (5,2), alebo (6,2).)
Ked’ je druhd ddma na pozicii (3,2), potom tretia moZe byt na pozicidch (5,3) alebo (6,3).
Po d’alSom preskimani a navratoch zistime, Ze pre poziciu zacinajicu na (1,1) neexistuje
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rieSenie. Ako d’alSiu zacneme poziciu (2,1) pre prvi damu. Po niekolkych ndvratoch v
strome rieSeni ndjdeme umiestnenie zvySnych ddm na poziciach (4,2), (6,3), (1,4), (3,9), a
(5,6).

13.14. Pouzite prehladdvanie do hibky na ndjdenie podmnoZiny, pokial existuje, pre mnoZinu
{27, 24,19, 14, 11, 8} so stictom rovnym
(a) 41
Po prekroceni hl'adaného stétu sa uz nepokracuje hlbsie do stromu prehl'addvania a pri-
davaju sa vzdy iba menSie Cisla, ako je uzZ najmensie obsiahnuté vo vytviranej podmnozi-
ne.
t

/ zrov

{27} {24} {19} {14} {11} |
=27 =24 $=19 ¥=14 3=11 %
— T — | | \ AN
(27,24} (27,19} (27,14} (27,11} (24,19} {24,14) (24,11} (24,8} (19,14} {19,11} (19,8} (14,11} (11,8}
=51 =46 3x=41 z=|38 »=43 z=|38 z=|35 =32 /2_33| z=ﬁ0 =27 z=|25 ¥=19
(27,11,8) {24,14,8) {24,11,8}{19,14,11}{19,14,8}{19,11,8) (14,11,8)
$=46 =46 =43  3=44  3=41 3=38 ¥=33

8}
=8

(b) 60
Po prekroceni hl'adaného stictu sa uz nepokracuje hlbsie do stromu prehl'addvania a pri-
davaju sa vZdy iba menSie ¢isla, ako je uZ najmensie obsiahnuté vo vytvaranej podmnoZi-
ne. Pre pripady, ktoré by prekro€ili 60, uvddzame kvoli ispore miesta iba $ipky. Bodko-
vané $ipky znacia, Ze celkova suma pre akikol'vek kombindciu zloZenud zo zvySnych ¢isel
nemdZe dosiahnut’ 60 a preto uz podstrom rieseni nie je uvadzany (aj ked’ do prehl'ad4va-

nia do hibky by sa takéto osekavanie stromu muselo $pecidlne zaviest).

220 e

_27 2:24 "" “..A"
(27,24) {27 19} {27 14} (27,11} {24 19} (24,14}

2=38 2=38

A I R

(27.24,8) (27,19,14}{27,19,11} {27,19,8} {27,14,11} {27,11,8} {24,19,14}{24,19,11} {24,19,8} {24,14,11}
¥=59 ¥=60 3=57 =54 =50  3=46 =57 =54  3=51 ¥=49

l {27,144:11,8} l ‘L {24,1},11,8}
2=60 =57

13.15. Vysvetlite, ako je moZné prehl'addvanie do hibky vyuZit' na nijdenie cesty v mizeu, pri zada-
nej Startovnej pozicii a cielovej pozicii. Miizeum md plan poschodia nakresleny na obr. 13.26.
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OBRAZOK 13.26. I I | I
PLAN MUZEA
PREROBIT NA 4 8 9
GRAF = -
6 I
5 3 10
2 7 11 12

1

Plan muzea reprezentovat’ grafom.
(a) Nakreslite graf reprezentujici plan poschodia, kde kaZzda miestnost’ bude ako vrchol a

kazdé dvere ako hrana.
Graf reprezentujtci plan poschodia:

10

[ N

11 12

(b) Urobte prehladavanie do $irky a do hibky, so $tartom v miestnosti 1 a cielom v miest-
nosti 8.

Grafy prehl'addvania do Sirky a do hibky, so §tartom v miestnosti 1, ked’ ciefom je prist’ do
miestnosti 8. Uvadzame kostru vytvaranud pri prehl'addvani. Pri prehl'addavani do Sirky —
grafy (A), (B) aj do hibky — grafy (C), (D) uvddzame najprv graf, kedy prehl'adavame
miestnosti podl'a poradia ,,najprv vlavo®, ako druhy uvddzame graf pre poradie ,,najprv
vpravo*:
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(A) . o
11 12
(B) . o
11 12
(C) . o
11 12

10

3 6 7 11 12

(c) Porovnajte, ktory zo spdsobov prehl'addvania by ste odporucili.

Pokial’ meriame iba pocet novych dveri, ktorymi sme presli, najvyhodnejSie je prehl'ada-
vanie do hibky podl'a poradia ,,najprv vIavo®, potom ide prehlad4vanie do irky podla po-
radia ,,najprv vlavo®, za nim ide prehl'adavanie do Sirky podla poradia ,,najprv vpravo®,
a nakoniec ide prehl'addvanie do hibky podla poradia ,najprv vpravo“. Samozrejme, pri
prehl’'adavani neznameho grafu sa nedd vopred odporucit’ najlepsia stratégia.
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Boole, George, 143

Boolova algebra, 33, 143-147

Boolova formula, 148

Boolova premennd, 148

Boolova funkcia, 143-144, 148, 149-155, 159,
164, 172

Brooks, Rowland Leonard, 266

C

Cantor, Georg, 29

Cayley, Arthur, 277

Cayleyho (multiplikacnd) tabul’ka, 124

cesta, 3, 237-238, 279, 307, 310

—, dizka, 79, 242, 243, 248, 257-259, 280, 302,
312, 321

— hamiltonovska, 244, 260

— minimdlnej diiky, 243, 257-259, 312-313

— optimdlna (alebo minimélna), 79-80, 248

— orientovana, 58, 242

— kriticka, 301-305

Cramer, Gabriel, 222
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Cramerovo pravidlo, 222

cyklomatické ¢islo grafu, 281

cyklus, okruh, 237, 242

¢asové ohodnotenie earliest a latest, 302
¢iasto¢ne usporiadana mnoZina (poset), 63
¢iasto¢né usporiadanie, 62-65, 167-168
¢islo grafu

— cyklomatické, 281

— hranové chromatické ¥,,41006(G), 269
— chromatické x(G), 266-267

— priesecnikové (crossing number), 274
— vrcholovej nezavislosti, 269-270

D

damy, problém n ddm, 269-270, 316

De Morgan, August, 267

De Morganove zakony, 17, 27, 34, 113, 144,
147

dedukcia, veta o, 8

deduktivny dokaz, 2

definicia, obor definicie funkcie, 66

derangementéalna permutécia, 117-118

Descartes, René, 43

determinant, 194, 214-222

—, vypocet, 217, 220-221, 222

diagonalna matica, 179

diagonalny prvok, 179, 192, 219, 221

diagram Hasseho, 64-65, 168, 170

diagram Vennov, 33-34, 43

dihedralna grupa, 133, 135

Dijkstra, Edsger, 258-259, 308

Dijkstrov algoritmus, 258-259

Diracova teoréma, 245

disjunkcia binarnych matic, 187

disjunkcia, logickd bréna, 160

disjunktivna normalna forma (DNF), 151-154,
165

disjunktivny sylogizmus, §

disjunktny rozklad, 37, 60, 61-62

distributivne zakony pre rozdiel mnozin, 34, 36

distributivnost’, 33, 45, 57, 145

dizka cesty, 79, 242, 243, 248, 257-259, 280,
302, 312, 321

dizka oblasti (stupefi steny), 262

dodekaédr (dodekahedron), 244

dominujica mnoZina, 269

dominancia, 34, 230

doplnkovy (prip. komplementarny, comple-
mentary) graf, 252

doplnok (komplement) mnoZiny, 32, 33

doplnok relécie, 54-55

doplnok, relativny (rozdiel mnozin), 32-33, 34,
36

dokaz ,.kombinatoricky*, 91, 92-93

dokaz nepriamy, 16

dokaz priamy, 15, 106

dokaz sporom, 16, 22-23

dokaz vymenovanim pripadov, 17-19, 57

dokaz deduktivny, 2

dodsledok, potvrdenie, 16, 18

,,dualizmus* vyrokovej logiky a tedrie mnozin,
144

dualna forma rovnosti, 146

dudlny graf k mape, 264-265

dvojity sumator, 162-163

E

ekvivalencia, 144, relacia 60, 146

—, trieda, 61-62

— Boolovych formiil, 149-150

ekvivalentné matice, 191-192

elektronicky obvod, 143, 172, 228, 261, 274

— spinaci 155-159

— logicky 159-163

element (prvok), 11, 29-30, 63, 123-124, 171,
178, 182, 197

elementarny pojem, 2, 29, 30

enumeracia, 37-42, 103, 105, 107, 115

Eratosthenes, 115

Eratosthenovo sito, 115-116

Euler, Leonhard, 227-228

Eulerova formula, 262

eulerovsky tah, 237-238, 240-241

existencny kvantifikator, konkretizécia, 11, 13

existencny kvantifikator, zovseob., 11, 14

existuje prave jeden prvok x, 3!x, 66, 123

exklizia a inklazia, metdda, 113-118

exkluzivna disjunkcia, @, XOR, 174
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F

faktorial, 100

— rekurzivne, 100

falzifikacia, 13

farbenie 264-269

— “k-tuple”, 268

— grafu, 266-267

— grafu pomocou prehladévania do hibky, 316

— grafu pomocou greedy algoritmu, 267

— mapy, 264-265

Fermatova veta, Velka, 19

Fibonacci, vlastnym menom Leonardo Pisano,
102

Fibonacciho ¢éisla, 102, 104

Ford, Lester Randolph, 306

Ford-Fulkersonov algoritmus, 306-307

forma, disjunktivna normélna (DNF), 151-154,
165

forma, konjunktivna normalna (KNF), 154

formula

— Boolova, 148-149, 150, 165

— Eulerova, 262-263

— Stirlingova, 285

—, ekvivalentnost’ Boolovych formuil, 149-150

—rekurentna, 99-108

Frobeniova veta, 208, 212

Frobenius, Ferdinand Georg, 208

Fulkerson, Delbert Ray, 306

funkcia

— Boolova, 143-144, 148, 149-155, 159, 164,
172

— charakteristicka, 31-32, 36, 42, 46, 53, 55-56

— inverzna, 69-72

— jedno-jednoznacna (injekcia), 69, 136, 137,
139

— jednotkova, 67, 70-72

— sigmoidova prechodova (alebo aktiva¢nd), 71

— spinacia, 156-157

—zloZena, 67-69

funkcie, rovnost’, 67

funk¢na hodnota (obraz), 66, 152-155

—, obor, 66-67

G

Gauss, Carl Friedrich, 210

Gaussova elimina¢na metoda, 210-212

generovanie permuticii, 88-89

genetické programovanie, 288

geometrickd interpretdcia rovnice, 206-208

graf, 228

— bipartitny, 233-234, 260

— doplnkovy (prip. komplementarny, comple-
mentary), 252

— dudlny k mape, 264-265

— kompletny, 233, 261, 266

— kompletny bipartitny, 233-234, 260-261

— neorientovany, 228, 231, 236-237, 278

— obyc¢ajny, 229, 235-236, 245, 253, 262, 308

— ohodnoteny, 258, 283, 293, 301

— orientovany, 59, 228-229, 230, 231, 235-236,
242,302, 305

— ovplyviiovania, 250

— Petersenov, 264, 266

— planarny, 260-264, 267, 274

— planovania udalosti, 230

— pravidelny (regular), 252

— prienikovy (intersection graph), 250

—riedky, 259, 309

— samokomplementérny (selfcompementary),
253

— silno/slabo suvisly, 242

— stvisly, 237-243, 262-263, 277, 308

— zmieSany, 228

—, farbenie, 266-267

—, hranové chromatické ¢islo
Xhmnové(G)’ 269

—, chromatické cislo y(G), 266-267

—, multigraf, 228-229, 236

—, pseudograf, 229, 235

—, rovinnd (plandrna) reprezenticia, 260-262

grafova postupnost’, 231-232

grafy Kuratowského, 263

grafy, zjednotenie, 234, 237

Gray, Frank, 246

Grayov kéd, 246

greedy algoritmus, 169, 186, 187, 267, 308
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grupa, 129

— dihedrélna, 133, 135

— permutacii, 133-135, 215
— symetrickd, 133-135, 215
—, rad, 129, 131

—, stred, 142

grupoid, 123

H

Hamilton, William Rowan, 244, 267

hamiltonovska cesta, 244, 245-246, 248

hamiltonovska kruznica, 244-248, 259-260,
319

Hammingova vzdialenost, 165, 166

Hanojské veze, 104-107

Hasseho diagram, 64-65, 168, 170

Havlova a Hakimiho veta, 232

hierarchicky usporiadané pravidla, 289

hlavna diagondla, 179

hibka stromu, 280, 281, 284, 285, 289, 318

hodnost’ matice, 189-194, 209, 213-214, 218

homogénna sustava linedrnych rovnic, 212-214

homomorfizmus, 137-138

hra, 104, 118, 244, 288

—, stav, 288-290, 292, 315

—, stavovy priestor, 292

hrana, 2-3, 58-60, 64, 227, 228

— incidentna s vrcholmi, 230

—nasobna, 229, 235

— orientovanad, 229, 231, 236

—, vaha, 257, 301

—, zafarbenie, 269

hranové chromatické ¢. grafu X,amove(G), 269

hribka (thickness) jednoduchého grafu, 274

Huffman, David, 286

Huffmanove kédovanie, 286-287

hviezda (topoldgia grafu), 234, 251

hyperkocka, 246, 260-261

hypoteticky sylogizmus, 4-5

CH

charakteristicka funkcia, 31-32, 36, 42, 46, 53,
55-56

chemicky vzorec, 277-278
chromatické Cislo grafu x(G), 281

I

idempotentnost’, 34, 147

idempotentny prvok, 142

identita

— Pascalova, 82, 86

— Vandermondeova, 86

implik4cia, inverzia, 5, 16

inciden¢na matica, 236

incidentna hrana s vrcholmi, 230

indexovy register, farbenie, 268

indukcia, matematicka, 19-21, 37-38, 45, 82,
101, 106, 108, 151, 243, 262, 280, 281

indukcia, silnd matematicka, 21

induktivne usudzovanie, 2

induktivne zovseobecnie, 2, 13

infixova notacia, 288

injekcia (jedno-jednoznacnd funkcia), 69, 136,
137, 139

inkldzia a exklizia, metéda, 113-118

interpretécia, 3, 5, 8, 11, 58-60, 146, 188

interpretdcia mnoZiny, geometrickd, 206-208

invariant vzhl'adom na izomorfizmus, 236

invarianty, 269

inverzia implikacie, §, 16

inverzia permutéicie, 134-135, 215

inverzna funkcia, 69-72

inverzna matica, 194-197

—, konStrukcia, 195-197

inverzna relacia, 53

inverzny prvok, 124-126, 129, 136, 147

involdcia, 34

involutivnost’ komplementu, 147

izolovany vrchol, 231

izomorfizmus, 136-137, 234-237

J

Jarnik, Vojtéch, 308

jedno-jednoznacna funkcia (injekcia), 69, 136,
137,139

jednotkova funkcia, 67, 70-72
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jednotkova matica E, 179, 183, 194

,,jednotkovy* prvok, 125, 128

jednoznacnost’ neutralnych a inverznych prv-
kov, 126, 129, 130, 147

T3

,.kanonicka
150, 152

kapacita rezu, 305-307

kapacita spojenia (priepustnost’), 305

kapacitna siet’, 305

kardinalita (mohutnost’), 36, 37, 42, 45, 48,
113, 129, 134

Karnaughove mapy, 164

karteziansky sucin, 42-46, 53-54, 58, 127

klauzula, 150

— minimalna, 168-170

— sucinova, 150, 152, 165-166

— suctova, 150, 152

-, ,,pokrytie*, 167-171

kocka, (n-kocka), 246, 251, 261

kéd Grayov, 246

kéd prefixovy, 285-287, 288

kédovanie Huffmanove, 286-287

kédovanie nestratové, 285

koleso, 251

kombinécie, 91, 93, 246

,.kombinatoricky dokaz", 91, 92-93

komplement (doplnok) mnoZiny, 32, 33

—, involutivnost’, 147

komplement grafu, 252

komplementy konstant, 147

kompletny bipartitny graf, 233-234, 260-261

kompletny graf, 233, 261, 266

komponent grafu, 3, 237-238, 262, 281

kompozicia relacii, 56-58, 188

kompozicionalita, princip, 35

komunikaéna siet’, 255, 278

komutativna

— bindrna opericia, 124

— operécia, 129, 146, 152, 183

— pologrupa, 127

— grupa, 129, 136-137

komutativnost’, 33, 137, 144

reprezenticia Boolovej funkcie,

konjunkcia, 4, 12, 21, 46, 144, 146

— binarnych matic, 187

—, logicka brana, 160

konjunktivna normélna forma (KNF), 154

konkretizacia

— existen¢ného kvantifikatora, 11, 13

— univerzalneho kvantifikatora, 11, 12

konStanta 0 a 1, 144-145, 148

konstrukcia inverznej matice, 195-197

kontradikcia, 5, 16-17, 39, 146

konzistentnost’, 2, 5, 29

koobor, 66

korektnost’, 1-2, 33-34, 39

koren

— algebraickej rovnice, 86

— stromu, 279, 282

korenovy strom, 279-281, 287-288

kostra (spanning tree), 308, 310-313, 321

kostra, minimalna, 308-309

kon, problém knight tour, 245-246, 318-319,
321-322

krétenie sprava a zl'ava, 130

kriticka cesta siete, 301-305

Kruskal, Joseph, 309

Kruskalov algoritmus, 309, 322

kruZnica

— v grafe, 233, 237-239, 242, 263, 278, 281

— hamiltonovska, 244-248, 259-260, 319

Kuratowského grafy, 263

Kuratowského veta, 263

Kuratowski, Kazimierz, 263

kvantifikator

— existencny, konkretizicia, 11, 13

— existencny, zovSeobecnenie, 11, 14

— univerzalny, konkretizicia, 11, 12

— univerzélny, zovSeobecnenie, 11, 12, 13, 20

L

Lagrangeova veta, 131

lavy nasledovnik, 280, 282

Leibniz, Gottfried Wilhelm, 43

lema, 1

les, 278, 281, 286-287

linearna kombinacia vektorov, 190, 192
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linearna zavislost’ vektorov, 189-190, 193,
218-219

linearne rovnice, sustava, 205-214, 221-222

linedrny priestor, 44, 219

list, 279, 280-281, 288

literal, 148, 150, 163-164

logické brany disjunkcie, konjunkcie a negécie
160

logicky obvod, 159-163

logicky obvod, optimalizacia, 163-171

logické siete, 172

logika, predikdtova, 11-15

Lucas, Edouard, 104

M

mapa 258

— Karnaughova, 164

— politicka, 264-265

—rovinna, 262

—, farbenie, 264-265

matematicka indukcia, 19-21, 37-38, 45, 82,
101, 106, 108, 151, 243, 262, 280, 281

matica

—, oi-nasobok, 182

— binarna, 55, 187

—, definicia, 177-181

—, determinant, 214

— diagonalna, 179

—, hlavna diagondla, 179, 219, 235

—, hodnost’, 189-194

—inciden¢né, 236

— inverzna, 194

— inverzna, konstrukcia, 195-197

— jednotkova, 179

— koeficientov (m. ststavy), 205, 209, 213

—nulova, 179

— obdiznikov4, 179

—regularna, 194, 221

—relécie, 55

— susednosti, 235-236, 243

— sustavy (m. koeficientov), 205, 209, 213

— sustavy, roz§irend, 208

— symetricka, 180

— Stvorcova, 179

— transponovand, 179-180

— trojuholnikové, 180

—, typ, 178

matice, ekvivalentné, 191

matice, rovnost’, 182

matice, sucet, 182

matice, sucin, 182, 187

matice, zloZitost’ nasobenia, 184

maticova algebra, 177-226

Maurolico, Francisco, 20

maximalny prvok, 63, 65

maximalny tok, 305-307

McCluskey, Edward J., 165

McCulloch, Warren, a Pitts, Walter, 159

merge sort - usporiadanie so spdjanim, 111-113

metdda inklazie a exklazie, 113-118

metdda kritickej cesty, CPM Ceritical path met-
hod, 301-305

metdéda Gaussova elimina¢nd, 210-212

metrika, 79, 165

minimalizicia Boolovych vyrazov, 164-171

minimédlna dominujiica mnoZina, 269

miniméalna kostra, 308-309

minimélne klauzuly, 168-170

minimalny prvok, 63, 65

minimalny rez, 305-307

minimax princip, 293-294

mnoZina

— dominujica, 269

—, doplnok, 32, 33

—, komplement, 32, 33

— minimdlna dominujica, 269

—, mohutnost’, 36, 37, 42, 45, 103, 113-114,
129, 134, 178

—, operdcie, 31-33, 46-47, 123-124, 144-146

— potencna, 40-42, 63-64, 124-125, 128, 137

— prazdna, 31, 125, 128

— pripustnych akcii, 292

—, prvok (element), 11, 29-30, 63, 123-124,
171, 178, 182, 197

—, rodina, 39-40

— vlastna, 32

mnozinova algebra, 33, 46
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mnoziny

—, karteziansky sacin, 42-46, 53-54, 58, 127

—, prienik, 32-33, 40, 46-47, 54, 68, 113-114,
124, 128, 144

—, rovnost’, 31-32, 42, 144

—, rozdiel, 32-33, 34

—, zjednotenie, 32-33, 38, 40, 46, 54, 113, 124,
144

mocnina bindrnych matic, 188

mocniny relacie R, 188

model, 3, 144, 290

modus ponens, 4-5

modus tollens, 4-5

Mohamedova $abl’a, 239

mohutnost’ (kardinalita), 36, 37, 42, 45, 48,
113, 129, 134

monoid, 128-129, 137, 142

Montmort, de, Pierre Raymond, 118

morfizmy, 135-138, 234-237

most grafu, 238, 262

mosty Kralovca, 227-228

multigraf, 228, 229, 236

multimnoZina, 92-93

multinomicka veta, 87

multiplicita, 229

multiplika¢né (Cayleyho) tabul’ka, 124

N

n-arny strom, 280

nasledovnik, 279-280, 282

o-nasobok matice, 182

nasobenie matic, 182, 187

—, zloZitost’, 184

nasobné hrana, 227, 228, 229, 235-236
negécia, logickd brana, 160
neorientovany graf, 228, 231, 237
nepriamy dokaz, 16

nerovnost’, ,,trojuholnikova*, 79, 260
nestratové kdédovanie, 285

neurénové siete, 71, 159, 172
neutralny prvok, 124-126, 128, 129, 145, 147
notacia

— Omega, 284

— Omikron, 284

— infixova, 288

— postfixova (reverzna pol'skd), 288
— prefixova (pol'ska), 288

— Theta, 284

notdcie Boolovej algebry, 145, 148
NP-tplny problém, 260, 284
n-uholnik, 233, 234, 237

nulitnost’, 147

nulova matica, 179

,hulovy® prvok, 125

O

obchodny cestujici, problém, 248, 258-260

oblast’, dizka (stupeii steny), 262

oblasti v mnoZine univerza, 35

obor definicie, 66

obor funkénych hodnot, 66-67

obraz, funk¢na hodnota, 66, 152-155

obvod elektronicky, 143, 172, 228, 261, 274

obvod logicky, 159-163

obvod spinaci, 155-159

obycajny graf, 229, 235-236, 245, 253, 262,
308

odlisitelné prvky, 29-30, 92-93

odvodenie, strom, 7-8

ohodnoteny graf, 258, 283, 293, 301

okruh, cyklus, 237, 242

Omega notécia, 284

Omikron notacia, 284

operéicia

— symetrie, 132-133

— asociativna binarna, 124, 127, 129

— binérna, 123-124

— komutativna, 129, 146, 152, 183

— komutativna binarna, 124

—nad mnozinami, 31-34, 46-47

—nad relaciami, 54-56

optimalizacia logickych obvodov, 163-171

optimdlna (alebo minimalna) cesta, 79-80, 243,
248, 257-259, 312-313

Oreho teoréma, 245

orientovana cesta, 58, 242

orientovany graf, 59, 228-229, 230, 231, 235-
236, 242, 302, 305
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|

paralelné zapojenie — sicet premennych, 156

paralelné spracovanie, 230, 301

Pascal, Blaise, 81

Pascalov trojuholnik, 81, 82-83, 85

Pascalova identita, 82

Peano, Giuseppe, 20

permutécia, 88, 152, 216, 260, 317

— ako bijekcia, 88, 215

— ako postupnost’ tahov piskvoriek, 294

— derangementélna, 117-118

—, generovanie, 88, 89

—, grupa, 133-135

— s opakovanim, 92, 93

—, strom konstrukcie, 90

—, sucin, 134-135

Petersen, Julius, 264

Petersenov graf, 264, 266

Pisano, Leonardo, nazyvany Fibonacci, 102

piSkvorky, 288-295

plandrna (rovinnd) reprezentacia grafu, 260-
261

planarny graf, 260-264, 267, 274

planovanie udalosti, graf, 230

plne n-arny strom, 280-281

pocet rieSeni sustavy linedrnych rovnic, 206-
208

—, 1 rieSenie, 206-208

—, nekonecne vela rieSeni, 206-208

—, nema rieSenie, 206-208

pocitacové, transportné siete, 228, 237, 257,
305, 308

podgraf, 234, 237, 263, 266, 279, 308, 310

podgrupa, 131-132, 135, 136, 142

podgrupa, trividlna, 131

podmnoZzina, 13, 32-33, 37, 40, 53-54, 67, 91,
131, 132, 142, 233

podmonoid, 142

podstrom, 279

pohyb v stavovom priestore hry, 292

pojem, elementarny, 2, 29, 30

»pokrytie klauzil, 167-171

pokrytie prvku, 64, 167

politickd mapa, 264-265

pologrupa, 127-128

— Abelova, 127

— komutativna, 127

polosumator, 161-163

polynomidlny algoritmus, 260, 284

Popper, Karl 13

popretie predpokladu, 10

poset (CiastoCne usporiadand mnoZina), 63

postfixova (reverzna pol'skd) notacia, 288

postupnost’ stupiiov vrcholov grafu, 231-232

postupnost’ tahov piskvoriek — permuticia, 294

poten¢nd mnoZzina, 40-42, 63-64, 124-125,
128, 137

potomok, 279-280

potvrdenie dosledku, 16, 18

pravidelny (regular) graf, 252

pravidla odvodzovania, 2, 16

pravidlo

— Cramerovo, 222

— Sarrusovo, 216-217

pravy nasledovnik, 279-280, 282

prazdna mnozina &, 31, 128, 145

,,prazdny* symbol #”, 166

predchodca, 279-280

predikat, 13, 30

predikatové logika, 11-15

predok, 279-280

predpoklad, popretie, 10

prefixovd (pol'skd) noticia, 288

prefixovy kéd, 285-287, 288

prehl’'adavanie

— binérne, 108-109, 282-283

— binarneho stromu, 282

— do hibky (Depth-First Search, DFS), spitné,
backtracking, 310-311

— do sirky (Breadth-First Search, BFS), 319-
322

— stromu rieSeni, 89, 186, 289-290, 293, 317

premennd, Boolova, 148

priamy dokaz, 15, 106

prienik mnoZzin, 32-33, 40, 46-47, 54, 68, 113-
114, 124, 128, 144

prienik relacii, 54
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prienikovy graf (intersection graph), 250

priepustnost’ (kapacita spojenia), 305

priesec¢nikové Cislo (crossing number) obycaj-
ného grafu, 274

priestor, linearny, 44, 219

Prim, Robert, 308

Primov algoritmus, 309, 322

princip

— kompozicionality, 35

— minimax, 293-294

— duality, 144, 146

pripustné akcie, mnoZina, 292

priradenie frekvencii, farbenie, 267-268

problém

— knight tour, 245-246, 318-319, 321-322

—n dam, 269-270, 316

— NP-tplny, 260, 284

— obchodného cestujticeho, 248, 258-260

— sumy podmnoZzin, 317-318

projekt, siet’, 301-305

prvok (element), 11, 29-30, 63, 123-124, 171,
178, 182, 197

— idempotentny, 142

—inverzny, 124-126, 129, 136, 147

- ,jednotkovy*, 125, 128

— maximadlny, 63, 65

— minimdlny, 63, 65

— neutralny, 124-126, 128, 129, 145, 147

— .nulovy®, 125

—, pokrytie, 64, 167

pseudograf, 229, 235

Q

Quine, Willard Van Orman, 165
Quinova a McCluskeyho metdda, 164-171

R

rad — queue, 319-321

rad grupy, 129, 131

recontres, 118

reductio ad absurdum, 5, 16, 22
reflexivna relacia, 58, 59-60, 62
reguldrna matica, 194, 221
rekurentna formula, 99-108

rekurzia, 100, 311

relacia, 42, 53-65

— ako orientovany graf, 59-60

— antisymetricka, 58

— binérna, 53-55

—, doplnok, 54-55

—inverzna, 53

—, mocnina, 188

—reflexivna, 58, 59-60, 62

— symetricka, 58, 59-60

— tranzitivna, 58, 60, 63

relacie

—, kompozicia, 56-58, 188

—, operdcie, 54-56

—, prienik, 54

—, zjednotenie, 54

reprezentécia grafu rovinnd (plandrna), 260-
261

rez

—, kapacita, 305-307

— minimélny, 305-307

rezolventa, 9-10

riadkovy vektor, 178, 180, 189-190, 192, 219

riedky graf, 259, 309

rieSenie sustavy, 206-208, 201, 214, 222

r-kombinacia, 91

r-kombinécie z k znakov, 93

rodina mnozin, 39-40

rovinna (planarna) reprezentacia grafu, 260-
261

rovinni mapa, 262

rovnost’

— funkcii, 67

— matic, 182

— mnozin, 31-32, 42, 144

rozdiel mnoZin (relativny doplnok), 32-33, 34

rozhodovaci strom, 283-285, 314

rozklad disjunktny, 37, 60, 61-62

roz§irena matica sustavy, 208

rozvrh, farbenie, 267

r-permutécie, 88, 90

r-permuticie pre k znakov, 93

r-permuticie s opakovanim, 92

Russell, Bertrand, 29, 39
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S

samokomplementdrny (selfcompementary)
graf, 253

Sarrusovo pravidlo, 216-217

separdtor, 93-94

sériové zapojenie — sicin premennych, 155

Shannon, Claude Elwood, 269

schéma usudzovania, 4-6, 11-14, 20

siet’

— kapacitna, 305

— komunikac¢na, 255, 278

—, metdda kritickej cesty, 301-305

—neurénova, 71, 159, 172

— pocitacova, transportnd, 228, 237, 257, 305,
308

— projektu, 301-305

—logicka, 172

sietova analyza, 302

sigmoidova prechodova (alebo aktivacnd)
funkcia, 71

silna matematicka indukcia, 21

silno sdvisly graf, 242

simplifikacia, 4, 12

sito, Eratosthenovo, 115-116

slabo stvisly graf, 242

sled, 237-238, 243

— uzavrety, 237-238

spitné prehl'adavanie, do hibky (Depth-First
Search, DFS), backtracking, 310-311

spinaci obvod, 155-159

spinacia funkcia, 156-157

spinac, 155

spoj, tlaceny, 228, 260

spor, dokaz, 16, 22-23

spor, zakon, 34

stack, zasobnik, 310, 311-312, 314, 321

stav hry, 288-290, 292, 315

stavovy priestor hry, 292, 318

stena, stupen (di7ka oblasti), 262

Stirlingova formula, 285

stipcova (riadkova) hodnost’, 190

stipcovy vektor, 180-181, 190, 208, 212

stred grupy, 142

strom, 277-296

— ako model, 277-278

— algebraického vyrazu, 287-288

— binarny, 280, 282-283, 286

— binarny, prehl'addvanie, 282

—, hibka, 280, 281, 284, 285, 289, 318
— konstrukcie permutacii, 90

— korenovy, 279-281, 287-288

— n-arny, 280

— odvodenia, 7-8

— plne n-4rny, 280-281

—rieSeni pre uzavrety eulerovsky t'ah, 240-241
—rozhodovaci, 283-285, 314

— terndrny, 280

— usporiadany korenovy, 280, 282

— vyvazeny korenovy, 281, 283
stupeti steny (diZka oblasti), 262
stupen vrcholu, 230-231

sacet matic, 182

sucin

— karteziansky, 42-46, 53-54, 58, 127
— matic, 182, 187

— permutécii, 134-135

sucinova klauzula, 150, 152, 165-166
sucétova klauzula, 150, 152

suma podmnozin, 317-318

sumdtor bindrnych &isel, 161-163
susedia, zoznam, 235

susedné vrcholy, 230

susednost’, matica, 235-236, 243
sustava linedrnych rovnic, 205-214, 221-222
— homogénna, 212-214

sdstava

—, matica, 205, 208-209, 213

—, rieSenie, 206-208, 201, 214, 222
suvisly graf, 237-243, 262-263, 277, 308
sylogizmus

— disjunktivny, 5§

— hypoteticky, 4-5

symetrickd

— grupa, 133-135, 215

— matica, 180

— relacia, 58, 59-60

systém, axiomaticky, 2-4, 20
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Sabl'a Mohamedova, 239

Specidlne matice, 179-180

Struktdry, algebraické, 123-176
Stvorcova a obdiZnikova matica, 179

T

tabul’kova metdda pre verifikaciu, 35
tah, 237

— eulerovsky, 237-238, 240-241

— uzavrety, 228, 237, 238-240

— uzavrety eulerovsky, 238, 239-241, 247
tautolodgia, 5, 9

teoréma

— Diracova, 245

— Oreho, 245

tedria, 2, 29, 33, 39, 123, 144, 227
ternarny strom, 280

Theta notacia, 284

tlaeny spoj, 228, 260

tok, maximadlny v sieti, 305-307
torus, 274, 437

transformacia, 66, 133, 143, 193
transformacia stavu akciou, 105, 292
transponovand matica, 179-180
tranzitivna relacia, 58, 60, 63

trieda ekvivalencie, 61-62

trividlna podgrupa, 131

trojuholnik Pascalov, 81, 82-83, 85
trojuholnikova matica, 180
trojuholnikova* nerovnost’, 79, 260
typ matice, 178

U

umeld inteligencia, 2, 159, 290

univerzdlny kvantifikator

—, konkretizacia, 11, 12

—, zovSeobecnenie, 11, 12, 13, 20

univerzum U, 11-14, 31, 113

drokovanie, zlozité, 101

uroven vrcholu, 186, 280, 281, 290, 294, 317,
320

usporiadanie, 18, 42

— s0 spdjanim-merge sort, 111-113

— iasto¢né, 62-65, 167-168

usporiadany koreniovy strom, 280

ustie, 301, 302, 305-306

usudzovanie, induktivne, 2, 13
usudzovanie, schéma, 4-6, 11-14, 20
uzavrety eulerovsky t'ah, 238, 239-241, 247
uzavrety sled, 237-238

uzavrety t'ah, 228, 237, 238-240

\Y

védha hrany, 257, 301

Vandermonde, Alexandre Théophile, 86

Vandermondeova identita, 86

variacia, 88

vektor neznamych, 205

vektor pravych stran (vektor konstantnych cle-
nov), 205, 209, 212, 222

vektor, riadkovy, 178, 180, 189-190, 192, 219

vektor, stipcovy, 180-181, 190, 208, 212

vektory, linedrna kombinacia vektorov, 190,
192

vektory, linearna zavislost’, 189-190, 193, 218-
219

Vel'ka Fermatova veta, 19

velkost toku, 305-306

Vennove diagramy, 33-34, 43

Venn, John, 33

verifikacia, tabul’kova metdda, 35

veta

— binomicka, 82

— Frobeniova, 208, 212

— Havlova a Hakimiho, 232

— Kuratowského, 263

— Lagrangeova, 131

— multinomicka, 87

— o Styroch farbéich, 267

— o0 dedukcii, 8

— Vel’ka Fermatova, 19

Vizing, Vadim Georgievich, 269

vlastnd podmnoZina A C B, 32

vlastnost’ konstanty 0, 145, 147, 148

vlastnost’ konStanty 1, 145, 147, 148

vnutorny vrchol, 279-281
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vrchol

—izolovany, 231

— vnutorny, 279

—, stuperi, 230-231

—, troven, 186, 280, 281, 290, 294, 317, 320
—, vstupny stupen, 231, 302

—, vystupny stupeni, 231, 302

vrcholova nezavislost’, ¢islo, 269-270
vrcholy susedné, 230, 235

vstupny stupen vrcholu, 231, 302
vymenovanie pripadov, dokaz, 17-19, 57
vymenovanie prvkov, 30

vypocet determinantov, 217, 220-221, 222
vystupny stupen vrcholu, 231, 302
vyvéazeny koretiovy strom, 281, 283
vzdialenost’ Hammingova, 165, 166
vztah rekurentnej formuly a rekurzie, 100

\%
Wiles, Andrew, 19

X
XOR, exkluzivna disjunkcia, ®, 174

Z

zafarbenie hranové, 269

zakon sporu, 34

zakon vylacenia treticho, 34

zakony De Morganove, 17, 27, 34, 113, 144,
147

zasobnik, 310, 311-312, 314, 321

zatvorkovanie sucinu matic, 184-187

zdroj, 301-302, 305

zjednotenie

— dvoch grafov, 234, 237

— mnozin, 32-33, 38, 40, 46, 54, 113, 124, 144

— relacii, 54

zloZena funkcia, 67-69

zlozité urokovanie, 101

zlozitost’ algoritmu, 100, 108-109, 112, 169,
184, 237, 259, 267, 284, 295, 309, 310, 319

zloZitost’ nasobenia matic, 184

zmieSany graf, 228

zobrazenie

— bijektivne, 71, 88, 133, 137

zovseobecnenie

— pomocou existen¢ného kvantifikatora, 11, 14

— pomocou univerzalneho kvantifikatora, 11,
12, 13, 20

— induktivne, 2, 13

zoznam susedov, 235
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