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PREDHOVOR

Cielom tejto ucebnice je poskytnit’ Studentom informatiky na Fakulte informati-
ky a informaénych technologii STU uceleny text k prednaske ,,Matematicka lo-
gika“. Stali sme pred nel'ahkou ulohou, ako vhodne vybrat’ obsah tejto prednas-
ky, ktora nielen tvori jeden z teoretickych fundamentov informatiky, ale mala by
sluzit’ aj pre rozvoj matematicko-logickych schopnosti Studentov. Kapitoly 1 az 8
prezentuju klasické discipliny matematickej logiky ato vyrokova logiku
a predikatovu logiku. AvSak uz pri tychto klasickych partiach logiky sme urobili
dve vyznamné odchylky od modernych ucebnic matematickej logiky. V kapitole
4 sa Studujii neurénové siete v elementarnej verzii podla McCullocha a Pittsa,
ktorych praca z r. 1943 sa poklada za jeden z mil'nikov rozvoja umelej inteligen-
cie akognitivnej vedy. A naopak, kapitola 8 sa zaoberd sylogistikou, ktora
v stredoveku tvorila jeden z pilierov exaktnosti vtedajSiecho univerzitného vzde-
lania. Aj ked’ tedria sylogizmov je v sucasnosti pomerne jednoduchou aplikaciou
predikatovej logiky, stale tvori zaujimavu a ucelenu partiu logiky. Schopnost’ jej
vyuzitia je pokladand modernou kognitivnou vedou za jedno z experimentalne
verifikovatel'nych kritérii naSich schopnosti (spravne ale aj nespravne) usudzo-
vat’. Posledné Styri kapitoly 9 az 12 su venované neklasickym logikam a aj tu
sme urobili vyznamnu odchylku od klasického pojatia matematickej logiky. Dve
kapitoly 10 a 11 st venované fuzzy logike, ktora tvori jednu Cast’ triddy moder-
nej vypoctovej inteligencie (d’alSimi Castami tejto triady si neurdnové siete
a evolu¢né algoritmy). Kazda kapitola je sprevadzana prikladmi, ktorych rieSenie
poskytne Studentom schopnost’ dobre sa orientovat’ v danej problematike. Chce-
me podakovat’ mnohym naSim $tudentom, ktori ndm pomohli néjst’ vel'a nepri-
jemnych preklepov, nepresnosti a evidentnych chyb atym prispiet’ k zvySeniu
kvality tejto ucebnice. Taktiez sa chceme pod’akovat’ naSmu kolegovi a milému
priatelovi prof. Ing. Norbertovi FriStackému, PhD, ktory nas pri koncipovani
obsahu tejto ucebnice upozornil na vyznam neklasickych logik v modernej in-
formatike a na ktorého radu sme zaradili do textu aj kapitolu, ktord sa zaobera
modalnymi logikami. Dufame, Ze tymito odchylkami od klasickej prezentacie
matematickej logiky sa nam podarilo vytvorit modernt ucebnicu zakladov ma-
tematickej logiky pre informatikov.

Chceme podakovat oponentom doc. RNDr. Ladislavovi Satkovi, PhD. (FEI
STU) a doc. PhDr. Janovi Sefrankovi, PhD. (FMFI UK) za cenné pripomienky,
ktoré prispeli k vylepSeniu tohto uc¢ebného textu.

V Bratislave, januar 2006

Vladimir Kvasnicka a Jifi Pospichal







] VYROKOVA LOGIKA I

CO JE LOGIKA? ® VYROK, PRAVDIVOSTNA HODNOTA A
LOGICKE SPOJKY ® JAZYK VYROKOVEJ LOGIKY (SYNTAX) @
PRAVDIVOSTNE OHODNOTENIE FORMUL VYROKOVEJ LOGIKY
(SEMANTIKA)

V tejto kapitole si povieme, co chdpeme pod pojmami logika a matematickd
logika. Uvedieme si, co to je vyrok a ako ,,pocitame* pravdivostné hodnoty
vyrokov, ktoré obsahuju logické spojky negacie, konjunkcie, disjun-
kcie, implikacie a ekvivalencie. Ukdzeme, ako tento vypoctovy probléem riesi-
me pomocou tabulkovej metédy. Dalej si povieme zdsady konstrukcie logic-
kych formul (vyrokov) a syntaktického stromu formuly, budeme Specifikovat
syntax vyrokovej logiky. Nakoniec ukazeme, ako zistit, ¢i je formula tautolo-
gia, kontradikcia alebo splnitelnd, co je sémantika vyrokovej logiky a aké su
zakladné zakony vyrokovej logiky — tautologie.

1.1 COJELOGIKA?

MODUS PONENS

Moézeme si polozit’ jednoduchu otazku — ¢o je logika? Odpoved’ na tuto jednodu-
chu otazku je, ze logika je veda o spravnom usudzovani. Preto naSu pozornost’
musime obratit’ na $pecifikaciu pojmu ,,spravne usudzovanie®, ¢im sa spravne
usudzovanie odlisuje od nespravneho? V logike studujeme také schémy usudzo-
vania, ktoré su spravne (korektné) bez ohl'adu na pravdivost’ alebo nepravdivost’
ich zloziek. Uvazujme dvojicu jednoduchych tvrdeni — vyrokov: ,prsi“ a ,ak
prsi, potom je cesta mokra“. Z tychto dvoch tvrdeni — vyrokov vyplyva nové
tvrdenie ,,cesta je mokra®. Uvazujme d’alSiu podobnu dvojicu tvrdeni: ,,Milan je
smddny* a ,,ak je Milan smddny, potom zhana limonadu®. Zaver z tychto dvoch
tvrdenti je, ze ,,Milan zhana limonadu*. Ak porovname tito dvojicu usudzovani,
zistime, ze aj ked’ su diametralne odlisné obsahovo, maji vela spolo¢ného.
V oboch pripadoch existuju dve nezavislé tvrdenia (v d’alSom texte ich budeme
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MATEMATICKA
LOGIKA

A BooLovA
ALGEBRA

FILOZOFICKA
LOGIKA

nazyvat’ vyroky), ktoré ozna¢ime' symbolmi p a g, pricom prvé tvrdenie je to-
tozné s ,,p* a druhé tvrdenie ma tvar ,,ak p, potom q*. Zaver z tychto dvoch tvr-
deni je ,,¢*, ktoré predtym nevystupovalo samostatne, ale len ako Cast’ zlozitej-
Sieho tvrdenia ,,ak p, potom ¢*‘. To znamena, ze v procese usudzovania vyrok ,,g*
je vyvodeny z povodnych predpokladov ,p“ a,ak p, potom ¢, Co sa obvykle
zapisuje takto

*Q"’c“c
RN

Tato formalna schéma usudzovania sa uz od ¢ias stredoveku oznacuje ako modus
ponens a patri medzi zakladne pravidla spravneho (logického) usudzovania.

Naznacena formalizacia nasej hovorovej reci je pre logiku charakteristicka, logi-
ka Studuje vSeobecné formy usudzovania na symbolickej urovni, v ktorej sa ig-
noruje konkrétny obsah jednotlivych tvrdeni. Z tychto dovodov byva aj moderna
logika oznacCovana ako formdlna logika alebo matematicka logika (v prvej polo-
vici 20. storocia sa pouzival aj termin logistika, ktory vSak v sti€asnosti, hlavne
pod vplyvom americkej anglictiny, ma diametralne odlisny vyznam a oznacuje
procesy zasobovania alebo zabezpecCenia potrebnym materidlom). Nebudeme
odlisovat’ formalnu logiku od matematickej, zakladnym momentom v oboch pri-
padoch je nielen pouzivanie symbolov aich zgrupovania pomocou logickych
spojok (jazykové prostriedky typu ,,...a..., ,,...alebo...”, ,ako..., potom...”, ...) do
vicsich celkov nazyvanych formuly, ale aj formalizacia procesu transformacie
danej formuly na inti formulu metédami, ktoré su charakteristické pre matemati-
ku. Tak napriklad, vyrokova logika moze byt chapané ako Specidlny druh algeb-
ry (Boolovej), obsahujucej premenné (vyroky), unarne a binarne operacie nad
tymito premennymi (logické spojky) a kde taktieZ existuje striktny matematicky
systtm odvodzovania novych formil pomocou povolenych operacii
z jednoduchsich formul (axiom).

Pouzitie matematickych metdd v logike nie je samoucelné. Umoznilo ziskat’ hl-
boké vysledky, ktoré odlisili modernt logiku 20. storoc¢ia definitivne od klasickej
neformalnej logiky predchadzajtcich obdobi. Predmetom zaujmu tohto u¢ebného
textu je prave Studium matematickej logiky, ktord je zaloZend na formalizécii
prirodzeného jazyka pomocou vyrokovych symbolov a logickych spojok, pricom

! Pouzivanie symbolov abecedy miesto konkrétnych tvrdeni typu ,.,Milan je smddny* alebo
Lprsi pochadza od gréckeho filozofa Aristotela (384-322 pr. n. 1.), ktory je povazovany za
zakladatel'a logiky. Toto pouzivanie symbolov, namiesto konkrétnych tvrdeni, je pokladané
sticasnou historiou vedy za velky civilizaény obrat. Grécka civilizacia sa nim odlisila od baby-
lonskej a egyptskej civilizacie, pre ktoré bol pojem symbolu este neznamy nielen v eSte nee-
xistujucej logike, ale aj pri popise matematickych algoritmov (napr. vypodet plochy obdizni-
kovej oblasti). Prvé algoritmy operovali iba skonkrétnymi ¢islami a boli preto velmi
tazkopadne.
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usudzovanie je formalizované pomocou niekolkych jednoduchych pravidiel.
Snad’ si teraz uz moézeme polozit' otdzku, aky je rozdiel medzi matematickou
a nematematickou logikou? Ako uz bolo uvedené, predmetom nasho zdujmu bu-
de matematicka logika. Mozeme sa teda pytat, ¢o eSte zostava v logike okrem
matematickej logiky. Obvykle sa uvéadza, Ze logika sa deli na dve Casti: na ma-
tematickt logiku a na filozoficku logiku. Toto delenie ma svoje historické poza-
die, ktoré tu nebudeme hlbsie Specifikovat’. V sucasnosti sa zd4 byt uz umelym,
neprirodzenym a prekonanym.

Za zakladatel'a logiky je povazovany grécky staroveky filozof Aristoteles (384-
322 pr. n. 1.). Od déb staroveku az po suc¢asnu dobu, logika bola predmetom in-
tenzivneho zdujmu mnohych ucencov, bolo objavenych mnoho novych koncep-
cii a tematickych okruhov, ktoré definitivne odlisili stredovekt a novoveku logi-
ku od starovekej Aristotelovskej logiky. Hlavné tematické okruhy logiky boli
charakteru filozofického a zaoberali sa fundamentalnymi otdzkami o podstate
I'udského usudzovania. AZ na prelome 19. a20. storofia nastala vyrazna
matematizacia logiky, pricom sa rieSili hlavne problémy formalizacie 'udského
usudzovania. V tomto obdobi vznikal dojem, Ze v logike existuju problémy,
ktoré st touto matematizaciou nepostihnutel'né a preto st vylu¢nou doménou tzv.
filozofickej logiky. Tak napr. moment casu v usudzovani (vyrok ,niekedy
v minulosti padal sneh) alebo modalita (stupen istoty ur¢itého sidu) vyrokov
(,je mozné, ze pada sneh*) boli povazované za nepostihnute'né matematickymi
metoédami. Stadium tychto a podobnych aspektov bolo povazované za vyluéni
doménu filozofickej logiky, ktord sa tymto pomerne jasne oddelila od
matematickej logiky, ktord akoby sa zaoberala len Stidiom jednoduchych
usudzovani, ktoré nie si ¢asovo alebo modalne $truktirované. Postupne sa vSak
ukazovalo, ze aj tieto aspekty logiky su dobre matematicky formalizovatel'né
a ze delenie logiky na matematicku a filozofickli nemé hlbsieho opodstatnenia.

V nasom texte budeme pomerne Casto hovorit’ o neklasickych logikach. Ako od-
lisime klasicku logiku od neklasickej logiky? V klasickej logike sa postuluje, Ze
vyroky st dvojhodnotové, t. j. st bud’ pravdivé alebo nepravdivé, ziadna ina tre-
tia moznost’ neexistuje. Naviac, elementarne vyroky spajame do vacsich zlozitej-
Sich vyrokov pomocou logickych spojok (,,...a...“, ,,...alebo..., ,,ako..., potom...”,
...), pricom pravdivost’ tychto novych vyrokov je plne ur¢end pomocou pravdi-
vostnych hodnét jej elementarnych vyrokov a pouzitymi logickymi spojkami.
Pravdivostné hodnoty tychto zlozenych vyrokov su vytvarané pomocou ,.klasic-
kych* tabuliek znamych uz od stredoveku, ktoré Studenti obvykle uz poznaju zo
strednej $koly. Tak napriklad, vieme, Ze vyrok ,p a g je pravdivy len vtedy, ak
obe jeho zlozky su stcasne pravdivé, vo vSetkych ostatnych troch pripadoch je
vyrok nepravdivy. Neklasické logiky moézu mat’ viac hodnét pravdivosti vyro-
kov. Dalsia &rta ,,neklasiénosti* logiky moZe spoéivat’ v tom, Ze pouzivame nové
logické spojky, ktoré nie su obvyklé v klasickej logike. Tieto nové spojky mozu
vyjadrovat’ bud’ ¢asové alebo modalne aspekty vyrokov, alebo mézu byt dokon-
ca ternarne (spajajuce tri elementarne vyroky do nového zlozitejsicho vyroku).

Na zaver tejto kapitoly uvedieme este niekol’ko poznamok o vyzname matema-
tickej logiky pre informatiku. V informatike existuju odbory, ktoré sa zaoberaju
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simuldciou I'udského usudzovania (umeld inteligencia, expertné systémy a pod.).
Preto potrebujeme metoddy algoritmizacie postupov usudzovania, ktoré ndm pos-
kytuje matematicka logika svojim formalno-matematickym aparatom. Mdzeme
teda konstatovat’, ze matematickad logika tvori jeden z pilierov modernych metod
umelej inteligencie. Umoznuje do urcitej miery formalizovat’ prirodzeny jazyk
pomocou vyrokov a logickych spojok. Pomocou zidkonov usudzovania matema-
tickej logiky mozeme vyvodzovat’ deduktivnym spdsobom z takto formalizova-
nych poznatkov nové poznatky, ktoré neboli v pdvodnej ,,databaze* explicitne
obsiahnuté.

1.2 VYROK, PRAVDIVOSTNA HODNOTA A LOGICKE
SPOJKY

VYROK A JEHO
PRAVDIVOST

DEFINiCIA1.1.

&

SPOJKY

Vyrokova logika [1,4-6,10,14,21,25,28] Studuje také formy usudzovania, pre
ktoré platnost’ zaverov nezavisi od obsahu a ani od vnutornej Struktury vyrokov,
ale vyluéne len od pravdivosti ¢i nepravdivosti tychto vyrokov. Analyzujme tieto
jednoduché oznamovacie vety:

(1) Atém je fyzikalna Struktira.

(2) Atém je socidlna Struktira.

(3) Vo vesmire existuje zivot aj mimo Zeme.

(4) Laska je radioaktivna.

(5) Rast nasho hospodarstva ma neustalu tendenciu.

Medzi uvedenymi piatimi vetami s vel’ké rozdiely. Mozno konstatovat, Ze veta
(1) je pravdiva, zatial’ o veta (2) je nepravdiva. Pri (3) zatial nem6zZeme rozhod-
nut’ o jej pravdivosti alebo nepravdivosti. Veta (4) je sice gramaticky sprévna,
ale je to zrejmy nezmysel vzhl'adom na predikat ,,radioaktivny®, ¢ize nema zmy-
sel uvazovat’ o jej pravdivosti alebo nepravdivosti. Napokon skladba vety (5) je
chybna, takze nema vobec Ziadny zmysel sa pytat’ na jej pravdivost alebo ne-
pravdivost’. Po tychto jednoduchych ilustracnych prikladoch mozeme pristapit

k tejto definicie vyroku.

Elementdrny vyrok je jednoducha oznamovacia veta, pri ktorej ma zmysel pytat
sa, Ci je alebo nie je pravdiva. Elementdrne vyroky budeme oznacovat’ malymi
pismenami abecedy p, q, 1, S, p1, P2, ... . Pravdivostnd hodnota vyroku p bude
oznacend val(p), pricom, ak vyrok p je pravdivy (nepravdivy), potom val(p)=1
(val(p)=0).

Prirodzeny jazyk obsahuje spojky (napr. a, alebo, ak..., potom..., je ekvivalentné,
nie je pravda, Ze...) pomocou ktorych z elementarnych vyrokov vytvarame zlozi-
tejSie vyroky (vyroky), pricom ich pravdivost’ alebo nepravdivost’ je urcena len
pravdivostnymi hodnotami ich zloziek (elementarnych vyrokov). Vo vyrokovej
logike sa pouziva jedna unarna logicka spojka a Styri binarne spojky nazyvané
konjunkcia, disjunkcia, implikacia a ekvivalencia (pozri Tabul’ka 1).
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NEGACIA

KONJUNKCIA

DISJUNKCIA

IMPLIKACIA

FREGE: PRICINNA
suvisLosT

EKVIVALENCIA

(1) Negdcia. Tato unarna logicka spojka pre vyrok p ma formu ,,nie je pravda, ze
p*, ¢o zapiSeme pomocou symbolu negacie takto: —p . Za premenni p moézeme
dosadit’ nejaky konkrétny vyrok, ktory je pravdivy alebo nepravdivy. Ak je tento
vyrok pravdivy (nepravdivy), potom jeho negicia je nepravdiva (pravdiva), for-
malne val (ﬁp) =1- val(p) .

(2) Konjunkcia. Binarna symetrickd spojka z dvoch vyrokov p, g vytvara novy
vyrok ,p ag®, ktory je formalne oznaceny ,pag“. Pre konkrétnost uvazujme
zlozeny vyrok ,,Peter je v $kole a Milan je v kine®, kde elementarne vyroky su
p=(Peter je v skole) a g=(Milan je v kine). Pravdivostna hodnota zlozeného vy-
roku zavisi od pravdivostnych hodnét jeho zloziek, pricom nutnym predpokla-
dom, aby jeho pravdivostna hodnota bola pravda je pravdivost’ oboch jeho zlo-

ziek, val (p A q) = min{val(p),val(q)} .

(3) Disjunkcia. Binarna symetricka logicka spojka z dvoch vyrokov p, g vytvara
novy vyrok ,p alebo ¢, ktory je formalne oznaceny ,pvg“. K tomu, aby bol
pravdivy zloZzeny vyrok pvg, nutne aspon jedna jeho zlozka musi byt’ pravdiva;
ak su obe nepravdivé, potom pravdivostnd hodnota zlozené¢ho vyroku je neprav-

da, val(p v q) = max{val(p),val(q)} .

(4) Implikdcia. Tato binarna logicka spojka z dvoch vyrokov p a g vytvara novy
vyrok ,,ak p, potom ¢“, alebo ,,p implikuje ¢*, formalne ,, p = ¢ “. Na rozdiel od
logickych spojok konjunkcie a disjunkcie, vztah pravdivostnej hodnoty impliké-
cie p = ¢ k pravdivostnym hodnotam jej zloZiek je o mnoho zlozitej$i a zavisly
na konvenciach prirodzeného jazyka. Budeme postulovat, Ze implikacia je ne-
pravdiva len vtedy, ak val(p)=1 a val(q)=0, pre vSetky ostatné pravdivostné hod-
noty p a g je pravdiva. Takto Specifikovant implikdciu méZeme alternativne vy-

jadrit val(p = q) = min{l,l - val(p) + val(q)} .

Dosad’me napriklad v implikacii za p nepravdivy vyrok ,,5+2=8“ a za q pravdivy
vyrok ,,Masaryk bol prvy prezident Ceskoslovenska®. Podl'a Tabulky 1.1, impli-
kacia p = ¢q je pravdivé pre nepravdivé p a pravdivé g, potom zloZeny vyrok
,pretoze 5+2=8, potom Masaryk bol prvy prezident Ceskoslovenska* je pravdivy
vyrok, aj ked’ bezny Citatel’ bude pokladat’ tento vyrok za nepravdivy ba az ne-
zmyselny. Jeden zo zakladatel'ov modernej logiky G. Frege (1848-1925) navrhol
rieSit’ tento problém tak, Ze v ramci implikdcie sa mézu vyskytovat’ len vyroky,
ktoré st v pri¢innej suvislosti. Tieto problémy s uréenim pravdivostnych hodnét
implikacie viedli v prvej polovici 20. storocia niektorych logikov k §tadiu tzv.
neklasickych logik (pozri kap. 12), ktoré maju jemnejsie prostriedky na Specifi-
kaciu implikécie (chapanej ako relacia pri¢inného vztahu).

(5) Ekvivalencia. Tato binarna symetricka logicka spojka ,,p je ekvivalentné g*,
formalne ,, p = ¢q “, je pravdiva len vtedy, ak jej elementdrne vyroky p a g su

sucasne bud pravdivé alebo nepravdivé. Formalne tito skutocnost’ vyjadrime
pomocou relativne komplikovaného vztahu:
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val(p = q) = min{min{l,l - val(p) + val(q)} ,min {1,1 - val(q) + val(p)}} .

V matematike sa tato logicka spojka Casto pouZziva v tychto dvoch alternativnych
jazykovych formach: ,,p je nutnou a dostato¢nou podmienkou ¢ alebo ,,p prave
vtedy a len vtedy ak g*.

Tabulka 1.1. Funk¢né vyjadrenie pravdivostnych hodnét logickych spojok

lsopgcijcli(: funkéné vyjadrenie pravdivostnej hodnoty
—p | val(—p)=1-val(p)
PAg val(p ) min{val(p),val(q)}
pvq |val(pvq)= max{val(p),val(q)}
p=q|val(p=q)= min{l,l—val(p)+val(q)}
p=4q | val(p=q)=min{min{1,1-val(p)+val(q)},min{1,1-val(q)+val(p)}}

Pravdivostné hodnoty jednotlivych logickych spojok Specifikovanych vyssie st
uvedené v tabul’ke 1.2. Poznamenajme, ze vSetkych moznych binarnych logic-
kych spojok je 16, v tabul’ke st uvedené len styri zakladné logické spojky, ostat-
né sa daju vyjadrit pomocou tychto zékladnych zloziek.

Tabul’ka 1.2. Pravdivostné hodnoty zakladnych logickych spojok

p q P pnrg pvyg r=49 P=q
(negéacia) | (konjunkcia) | (disjunkcia) |(implikacia)| (ekvivalen-
cia)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
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1.3 JAZYK VYROKOVEJ LOGIKY (SYNTAX)

KONSTRUKCIA
FORMUL

DEFINiCIA1.2.

&

NEJEDNOZNAC-
NosT

DEFINiCIA 1.3.

&

Zavedieme formdalny systém pre konStrukciu formul vyrokovej logiky, ktory spo-
¢iva v Specifikacii postupu konstrukcie zlozitych vyrokov (ktoré budeme nazy-
vat’ tiez vyrokové formuly) pomocou inych vyrokov (bud’ elementarnych alebo
zlozitych) a logickych spojok. Nech P={p,q,r,...,p,, p,....} je mnoZina elemen-
tarnych vyrokov (ktoré budeme nazyvat' vyrokové premenné); vyrokové kon-
Stanty {0,1} su pravdivostné hodnoty.

Vyrokova formula nad mnozinou P vyrokovych premennych je zostrojend opako-

vanym pouzitim tychto dvoch pravidiel:

(1)Kazda vyrokova premennd p € P alebo vyrokova konStanta je vyrokova for-
mula.

(2)4k vyrazy ¢ a y si vyrokové formuly, potom aj vyrazy (—¢), (9Av),
(ov ), (¢=v) a (p=v) sii vrokové formuly.

Obvykle sa eSte zdoraznuje, ze ziadne iné vyrazy, ako tie, ktoré mézu vzniknut

opakovanym pouzitim pravidiel (1) a (2), nie st formulami vyrokovej logiky.

Zatvorky sa pouzivaji ako pomocné symboly, pomocou ktorych mézeme odstra-

nit pripadnii nejednoznagnost vyrokovych formil>. Uvazujme formulu
pAgvr, pomocou zatvoriek mézeme ju interpretovat dvoma rdéznymi spo-

sobmi (pAg)vra pa(gvr).

Konstrukcia formuly ¢ nad mnozZinou P je tvorend postupnostou formul
0, Q,,....9,, pricom posledny prvok ¢, je totozny s formulou @, pre kazdé
i=1,2,...,n plati jedna s tychto troch moznosti:

(1) @: je vyrokova premenna z P alebo vyrokova konstanta.

(2) @; vznikla z niektorého z prvkov mnoZiny {(pl,(pz,m,(p[_l} aplikdciou undrnej
logickej spojky negacie, @, = (ﬂ(pj ) ,pre j=12,..,i—1.

(3) @; vznikla z niektorych dvoch prvkov mnoZiny {(pl,(pz,m,(p[_l} aplikaciou bi-
ndrnej logickej spojky, napr. ¢, = ((pj AP, ) ,pre j<k=12,.,i—1.

Prvky postupnosti @,,¢,,....¢, sa nazyvaju podformuly formuly ¢, ¢, ¢ pre
i=12,...n .

2

V logike sa zvyc€ajne pouziva tato priorita logickych spojok, uvadzame s klesajucou
prioritou: 1. =, 2. A, v3. = 4. =
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SLOVA NAD
ABECEDOU

ROVNAKE
FORMULY A
MIMOLOGICKE
SYMBOLY

BACKUSOVA A
NAUROVA FORMA

&

OBRAZOK 1.1.
SYNTAKTICKY
STROM

Formuly mézZeme chapat’ ako slova, ktoré s zostrojené nad abecedou P vyroko-
vych premennych a logickych spojok (a taktieZ pomocnych zatvoriek). Tvorba
tychto slov je uréena pomocou dvoch pravidiel z definicie 1.2, pricom spdsob
konstrukcie slova je Specifikovany postupnostou @,,o,,...,9, z definicie 1.3. Ak
predpokladame, Ze tato postupnost’ ma minimalnu dizku, potom formula y mé
len podformuly z tejto postupnosti, iné podformuly nema. Hovorime, Ze podfor-
mula y’ je jednoduchsia ako formula y v tom zmysle, Ze obsahuje menej logic-
kych spojok ako povodnd formula y. Podformula, ktord neobsahuje logické
spojky uz nemoze byt d’alej rozlozena na podformuly, preto sa nazyva elemen-
tarna formula alebo vyrokovd premennd.

V definiciach 1.2 a 1.3 sme pouzili mimologické symboly o, v, ..., ktoré repre-
zentuji formuly vyjadrené retazcami symbolov zostrojenych nad abecedou, kto-
ra obsahuje nielen vyrokové premenné, ale aj symboly pre logické spojky a za-
tvorky (a taktieZ aj mimologické symboly reprezentujuce podformuly). Potom
mdzeme povedat’, ze dve formuly ¢ a y s rovraké, ¢ = vy, ked’ st reprezento-
vané rovnakymi ret'azcami symbolov.

V teorii formalnych jazykov [7,18] je zvykom §pecifikovat’ ich syntax pomocou
Backusovej a Naurovej formy (BNF), pouzijeme tento pristup aj pre alternativne
uréenie syntaxu formul vyrokovej logiky:

< formula)::=<vyrokovd premennd) |
<logickd kon§tanta> |
(—|<f0rmula>) |
(( formula)(logicka spojka)( formula))
(vrokovd premennd)::=p|q|r|...| p,| p, | ps|...
(vyrokovd k0n§tanta>::=0 |1

<logickd Spojka>::: =SINZE

Syntakticky strom formuly (p=>¢)=(pAgq) . Koncové vrcholy stromu reprezentujii vjro-

kové premenné p a ¢, vrcholy znasledujucich vrstiev st priradené spojkam implikécie
a konjunkcie. Vyhodnocovanie tohto stromu prebieha postupne zdola nahor.
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PRIiKLAD 1.1.

PRIKLAD 1.2.

PODFORMULY

Nech P ={p,q,r,s} je mnoZina vyrokovych premennych, potom
(Pra)=(pva)
((p =(g=r))=(—r= ﬁs))
((—p/\(rvs))/\(p:s))
su vyrokové formuly, zatial’ ¢o
(=(~p))
(=)= p)

nie su vyrokové formuly. Kazda vyrokova formula je reprezentovana pomocou
grafického Utvaru nazyvaného syntakticky strom, pozri obr. 1.1.

Studujme formulu ¢ = ((p v(gna r)) = ((p vg)Aa(pv r))) , syntakticky strom

formuly ma tvar

®,

Jednotlivé podformuly st urcené takto:
G =D00,=G, 9, =1 @, =gNT,
@s=pVo,=pv(qgAr),
Ps=DPNG, O; =pAT,
P =0 AP =(pva)A(pvr),
0=0;=0,=((pv(anr)=((pva)r(pvr)))
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OBRAZOK 1.2.
PROSTE
ZOBRAZENE

KOIKO EXISTUJE
FORMUL?

KAZDEMU
RETAZCU CisSLO

0 N
[ AS 51 )
\Y >
= »3
_ x4
=~ ‘5

»6
)
p/ B

9
C]—\>O
r
N N

Znazornenie prostého zobrazenia f mnoziny znakov @ na mnozinu prirodzenych ¢isel V.

Moézeme si polozit’ otazku, kol'ko existuje formul pre dani mnozinu P vyroko-
vych premennych. Ak je tito mnoZina spocetna (t. j. existuje prosté zobrazenie
tejto mnoziny na mnozinu prirodzenych c¢isel), potom pocet vSetkych moznych
vyrokovych formul nie je viac ako pocet vSetkych mozZnych retazcov, ktoré
mozno vytvorit' nad mnozinou @ = PU{—A,v,=,=),(},

RZQUQxQuQxQxQuQxQxQxQu...::;lQ" (1.1)

Uvazujme retazec x = (xl,xz,...,xn)e R, ktory obsahuje n>1 znakov (¢i tato
postupnost’ reprezentuje vyrokovi formulu alebo nie, je irelevantné, zaujimame
sa len o horny odhad poctu vyrokovych formul). Predpokladajme, Ze nad mnozi-
nou @ je definované prosté zobrazenie (funkcia) f:Q — N, kde NV je mnozina
prirodzenych &isel, pozri obr. 1.2.

Nech x = (x1 ,xz,...) € R je retazec zostrojeny nad mnozinou R, pomocou zobra-

zenia f kazdy znak x tohto retazca je jednoznacne ohodnoteny prirodzenym &is-
lom f{x), potom ret'azcu x mézeme jednoznacne priradit’ prirodzené ¢islo pomo-
cou tohto predpisu

F(x)=p/"p{*p{™). =11 p/™ (1.2)
kde p1, p2, p3, ... su prvé tri prvocisla. Z teérie ¢isel vieme, ze kazdé prirodzené
¢islo mozeme jednozna¢ne vyjadrit pomocou sucinov prvocisiel typu pravej stra-
ny (1.2) (napr. 120=2°.3".5"), To znamena, e kazdému refazcu x pomocou
funkcie F jednoznacne priradime prirodzené ¢islo. Tymto sme konstruktivne do-
kazali, ze existuje prosté zobrazenie

F:R—>N (1.3)
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&

ktoré Tubovolny retazec znakov x € R jednozna¢ne ohodnoti prirodzenym Cis-
lom. Tymto sme dokézali doleziti vetu vyrokovej logiky:

Veta 1.1. MnoZina vsetkych formul vyrokovej logiky, ktoré su vytvorené nad spo-
Cetnou mnozinou vyrokovych premennych, je spocetna.

1.4 PRAVDIVOSTNE OHODNOTENIE FORMUL
VYROKOVEJ LOGIKY (SEMANTIKA)

SEMANTIKA

PRAVDIVOSTNA
HODNOTA A
INTERPRETACIA
PREMENNYCH

Ako uz bolo povedané v predchadzajucej Casti tejto kapitoly, syntax formul vy-
rokovej logiky je jednoznaéne urcend sposobom ich konstrukcie, pomerne I'ahko
vieme rozhodnut,, ¢i dana formula ma korektnu syntax, alebo nema.

VysSie §pecifikovany sposob konstrukcie vyrokovych formil nazyvame syntaxou
vyrokovej logiky. Podobne ako v prirodzenom jazyku, kde syntax Specifikuje tvar
vety, nie vSetky vety, ktoré moézeme zostrojit’ jednoduchym zretazenim slov, st
syntakticky korektné. Podobne aj vo vyrokovej logike, nie kazdé zretazenie pri-
pustnych symbolov nam definuje formulu, existuju formuly, ktoré nie s syntak-
ticky spravne.

Dalsi pojem délezity pre vyrokovu logiku je sémantika. Pojem pochadza z tedrie
prirodzenych jazykov, kde sémantika Specifikuje vyznam danej vety (ktord ma
tiez aj svoju syntax). Vo vyrokovej logike, ktora sa zaobera len pravdivostnymi
hodnotami premennych a ich formul, sémantika nie je vel'mi bohata. Sémantika
vyrokovej formuly je vlastne tabulka pravdivostnych hodnot formuly pre rdzne
hodnoty jej vyrokov. Tak napriklad: pre formulu (p = ¢g)=(pAgq), ktord ma
korektnll syntax (napr. reprezentovanu syntaktickym stromom), je jej sémantika
plne urcena d’alej uvedenou tabul'kou jej pravdivostnych hodnot pre vSetky Styri
kombinacie vyrokov p a g.

Uvazujme formulu vyrokovej logiky A4, ktorej vyrokové premenné p,,p,,...,p,

su Specifikované interpretaciou 7, ktora urcuje pravdivostné hodnoty jej premen-
nych. Tato interpreticia  premennych — t=(p/t,,q/1,,..7/1,), kde

T,,T,,..,T, € {0,1} , spociva v priradeni binarnych pravdivostnych hodnét jednot-

livym premennym. Réznych interpretacii premennych 7, ktoré su priradené n
vyrokovym premennym je 2". Pravdivostna hodnota formuly ¢ pre dant interpre-
taciu 7 je oznacena vyrazom val ((p) :

Ako bude prebiehat” vypocet val, ((p) ? V suhlase s definiciou 1.3 predpokladaj-
me, ze konStrukcia formuly ¢ je tvorend postupnostou formil ¢,,¢,,...,¢,, pri-

¢om ¢=¢,. Pravdivostné vyhodnotenie jednotlivych ¢lenov postupnosti pre
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PRIiKLAD 1.3.

TAUTOLOGIA

i=1,2,...,n savykonava takto:

(1) Ak o; je vyrokova premennd, potom val, ((p,.) je urCena priamo interpreta-
ciou 7, ktora Specifikuje pravdivostné hodnoty premennych.

(2) Ak @; nie je vyrokova premenna a vznikla z niektorého z prvkov mnoziny
{(Pp(Pz:~~~,(Pi71} aplikaciou unarnej logickej spojky negacie, o, =(—|(pj), pre
Jj=L12,..,i—-1, potom val ((p,.) =1-val, ((pj) .

(3) Ak ¢; nie je vyrokova premennd a vznikla z niektorych dvoch prvkov mnozi-
ny ¢,.¢, €{9,,9,,...¢,_,} aplikaciou binarnej logickej spojky, potom val_(¢,)
je vyhodnoteny na zéklade tabulky 1.1 pomocou uz znamych pravdivostnych
hodndt val, ((pj) a val, (¢, ). Tak napriklad, nech ¢, =(¢, Ao, ) ,pre j<k<i,
potom val_(¢,) = val, ((p/. ) -val (9,).

Tento rekurentny postup je nazorne realizovany pomocou tabulkovej metody,
kde postupne pocitame pravdivostné hodnoty jednotlivych podformul pre vsetky
mozné interpretacie 7.

Tabul'kova metoda bude ilustrovand vypoctom pravdivostnych hodnoét formuly
(P=aq)=(pnq)

Tabul’ka 1.3. Vypocet pravdivostnych hodnét formuly (p = ¢)= (p A q)

1 2 3 4 5
p q 1=2 IA2 3=4
0 0 1 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Z tejto tabulky vyplyva, Ze existuju také pravdivostné hodnoty premennych p a g
(»=0, ¢=0 a p=0, g=1), pre ktoré je pravdivostna hodnota danej vyrokovej formuly
nepravda (0).

Vo vyrokovej logike majii mimoriadne postavenie také formuly, ktorych pravdivos-
tnd hodnota je pravda pre vSetky mozné kombinacie pravdivostnych hodndt pre-
mennych vo vSetkych riadkoch. Takéto formuly nazyvame tautologie a maji posta-
venie ,,zakonov* vyrokovej logiky. Ich pouzivanie pri odvodzovani novych formul
zabezpecuje, ze su taktiez tautologie.
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DEFINICIA 1.4.

=

OBRAZOK 1.3.
BINARNY STROM
PRE VYPOCET
PRAVDIVOSTNYCH
HODNOT
VYROKOVEJ
FORMULY

Formula ¢ sa nazyva tautolégia (co vyjadrime F ©), ak pre kaZdi interpretdciu t
plati val. ((p) =1, vopacnom pripade, ak pre kazdu interpretaciu v plati
val, ((p) =0, formula sa nazyva kontradikcia. Ak existuje asporn jedna interpretacia
7 taka, ze val, ((p) =1, potom formula ¢ je splnitel’nd (to znamena, ze tautologia je
$pecialny pripad splnitel'nosti).

Tato definiciu moZzeme parafrazovat’ tak, ze vSetky formuly, ktoré nie su kontradik-

cie su splnitel'né a tautoldgie su také splnitelné formuly, ktoré st pre vSetky mozné
interpretacie T pravdiveé.

(((p/\ q)= r)/\ (p= q)): (p=r)

(((1 AG)= r)/\ (1= q)): (I1=>r) (((0 AG)= r)/\ (0= q)):> 0=r)

= Vg )= - ((O:>r)Al):>1
((q )q) (1AD)=>1

@

(= r)a)=r ((0=r)r0)=r
(rAl)=r (1r0)=r
r=r 0=r

@ @

Binarny strom pre vypocet pravdivostnych hodnét vyrokovej formuly obsahujicej tri premenné.
Vyrokové premenné su postupne nahradzované konsStantami, pre ktoré méze byt formula podstat-
ne zjednodusena az na vyslednu vyrokovu konstantu, ktora urcuje pravdivostnil hodnotu formuly
pre pripad, ze niektoré premenné su nahradené konstantami. Napriklad, prava horna vetva stromu

ukazuje, ze @(p/0,9,7)=1, pre l'ubovolné pravdivostné hodnoty premennych g a r.

Niektoré tautoldgie sa Casto pouzivaji nielen v samotnej vyrokovej logike, ale aj
v beznom usudzovani a st obvykle oznaCované aj vlastnym menom. Vacsinou ide
o tautologie tvaru ekvivalencie, ktoré umoznuji nahradzovat’ jedny formuly inymi
bez straty vlastnosti ich tautologickosti. Medzi najznamejsie zakony vyrokovej logi-
ky patria tieto tautologie:
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NAJZNAMEJSIE
TAUTOLOGIE

&

(1) Zakon totoznosti F(p= p).

(2) Zékon dvojitej negacie F(——p = p).

(3) Zakon vyligenia treticho F(p v —p).

(4) De Morganov zékon pre konjunkciu F(—(pAg)=(-pv —|q)) .
(5) De Morganov zakon pre disjunkciu = (—(pv ¢)=(-p A—q)).

(6) Zakon ekvivalencie F ((p =q)= ((p =q)r(g= p)))
(7) Z&kon tranzitivnosti implikacie® F (p=r)= ((r =>q)=>(p= q))

(8) Distribucia konjunkcie F ((p V(g A r)) = ((p vg)a(pv r))) )

(9) Distribicia disjunkcie ((p A(gv 7)) =((pAq)v(pA7))).
(10) Zakon kontrapozicie = (( p=4q)=(-q=-p))

(11) Zakon ,reductio ad absurdum® = (((p =>q)r(p= —q)) = —|p) )
(12) Zakon nahradenia implikécie F ((p = q) = (—|p Y q)) .

(13) Zékon ,modus ponens“ ((p = ¢) A p) =q

Platnost’ vsetkych tychto zdkonov mdzeme prekontrolovat’ pre vsetky pravdivostné
hodnoty premennych pomocou tabul’kovej metody (t. j., su to tautoldgie).

Na zaver tejto kapitoly este ukdzeme sposob, ako pomocou postupného vyhodnoco-
vania syntaktickych stromov (pozri obr. 1.1) je mozné podstatne zjednodusit’ vypo-
¢et pravdivostnej hodnoty vyrokovej formuly. Uvazujme formulu

(((p/\q):>r)/\(p:>q)):>(p:>r)

Na obr. 1.3 je znazorneny binarny strom postupného vyhodnocovania formuly,
v prvom kroku premennu p nahradime vyrokovymi konStantami 1 a 0, vyhodnotime
a zjednodusime takto modifikované formuly, postupne dosadzujeme vyrokové kon-
Stanty za ostatné premenné. Tento proces obvykle kon¢i tak, ze sme schopni eSte
v prvej faze tohto procesu zistit', ¢i formula pre Siroku triedu pravdivostnych kon-
Stant je pravdiva alebo nepravdiva. Pri zjednoduSovani formul vyuZivame tieto for-
mule — tautologie:

(1) implikicia (p=0)=—p, (p=1)=1, (0=p)=1, (1=p)=p,
(2) disjunkcia (pv0)=p, (pvl)=l (pv-p)=1,
(3) konjunkcia (pA0)=0, (pal)=p, (pA—p)=0.

3 Tradi¢ny ndzov je zédkon hypotetického sylogizmu.
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ZHRNUTIE

LOGIKA

VYZNAM LOGIKY
PRE INFORMATIKU

SYNTAX
VYROKOVEJ
LOGIKY

SEMANTIKA
VYROKOVEJ
LOGIKY

ZAKONY VYROKO-
VEJ LOGIKY

Logika je veda o spravnom usudzovani. Logika Studuje také schémy usudzova-
nia, ktoré su spravne (korektné) bez ohl'adu na pravdivost’ ¢i nepravdivost’ ich
zloziek — vyrokov. Zlozité vyroky vytvarame z jednoduchsich (elementarnych)
vyrokov pomocou logickych spojok. Logika Studuje v§eobecné formy usudzova-
nia na symbolickej urovni, v ktorej sa ignoruje konkrétny obsah jednotlivych
tvrdeni. Moderna logika je oznaCovana ako formdlna logika alebo matematickd
logika, pre ktoré je charakteristické pouzivanie symbolov a ich zgrupovania po-
mocou logickych spojok do vicsich celkov nazyvanych formuly, ale aj formali-
zacia procesu transformacie danej formuly na ind formulu metodami, ktoré st
charakteristické pre matematiku. Vyrokovéa logika je chapana ako Specialny druh
algebry (Boolovej), obsahujucej premenné (vyroky), unarne a binarne operacie
(logické spojky) nad tymito premennymi a kde taktiez existuje striktny matema-
ticky systém odvodzovania novych formil pomocou povolenych operacii
z jednoduchsich formul (axidém).

Matematicka logika tvori jeden z pilierov teoretickej informatiky, menovite mo-
dernych metdéd umelej inteligencie. Umoznuje jednoduchu formalizaciu priro-
dzeného jazyka pomocou vyrokov a logickych spojok, prostrednictvom zakonov
usudzovania matematickej logiky umoziuje vyvodzovat’ deduktivnym spdsobom
z takto formalizovanych poznatkov nové poznatky, ktoré neboli v pdvodnej ,,da-
tabaze* explicitne obsiahnuté.

Syntax vyrokovej logiky je ureny formalnym systémom pre konstrukciu zlozi-
tych (vyrokovych) formual pomocou inych (elementarnych alebo zlozitych) vyro-
kov a logickych spojok. Korektné formuly vyrokovej logiky st charakterizované
syntaktickym stromom, pomocou ktorého mézeme charakterizovat’ dani formulu
mnozinou podformul. Podformula je elementarna formula alebo vyrokova pre-
menna, ked’ neobsahuje logické spojky.

Sémantika vyrokovej logiky Specifikuje pravdivostny vyznam formul pomocou
dvojhodnotovych pravdivostnych hodnét ich podformul alebo vyrokovych pre-
mennych. Integralnou sucastou sémantiky si pravdivostné tabulky logickych
spojok. Zakladny pristup k sémantike je zalozeny na tabulkovej metode, pomo-
cou ktorej systematickym sposobom pocitame pravdivostnii hodnotu formuly na
zaklade vsetkych moznych pravdivostnych hodndt jej premennych, t. j. pre vSet-
ky mozné interpretacie premennych. Tautologia je taka formula, ktora je pravdi-
va pre vSetky interpretacie jej premennych, t. j. v tabul’kovej metdde vo vsetkych
riadkoch dostdvame hodnotu ,,pravda®. Opakom tautologie je kontradikcia, for-
mula, ktora je nepravdiva pre vSetky interpretacie premennych. Formula je splni-
tel'né vtedy, ak je pravdiva aspoii pre jednu interpretaciu, t. j. tautologia je Spe-
cidlny pripad pravdivy pre vSetky interpretacie.

Tautoloégie maju mimoriadne postavenie vo vyrokovej logike, alternativne sa
nazyvaju zakony vyrokovej logiky a st obvykle ozna¢ované aj vlastnym menom.
Klasicka vyrokova logika (od staroveku az do novoveku) bola zaloZena na tychto
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KrUCovEe

zakonoch, ktoré Studovala ako Specidlne mdody usudzovania pomocou ktorych
z pravdivych predpokladov vzdy ziskame pravdivé vysledky.

POIMY

CVICENIA

vyrokova logika
modus ponens
formalna logika
matematicka logika
Aristoteles

filozoficka logika
moment casu v usudzovani
modalita vyrokov
dvojhodnotové logiky
viachodnotové logiky
terndarne spojky

vyrok

pravdivostna hodnota
undrna logicka spojka
bindrna logicka spojka
negdcia

konjunkcia

disjunkcia

implikacia

ekvivalencia

G. Frege
pricinnad suvislost
neklasické logiky

syntax

vyrokova formula

vyrokova konstanta
vyrokova premenna
mimologické symboly
Backusova a Naurova forma
syntakticky strom formuly
podformula

sémantika

interpretdcia premennych
tabulkova metoda
tautologia

De Morganove zdakony

E

zdakon hypotetického sylogizmu

1.1. PrepiSte z prirodzeného jazyka do jazyka vyrokovej logiky:

(a) Jano pojde na vylet a Fero pdjde na vylet; (1) vyjadrite tato vetu pomo-
cou implikécie a negécie a (2) vykonajte negaciu povodnej vety.

(b) Eva pojde na vylet alebo Viera nepdjde na vylet; (1) vyjadrite tito vetu
pomocou implikéacie a negécie a (2) vykonajte negaciu povodnej vety.

(c) Ak Viera pojde na vylet, potom Fero nepdjde na vylet; (1) vyjadrite tato
vetu pomocou implikacie a disjunkcie a (2) vykonajte inverziu* povod-

nej implikacie.

(d) Ak Viera pojde na vylet alebo Jano pojde na vylet, potom Fero pojde na
vylet a Eva nepdjde na vylet; (1) vyjadrite tito vetu pomocou konjun-
kcie, disjunkcie a negacie a (2) vykonajte inverziu pdvodnej implikacie.

4 Pod inverziou implikécie p = ¢ rozumieme jej prepis do ekvivalentného tvaru —g = —p
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(e) Viera na vylet pojde a Eva na vylet nepdjde; (1) vyjadrite tito vetu po-
mocou implikacie a negacie a (2) vykonajte negaciu povodnej vety.

1.2. Negujte tieto vyroky.
(a) Budem sa prechadzat’ alebo si budem spievat’.
(b) Jano nefandi ani Slovanu ani Interu.
(c) Ak je streda, potom mame schodzu.
(d) Ak sa budem moc ucit’, tak péjdem Studovat’ na vysoku skolu.

(e) Ak sa budem moc ucit’ a budem mat’ trochu $t’astia, potom urobim skus-
ku z logiky.

()Dam ti facku, ak ma oklames.

(g) Ak bude pekné pocasie a nepokazi sa ndm auto, potom pojdeme na vylet
a budeme sa kupat'.

1.3. Zostrojte syntaktické stromy formul, zostrojte podformuly danych formul:
@ p=(q9=p)
(b) ((p:>q)/\(q:>r)):>(p:>r)
© (p=4q)=(-q9=-»)
@ (pra)=(p=—q)
() p=(rnrq)
® (r=9)r=(p=4q)

1.4. PreCo uvedené vyrazy nie si formuly vyrokovej logiky?

@ ((p=9)r(v(g=r))=(p=7r),
b (prg)=(p+q).

1.5. Preverte pomocou tabul’kovej metody, ktoré formuly z cvicenia 1.3 su tauto-
logie, kontradikcie a splnitel'né.

1.6. Pouzitim binarneho stromu z obr. 1.3 urcite pre ktoré interpreticie premen-
nych t st vyrokové formuly splnitelné:

(a) ((pvq):>r)/\(—|r:>p),

®) (r=a)r(g=7r))=(p=-r).

1.7. Preverte pomocou tabul'kovej metddy a metddy bindrneho stromu, ¢i formu-
le (zakony vyrokovej logiky) (1-13) konca podkapitoly 1.4. su tautologie.





