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Predhovor

Tento ucebny text je urceny studentom prvého rocnika fakulty informatiky a in-
formacnych technolégii Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Predstavuje
spisané prednasky z predmetu matematické logika.

Struktira tohoto textu je upravena tak, ze kazd4 kapitola tvorf jednu prednagku.
Citatelovi predkladdame 11 kapitol, ¢o je podla nasich skisenosti maximalny mozny
pocet prednasok, ktory sa da stihnut pocas 13-tyzdnového semestra. V ,zlych
rokoch“ sa fyzicky nestihne odprednasat ani 11 prednasok. Vtedy tento ucebny
text slizi Studentom na samostidium, pretoze zakladné vedomosti maji mat vsetci
Studenti rovnaké, bez ohladu na rok, v ktorom studovali.

Po obsahovej stranke mozno ucebnicu rozdelit na Styri casti.

- V prvych troch kapitolach zadefinujeme formuly vyrokovej logiky, objasnime
si ich vyznam a ukazeme, ako sa odvodzujui. Ukazeme si tiez, ze danym
sposobom vieme formulu odvodit prave vtedy, ked je vzdy pravdiva.

- Kapitoly 4 az 6 sd nadstavbou prvych troch. OpiSeme si dalsie metddy,
pomocou ktorych vieme zistit, ¢i je formula tautologia, ako aj aplikacie
vyrokovej logiky na spinacie a logické obvody a na neurénové siete.

- Dalsie tri kapitoly sa zaoberaju predikétovou logikou. Tak ako pri vyrokovej
logike, objasnime si vyznam formul predikatovej logiky a metédy ich odvo-
dzovania. Na odvodzovanie formiul budeme pouzivat sémantické stromy
a Gentzenovsky (sekventovy) kalkulus.

- V poslednych dvoch kapitolach sa zaoberame netradi¢nymi logikami. Opi-
Seme si zédklady modalnej a viachodnotovej logiky.

Chceme zdoraznit, ze tento ucebny text poskytuje iba tie najzékladnejsie in-
formacie o matematickej logike. Pre Studenta, ktory si chce vedomosti rozsirit,
odporucame Specializované ucebnice.

Predkladany ucebny text slizi nielen ako doplnok prednéasky, ale aj ako sprie-
vodny text k cviceniam. Preto sme na koniec kazdej kapitoly zaradili mnozstvo
nerieSenych prikladov.

Zaverom tohoto uvodu chcem podakovat recenzentom doc. RNDr. Maridanovi
Klescovi, PhD. a prof. RNDr. Ludovitovi Nieplovi, CSc., za cenné pripomienky.
Tiez chcem podakovat Mgr. Gabriele Kubickovej za jazykovu tpravu.

Autor






1 Pravdivostné tabulky a tautologie

Co je to vyrok?

Vyrok je veta, o ktorej pravdivosti ma zmysel uvazovat.

Priklady vyrokov: Vyrokmi nie su:
Prsi. Pod sem!
Fero hra futbal. Dobré réano.

Skolnik spf.

Naés vsak nebudu zaujimat vyroky samotné, ale ich zlozeniny. Napriklad:

Prsi a Fero hra futbal.
Ak prsi, tak Fero nehra futbal.

Budeme uvazovat, ¢o vieme povedat o pravdivosti zlozeného vyroku, ak pozname
pravdivostni hodnotu ¢asti, z ktorych sa zlozeny vyrok sklada. Ozna¢me

A vyrok , Prsi.“
B vyrok , Fero hra futbal.*

Potom zlozeny vyrok
Ak prsi, tak Fero nehra futbal

zapiseme
A="B.

Vyraz A = 7 B nazyvame vyrokovd formula, pricom A a B, teda zakladné for-
muly z ktorych sa vyrokova formula skladd, nazyvame prvotné formuly. Vyrokova
formula A = 7B nereprezentuje len jeden vyrok, ale nekonec¢ne vela vyrokov,
pretoze za prvotné formuly A a B mozeme dosadit f'ubovolné vyroky.

Zakladné logické spojky

Symbolom v(A) budeme oznacovat pravdivostni hodnotu vyroku A. Tato prav-
divostna hodnota je bud 0, alebo 1.
v(A) = 0 znamend, ze vyrok A je nepravdivy;
v(A) = 1 znamenad, ze vyrok A je pravdivy.



Medzi zakladné vyrokové spojky patri negéacia ', konjunkcia A, disjunkcia V,
implikacia = a ekvivalencia <. Tu ' je unarna logicka spojka, zatial co A, V, = a
&> s bindrne. Ich vyznam popisuju nasledujice tabulky.

Al 'A ¢itame
0 1 ak v(A) =0, tak v(TA) =1
1 0 ak v(A) =1, tak v(TA) =0

Podobny vyznam ma aj nasledujica tabulka:

A | B ANB AV B A=B AsB
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Vyrokové formuly (jazyk vyrokovej logiky)
Zadefinujeme vyrokové formuly nad mnozinou prvotnych formdul.

DEFINICIA. Vyrokova formula s mnoZinou prvotnych formil P vznikne ak
pouzijeme konecne velakrat nasledujice pravidla:

(a) Kazda prvotna formula p z mnoziny P je vyrokové formula.
(b) Ak si A a B vyrokové formuly, tak aj (TA), (AA B), (AV B), (A=B)
a (A< B) su vyrokové formuly.

PRIKLAD. (p=-) ani "=-p nie st vyrokové formuly, ale ((p A q) = (("p) Vq)) je
vyrokova formula.

Slovicko ,,vyrokova“ budeme kvoli struc¢nosti vynechavat. Teda ked bude rec
o vyrokoch, tak pod pojmom ,formula“ budeme rozumiet vyrokovu formulu.

DonoDA. Posledné vonkajsie zatvorky budeme u formil vzdy vynechavat. Teda
namiesto ((A=B) VvV C) budeme pisat len (A=B) Vv C.

Budeme tiez vynechavat vonkajsie zatvorky pri negéciach. Cize namiesto sprav-
neho ((TA)=("("B))) = C budeme pisat ('A = 77'B) = C. To preto, lebo
negacia ma najvyssiu prioritu, ¢ize ak by sme mali viac moznosti, tak vzdy apliku-
jeme najprv negaciu.

Teraz uz mozeme povedat, ¢o je to vyrokova logika. Je to vedecka disciplina,
ktorej predmetom skiimania st vyrokové formuly.

Pravdivostné ohodnotenie formil (sémantika)

V tejto casti budeme vyrokové formuly ohodnocovat.



DEFINfciA. Pravdivostné ohodnotenie mnoziny P prvotnych formil je Tu-
bovolné zobrazenie ¥ mnoziny P do mnoziny {0, 1} (loz, pravda). Prvotna formula
p je pravdiva pri ohodnoteni v ak v(p) = 1. Ak v(p) = 0, tak je p nepravdiva.

Podla predchadzajicej definicie pravdivostné ohodnotenie ziskame ak priradime
kazdej prvotnej formule z P jedno z ¢isel 0 a 1. Je zrejmé, ze takto vieme zostrojit
2171 réznych pravdivostnych ohodnoteni mnoziny prvotnych formil.

V dalsom rozsirime pravdivostné ohodnotenie z prvotnych formul na vsetky for-
muly vyrokovej logiky.

DEFINICIA. Nech je v ohodnotenie mnoziny prvotnych formil P. Symbolom 7
oznacime rozsirenie v na mnozinu vsetkych vyrokovych formil. Potom formula @
je pravdiva pri ohodnoteni v (respektive 7) ak 7(Q))=1.

Na rozsirenie v na v pouzivame pravdivostné tabulky. Tieto tabulky sme mali
uvedené uz pri objasneni vyznamu zakladnych logickych spojok. Postup si ukazeme
na priklade.

PRIKLAD. Uvazujte formulu ((AAB) = C) < ((C = B)V ™ A). Urcte, pri akom
ohodnoteni prvotnych formil A, B a C' ma tato formula pravdivostni hodnotu 1,
¢ize kedy je pravdiva.

Ozna¢me si podformulu (A A B) = C symbolom @, dalej ozna¢me podformulu
(C = B)V 7A symbolom R a celd formulu symbolom S. V nasledujicej tabulke
mame vSetkych 8 moznosti ohodnotenia prvotnych formil A, B a C av Stfpci S
mame vysledné pravdivostné ohodnotenie zadanej formuly.

A|B|C| ArB Q | c=B| 14 R S
0] 0] 0 0 1 1 1 1 1
0] o0 |1 0 1 0 1 1 1
0|10 0 1 1 1 1 1
0 1] 1 0 1 1 1 1 1
1100 0 1 1 0 1 1
1101 0 1 0 0 0 0
11110 1 0 1 0 1 0
1111 1 1 1 0 1 1

Zistili sme, ze ak v(A) = v(C) =1 a v(B) = 0, respektive ak v(A) = v(B) =1
a v(C) = 0, tak je formula S nepravdivd. Vo vSetkych ostatnych pripadoch je
pravdiva.

Tautolégie

DEFINICIA.

(1) Formula A je tautolégia, ak je jej pravdivostna hodnota 1 pre kazdé ohod-
notenie prvotnych formul. Skuto¢nost, ze je A tautoldgia, zapisujeme F A.



Naopak, ak A nie je tautoldgia, piSeme ¥ A.

(2) Formula A je kontradikcia, ak je jej pravdivostnd hodnota 0 pre kazdé
ohodnotenie prvotnych formul.

(3) Formula A je splnitelna, ak existuje ohodnotenie prvotnych formil v také,
zev(A) = 1.

Jednoduchy priklad tautologie je AV ' A, priklad kontradikcie je AA™T A a priklad
splnitelnej formuly je Tubovolnd tautolégia, alebo hoci A = B.

PozNAMKA. Vsimnime si, ze ak ¥ A, tak A eSte nemusi byt kontradikcia.

Tautolégie si velmi dolezité formuly prave preto, ze si pravdivé bez ohladu
na ohodnotenie prvotnych formul. Na tomto mieste zdoraznime, ze na zistenie, ¢i
formula je, alebo nie je tautolégia, pouzivame pravdivostné tabulky.

DEFINiCIA. Formuly A a B nazyvame ekvivalentnymi, ak nie st od seba od-
lisiteIné pomocou ziadneho ohodnotenia prvotnych formul, teda ak pre l'ubovolné
pravdivostné ohodnotenie v plati 7(A) = 7(B). Vsimnime si, ze ak si A a B
ekvivalentné, tak je A < B tautoldgiou, ¢ize F A & B.

PRIKLAD. Ukézte, ze "(AV B) a " A A 7 B st ekvivalentné formuly.

Podla definicie potrebujeme pre kazdé ohodnotenie v prvotnych formil A a B
ukazat, ze 7((AV B)) =7(7TAA " B). Takze pouzijeme pravdivostni tabulku.

A| B| AvB |Y(AvB)| A4 | "B | TAAB
0] 0 0 1 1 1 1
0] 1 1 0 1 0 0
110 1 0 0 1 0
1|1 1 0 0 0 0

Ako vidno z tabulky, 7("(A V B)) = U(TA A "B) pre kazdé ohodnotenie v
prvotnych formul A a B, ¢ize "(AV B) a TA A 7 B st ozaj ekvivalentné formuly.

Podobne sa déd ukazat, ze si ekvivalentné formuly 7(AA B) a TAV 7 B. Ekviva-
lencie (AV B) < (TAANTB) a (AAB) < (TAV 'B) nazyvame de Morganove
pravidld.

Booleove funkcie
Co vlastne zapisujeme do pravdivostnych tabuliek? Logické spojky (symboly
A, V, = a <) su funkcie, ktoré nadobidaji hodnotu 0, alebo 1, podla pravdivostnej

hodnoty argumentov.

DEFINICIA. Booleova funkcia (respektive logicka funkcia) n argumentov
je zobrazenie {0,1}"—{0,1}.



PozNAMKA. 7 je Booleova funkcia jedného argumentu, zatial ¢o A, V, = a <
st Booleove funkcie dvoch argumentov.

Booleove funkcie mézeme opéat zadat pomocou pravdivostnych tabuliek. Ako
priklad uvadzame funkcie Nor a Nand. Funkcia Nor je takzvana Peirceova funkcia
a Nand je Shefferova funkcia. Namiesto Nor sa niekedy piSe | a namiesto Nand sa

pise 1.

A| B ANor B ANand B
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0

Zjavne existuju 22" = 4 Booleove funkcie jedného argumentu, 22° = 16 Booleo-
vych funkcii dvoch argumentov, 22" = 256 Booleovych funkcii troch argumentov
atd.

Disjunktivny normalny tvar

DEFINICIA. Vyrokovd formula je v disjunktivnom normaélnom tvare, ak je
disjunkciou niekolkych formil (disjunktov), o ktorych plati:
(a) Kazda je konjunkciou koneéne vela prvotnych formul, pripadne ich negécii.
(b) V ziadnej sa nevyskytuje sic¢asne prvotnd formula aj jej negacia.
(c) Ak sa naviac v kazdej formule vyskytuju vSetky prvotné formuly, potom je
formula v iplnom disjunktivnom normalnom tvare.

PRIKLAD 1.1. Majme formulu f s mnozinou prvotnych formil {a, b, ¢}, ktord je
zadand nasledujicou pravdivostnou tabulkou:

_ === O OO O R
_—_, OO,k OO |
—_— O, OO, OI|IO
O R R O, OO |~

Zostrojte formulu v disjunktivnom normélnom tvare ekvivalentni s f.

Formulu v disjunktivnom normaélnom tvare ekvivalentni s f zostrojime pomo-
cou tych riadkov tabulky, v ktorych f nadobuida hodnotu 1. Dostavame, ze f je
ekvivalentna s formulou

(TanbAC)V(aATDAC)V(aNbATC).



Postup z Prikladu 1.1 teraz zovSeobecnime.

DoHODA. Budeme pouzivat skrateny zapis \/|_, T; pre Ty VT2 V- - -V T, a zapis
N, Typre Ty ATo A ... AT,

VETA 1.1. KazZdd vyrokovd formula, ktord nie je kontradikcia, je ekvivalentnd
s formulou v uplnom disjunktivnom normdlnom tvare.

DOKAZ. Budeme postupovat tak, ako v Priklade 1.1. Nech je A formula vy-

rokovej logiky, v ktorej vystupuji len prvotné formuly pi,ps,...,pn. Zostrojme
pravdivostnu tabulku pre A v zavislosti od ohodnotenia pq,po, ..., p,. Booleovu
funkciu popisani touto tabulkou ozna¢me f4(z1,x2,...,x,), priCom argument x;

zodpoveda prvotnej formule p;. Teda z; =1 ak v(p;) =1 a x; =0 ak v(p;) = 0.
Teraz pre x; € {0, 1} definujme

Pt = pi ak xz; =1,
' Tp; ak x; =0.

Potom pre l'ubovolné ohodnotenie vyrokovych premennych v plati
v(p;") =1 préave vtedy, ked v(p;) = ;. (1)

Totiz:
— ak z; = 1, tak (1) tvrdi: 7(p;) = 1 préve vtedy, ked v(p;) = 1;
— ak z; =0, tak (1) tvrdi: 7("p;) = 1 préve vtedy, ked v(p;) = 0.
Je zrejmé, ze tieto tvrdenia (pre x; = 1, aj ; = 0) su pravdivé, preto (1) plati.
V dalsom dokazeme, ze

B = \V (pT' Ap3® A Apyt)
cez xi,...,yn kde
fA(ml,...,.'En):l

je hladané vyjadrenie f4 v Uplnom disjunktivnom normélnom tvare. (Disjunkcia
ide cez vSetky tie ohodnotenia x1,xo,...,x, vyrokovych premennych, pre ktoré

fa(z1,22,. ., 2p) = 1.)

Ak T(A) = 1, tak fa(v(p1),v(p2),...,v(pn)) = 1 a jeden z disjunktov z B m4a
tvar pi(pl) /\pg(pz) AR /\pz(p”). Potom pre ¢ = 1,2, ..., n plati ﬁ(piy(pi)) =1 podla
(1). Preto P(plll(pl) /\p;(pz) A /\pz(p")) =laajv(B)=1.

Naopak, ak 7(B) = 1, tak 7(p{* A p32 A ... Apir) = 1 plati pre aspon jeden
disjunkt z B a pre z1, 9, ..., x, z tohoto disjunktu potom fa(z1,x9,...,2,) = 1.
Kedze 7(pi* Ap5®> A...Apfr) =1, tak (p]") =1 prei =1,2,...,n a z toho podla
(1) plynie, ze v(p;) = x; pre vSetky i. Preto fa(v(p1),v(p2),...,v(pn)) = 1, Cize
v(A)=1 0O

Kde sme v dokaze vyuzili predpoklad, ze A nie je kontradikcia?
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Konjunktivny normalny tvar

DEFINICIA. Vyrokovd formula je v konjunktivnom normadalnom tvare, ak je
konjunkciou niekolkych formil, o ktorych plati:
(a) Kazda je disjunkciou kone¢ne vela prvotnych formul, pripadne ich negacii.
(b) V Zziadnej sa nevyskytuje sicasne prvotna formula aj jej negacia.
(c) Ak sa naviac v kazdej formule vyskytuju vsetky prvotné formuly, potom je
formula v iplnom konjunktivnom normalnom tvare.

Kedze su "(AV B) a TA A B ekvivalentné formuly, a podobne st ekvivalentné
aj (AAB)a AV B, tak plati

() (A Bl )

i€l jed icl JjeJ i€l “jed
Preto plati nasledujuici dosledok Vety 1.1:

DOSLEDOK. KaZdd vijrokovd formula, ktord nie je tautoldgiou, je ekvivalentnd
s formulou v konjunktivnom normdlnom tvare.

Uvahy pred dosledkom davaji nédvod na to, ako vytvorit formulu v konjunktiv-
nom normalnom tvare pre dand vyrokovu formulu A. Najprv vytvorime formulu
v disjunktivnom normalnom tvare ekvivalentni s 'A a tito potom znegovanim
prevedieme na formulu v konjunktivnom norméalnom tvare ekvivalentni s A.

Ak mame Booleovu funkciu zadanu tabulkou ako v Priklade 1.1, tak formulu
v konkunktivnom normélnom tvare reprezentujicu tito funkciu vieme zostrojit
priamo. Stac¢i sa zamerat na tie ohodnotenia prvotnych premennych, pri ktorych
nadobida funkcia hodnotu 0. Dostdvame, ze formula f(a,b,c) z Prikladu 1.1 je
ekvivalentna s formulou (pozri de Morganove pravidla):

(avbVe)A(avbVvle)A(aVTbVe)A(TavbVe)A(TaV bV Te).

Funkéne uplné mnoziny spojok

V tejto kapitole sme zaviedli logické spojky ', A, V, =, <, Nand a Nor. Keby
sme chceli vyuzit minimalisticky pristup, zrejme by sme si vystacili aj s mensim
mnozstvom spojok.

DEFINICIA. Nech je S mnozina logickych spojok. Ak k Tubovolnej formule A

mozno najst takd formulu ekvivalentni s A, ktora vyuziva len spojky z S a prvotné
formuly vyskytujuce sa v A, tak S je funkéne tiplnd mnozina logickych spojok.

Ako sme ukézali vo Vete 1.1 a jej dosledku, {7, A, V} je funkéne tiplnd mnozina

logickych spojok. Avsak funkéne plné mnoziny logickych spojok st aj mnoziny
{ AL AT, =1}, {Nor}, {Nand } a podobne.
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Cvicenia

CVICENIE 1.1. Sformulujte vyroky, ktoré mozno reprezentovat nasledujicimi
vyrokovymi formulami:
a) 'AVB b) (AANB)=C
c) A< B d) (AvB)= (CAD)

CVICENIE 1.2. Dokazte, ze nasledujice tvrdenia su tautologie:
a) FA= (B=A) b) E(A=(B=C)) = ((A=B)=(A=0))
c) F(T"A="B)= (("A=B)=A)

CVICENIE 1.3. Pomocou ohodnoteni v ukazte, ze ak plati F A a E A=B, tak
plati F B.

CVICENIE 1.4. Pomocou pravdivostnych tabuliek dokazte:

a) FA=A ) FTA="TA

c) FAV A d) F7A= (A=B)

e) ETTA= A )le:>ﬁA

g) F(A=B)= ("B="A) h) E(A="B)= (B="4)
i) F(TA=B)= ("B=A) j) E("A="B) = (B=4)
k) F(T"A=B) = ((A=B)=B) 1) FA=(B=(AAB))

m) F B = (AV B) n) l:A:>(A\/B)

o) E(AAB)= B p) F(AAB)= A

q) E(AAB)= (AV B) r) E(AANB)= (BAA)

s) FA=(ANA) t) E (AAB)= (TAVB)
u) F(AN(AVB))=A V) i:A:>(A/\(A\/B))

w) F ((A=A)=A)=A x) FE(TA=A4)= A
y)E((A=A)=A)=...)=A ) E (. ((TA=A)=A)= ... )=A

2k A-ciek 2k A-ciek

CVICENIE 1.5. Pomocou pravdivostnych tabuliek dokazte:
a) FA= ("B="(A=B)) b) F ((A=B)=A)=A
c) F(AV(BV(C))=(BV(AVvVC))VA)
d) E(BV(AV(C))VA) = (Av(BV(C))

CVICENIE 1.6. Zostrojte formulu v disjunktivnom normalnom tvare ekviva-
lentni s formulou:

a) A= DB b) A< B
c) (A= "B) d "A=1B
e) (A= (B=A4)) f) ((Av'B)=(CVB))V(AVvC(C)

CVICENIE 1.7. Zostrojte formulu v konjunktivhom normalnom tvare ekviva-
lentntu s formulou:
a) A= B b) A< B
c) AN(B=C) d) B=("A= B)
e) (ANTB)V("BAC)V(ANTC) f) (A 7C)=(BV(C="A4))
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CVICENIE 1.8. Dokazte, ze nasledujice tvrdenia st tautologie:

a) F(ANorAd) <= T4 b) E(ANandA) < A
CVICENIE 1.9. Dokéazte, ze nasledujice mnoziny logickych spojok si tplné:
a) 1,V b) T, A
c) 1, = d) Nor
e) Nand

CVICENIE 1.10. Dokézte, ze nasledujice mnoziny logickych spojok nie st uplné:
a) AV, =, & b*) T &
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2 Formalny systém vyrokovej logiky

V predchadzajicej casti sme si ukazali, ako sa da pomocou pravdivostnych ta-
buliek zistit, ¢i je vyrokova formula vzdy pravdiva, teda ¢i je tautologia. V tejto
casti budeme vyrokové formuly odvodzovat (¢ize dokazovat) z troch axiém pomocou
jedného jediného odvodzovacieho pravidla.

Formalny systém vyrokovej logiky
Zacneme tym, ze si jazyk vyrokovej logiky trochu zjednodusime.

DEFINICIA. Zakladné vyrokové spojky si ' a =, pricom ostatné spojky, ako
napriklad A, V a < si odvodené vyrokové spojky. Teda:
(a) AN B je iba skrateny zépis formuly (A= "B);
(b) AV B je skrateny zapis formuly 'A = B;
(¢c) A< B je skrateny zépis (A=B) A (B=A), ¢ize ((A=B)= "(B=A4)).

DEFINiCIA. Formalny systém vyrokovej logiky tvoria:

— Jazyk vyrokovej logiky, ktory pozostdva z mnoziny prvotnych formul,
symbolov pre logické spojky 7 a = a zéatvoriek ( a ).
— Axiémy. Nech su A, B a C Tubovolné formuly. Potom axiémami st
Al: A= (B=A)
A2: (A=(B=C)) = ((A=B) = (A=0))
A3: ("A="B)= (("A=B)=A4)
— Odvodzovacie pravidlo je jediné a vold sa modus ponens. Tvrdi:
7 formul A a A= B odvod formulu B.

Z Cvicenia 1.2 uz vieme, ze Al, A2 a A3 sui tautologie. Podla Cvicenia 1.3 je
modus ponens (MP) korektné pravidlo. Teda prave opisanym spésobom by sa mali
dat odvodit len tautoldgie.

Poznamenajme, Ze existuju aj iné, ekvivalentné systémy axiém. My vsak budeme
pouzivat axiémy A1, A2 a A3 uvedené vyssie.

Dokaz

DEFINICIA. Konetnd postupnost Aj, As,..., A, je dokazom (odvodenim)
formuly A, ak plati:

(a) A, je prave A;
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(b) pre kazdéi =1,2,...,n je A; bud axiéma tvaru Al, A2, pripadne A3, alebo
je A; modus ponens A; a Ay, kde j,k <.
Ak existuje dokaz formuly A, tak A je dokazatelna (odvoditelna) vo vyrokovej
logike, ¢o zapisujeme - A. Naopak, ¥ A znamend, ze A nie je dokdzatelna (¥ A je
vlastne len skrateny zapis tvrdenia (- A) ).

Kvoli lepsej prehladnosti dokazu budeme formuly, ktoré sa v nom vyskytli,
¢islovat na lavej strane, zatial ¢o na pravi stranu vzdy zaznacime, ako prislusna for-
mula vznikla. Postup si ukdzeme na jednej z najjednoduchsich vyrokovych formul.

LEMA 2.1. Plati - A= A.

DOKAZ.
1: (A=((A=A)=A4)) = (A=(A=A)) = (A=A))) A2
2: A= ((A=A)=A) Al
3: (A=(A=A4)) = (A=A) MP(2,1)
4: A=(A=A) Al
5: A=A MP(4,3) O

Désledkom Lemy 2.1 je zdkon vyliéenia tretieho: - A vV 7 A (¢o je len iny
zapis formuly - 7A = T A).

Doékaz s vyuzitim predpokladov

Niektoré formuly, ktoré nie si vzdy pravdivé, sa mozu stat pravdivymi za urci-
tych predpokladov. Kvoli tomu potrebujeme pojem dokazu trochu rozsirit.

DEFINfCIA. Nech je T mnozina vyrokovych formul. Postupnost Ai, As, ..., A,
je dokazom formuly A z predpokladov T, ak plati:
(a) A, je prave A;
(b) pre Tubovolné i =1,2,...,n je A; bud axiéma, alebo je prvkom z 7', alebo
je modus ponens dvoch formul z Ay, Az, ..., A; 1.

Formula A je dokazatelna z predpokladov T, ak existuje dokaz A z T, ¢o
zapisujeme T' - A.

Kvoli lepsej prehladnosti budeme i-ty riadok dokazu zapisovat tak, ze pred for-
mulu vsunieme symbol - a eSte pred tento symbol uvedieme vsetky predpoklady,
ktoré sme vyuzili pri odvodeni tejto formuly. Z tohoto pravidla budeme robit jedind
vynimku. V pripade, ze A je predpoklad, budeme pisat jednoducho A namiesto ko-
rektného A+ A.

Postup si ukazeme na pravidle sylogizmu a vete o zdmene predpokladov.
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LEMA 2.2. Pre lubovolné formuly A, B, C plati pravidlo sylogizmu, teda
A=B, B=CF A=C.

DOKAZ.
1: F(A=(B=0)) = ((A=B) = (4=0)) A2
2: F(B=C)= (A=(B=(0)) Al
3: B=C predpoklad
4: B=Ct+ A= (B=C) MP(3,2)
5: B=CF (A=B) = (A=0C) MP(4,1)
6: A=B predpoklad
7. A=B, B=Ct A=C MP(6,5) O

LEMA 2.3 (o zdmene predpokladov). Pre lubovolné formuly A, B a C plati
A=(B=C)F B=(A=C).

DOKAZ.
1: F(A=(B=C)) = ((A=B) = (A=0)) A2
2: A=(B=2C) predpoklad
3: A=(B=C)F (A=B) = (A=0C) MP(2,1)
4: - B = (A=DB) Al
5: A=(B=C) F B=(A=C) Syl(4,3) O

Veta o dedukcii

Jednym z najsilnejsich tvrdeni vyrokovej logiky je veta o dedukcii.

VETA 2.4 (o dedukcii). Nech si A a B formuly a nech je T mnoZina formail.
Potom T v+ A=B prdve vtedy, ked T U{A}+ B.

DOKAZ. Nech plati T + A=B a nech je C1,Cs,...,C, dokazom A=B z T.
Potom C1,Cy,...,Cy,, A, B je dokazom B z T'U {A}, lebo C), je praive A=B, A je
z T U{A} a B je modus ponens formil C,, a A.

Naopak, nech plati TU{A} B anech je Dy, D, ..., D,, dokazom B z TU{A}.
Ukéazeme, ze pre kazdé ¢ = 1,2,...,m je A=D, dokéazatelné z T. Postupujeme
indukciou podTla :

1° Pre © = 1 m6zu nastat tri pripady:

(a) D; je axiéma. Potom:

1! v Dy = (A=D) Al

21 + Dy axiéma

3. A= D MP(2/,1')
(b) D je z T. Potom:

1: F D, = (A:>D1> Al

2 T+ D predpoklad

3. THA= D MP(2/, 1)
(¢) Dy je prave A. Potom podla Lemy 2.1 - A=-D;.

2° Nech tvrdenie T+ A= D; plati pre vsetky i = 1,...,j—1 (j < m). Dokézeme,
ze plati aj T' = A=D;.
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Pripady (a), (b) a (c) sme uz rozobrali v prvom kroku indukcie. Avsak ak j > 1,
moze nastat eSte jeden pripad, ktory je potrebné rozobrat. Moze sa stat, ze D
je modus ponens formul Dy a D;, kde k,l < j. Potom vSak D; ma tvar Dyp=Dj;.
Vyuzijic indukény predpoklad (IP) dostavame:

1: THA= Dy 1P

2': TH A= (Dy=Dj) P

3: F (A=(Dr=D,)) = ((A=Dy)=(A=D;)) A2

4" T+ (A=Dy) = (A=Dy) MP(2/,3)

5: THA= D, MP(1’,4") O

Vsimnime si, ze Lemy 2.2, 2.3 a Veta 2.4 ndm davaju nové odvodzovacie pravidla.
V dalsom teda mozeme okrem modus ponens vyuzivat aj sylogizmus, vetu o zdmene
predpokladov a vetu o dedukcii. Modus ponens oznacujeme skratene MP s ¢islami
prislusnych formil v dokaze. Podobne budeme pouzivat skratky Syl(4,3) (sylo-
gizmus Stvrtej a tretej formuly); VZP(3) (veta o zdmene predpokladov na tretiu
formulu) a VD(7) (veta o dedukcii na siedmu formulu).

Avsak v dalsom budeme vyuzivat nielen tieto tri pomenované tvrdenia, ale
TubovoInt uz dokazant formulu.

P0OzZNAMKA. Ak by sme chceli byt presni v zmysle nasej definicie dokazu, tak
vSade, kde sa odvoldvame na pomocné tvrdenia, mali by sme vsunuit celé dokazy
tychto tvrdeni. Toto kvoli lepsej prehladnosti (ako aj preto, aby sme nedokazovali
velakrat rovnaké tvrdenia) nerobime.

Dokazy s vyuzitim axiomy A3

V predchadzajicich dokazoch sme ani raz nevyuzili axiomu A3. V tejto podkapi-
tole ju vyuzijeme. Naopak, kedze mame vetu o dedukcii, axiomu A2 uz nebudeme
potrebovat.

LEMA 2.5. F7A = (A=B).

DOKAZ.
I: F("B="4)= (("B=A4)=B) A3
2. F7A= ("B="A4) Al
3: TAFB=T4 VD(2)
4: TAF ("B=A)=B MP(3,1)
5. F A= ("B=A4) Al
6: Ar"B=A VD(5)
7. TA, AR B MP(6,4)
8 "A-A=RB VD(7)
9: F7A= (A=B) VD(8) O
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LEMA 2.6. F T7TA = A.

DOKAZ.

I F("A="7"4) = ((TA="4)=A) A3

22 FT7A= (TA=714) Al

3: TTARFTA=T74 VD(2)

4: TTAF (TA=TA)=A MP(3,1)

5: FTA="TA Lema 2.1
6: TTAE A MP(5,4)

. FTTA=S A VD(6) O

LEMA 2.7. F A= TTA.

DOKAZ.
L F("TTTA=TA) = (TTA=A)= TTA) A3
2: F7T7TT7TA=S A Lema 2.6
3 F(TTTA=A)= 74 MP(2,1)
4: FA= (TTTA=A) Al
5: FA="TTA4 Syl(4,3) O

Predchadzajice tri dokazy mali spolo¢nu stratégiu, ktord spocivala vo vhod-
nej aplikacii axiémy A3. Priblizne povedané, zvolili sme taky koniec A3, ktory
sa zhodoval s koncom dokazovanej formuly X. (Na konci A3 mdme formulu A.
V Leme 2.5 sme preto volili za A formulu B, v Lemme 2.6 A a v Lemme 2.7 for-
mulu "7 A.) Potom prvé podformuly X slazili ako predpoklady, z ktorych sme sa
snazili odvodit prvé podformuly A3. V zavere sme pouzili vetu o dedukcii.

VETA 2.8 (vety o obratenej implikacii). Platia nasledujice turdenia:
a) F(A=B)= ("B="A4) b) F(A="B)= (B="A)
¢) F(T"A=B) = ("B=A) d) F("A="B) = (B=A)

Dokazy si urobte ako jednoduché cvicenie. Pri dokaze c¢) a d) staci vyuzit Al,

A3 a Vetu o dedukcii, pri dokaze a) a b) este Lemu 2.6. Symbolom VOOI v dalsom
oznacujeme Iubovolni z viet o obratenej implikacii.

Doékazy dalsich zakladnych tvrdeni

Tu si odvodime (dokazeme) niektoré dalsie formuly, ktoré budeme potrebovat
v nasledujucej kapitole.

LEMA 2.9. F A= ("B="(A=B)).

DOKAZ.

1. A predpoklad
2: A= B predpoklad
3: A, A=BF B MP(1,2)

4: A+ (A=B)=1B VD(3)

5. F ((A=B)=B)= ("B="(A=B)) VOOI

6: AF"7B= "(A=B) MP(4,5)

7. A= ("B="(A=B)) VD(6) O
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VETA 2.10 (o neutrdlnej formule). Ak TU{A} - B a TU{"A} F B, tak
THB.

DOKAZ.
1: TU{A}FB predpoklad
22 THFA=B VD(1)
3: F(A=B)= ("B="A) VOOI
4 TFB="4 MP(2,3)
5: TU{"A}FB predpoklad
6: TH"A=B VD(5)
7. F("A=B)= ("B=4) VOOI
8 TF1B=A MP(6,7)
9: F("B="4)= (("B=A)=1B) A3
10: T+ ("B=A) = B MP(4,9)
11: T+ B MP(8,10) O

LEMA 2.11. A=(B=C)+ (AN B)=C.

DOKAZ.
1: A= (B=0C) predpoklad
2. F(B=C)= ("C="B) VOOI
3: A=(B=C)F A=("C="B) Syl(1,2)
4: A=(B=C)F "C=(A="B) VZP(3)
5 F("C=(A="B))= ("(A="B)=C) VOOI
6: A=(B=C)F+ (A="B)=C MP(4,5)
6': A=(B=C)F (AAB)=C O

LEMA 2.12. (AANB)=Ct A=(B=2C)

DOKAZ.
I: FA= (""B="(A="B)) Lema 2.9
2. AF"7B="(A="B) VD(1)
3 WFB="1'B Lema 2.7
4: A+ B="T(A="B) Syl(3,2)
5. (A="B)=C predpoklad
6: (A="B)=C, ArB=C Syl(4,5)
7. (A= "B)=CF A= (B=0C) VD(6)
7 (ANB)=CHF A= (B=C) O

V nasledujicej vete médme formulu (A3 A Ao A As A ... ANA,_1 AA,), Co je iba
skrateny zapis formuly ((...((A1 A A2) AAs) A ... ANAp_1) NAy).

VETA 2.13. Nech su Ay, As,..., A, a B wvyrokové formuly. Potom tuvrdenie
{A1,As, ..., Ay} F B plati prave vtedy, ked plati + (A1 ANAsA...NA,) = B.

DOKAZ. Vetu dokézeme indukciou podla n.
1° Ak n =1, potom A; F B prave vtedy, ked - A; = B, podla vety o dedukcii.
2° Nech tvrdenie vety plati pre vSetky ¢ < n, dokdzeme jeho platnost pre n. Nech
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1: {Ay,..., A, 1, A} F B predpoklad

2 {Ay,..., A, 1}FA, =B VD(1')

3 F(ALN...NA )= (A,=B) P

4 (AN NA)=(Ap=B)F (ALAN .. ANA 1 NAL)=B Lemma 2.11

5: F (AL A ... ANAp—1)=(4,=B))=(A1A...NA_1 N Ay)=B) VD(¥)

6 F(AN...NA,_1NA,) = B MP(3',5")
Naopak, nech

: F(AAN...NA,_1NA,) =B predpoklad

20 (AN NA 1 NA))=BE(AINAN...NA1) = (Ay=B) Lemma 2.12
3 F (AN NA 1 NAY)=B)=((A1N...NA_1)=(A,=B)) VD(2)

A F (AL A A Ap_1)=(A,=B) MP(1",3)
5 {Al,...,An_l}l_An#B 1P
6/1 {Al,...,An_l,An} FB VD5/ Ul

Pravidlo nahradenia ekvivalentnych formul

V nasledujicich cviceniach mame mnozstvo formil, ktoré treba dokazat (odvo-
dit). V dokazoch mozete vyuzivat pravidlo nahradenia ekvivalentnych formiil, ktoré
sme sice nedokazali, avSak jeho dokaz sa da spravit podobnym sposobom ako sa
dokéazala veta o dedukcii, ¢i Veta 2.13.

VETA 2.14 (pravidlo nahradenia ekvivalentnych formil). Nech plati tvr-
denie T F+ A a nech su formuly P a Q) navzdjom ekvivalentné. To znamend, Ze
plati = P = Q aj + Q = P. Nahradme niektoré podformuly P v T U{A} formu-
lou Q a oznaéme modifikovani mnoZinu predpokladov symbolom T’ a modifikovani
formulu A symbolom A’. Potom plati T+ A’.

Vo Vetach 2.6 a 2.7 sme dokazali - '"TA= Aa A= "T7A. Vieme teda, ze A
a ' 1A st navzajom ekvivalentné formuly a l'ubovolny vyskyt formuly A mozeme
nahradit formulou 7 7 A a naopak. Dalsie dvojice ekvivalentnych formul tvoria podla
vety o obratenej implikacii formuly A = B a "B = A, dalej formuly A = B
a B = TA, ako aj formuly "A = B a 'B = A. Vo vsetkych tychto pripadoch
mozeme vyuzit pravidlo nahradenia ekvivalentnych formil, ale v ziadnych inych,
pretoze pre iné dvojice P a () sme nedokazali - P = @) a zaroven + Q) = P.

Cvicenia

CVICENIE 2.1. Prezrite si nasledujici dokaz a najdite v nom chybu. Vzapéati ho
opravte.

Pre sicet geometrického radu s prvym ¢lenom 1 a kvocientom q plati:

"t —gq

l4+g+@+-+¢"=—.
q—1
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Dokaz: Nech tvrdenie plati pre n, dokdzeme ho pre n+1:

n—+1 n—+2

" e 4T

—_— ——. U
qg—1 qg—1

l+g+¢+-+¢" +¢" =

CVICENIE 2.2. Prezrite si nasledujici dokaz a najdite v nom chybu.
Kazdd n-tica redalnych cisel obsahuje len rovnaké cisla.

Dékaz (matematickou indukciou). Ozna¢me dant n-ticu ay, as, .. ., ay.

1° Pre n = 1 vlastne niet ¢o dokazovat, lebo zjavne a1 = a;.

2° Nech tvrdenie plati pre n, dokdzeme ho pre n+1. Majme teda (n+1)-ticu
a1,02,...,0y, a,+1. Podla indukéného predpokladu plati a; = as = --- = a,, a rov-
nako tak as = ---=a, =a,41. Pretoplatiaja; =as =---=a, = aps1.

CVICENIE 2.3. Prestudujte si nasledujici dokaz.
Prvocisel je nekonecne vela.

Dokaz sporom: Predpokladajme, Ze plati negacia tvrdenia, teda nech je prvocisel
len konecne vela. Oznac¢me si ich pq,po,...,pn. Potom kazdé prirodzené ¢islo ¢
mozno zapisat v tvare ¢ = pJ* - ps? - ... pS» (niektoré z ¢isel a; mozu byt aj nuly).

Co viete povedat o ¢isle p = (p1 - pa - ... pn) + 1?7 Zrejme p nie je delitelné
ziadnym z ¢isel p1,pa, ..., pn. To viak znamend, ze p = p{ - pY-... - p0 =1, ¢o je
spor s tym, ze p > 3, kedze 2 je istotne prvocislo. [

Vsimli ste si, ze sme v tomto dokaze vyuzili Lemu 2.1, teda zdkon vylicenia
tretieho? Takyto dokaz je vo vyrokovej logike korektny, avsak v beznom zivote sa
toto nemusi prijimat. Napriklad ak nie je pravda, ze politik v parlamente klame, tak
nemusi byt pravdivé tvrdenie, ze neklame. ESte moze Ciastocne klamat a ¢iastocne
hovorit pravdu, respektive moze hovorit tak, ze nikto nepochopi, ¢o chcel povedat
(a teda pravdivost jeho tvrdenia nedokazeme overit).

CVICENIE 2.4. S pouzitim vety o dedukcii odvodte pravidlo sylogizmu a vetu
o zamene predpokladov.

CVICENIE 2.5. Dokézte vety o obratenej implikécii:
a) F(A=B)= ("B=>"A) b) F(A="B)= (B="A4)
¢c) F("A=B) = ("B=A) d) F(T"A="B) = (B=A)

CVICENIE 2.6. S pouzitim vety o dedukcii odvodte nasledujiice tvrdenia:
a) F("A=B)= ((A=B)=B) b) - A=(B=(AAB))

¢) FB= (AVB) )kA:%AvB)

e) F(AAB)= B f) F(AAB)= A

¢) F(AAB)= (AV B) L) - (AAB) = (BAA)

) FA= (AAA) i) FIAAB)= (TAVB)
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k) F(AN(AVB))= A ) FA= (AA(AV B))

m) - ((A=A)=A)=A n F(TA=A4)= A

o) F(..(A=A)=A)=...)=A p) H(...((A=A)=A)=...)=A
2k Xéiek 2k Zéiek

(A=B)=A)=A r) A=B+ (CVA)= (CVB)

= BF(CNA)=(CAB) t) A=B, B=CFT(AANTC)

(AV(BVC))=((BV(AV(C))VA)

(BV(AVC))VA)= (AV(BVC(C))

=(B=C), A=B+F A= (A=C)

(A=C) = ((B=C)=(("A=DB)=0))

A=B, C=DF(AANC)= (BAD)

l_
A
l_
l_
A
l_
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3 Veta o uplnosti

Doteraz sme skiimali vzdy pravdivé formuly z dvoch hladisk. Jednak sme skiimali
tie, pre ktoré plati F A (tautoldgie) a potom tie, pre ktoré = A (odvoditelné,
¢ize dokazatelné formuly). Pripomenme, Ze tautoldgie si také formuly, ktoré pri
Tubovolnom ohodnoteni v prvotnych formil dédvaji 7(A) = 1, zatial ¢o dokazatelné
formuly sa daji odvodit z axiém pomocou pravidla modus ponens.

Postova veta

V tejto casti ukdazeme, ze F A plati prave vtedy, ked F A.
Nech je v ohodnotenie prvotnych formul. Definujme

, B ak 7(B)
b _{73 ak 7(B)

1
0

)

Takto definované formuly sme pouzivali v dokaze Vety 1.1.

LEMA 3.1. Nech je v ohodnotenie prvotniych formil {p1,p2,...,pn} a nech
vsetky prvotné formuly, ktoré sa vyskytuji v A, si medzi {p1,p2,...,Pn}. Potom

{pY,p%,....,pL} A",

PozNAMKA. Napriklad ak je A formula p;=ps a ohodnotenie v splita, v(p1)=1
a v(p2)=0, potom 7(A)=0. Tu Lema 3.1 tvrdi: p1, 'pa - (p1=p2), ale to je prave
tvrdenie Lemy 2.9 (po dvojndsobnej aplikacii Vety o dedukcii).

DOKAZ. Indukciou podla konstrukcie formuly A.

1° Ak je A prvotnd formula p;, i € {1,2,...,n}, tak plati {p},p¥,...,p"} - pY.

2° (I) Nech A ma tvar "B, pricom pre B tvrdenie lemy plati, teda plati
{pY,p%,...,p%} F BY. Rozlisime dva pripady:

(a) 7(B) =1. Potom7(A) =v("B) =0, B” je Ba A" je A (¢ize ' ' B). Teda:

1: {p¥,p%,....,p%} - B IP

1 {p¥,p%,...,p"} - B

2: - B= "B Lema 2.7
3 {pY,p5,...,p2 B MP(1”,2)

3" {pY,pY,...,pt} B A
(b) 7(B) =0. Potom (A) =7("B) =1, B” je "B a A" je A (¢ize ' B). Teda:
: {pYy,p%,...,ph} F B P
1 {p¥,p%,....,p2}F B
" {py,ps, ... .00} B AV
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(IT) Nech A mé tvar B = C, pricom pre B aj C tvrdenie lemy plati, teda plati
{pY,pY,....p%} = BY aj {p¥{,p5,...,p%} F C”. Rozlisime tri pripady:
(a) 7(B) =0. Potom 7(A) =7(B=C) =1, B" je "B a A" je B= C. Teda:

1: {p¥,p%,....,p%} + B IP

1 {p¥y,p%,...,pt}F B

2': F7'B= (B=C) Lema 2.5
3 {pY,ph,...,pt}F B=C MP(1”,2")

3" {pY,pY,...,ph} B A
(b) 7(C) = 1. Potom 7(A) =v(B=C) =1, C" je C a A" je B = C. Teda:

1: {pY,ps,....00} EC" IP

1 A{plps, .. pn b C

2 +C = (B=0C) Al

3 {pY,ph,...,pt}F B=C MP(1”,2")

3" {pY,pY,...,ph} B A
(¢) Zostava posledny pripad 7(B) = 1av(C) = 0. Potom 7(A) = v(B=C) = 0,
BY je B, C" je 'C a AY je '(B=-C). Teda:

1: {p¥,pY,....,p%} - B IP

1 {p¥,p%,...,pt} F B

2" {p{,ps, ..., ot ECY IP

2" A{pt,p5, ..., P ETC

3: FB= ("C="(B=0C)) Lema 2.9
4" {py,pk,...,pr} = 7C = (B=C) MP(1”,3)
5: A{pt,py, ..., ph} F (B=C) MP (2", 4')
5" {pY,pY,...,ph} B A O

VETA 3.2 (Postova). Pre lubovolni formulu A vyjrokovej logiky plati = A prdve
vtedy, ked F A.

DOKAZ. Nech plati = A. Z Cvicenia 1.2 vieme, ze vSetky axidémy st tautolégie
a podla Cvicenia 1.3 ak F B a F B=C, tak aj F C. Teda pre Iubovolny dokaz
Ay, Ag, ..., A, formuly A plati F A; pre vsetky i = 1,2,...,n a teda aj F A. (Po-
znamenajme, ze dokaz Ay, Ao, ..., A, bol dokaz v zmysle definicie pred Lemou 2.1,
¢ize bez predpokladov. Vzhladom na poznamku za Vetou o dedukcii, z kazdého
dokazu formuly A, aj z toho, ktory vyuziva Vetu o dedukcii a iné pomocné tvrdenia,
vieme vytvorit dokaz v zmysle definicie pred Lemou 2.1.)

Naopak, majme dant tautolégiu A. Ukazeme, ze A je dokazatelna. Nech si
{p1,p2,...,pn} vSetky prvotné formuly vyskytujice sa v A. Potom podla Lemy 3.1
pre Tubovolné ohodnotenie p prvotnych formul plati {p{,ph,...,p} + A. (Kedze
A je tautolégiou, tak A* je vzdy A.)

Nech je p/ ohodnotenie lisiace sa od u len v hodnote pre p,. Potom aj pre u’
plati Lema 3.1 a teda:

1" {p/f7pg7 cee 7pg_17pn} HA Lema 3.1
2 {pl b, o e E A Lema 3.1
3 {pl,ph,..ph A Veta 2.10 na 1/ a 2/

Teraz zvolme p” také, ze p' sa 1isi od p len v hodnote priradenej p,,_1. Potom
obdobne, ako v predchadzajicom (u bolo Tubovolné), vieme odvodit aj:

1*: {p/f ,Pg 7-~-,PZ_1}|_A,
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teda mame
UV {pf 05, .oph o pn1} A
2" {pY,p5s- P01} A
3 {pl,ph,...,ph L HA Veta 2.10 na 1’ a 2/

Takto mozeme vylucit vSetky prvotné formuly a dokdzeme - A. [

DEFINICIA. Formalny systém je sporny, ak je v nom dokdzatelnd Tubovolng
formula. Ak formdlny systém nie je sporny, nazyvame ho bezosporny (konzis-
tentny).

VETA 3.3. Vyrokovd logika je bezosporny formdlny systém.

DOKAZ. Ak by bola vyrokové logika spornym formélnym systémom, tak potom
by pre kazdu formulu A (hoci aj prvotni) platilo - A aj - 7 A. Ale podla Postovej
vety by potom malo platit E A aj F 7 A, ¢o zjavne neplati. [

Splnitelnost’
Teraz sa budeme zaoberat tautologickymi dosledkami mnozin formil (teérif).

DEFINICIA. Nech je T mnozina vyrokovych formul. Potom T je splnitePna
(konzistentnd), ak existuje ohodnotenie v prvotnych formul vyskytujicich sa v T'
také, ze pre kazdu formulu A z T plati 7(A) = 1. Takéto ohodnotenie v sa nazyva
model mnoziny formul 7.

Ak T nie je splnitelnd, tak je nesplnitelna.

PRIKLAD. Zistite, ¢i je mnozina T' = {A=B, 7 B=-A} splnitelnd a ak je, najdite
jej modely.

Priklad vyrieSime pomocou pravdivostnej tabulky. V T' sa vyskytuji dve prvotné
formuly A a B, preto bude mat tabulka 4 riadky:

A | B B A= B TB=A
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1

Kedze modely T su také ohodnotenia, pre ktoré maji A = B aj 'B = A pravdi-
vostni hodnotu 1, tak 7" mé dva modely. Jeden je ohodnotenie v, pre ktoré v(A) = 0
a v(B) =1, druhy je ohodnotenie p, pre ktoré p(A) = p(B) = 1.

DEFINICIA. Nech je T mnozina vyrokovych formil a nech je A vyrokovd formula.
Potom A je tautologickym dosledkom T, zapisujeme T F A, ak pre kazdy model
v mnoziny T plati 7(A) = 1.

Skutoc¢nost, ze A nie je tautologickym dosledkom 7', zapisujeme T ¥ A.

25



PozNAMKA 1. Modelom prdazdnej mnoziny formil je Tubovolné ohodnotenie.
Preto E A (¢o je vlastne {} F A) plati prave vtedy, ked je A tautolégia. To znamen4,
ze F A je korektné oznacenie aj v zmysle tejto definicie.

P0OzZNAMKA 2. Ak je T nesplnitelnd, tak l'ubovolnd formula je jej tautologickym
dosledkom.

LEMA 3.4. Nech je A formula a T nech je mnoZina formal. Potom T E A plati
prdve vtedy, ked je T'U {7 A} nesplnitelnd.

DOKAZ. Najprv predpokladajme T F A. Nech je v Tubovolné ohodnotenie pr-
votnych formil. Ak v nie je modelom 7', tak nie je ani modelom T'U{" A}. Naopak,
ak v je modelom T, tak z predpokladu 7" F A plynie 7(A) = 1, ¢o dava 7(TA) = 0.
Teda ani v tomto pripade v nie je modelom T'U {7 A}. Kedze v bolo lubovolné,
T U {7 A} nemd model, ¢ize je nesplnitelna.

Teraz predpokladajme, ze je T'U {7 A} nesplnitelnd. Ak 7" nema model, tak
podla Poznamky 2 plati T'F A. Predpokladajme preto, ze je T" splnitelna. Nech je
v Tubovolny model T. Kedze T'U {7 A} nie je splnitelnd, musi platit (7 A) = 0,
¢ize 7(A) = 1. Kedze v bol Tubovolny model T', dostavame T'F A. [

LEMA 3.5. Nech si Ay, As, ..., A, a B vyrokové formuly. Potom B je tautolo-
gickym désledkom formal {Aq, Aa, ..., An} prdve vtedy, ked je tautoldgiou formula
(Al/\AQ/\.../\An>:>B.

DOKAz. Nech {A1, Ay, ..., A,} E B. Ak existuje ohodnotenie prvotnych formul
vyskytujucich sa v Ay, Ag, ..., A,, B také, ze U((A1 N As A ... N A,)=B) = 0,
tak potom 7(B) = 0 a zaroven v(A; A As A ... AN A,) = 1. To znaéi, ze plati
v(A;) = U(A2) = -+ = U(A,) = 1, ¢o je spor s tym, ze B je tautologickym
dosledkom {41, As,..., A, }.

Naopak, nech {41, As,..., A} ¥ B. Potom pre {A;, As, ..., A, } existuje model
w taky, ze m(B) = 0. Avsak potom (A3 A A A...ANA,) =1, ¢o znadi, ze i((A1 A
Ag/\.../\An):>B):0,ateda%(Al/\Ag/\.../\An)#B. ]

Porovnajte Lemu 3.5 s Vetou 2.13. Ak oznac¢ime T = {A;, As,..., A} a C =
Ay NAs AL . N A,, tak Lema 3.5 tvrdi, ze T F B prave vtedy, ked F C = B. Nuz
a Veta 2.13 tvrdi, ze T'F B prave vtedy, ked F C = B. V dalSom si ukazeme, ze
toto nie je nahodné.

Veta o tuplnosti

V tejto podkapitole ukazeme, ze pre 'ubovolni mnozinu formul T plati T F A
prave vtedy, ked T' = A. Obmedzime sa vSak na pripad, ked bude mnozina T
kone¢na. Pre nekoneé¢né mnoziny 7' sa uplne rovnaké tvrdenie dokaze za pomoci
takzvanej Vety o kompaktnosti.

DEFINICIA. Mnozina vyrokovych formul T je spornd, ak je z T dokdzatelna

Tubovolné vyrokova formula. V opa¢nom pripade je T bezosporna (konzistent-
na).
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Pri tautolégidch sme pojem konzistentny stotoznovali s pojmom splnitelny. Ukéa-
zeme, ze pojem splnitelny a bezosporny si vo vyrokovej logike synonyma.

LEMA 3.6. Nech je T mnozina vyrokovych formauil. Potom T je spornd prdve
vtedy, ked existuje formula A takd, Ze T+ A aj T+ T A.

DOKAZ. Ak T je spornd, tak T+ B pre kazdu formulu. Teda TH A aj T+ 7 A.
Teraz ukazeme, ze ak T'H A a T+ 7 A pre nejaka formulu A, tak je T sporna.
Nech teda T+ A aj T + 7 A. Potom pre TubovoIni formulu B plati:

1. THA predpoklad
2: THTA predpoklad
3: F7A= (A=DB) Lema 2.5
4: THA=1B MP(2,3)

5 T+B MP(1,4)

Teda T je sporna. [J

LEMA 3.7. Konecnd mnozina formul T je bezospornd prdve vtedy, ked je spl-
nitelnd, t. j. ked existuje ohodnotenie v prvotnych formaul také, ktorého rozsirenie
v priradi kaZdej formule z T hodnotu 1.

DOkAz. Nech je T = {By,Bas,...,B,} bezospornd mnozina formil. Potom
podla definicie bezospornosti existuje formula A taka, ze T ¥ A. Z Vety 2.13 plynie,
ze ¥ (By ANBa A ...\ By) = A az Postovej vety ¥ (Bi ABaA...\NB,) = A. To
znaci, ze existuje ohodnotenie v, pre ktoré 7((By A Ba A ... A By)=A) = 0. Avsak
potom U(B1 ABaA...ABy,) =1, ¢ize U(B;) = 1 pre vietky i = 1,2, ..., n. To znadi,
ze T' je splnitelna.

Naopak, ak je T'= {By, Bo, ..., B,} sporné, tak pre Tubovolnu formulu A plati
T F ANTA Potom - (Bi ABa A ... AN Bp) = (AANTA) podla Vety 2.13 a
F(BiABsA...NB,) = (AATA) podla Postovej vety. Ozna¢me symbolom B
formulu (Bi ABaA...ABy) = (AANTA). Kedze B je tautolégia, tak pre lubovolné
ohodnotenie prvotnych formil v plati 7(B) = 1. Kedze vSsak AA™ A je kontradikcia,
tak plati Z(AA 7A) = 0, a preto (B1 A Ba A ... A By) = 0. To znamend, ze pre
kazdé ohodnotenie prvotnych formil v existuje i, 1<i<n také, ze v(B;) = 0, ¢ize
T nie je splnitelna. [

Nasledujica veta je zovSeobecnenim Postovej vety pre formuly dokazatelné z ko-
necnej mnoziny predpokladov.

VETA 3.8 (0 uplnosti). Nech jeT koneénd mnozina vyrokovych formail. Potom

(a) T je bezospornd prdve vtedy, ked je splnitelnd;
(b) pre lubovolni formulu A plati T = A prdve vtedy, ked T F A.

DOKAZ. Prvi cast sme dokazali v Leme 3.7, preto sa zameriame na druhu cast.
Najprv ukazeme, ze ak T' + A, tak aj T E A. Nech T' = {By, Bs,..., B, }. Podla
Vety 2.13 plati = (B1 A Ba A ... A B,) = A a z Postovej vety vyplyva, ze plati aj
F(By ANByA...NB,) = A. Avsak podla Lemy 3.5 {By, Bs,...,B,} F A, ¢ize
TEA.

V dalsom ako medzikrok ukdzeme, ze ak T' ¥ A, potom tiez TU {7 A} ¥ A. Totiz
v opacnom pripade by sme mali:
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1. TU{TA}FA predpoklad
2 T A=A VD(1)

30 F(TA="4) = ((TA=A4)=A4) A3

4: F7A=TA Lema 2.1
5: F(TA=A)= A MP(4,3)

6: THA MP(2,5)

¢o je v spore s T' ¥ A.

Teraz ukazeme, ze ak T ¥ A, tak aj T ¥ A. Predpokladajme preto, ze T ¥ A.
Podla medzikroku potom plati TU{" A} ¥ A. To znaci, ze T U{" A} je bezosporna
a podla casti (a) je T'U {7 A} splnitelna. Avsak podla Lemmy 3.4 potom mame
TEA O

Veta o uplnosti ukazuje, ze medzi F a - nie je rozdiel.

Pre upresnenie dodajme, ze zvycajne sa pod vetou o uplnosti mysli: ,Ak T'F A,
potom aj T' + A“. Opacné tvrdenie: ,Ak T'F+ A potom aj T' F A“ sa nazyva veta
o korektnosti.

Doékazy

Na zaver tejto kapitoly sa pozrieme detailnejsie na pojem dokazu.

Doékaz (odvodenie) je vo vyrokovej logike definovany ako postupnost formiil, kde
je kazda formula bud axiéma, alebo modus ponens dvoch skor uvedenych formul.
V pripade dokazu z predpokladov pripustame este, aby bola formula predpokla-
dom. Okrem takto definovaného dokazu, ktory nazyvame dokaz priamo, sme este
vyuzivali matematicki indukciu. Nou vieme dokazat (odvodit) tvrdenia Tj, kde
1e€{1,2,...,n,...}.

Mimo matematickej logiky vSak pozndme aj iné dokazy, ktoré tizko suvisia s tau-
tologiami.

Doékaz nepriamo. Ak mame dokédzat implikaciu A = B, tak niekedy moéze byt
lahsie dokazat namiesto toho 'B = "A. Potom A = B dostaneme z 'B = A
pomocou vety o obratenej implikacii:

1. F"'B="4 tuto formulu dokazeme
22 F("B="A)= (A= B) VOOI
3: PFA=B MP(1,2)
Dokaz s vyuzitim pravidla sylogizmu. Ak potrebujeme dokazat, ze su tvr-
denia Ay, As, ..., A ekvivalentné, staci ak ukazeme
|‘A1:>A2, |‘A2:>A3, RN I_Ak_1:>Ak, I_Ak:>A1
Totiz teraz pre Tubovolné i,j € {1,2,...,k} vieme pomocou pravidla sylogizmu

z predchadzajucej k-tice formul odvodit - A; = A; aj - A; = A;, co ndm dava

Doékaz sporom. Oznac¢me symbolom 0 kontradikciu. Potom v najzakladnejsej
verzii ma dokaz sporom tvar

F(TA=0)= A
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Teda ked z ' A vyplyva vzdy nepravdivé tvrdenie, tak musi byt vzdy nepravdivé
tvrdenie aj A, ¢ize A je tautoldgia. Znamena to, ze staci odvodit F TA = 0
a potom modus ponens tvrdeni - "A=0aF (TA=0)= AdakF A

Iné tvary dokazu sporom su

F(TA=A) = A, respektive F(T"A="B)= (("A=B)=A),

¢o je axiéma A3. V prvom pripade staci odvodit - TA = A a modus ponens
tvrdeniF "A= Aak (TA= A) = Andm dd - A. V druhom pripade odvodime
formuly A = "B a 'A = B. Potom modus ponens tvrdeni - "A = "B a
F("A="B)=(("A= B)= Adat ("A = B) = A a dalsi modus ponens
FTA=Balt ("A= B)= Adat A

Spomenuli sme tu niektoré pouzivanejsie typy dokazov. Avsak Tubovolnd tau-
toldgia (tautologicky dosledok) je vlastne typ dokazu.

Cvicenia

CVICENIE 3.1. Pomocou ohodnoteni v, podobne ako v Cviceni 1.3, ukazte, ze
ak plati TF A a T F A=B, tak plati T F B.

CVICENIE 3.2. Dokéazte nasledujuce tautologické dosledky:
a) A=B, B=CFA=C b) A= (B=C)kF B= (A=C)

CVICENIE 3.3. Dokazte:
a) A=BE(CVA)= (CVB)
b) A= BE(CANA)= (CAB)
c) A= B, B=CET(AANTC)
d) A=(B=C), A=BF A= (A=(C)
e) A=B, C=DEFE(ANC)= (BAD)

CVICENIE 3.4*. Dokazte, ze axiéma A3 nezavisi od Al a A2, teda Ze neexistuje
dokaz A3 vyuzivajuci len A1, A2 a modus ponens. (Navod: Uvazujte zobrazenie ¢
vynechavajiuce symboly negacie ' a jeho dopad na dokaz A3 z prvotnych formul
pomocou Al, A2 a MP.)

CVICENIE 3.5. Ukdazte, ze st nasledujice formuly vzdy platné. Mozete pouzit
Postovu vetu. (To znamend, ze bud pomocou pravdivostnych tabuliek ukazete ze
su tautodgie, alebo ukazete ze si dokazatelné, ¢ize odvodite ich z axiom Al, A2
a A3 pomocou pravidla modus ponens.)

a) (A= B)vC)= ((AAD) & B) = (A= B)VC))
b) ((AM(BVC)) = (DWA)) = ((AMD) = ((BVC) ;wA))
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4 Sémantické stromy

Doposial sme na odvodenie toho, ¢i je formula vzdy pravdiva, pouzivali bud prav-
divostné tabulky, alebo odvodzovanie z axiém pomocou pravidla modus ponens.
V tejto casti si ukdzeme dalsi postup, ktory sa nazyva metéda sémantickych
stromov (sémantickych tabiel). Tadto metdda je zalozend na prepise formuly do
disjunktivneho (respektive konjunktivneho) normalneho tvaru.

Disjunktivne a konjunktivne normalne tvary formnil

Pripomenme si, ze formula je v disjunktivnom normélnom tvare ak je disjunkciou
niekolkych formul, z ktorych kazda je konjunkciou prvotnych formul, respektive ich
negdacii. Podformuly, ktoré spajaju disjunkcie, nazyvame klauzuly. Naopak pod-
formuly, ktoré spajaju konjunkcie, nazyvame literaly. To znamenad, ze literaly su
prvotné formuly a ich negacie.

PRIKLAD. Formula
(TaANbAC)V(aNTD)V (bAC)

je v disjunktivnom normélnom tvare. Této formula ma tri klazuzuly (Ta A b A ¢),
dalej (a A 7b) a (b A c). Literalmi prvej klauzuly si 'a, b a c.

Naopak, formula je v konjunktivnom normélnom tvare ak je konjunkciou nie-
kolkych formul, z ktorych kazda je disjunkcia prvotnych formil, respektive ich
negdacii. Podformuly, ktoré spdjaju konjunkcie, nazyvame klauzuly a podformuly,
ktoré spajaju disjunkcie, nazyvame literaly.

PRIKLAD. Formula
(@aVTIO))AN(TaVvbVTe)AN(TBVe)A(TaVe)

je v konjunktivnom normdalnom tvare. Tato formula mé styri klazuzuly (a VvV b),
(T"aVvbVe), ("bVe)a ("aVe). Literalmi druhej klauzuly st "a, b a "ec.

Formulu v disjunktivnom normélnom tvare nazyvame DNF-formula a formulu
v konjunktivnom normalnom tvare nazyvame KNF-formula. Literdly p a 'p nazy-
vame komplementérne.

Vsimnime si, ze na rozdiel od Kapitoly 1 teraz pripustame, ze klauzuly DNF-
a KNF-formuly mo6zu obsahovat komplementarne literaly. To preto, lebo ked v klau-
zulach komplementarne literdly povolime, tak plati nasledujice tvrdenie, ktoré
budeme pouzivat pri sémantickych stromoch.
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VETA 4.1.

(1) Formula A je kontradikciou prdve vtedy, ked s rou ekvivalentnd DNF-
formula obsahuje v kaZdej klauzuli dvojicu komplementdrnych literdlov.

(2) Formula A je tautolégiou prdve vtedy, ked DNF-formula ekvivalentnd s 7 A
obsahuje v kaZdej klauzuli dvojicu komplementarnych literdlov.

(3) Formula A je splnitelnd prdve vtedy, ked s riou ekvivalentnd DNF-formula
obsahuje klauzulu bez dvojice komplementdrnych literdlov.

Analogické tvrdenie plati pre konjunktivny normalny tvar.

VETA 4.2.

(1) Formula A je kontradikciou prdve vtedy, ked KNF-formula ekvivalentnd
s 1A obsahuje v kazZdej klauzuli dvojicu komplementdrnych literdlov.

(2) Formula A je tautoldgiou prave vtedy, ked s riou ekvivalentnd KNF-formula
obsahuje v kazdej klauzuli dvojicu komplementarnych literdlov.

(3) Formula A je splnitelnd prdve vtedy, ked KNF-formula ekvivalentnd s 7 A
obsahuje klauzulu bez dvojice komplementdrnych literdlov.

Vsimnime si, ze bod (3) vo Vetich 4.1 a 4.2 je dosledkom bodu (1), pretoze
formula je splnitelna prave vtedy, ked nie je kontradikciou.

Prepis formuly do disjunktivneho normalneho tvaru

Pripomenme si, ze de Morganove pravidla tvrdia
(AANB) < (TAV B) a (AVB)s (TANTDB).
Distributivne zédkony pre konjunkciu a disjunkciu su
(AN(BVO)) < ((AANB)V(ANQD)) a (AV(BANC)) < ((AVB)AN(AV(D)).
Okrem toho budeme vyuzivat komutativitu konjunkcie a disjunkcie
(ANB)< (BANA) a (AVB)< (BVA),
ich asociativitu
(AN(BANC)) < (AANB)ANC) a (Av(BvC(C))< ((AvB)Vv(O),
ako aj nasledujuce ekvivalencie
TTAs A, (ANA) <= A a (AV A) < A

Budeme predpokladat, ze vo formule sa vyskytuja iba logické spojky ', A, V, =
a <. Potom ked chceme dantd formulu prepisat do DNF-formuly (KNF-formuly)
mozeme postupovat nasledujicim sposobom.

(a) Nahradenim formuly A < B formulou (A = B) A (B = A) odstranime
ekvivalencie.

(b) Nahradenim formuly A = B formulou ' AV B odstréanime implikacie.

(c) Pomocou de Morganovych pravidiel odstranime negécie spred zatvoriek.

(d) Pomocou distributivnych zikonov zostrojime DNF-formulu (respektive
KNF-formulu) ekvivalentni s pévodnou, danou formulou.
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PRIKLAD 4.1. Zostrojte DNF-formulu ekvivalentni s formulou
A: (ae D) A(c= " aV ).
Aplikaciou krokov (a) — (d) dostdvame ekvivalentné formuly:

A: (ae D) A(c= Y aV ¢)
((a="B)A (b= a)) A(c= T(aV ) (
(CavIB)A(TbVa) A(TeVv(aV Te)) (
Ar: ((Cav b)) ABVa)A(Tev(TanTTe)) (c
((avo)AL)V((TaVvTb)Aa)A(TeVv(Tanc) (
(Canb)V(oAD)V (Tana)V(TbAa))A(TeV (Tanc)) (
(TaANbDAT)V(TDADA )V (TaNaNTe)V(TbAaNT¢) V
V(TaAbATaNe)V(TDAbBATaNC) V
V(laNaNTane)V(TbAaNTaNc) (d)

Kedze klauzuly obsahujice komplementarne literaly nie si nikdy splnené, A je
ekvivalentna s DNF-formulou (Ta AbA ¢)V(aATbA )V (TaAbAc).

Poznamenajme, ze pri prepise na KNF-formulu by sme distributivny zakon ap-
likovali iba na pravi podformulu A;.

Ako vidno v Priklade 4.1, najpracnejsia je aplikacia distributivnych zakonov
v kroku (d). Pomocou sémantickych stromov sa tomuto mozeme ¢iastoéne vyhnit.

Sémantické stromy

Majme formulu A. Na zaciatok predpokladajme, ze A obsahuje iba konjunkcie,
disjunkcie a literdly. Znamend to ze A je v tvare, ktory dostaneme po kroku (c)
z predchédzajicej podkapitoly. Budeme zostrojovat strom s korenom A indukciou
podTla konstrukcie formuly. Pouzijeme pri tom pravidla zobrazené na Obrazku 1.

BAC nahrad B

C BvC nahrad BvC

PN

|
A
|
B B C
C
Obrézok 1

Pre formulu A; z Prikladu 4.1 je sémanticky strom zostrojeny na Obrazku 2.
Pre lepsiu prehladnost sme formuly oc¢islovali.
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(Cavb)A(bVa)A(Tev(Tanc))
(1) (Tavjb)l/\ (bVa)
(2) Tev(TaNnc)
| (1)
(3) TaV b
(4) bVa
(2) Tev(TaNnc)

Ta b
(4) bVa bVa (4)
(2) Tev(TaAnc) Tev(Tane)  (2)
PO PO

Te TaANc Te TaANc
Ta Ta
c c

Obrézok 2

Vetvy, v ktorych sa vyskytuje dvojica komplementarnych literdlov, nazyvame
uzavreté a znacime ich symbolom X Tieto vetvy dalej nerozvijame, pretoze je
to zbytocné, tieto vetvy su nezaujimavé. Naopak vetvy, ktoré neobsahuji dvojicu
komplementarnych literalov, nazyvame otvorené a oznacujeme ich symbolom O.
Vsimnime si, Ze pomocou otvorenych vetiev vieme zostrojit DNF-formulu ekviva-
lentni s A ked zapiSeme literaly vyskytujice sa pozdl,z tychto vetiev do klauzul.
V nasom pripade dostavame (Ta AbA¢)V (TaAbAc)V(TbAaA ¢), ¢o je presne
DNF-formula, ktorid sme dostali v Priklade 4.1.

Zjednodusené sémantické stromy

Postup konstrukcie sémantickych stromov mozno urychlit. Najprv, prvy medzi-
krok sme mohli vynechat. Dostdvame pravidld znazornené na Obrazku 3.
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nahrad | nahrad |

Bi A N B, Bi A N B, BV VvV B, Byv---vVB,
/\
Ill By B B,
52
B
Obrézok 3

Okrem toho mozeme pomocou pravidiel zndzornenych na Obrazku 4 simulovat
kroky (a) — (c) algoritmu, ktory sme opisali na zaciatku tejto kapitoly.

(BAC) nahrad (BAC) (BvC(O) nahrad (Bv(O)

/\ |
—IB TC’ —IB
e
| | | |
B = C nahrad B=C (B=C) mnahrad 7(B=C)
/\ |
"B C B
1C
| | | |
B<(C nahrad B&C (B« (C) nahrad 7(B<(C)
/\ /\
B B B B
C e C c
Obrazok 4

PRIKLAD. Zostrojte DNF-formulu elvivalentni s A: (a < 7b) A (c = "(aV ¢)).

Vsimnime si, ze A je formula z Prikladu 4.1. Postup pomocou zjednoduseného
sémantického stromu je znédzorneny na Obrazku 5. Na tomto obrazku ¢islujeme iba
tie formuly, ktoré nerozvijame okamzite. Tiez sme upustili od pracneho opakovania
doposial nerozvinutych formul.

Zistili sme, ze A je ekvivalentnd s (a A 7bA T¢)V (TaADA )V (TaNbAC).
Teraz je uz zrejmé, ze postup pomocou sémantickych stromov je rychlejsi ako prepis
pomocou pravidiel (a) — (d).
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b b
FEON PEOIN
e T(aV Te) "¢ TaVe)
O | O |

Obrézok 5

RieSenie uloh pomocou sémantickych stromov

V tejto podkapitole budeme pomocou sémantickych stromov riesit rozne tlohy.
Vyuzijeme na to nasledujice tvrdenie, ktoré plynie z Vety 4.1.

VETA 4.3.

(1) Formula A je kontradikciou prdve vtedy, ked si vsetky vetvy sémantického
stromu pre A uzavreté.

(2) Formula A je tautoldgiou prdve vtedy, ked siu vsetky vetvy sémantického
stromu pre ' A uzavreté.

(3) Formula A je splnitelnd prdve vtedy, ked je asponi jedna vetva sémantického
stromu pre A otvorend.

Pomocou Vety 4.3 vieme urcit aj to, ¢i je mnozina formudl Aq, Ao, ..., A, splni-
telna. Nato staci urcit, ¢i je splnitelna formula A; A A3 A ... A A,. Podobne B je
tautologickym dosledkom Aq, Ao, ..., A, prave vtedy, ked je tautolégiou formula
(Ag NAa N ... NA,) = B, cize ked je Ay AN Aa A ... N A, A7 B kontradikciou.
Podobne, A a B st ekvivalentné, ked je A < B tautoldgia, ¢ize ked je (A < B)
kontradikcia. Dostavame nasledujicu vetu.

VETA 4.4.

(1) MnoZina formil Ay, As, ..., A, je splnitelnd prdve vtedy, ked je aspor jedna
vetva sémantického stromu pre Ay AN As A ... N A, otvorend.

(2) Ay, Ag, ..., A, E B prdve vtedy, ked si véetky vetvy sémantického stromu
pre Ay NAs A ... N A, A7 B uzavreté.

(3) Formuly A a B si ekvivalentné prdve vtedy, ked si vsetky vetvy sémantic-
kého stromu pre (A < B) uzavreté.
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PRIKLAD. St formuly (a = b) A (b= ¢) a a = ¢ ekvivalentné?

Pri rieseni prikladu pouzijeme Vetu 4.4 (3). To znamend, ze zostrojime séman-
ticky strom pre 7 (((a = b) A (b = ¢)) < (a = ¢)), pozri Obrazok 6. Kedze tento
strom obsahuje otvorenud vetvu, dané formuly nie st ekvivalentné.

—'(((a:>b)/\(b:>c))<:>(a:>c))

/\

1) ((a=b)Ab=rc) (a=b)A (b= ¢ (3)
(2) a=c a=c¢) (4)
AN |3)
(a=b) (b= ¢) a=b (5)
| | b=c (6)
a b |(4)
b e a

Obrézok 6

Modely teorii

DEFINiCIA. Lubovolnd neprdzdnu mnozinu formil nazyvame teéria. Nech je
M = {Ay, Ay, ..., A} tedria. Ohodnotenie prvotnych formul v, pre ktoré plati

(A1) =7(A2) = --- =7(A4,) = 1, nazyvame model (interpreticia) teérie M.
Modely teérie M = {A;, As,..., Ay} vieme néjst pomocou otvorenych vetiev

sémantického stromu pre A3 AAsA...AA,. VSimnime si stivis medzi splnitelnostou
mnoziny formul M a modelom tedrie M.

PRIKLAD. Zostrojte vsetky modely tedrie {a = b, "a = ¢, (a A b) = c}.

Sémanticky strom pre formulu (a = b) A (Ta = "¢) A ((a Ab) = ¢) je znadzorne-
ny na Obrazku 7. Zistili sme, ze tato formula je ekvivalentna s DNF-formulou
(TanTe)V(TaNTDAT )V (aAbAC)V (TaAbA T ¢). Z prvej klauzuly ziskame model
v(a) =0 a v(c) =0, ¢o skratene zapiseme (0, #,0). Symbolom # na druhej pozicii
zapisujeme, ze hodnota druhej prvotnej formuly b nie je v tomto modeli stanovena,
teda mozeme ju volit ako 0, tak 1. Z dalsich klauzil dostdvame modely (0,0,0),
(1,1,1) a (0,1,0). Ked to zjednodusime, modely danej tedrie si (0, #,0) a (1,1,1).
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Obrézok 7

Dualne sémantické stromy

Pomocou dualnych sémantickych stromov konstruujeme konjunktivny normalny
tvar danej formuly. Pouzivame na to pravidla zobrazené na Obrazku 8.

Podobne ako pri (primarnych) sémantickych stromoch, vetva dudlneho séman-
tického stromu je uzavreta ak obsahuje dvojicu komplementarnych literdlov. Ak
vetva neobsahuje dvojicu komplementarnych literalov, nazyva sa otvorena. Uza-
vreté vetvy znac¢ime symbolom X a otvorené symbolom O.

BAC

BvC

nahrad

nahrad

BAC

PN

B

B

Qm—<—

C
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B = C nahrad B=C (B=C) mnahrad 7(B=C)

PN

|
B B C
C

| | | |
B<(C nahrad B&C (B« (C) nahrad 7(B<(C)
PN PN
B B B B
C e C e
Obrazok 8

PRIKLAD. Zostrojte KNF-formulu ekvivalentni s A: (a < 7b)A(c = (aV ¢)).

Vsimnime si, ze DNF-formulu ekvivalentni s A sme zostrojili v Priklade 4.1.
Dudlny sémanticky strom pre A je znazorneny na Obrazku 9. Cize KNF-formula
(MaV b)) A(aVb)A(TaV c) je ekvivalentna s A.

(a<D)A(c= T(aV )

a<s b c= (aV c)
Ta a e
b b MaV o)

O O PN

Obrézok 9

Podobne ako pri (primérnych) sémantickych stromoch vieme pomocou Vety 4.2
sformulovat nasledujicu analégiu Viet 4.3 a 4.4.

VETA 4.5.

(1) Formula A je kontradikciou prdve vtedy, ked si vsetky vetvy dudlneho sé-
mantického stromu pre ' A uzavreté.

(2) Formula A je tautolégiou prdve vtedy, ked si vsetky vetvy dudlneho séman-
tického stromu pre A uzavreté.

(3) Formula A je splnitelnd prdve vtedy, ked je asporni jedna vetva dudlneho
sémantického stromu pre ' A otvorend.
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(4) MnozZina formuil {Ay, Aa, ..., An} je splnitelnd prdve vtedy, ked je aspori
jedna vetva dudlneho sémantického stromu pre (A1 ANAsA. . .ANA,) otvorend.

(5) Ay, As, ..., A, E B prdve vtedy, ked su vsetky vetvy dudlneho sémantického
stromu pre (A1 A Aag A ... N A, AT B) uzavreté.

(6) Formuly A a B su ekvivalentné prdave vtedy, ked si vsetky vetvy dudlneho
sémantického stromu pre A < B uzavreté.

Cvicenia

CVICENIE 4.1. V tejto kapitole sme skonstruovali viacero sémantickych stro-
mov. Zmente poradie rozvijania vetiev (¢ize pouzite komutativny zdkon) a zostrojte
odlisné stromy. Zmenia sa nejako vysledky?

CVICENIE 4.2. Pomocou sémantickych stromov prevedte nasledujice formuly
na DNF-formuly.

a) (a<b)=(aVh) b) ((a=b)A(c=a))
c) (anec)=("bVe) d) (ae (bATe)=(("bVec)Aa)
e) (aNTa)=0 f) (aeb)A(Tash)

CVICENIE 4.3. Pomocou dudlnych sémantickych stromov prevedte vsetky for-
muly z Cvicenia 4.2 na KNF-formuly.

CVICENIE 4.4. Pomocou sémantickych stromov dokazte, ze si axiémy Al, A2
a A3 z Kapitoly 2 tautologie.

CVICENIE 4.5. Pomocou sémantickych stromov zistite, ¢i si nasledujice formuly
splnitelné.
a) a= (b= "a) b) (a<b)=(TaVh)
c) WaVve)V((bVe)=a) d) (aAbAT¢)= (a= (bVc))

CVICENIE 4.6. Pomocou sémantickych stromov zistite, ¢i je formula A tauto-
logickym dosledkom mnoziny formuil M.
a) M={aAb, 'c=a} A: b=
b) M={a=0b, a= "¢, ¢V b} A b=c¢
c) M={aVvb, (aNTD), b= c} A a=c

CVICENIE 4.7. Pomocou sémantickych stromov zistite, ¢i st nasledujice formuly
ekvivalentné.
a) a=b a b= "Ta b) a="Tb a b=a
c) a=a a Te= (c=0b) d) aVvbd a a< (bVa)

CVICENIE 4.8. Vyrieste tlohy z Cviceni 4.4 az 4.7 pomocou dudlnych sémantic-
kych stromov.
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CVICENIE 4.9. Pomocou sémantickych stromov najdite vSetky modely nasle-
dujucich teorii.
a) a=b a=c cSa b) (aVb)=r¢c TaVlc cV'h b=a
c) a<b, bVe ale d) aVvb, c=a, a= (bVc)
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5 Rezoluéna metoda

V tejto kapitole sa budeme zaoberat rezolu¢nou metddou, ktora tvori zaklad
programovacieho jazyka Prolog pre logické programovanie. Pomocou tejto metddy
ur¢ime, ¢i je KNF-formula kontradikcia alebo je splnitelna. V druhom pripade
ndjdeme pre formulu model (realizdciu, implementéciu). Pripomenme este, ze ked
v kaluzulach nepripistame komplementarne literdly, tak KNF-formula nemdze byt
tautologia.

Rezolventa

DEFINICIA. Nech st Cy a Oy klauzuly KNF-formuly, pricom C; mé tvar Cf V[
a Co ma tvar C,V 1, kde [ je nejaky literdl. Potom C7 V C} nazyvame rezolventa
C1 a Cy vzhladom na literdl [.

Plati nasledujice tvrdenie.
VETA 5.1 (metdéda rezolventy). Nech si Cy a Cs klauzuly KNF-formuly,
pricom Cy je C1 V1 a Cy je C4V 1. Potom
F ((CIvD)A(CyV L)) = (CLVEYy).

DOKAZ. PrepiSme si disjunkcie v klauzulach na implikdcie. Kedze medzi F a
nie je rozdiel, mame dokazat

F(OCi=DA(1=CY)) = ("CL = CY),
¢o je tvrdenie plyntuce z pravidla sylogizmu a Vety 2.13. [
Z Vety 5.1 mozno odvodit postup, ktorym zistime, ¢i je dand KNF-formula A
kontradikcia. Budeme robit rezolventy klauzil a ked zostrojime prazdnu klauzulu,

ktoru oznacujeme symbolom [J, tak je A kontradikcia. Ak prazdnu klauzulu ne-
zostrojime a mnozina klauzil sa uz nebude zvécsovat, tak je A splnitelna.

Vsimnime si, ze takyto postup je konecny. Totiz ak sa v A vyskytuje n prvotnych
formul, tak pocet réznych klauzil s i literdlmi je 1 ak ¢+ = 0 a (’:)2Z ak 1 <17 <n.
Z toho plynie, ze pocet roznych klauzil je (pouzijeme binomicki vetu)

14 i (7;) 9i — zn: CL) 9i = zn: (?)21'1”—" = 3",

1=0 =0

Postup si ukdzeme na nasledujicom priklade.
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PRIKLAD 5.1. Zistite, ¢i je KNF-formula A splniteln4.

A: (aVTO)ANDV )N (aVe)AN(TaVd)A(TaV d)

Budeme postupovat tak, ze v prvom kroku zostrojime vSetky mozné rezolventy
piatich klauzil A. Tymto spoésobom ziskame vacésiu mnozinu klauzil. V. dalsom
kroku zostrojime rezolventy tejto vacsej mnoziny klauzil a postup opakujeme do-
vtedy, kym nedostaneme vsetky mozné rezolventy, respektive kym neziskame prazd-
nu klauzulu L.

V Tabulke 1 uvaddzame ¢islo novej klauzuly a ¢isla tych starych klauzil, ktorych
rezolventou sme novui klauzulu ziskali. Okrem toho sme tabulku horizontalnymi
¢iarami rozdelili na casti podla toho, v ktorom kroku prislusné rezolventy vznikli.

¢islo | klauzula | rezolventa | krok ¢islo | klauzula | rezolventa | krok
1| avTh 20 c 3,12
2 | bvie 21 | Tevd 4,6
3 aVe 0 29 | gV b 4.8
4| Tavd 23 | bvd 4,9
5 | tavd 24 | Tave 4,11
6 aVlc 1,2 25 | Tevd 5,6
7 Tbvd 14 26 | 'aV b 5,7
8 | "bvd 1,5 27 bv d 5,9
9 aVb 2,3 1 28 TaVe 5,10
10 cVd 3,4 29 aVd 6,10 2
11 cV 'd 3,5 30 aV'd 6,11
12 Ta 4,5 31 Tc 6,12
13 a 1,9 32 0 7.8
14 ap 1,12 33 TaVvd 7,9
15 Tevd 2.7 34 bVe 7,11
16 | Tevd 2.8 9 35 aV'd 8,9
17 | bvd 2,10 36 | Tbve 8,10
18 | bvd 2,11 37 b 9,12
19 a 3,6 38 c 10,11
Tabulka 1

V dalsom, tretom kroku, ziskame [J ako rezolventu 14,37, respektive 20, 31.
Znamena to, ze A je kontradikcia.

PozNAMKA. Vsimnime si dokladne znenie Vety 5.1. Mohli by sme iba na zéklade

tejto vety tvrdit, ze A je splnitelna ked v ziadnom kroku nedostaneme prazdnu
klauzulu 1?7 Tento problém vyrieSime vo Vete 5.2
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Metoda rezolventy

Postup v Priklade 5.1 je vel'mi pracny a neprehladny, preto ho v dalSom zmenime.
Avsak najprv si vSimnime, ze ak mame klauzulu, v ktorej sa vyskytuje prvotna
formula aj jej negécia, tak takito klauzulu moézeme okamzite vynechat, pretoze je
vzdy pravdiva. Podobne, ak m&a klauzula viac vyskytov literdlu [, tak ju mozno
nahradit’ jednoduchsou klauzulou s jedinym vyskytom [.

ALGORITMUS 5.1. Nech je T' mnozina klauzil KNF-formuly A a nech je p pr-
votnd formula, ktora sa vyskytuje v A. Rozdelime si mnozinu 7" na tri podmnoziny

To(p), Ta(p) a Ta(p):

To(p) pozostava z tych klauzil T', ktoré neobsahuji p.
T (p) pozostava z tych klauzil T', ktoré obsahuju literal p.
T5(p) pozostava z tych klauzil T, ktoré obsahuju literal 7 p.

Zostrojime mnozinu T} 2(p), ktora obsahuje vSetky mozné rezolventy mnoziny
T vzhladom na p. To znamend, ze T o obsahuje rezolventy C; a Cs pre kazdé Cy
Z Tl(p) a CQ Z Tg(p)

Polozime T'(p) = To(p) U Ti(p), &m sme ukonéili jednu iterdciu algoritmu.
V dalsom pokracujeme s novou mnozinou 7' := T (p).

Korektnost Algoritmu 5.1 dokazeme v nasledujicej vete.

VETA 5.2. Mnozina klauzil T  KNF-formuly je spinitelnd prdve vtedy, ked je
splnitelnd mnozina T (p). Ak su tieto mnozZiny splnitelné, tak maji spoloénij model.

DOKAzZ. Najprv predpokladajme, Ze je splnitelnd mnozina T. Potom existuje
ohodnotenie prvotnych formil v také, ze 7(B) = 1 pre kazdu klauzulu B z T'. Teraz
nech C' € T(p). Ak C € Ty(p), tak C' € T a podla predchadzajiceho 7(C) = 1.
Preto predpokladajme, ze C' € T} 2(p). Potom C je C; V Cy, kde C; V p je klauzula
z T1(p) a Cy V p je klauzula z T5(p). Uvazujme dva pripady.

(a) v(p) =0. Kedze (C1 Vp) € T av(Cy Vp) =1, tak 7(Cy) = 1, ¢o znamen4,
ze aj 7(Cy vV C3) = 1. Preto 7(C) = 1.
(b) v(p) = 1. Potom 7("p) = 0. Kedze (Cy vV 'p) € T av(CyV 'p) = 1, tak
7(Cy) =1, ¢o znamena, ze aj 7(Cy V C2) = 1. Preto opét 7(C) = 1.
Kedze vo vietkych pripadoch C' € T(p) plati 7(C) = 1, tak v je modelom T'(p).
Teraz predpokladajme, Ze je splnitelnd mnozina T'(p). Potom T(p) ma model,

povedzme v. KedZze T(p) neobsahuje prvotnu formulu p, potrebujeme este urcit
v(p). Nech

Tl(p) - {Al \/p, AQ \/pa 7An1 vp}a
To(p) ={B1V 'p, BoV 'p, ... ,B,, V 'p}.
Vsimnime si, ze A, Ao, ..., Apn,, B1, Boe,..., B,, neobsahuji prvotni formulu p

a podobne neobsahuji p ani klauzuly Ty(p). Preto ak

(A1) =v(Az) = - =V(An,) =¥(B1) =V(Bs) = --- = V(By,) = 1,
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tak mozeme v(p) zvolit lubovolne a ziskame model T'. Predpokladajme preto, ze

bud 7(A4;) = 0 alebo 7(B;) = 0 pre nejaké ¢ respektive j, 1 <i <nj; al < j<ns.
Rozoberieme obidva pripady.

(a) 7(A;) = 0. Kedze T(p) obsahuje klauzuly A;V By, AiV By, ..., A;V B, av

je model T'(p), tak plati 7(B;) = ¥(By) = - - - = U(B,,,) = 1. Preto si zvolime

v(p) = 1. Ukdzeme, ze takto rozsirené v je modelom 7. Ak C € Ty(p) tak

C € T(p), co znamend ze T(C) = 1. Ak C' € Ty(p) tak C mé tvar Ay V p

pre nejaké k a kedze v(p) = 1, dostdvame 7(C') = 1. Na zaver ak C € Ty(p)

tak C' ma tvar By V 'p. Kedze 7(By) = 1, tak aj v tomto pripade plati

7(C) = 1.
(b) (Bj) =0. Teraz v(A1VB;) = V(A VBj) = --- =U(A,, VBj) =1, pretoze
v je model T'(p). To znamend, ze 7(A;) =7(A2) =--- =7U(A4,,) = 1. Preto

si zvolime v(p) = 0 a ukdzeme, ze takto rozsirené v je modelom T. Ak
C € To(p) tak C € T(p) a 7(C) = 1. Ak C € Ty(p) tak C mé tvar A, Vp
a kedze v(Ay) = 1, tak 7(C) = 1. Na zaver ak C' € T,(p) tak C' ma tvar
By V p a kedze 7(p) = 1, tak opat v(C) = 1.

Teda ak je ¥ modelom T(p), vieme ho dodefinovat na p tak, ze ziskame model 7'. [

Vsimnime si, ze Veta 5.2 ma uz iny tvar, ako Veta 5.1. Z dokazu je tiez zrejmé,
ako rozsirit model 7'(p) na model 7.

Pouzitie Algoritmu 5.1 predpoklada, ze T obsahuje klauzuly, v ktorych sa vysky-
tuje literal p, a tiez klauzuly, v ktorych sa vyskytuje literdl 'p. Ina¢ povedané pred-
pokladdme, ze si T1(p) a T»(p) neprazdne. Tento predpoklad vsak nie je nutny.
Totiz ak je T1(p) alebo T5(p) prazdnou mnozinou, tak 7' ma model prave vtedy,
ked ho mé Ty(p). Pritom ak je prazdnou Ti(p), tak na rozsirenie modelu 7y(p) na
T stac¢i polozit v(p) = 0; a ak je prazdnou T5(p), tak na rozsirenie modelu Ty (p) na
T staci polozit v(p) = 1. Je zrejmé, ze pripad ked su prazdne T3 (p) aj T»(p) nema
zmysel rozoberat, pretoze to znamenad, ze p sa v klauzuldch mnoziny 7" nevyskytuje.

Priklady

Teraz si ukdzeme pouzitie Algoritmu 5.1 na dvoch prikladoch. Porovnajte prac-
nost’ s Prikladom 5.1.

PRIKLAD. Je splnitelnd KNF-formula A? Ak je splnitelnd, ndjdite jej model.

A: (aVTO)ANDBY )N (aVe)AN(TaVvd)A(TaVvbV d)

Budeme postupovat podla Algoritmu 5.1. Ozna¢me symbolom 7" mnozinu klau-
zul formuly A.
(1) Zvolime si prvotni formulu a. Potom
To(a) ={bV ¢}, Ti(a) ={aV b, aVec} aTs(a) ={"aVd, TaVvVbVd}.
To znaci, ze Th 2(a) = {7bVd, cVd, "bVbV 'd, cVbV d}. Je zrejmé, ze
klauzula b vV b V d je splnend vzdy, preto ju mozno vynechat. Dostavame
T(a)={bV ¢, "bVvd, cVd, bVeVd}.
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(2) Zvolime si prvotni formulu b. Potom
To(b) ={cVvd}, Ty (b) ={bV "¢, bV eV d} aTyb) ={"bVd}.

To znadi, ze Ty 2(b) = {7TeVd, ¢V dVd}, apreto T(b) = {cVd, TcVd}.

(3) Zvolime si prvotnd formulu ¢. Potom
To(c) =0, Ti(c) ={cVd} aTa(c) ={"cVd}.

To znadi, ze Ty 2(c) = {d} a T(c) = {d}.

(4) Zvolime si prvotnu formulu d. Potom
To(d) = 0, Ti(d) = {d} a Ty(d) = 0. Podla poznamky za Vetou 5.2
dostavame T'(d) = Ty(d) = 0.

Ziskali sme prazdnu mnozinu klauzil, avSak nie prazdnu klauzulu. Znamena to, ze
A je splnitelnd formula. Teraz spatne ndjdeme jej model v.

(4) Kedze T5(d) = 0, volime v(d) = 1.

(3) Tu Ti(c) aj Ta(c) maju po jednej klauzuli, pricom tieto si tvaru ¢V d a
TeVd. Kedze v(d) = 1, mame v(cV d) =7('c Vd) =1 bez ohladu na to,
ako zvolime v(c). Znamena to, ze v(c) modzeme zvolit lubovolne. Zvolme si
napriklad v(c) = 0.

(2) TuT7(b) ma klauzuly bV ca bV (cV 'd), zatial ¢o T»(b) ma jedini klauzulu
bV d. Mame 7("¢c) =1 av(cV d) = 0. Zvolime preto v(b) = 1.

(1) Tu T1(a) mé klauzuly a V 'b a a V ¢, zatial ¢o T5(a) ma klauzuly "a V d a
TaV (bV d). Mame 7(7b) = 0 a 7(c) = 0. Zvolime preto v(a) = 1.

Ziskali sme model (1,1,0,1) (ohodnotenia st v poradi (v(a),v(b),v(c),v(d))).

Aky model dostaneme, ked si v kroku (3) zvolime v(c) = 17

PRIKLAD. Je splnitelnd KNF-formula A? Ak je splniteln4, néjdite jej model.

A: (aVTIO)ANDBV T )AN(aVe)AN(TaVvd)A(TaV d)

Oznactme T mnozinu klauzil formuly A. Nemusime nutne postupovat v poradi
od a po d, mozeme si zvolit aj iné poradie.
(1) Zvolime si d. Potom
To(d) ={aV b, bV ¢, aVel, Ti(d) ={"avd} aTs(d) ={"aV d}.
Preto Th2(d) = {7a} aT(d) = {aV b, bV ¢, aVe, "al.
(2) Zvolime si a. Potom
To(a) ={bV ¢}, Ti(a) ={aV b, aVc} aTy(a)={"a}.
Preto Tio(a) = {7b, ¢} a T(a) = {bV ¢, b, c}.
(3) Zvolime si ¢. Potom Ty(c) = {70}, T1(c) = {c} a To(c) = {bV 'c}.
Preto T o(c) = {b} a T(c) = { b, b}.
(4) Zvolime si b. Potom Ty(b) = 0, T1(b) = {b} a To(b) = {7b}.
Preto T1 2(b) = {@} a T'(b) = {[}.
V poslednej iterdcii sme ziskalli prazdnu formulu, preto A nie je splnitelnéa. Teda A
je kontradikcia, ¢o sme zistili uz v Priklade 5.1.
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Metéda dualnej rezolventy
Touto metddou zistime, ¢i je DNF-formula tautolégia.

DEFINICIA. Nech st € a Cy klauzuly DNF-formuly, pricom C; mé tvar Cf Al
a Cy mé tvar C4 A 1, kde [ je nejaky literal. Potom C7] A C% nazgyvame dudlna
rezolventa (' a Cy vzhladom na literdl I.

Opét, prazdnu klauzulu oznac¢ime symbolom [J. Ak ju zostrojime, tak DNF-
formula je tautolégia.

Algoritmus bude analogicky algoritmu (primarnej) rezoluénej metédy s tym
rozdielom, ze teraz nebudeme hladat ohodnotenia v, ktoré si modelom A, ale prave
také ohodnotenia v, pre ktoré 7(A) = 0. Avsak najprv si vSimnime, Ze ak mame
klauzulu, v ktorej sa vyskytuje prvotna formula aj jej negacia, tak takito klauzulu
mozeme okamzite vynechat, pretoze nie je nikdy splnend. Podobne, ak m4 klauzula
viac vyskytov literdlu [, tak ju mozno nahradit jednoduchsou klauzulou s jedinym
vyskytom [.

ALGORITMUS 5.2. Nech je T' mnozina klauzil DNF-formuly A a nech je p pr-
votnd formula, ktora sa vyskytuje v A. Rozdelime si mnozinu 7" na tri podmnoziny

To(p), Ta(p) a Ta(p):

To(p) pozostava z tych klauzil T, ktoré neobsahuji p.
T (p) pozostava z tych klauzil T, ktoré obsahuju literal p.
T5(p) pozostava z tych klauzil T', ktoré obsahuju literdl ™ p.

Zostrojime mnozinu TﬁQ(p), ktora obsahuje vSetky mozné dudlne rezolventy
mnoziny 1" vzhladom na p. To znamena, ze T 1d72 obsahuje dudlne rezolventy C4
a Cy pre kazdé Cy z T1(p) a Co z Ta(p).

Polozime T%(p) = Ty(p) U T{,(p), ¢m sme ukonéili jednu iterdciu algoritmu.
V dalsom pokracujeme s novou mnozinou T':= T%(p).

Plati nasledujice tvrdenie.

VETA 5.3. Nech je'T' mnozina klauzul DNF-formuly a nech je p prvotnd formula,
ktord sa vyskytuje v T. Potom existuje ohodnotenie v ktoré nie je modelom T prdve
vtedy, ked existuje ohodnotenie i, ktoré nie je modelom T(p). Tieto ohodnotenia

mozno zostrojit tak, Ze u(q) = v(q) pre kazdi prvotni formulu q réznu od p.

Dokaz Vety 5.3 je analogicky dokazu Vety 5.2. Postup Algoritmu 5.2 si objasnime
na dvoch prikladoch.

PRIKLAD. Pomocou metédy duélnej rezolventy ukézte, ze je A tautolégia.

A: ((a=b)Ab=c) = (a=c)

Najprv si prepiseme A do disjunktivneho normaéalneho tvaru. Na to modzeme
pouzit sémanticky strom, pozri Obrazok 10.
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Zistili sme, ze (a A b) V (DA T¢) V (Ta) V (¢) je DNF-formula ekvivalentnd s A.
Teraz ozna¢me T' = {aA b, bA ¢, "a, c}. Budeme postupovat podla Algoritmu 5.2
pre dudlnu rezoluéni metodu.

(1) Zvolime si a. Potom Tp(a) = {bA "¢, c}, Ti(a) = {a A0} aTr(a) = {"a}.
Preto T{y(a) = {70} a T%a) = {bA ¢, ¢, Tb}.

(2) Zvolime si b. Potom Ty(b) = {c}, T1(b) = {b A "¢} a Ta(b) = {b}. Preto
Tiy(b) = {7c} a T9(b) = {c, "c}.

(3) Zvolime si c. Potom To(c) = 0, Ti(c) = {c} a Tx(c) = {"c}. Z toho
dostavame Tﬁ2(0> = {0} a T(c) = {01}.

Ziskali sme prazdnu klauzulu [, takze A je tautolégia.

((a=b)A(b=c) = (a=c)

/\

T((a=b)A(b=c)) a=c
PN N
a=0b) (b=c¢) Ta c
| | O O
a b
) Te

Obrézok 10

PRIKLAD. Pomocou dudlnej rezolventy zistite, ¢i je formula A: (aAb)V (TaA™"b)
tautolégia. Ak nie je, ndjdite ohodnotenie v, pre ktoré 7(A) = 0.

Oznacme T mnozinu klauzil formuly A a postupujeme podla Algoritmu 5.2.
(1) Zvolime si a. Potom Ty(a) = 0, Ti(a) = {a Ab} a To(a) = {"a A 7b}. Preto
Ty (a) = {b A b} a T(a) = 0, pretoze klauzula b A b je nadbytocn4.

Znamend to, ze formula A nie je tautolégia. Naviac, pre Tubovolné v(b) vieme v
rozsirit na ohodnotenie, pre ktoré 7(A) = 0. Zvolme si povedzme v(b) = 1. Potom
v(a A b) zatial nevieme urcit, avsak 7(7a A 7b) = 0. To znaéi, ze ak chceme ziskat
ohodnotenie v pre ktoré 7(A) = 0, musime volit v(a) = 0 aby platilo 7(a A b) = 0.
Dostali sme ohodnotenie v, kde v(a) =0 a v(b) = 1, pre ktoré 7(A) = 0.

Aké ohodnotenie dostaneme v predchadzajicom priklade, ked si zvolime moznost
v(b) =07

Mnoziny a vyroky

Na zaver tejto kapitoly si ukdzeme suvis vyrokovej logiky s tedériou mnozin.

Majme zvolené nejaké univerzum, ¢ize nejaki mnozinu objektov U. Vsetky nasSe
mnoziny budu ¢astou U.
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DEFINICIA. Nech si A a B mnoziny (podmnoziny univerza U).

(a) Vyrazom A€ oznacujeme komplement A v U, ¢ize mnozinu vSetkych ob-
(b) Vyrazom A U B oznacujeme zjednotenie A a B, ¢ize mnozinu vSetkych
(c) Vyrazom ANB oznacujeme prienik A a B, ¢ize mnozinu vSetkych objektov,
Mnoziny mozno znézornit pomocou Vennovych diagramov. V nich si mnoziny
(Casti univerza) uzavreté oblasti roviny, pricom body (objekty) leziace vnutri uza-

vretej oblasti si prvkami prislusnej mnoziny, zatial ¢o body (objekty) leziace mimo
uzavretej oblasti do mnoziny nepatria. Na Obrazku 11 mame sivo zafarbené mno-

jektov U, ktoré nie su v A.

objektov, ktoré su v A alebo B.

ktoré si v A aj B zaroven.

zingy AUB, AN B a A°.

AUB

AC

AC

Obrézok 11

Plati nasledujice tvrdenie:

ANB

VETA 5.4. Nech si A, B a C lubovolné mnoziny. Potom plati:
AUA=A a ANA=A
AUB=BUA a ANB=BnNA

(a)
(b)
(¢)

(d)
(¢)

AU (

AN
AN
AN
AU (

BUC)=(AuB)UC
BnC)=(AnB)NnC
AUB)=A a AU(ANB)=A
BUANC)=(ANnB)U(ANC)
Bn(AUC)=(AUB)N(AUC)
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(f) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) distributivnost
(9) AuU=U a AND=10 zdkony nuly
(h) AUD=A a AnU=A zdakony jednotky
(i) ANA°=1( a AUA=U zdkony doplnku
(G) (A9 =A involicia
(k) (AUB)®= A°NB°
(AN B)¢ = A°U B° de Morganove pravidld

Vsimnime si tvrdenia Vety 5.4. Napriklad posledné tvrdenie (k) je analégiou de
Morganovych pravidiel pre vyroky a dokonca sa aj rovnako nazyva. Podobne je to
s ostatnymi tvrdeniami. Tento sivis mnozin s vyrokmi nie je ndhodny.

Majme vyrokovu formulu A. Zostrojime z nej mnozinu Ajy;. Najprv kazda ek-
vivalenciu P < @ v A nahradime vyrazom (P = Q) A (Q = P) a vzapati kazdu
implikdciu R = S nahradime vyrazom 'RV S. Takto ziskame formulu Ay, ktora
je ekvivalentna s A, ale obsahuje iba negacie, konjunkcie a disjunkcie.

Nech st p1,pa, ..., pn vSetky prvotné formuly Ay. Vezmime n roéznych mnozin
Py, Ps, ..., P,, ktoré si vo vSeobecnej polohe (teda Py, Ps, ..., P, sa pretinaja tak,
ze delia univerzum U na 2™ neprézdnych ¢asti) a nahradme vsetky vyskyty symbolu
pi v Ag symbolom P;, kde 1 < i < n. Dalej nahradme kazdy vyskyt symbolu A
symbolom N a kazdy vyskyt symbolu V symbolom U. Na zaver, vSetky vyrazy '@
nahradme vyrazmi Q¢. Ozna¢me symbolom Aj; to, ¢o sme takymto spoésobom z A
ziskali.

PRIKLAD 5.2. Pre formulu Q : (a < 7b) A (¢ = (aV "¢)) zostrojte Q.
Najprv prepiSeme ekvivalencie a implikécie, ¢im ziskame
Qo: (TaVvID)A(TbVa)A(Tev(aV e).

Teraz si zvolime tri mnoziny A, B a C vo vSeobecnej polohe a nahradenim symbolov
A, V a ! ziskame vyraz

Qu: ((A°UB°)N((BY)°UA))N(CU(AUCY)),

ktory je mnozinou. Overte, ze QQ); zodpoveda vytienovanej oblasti na Obrazku 12.

u

C

Obrazok 12
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Porovnajte Priklad 5.2 s Prikladom 4.1 a Obrazok 12 s DNF-formulou ekvi-
valentnou s Q). Ako vidno, DNF-formulu ekvivalentni s ) vieme urcit pomocou
mnoziny Q) ;.

Z Vety 4.1 dostavame nasledujice tvrdenie:

VETA 5.5. Nech je A vyrokovd formula. Potom plati

(1) A je kontradikcia prdve vtedy, ked Ay = 0, cize ked je Apy prdzdna mno-
zZina.

(2) A je tautoldgia prave vtedy, ked Apy = U, ¢iZe ked su vSetky proky univerza
v AM

(3) A je splnitelnd prdve vtedy, ked Ay # 0, cize ked je Apy neprdzdna.

Podobne, z Vety 4.4 mame:

VETA 5.6.

(1) MnozZina formul Ay, As, ..., A, je splnitelnd prdve vtedy, ked je mnozina
(A1 ANAa AL N Ap)p neprazdna, ¢ize ked maji (Ar)ar, (A2)ary - - -y (An)m
neprdzdny prienik.

(2) Ay, A, ..., Ay E B pre vtedy, ked je (A1 N A A ... N A, A7 B)y prazdna
mnozina, ¢ize ked maji mnoziny (A1) ar, (A2)ary - - -y (An)ar, (Bar)© prazdny
prienik.

(3) Formuly A a B st ekvivalentné prave vtedy, ked (A < B)y = U, cize ked
su Ay a Byy rovnaké mnoziny.

Cvicenia

CVICENIE 5.1. Zostrojte rezolventy pre klauzuly.
a) aV'b a bVic b) "aVvbVe a aVbVvd
c) 'aV'b a aVb d) TavbVvld a Tbvevd

CVICENIE 5.2. Rezolu¢nou metédou zistite, ¢i si nasledujice KNF-formuly spl-
nitelné. Ak su, najdite aspon jeden model.
a) (a\/—'b) (TaVe)AN(aVbVe)
(Ve )AN(TbVe)A(TaV b)) A (D)
c) (avbVe)A(TaVTID)A(CDVTe)A(TaV Tc)
d) (a\/—'b)/\(b\/j) (cvTla)AN(aVbVe)A(TaV bV c)
e) (aVOA(evVd)AN(TaV )NV A A(TaVTdACTDHY )
f) (avbVvevd)A(TavbVe)A(aVTeVd)A(aVb)A(eVd)A(bVTd)

CVICENIE 5.3. Rezolu¢nou metédou zistite, ¢i je A tautologicky dosledok klau-
zuil mnoziny T'. (Navod: Prevedte tilohu na problém urcit, ¢i je KNF-formula kon-
tradikciou. )
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a) A: (aVbVe) T={aVvb, aVe, bVc}
b) A: aVbVe T={aVb, bVe, aVc}
c) A d=c¢ T={aV b, cvd, bVd}
d) A:TanTb T={a=b, b= "a, b= a}

CVICENIE 5.4. Pomocou dudlnej rezolucnej metoédy zistite, ¢i si nasledujice
DNF-formuly tautologie. Ak nie si, ndjdite ohodnotenie, pre ktoré nadobudaji
pravdivostni hodnotu 0.

a) (aAb)V(aNTb)V(Ta)

b) (aATb)V(TaAnb)V(aAbAc)V (TaANTDATC)V (aNTDAC)

c) (ance)V(TaNTD)V(TBAT)V (TaNTBAC)V(aANbA )

d) (ane)V(OA)V(TOAT)V (Tanb)V(TbAC)V (TaATDA Tc)

CVICENIE 5.5. Nech su A, B a C vyrokové formuly. Pomocou mnozin (teda
pomocou Vennovych diagramov) ukazte, ze platia nasledujice tvrdenia.
a) (AV(BVC)) = ((BV(AVC))VA) je tautoldgia.
b) (AA7B)A (A= B) je kontradikcia.
c¢) Mnozina formul {AV B, TAv C, "C'V B, A = " B} je splnitelna.
d) TAATBa (AV B) si ekvivalentné formuly.
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6 Spinace, hradla a logické neurony

Booleove (logické) funkcie sme definovali uz v Kapitole 1. Tieto funkcie mézeme
zapisat vyrokovymi formulami pomocou logickych spojok 7, A, V, = a <, ale
obycajne ich zapisujeme pomocou operacii Booleovej algebry.

Booleova algebra
DEFINICIA. Booleova algebra B = (A;-,+,7,0, 1) je mozina A s dvoma bindr-

nymi operaciami - a 4, jednou unarnou operaciou ~ a konstantami 0 a 1, pricom
pre vsetky x,y, z € A plati:

(a) z+zx=z a T-Tr=u idempotentnost
(b) z+y=y+x a z-y=y-x komutativnost
() z+(y+z)=@+y +2z

x-(y-z)=(x-y) z asociativnost
(d) z-(z4+y)=z a z+(x-y) ==z absorbcia
© = (y+@ ) =(@y)+(@ 2

r+(y-(z+2)=(+y) (z+2) modularnost
() z-(+tz) =@y +( 2

x4+ (y-z2)=(x+y) (z+2) distributivnost
(g) z+4+1= a x-0=0 zakony nuly
(h) z+0==z a r-l=x zakony jednotky
(i) z-T=0 a r+7T=1 zakony doplnku
(G) T==x involtcia

S]]

k) (z+y) =Ty a (r-y=T+7y de Morganove pravidla
Poznamenajme, ze nie vSetky vztahy z predchadzajticej definicie st nutné, pozri
Cvicenie 6.10.

Booleova algebra je Specidlna diskrétna struktira. Porovnajte vztahy uvedené
v definicii s Vetou 5.4. Z tohoto porovnania dostavame nasledujice tvrdenie.

VETA 6.1. Nech je M konecnda mnozina. Potom mnoZina vsetkiych podmmnoZin
M spolu s operdciami prieniku, zjednotenia, doplnku, kde nula je () a jednotka je
M, tvori Booleovu algebru.

Booleovu algebru mozno definovat aj ako zvaz. Nech su x a y prvky Booleovej
algebry B = (A;-,+,7,0,1). Ak -y = = (alebo ekvivalentne x+y = y), tak piseme
x < y. Relacia < je ¢iastoéné usporiadanie na mnozine A. Pripomenme si definiciu
zvazu z minulého semestra.

92



DEFINICIA. Dvojica (A; <) sa nazyva zvaz ak je < reldcia ¢iastoéného usporia-
dania na A a kazdé dva prvky z,y z A maju v A infimum (priesek), ¢ize najvacsie
dolné ohranicenie, a suprémum (spojenie), ¢ize najmensie horné ohranicenie.

Kedze pre x < y plati z -y = = a © + y = y, tak priesek prvkov v a v mdzeme
definovat ako u - v a ich spojenie ako u + v. Potom (A; <) tvori Booleovsky zvdz.

DEFINICIA. Zvaz (A; <) sa nazyva Booleovsky zvéz, ak je distributivny (teda
v iom pre priesek a spojenie platia distributivne zdkony), obsahuje najmensi a naj-
vacési prvok (ma 0 a 1), a ku kazdému prvku z z A existuje v A komplement T
(prvok spliiajici zékony doplnku).

Ked sa na Booleovu algebru pozrieme ako na zvaz, mozeme pomocou Hasseho
diagramu vizualizovat vztahy medzi prvkami. Na Obrazku 13 méame Hasseho dia-
gram Booleovej algebry, ktoru tvoria vsSetky podmnoziny trojprvkovej mnoziny
M = {a,b,c}. Ako bolo uvedené vo Vete 6.1, nula je préazdna mnozina () a jed-
notka celd mnozina M = {a,b, c}.

{a,b.c}

Obrézok 13

Vsimnime si, ze komplementom k {a} je {b,c} na Obrazku 13. To preto, lebo
{a} N {b,c} =0 a {a} U{b,c} = M. Podobne sa daji na Obrézku 13 identifikovat
dalsie dvojice komplementarnych prvkov.

DEFINICIA. Majme Booleovu algebru 8 = (A4;-,+,,0,1). Prvok a € A je atém
ak a # 0 a zo vztahu x < a plynie, ze bud = = 0 alebo x = a.

Podla definicie st atémy najmensie prvky vacsie ako 0. Znamena to, ze si v Has-
seho diagrame umiestnené hned nad 0 a si s 0 spojené hranou. Booleova algebra,
ktorej Hasseho diagram je na Obrazku 13, m& tri atémy. St nimi prvky {a}, {b}
a {c}. Plati nasledujuice tvrdenie.

VETA 6.1. Ked md Booleova algebra t atémov, tak md presne 2' prvkov a jej
Hasseho diagramom je graf t-rozmernej kocky.
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Teraz si objasnime suvis formil vyrokovej logiky s vyrazmi Booleovej algebry.
V Kapitole 5 sme pre kazdd vyrokovi formulu A zostrojili mnozinu Ay;. Ak mala A
presne n prvotnych formul py, po, ..., pn, tak Aps bola podmnozina univerza, ktoré
delilo n mnozin Py, Ps, ..., P, vo vSeobecnej polohe na 2" casti.

Nahradme v Aj; mnoziny P; zodpovedajice prvotnym formuldm symbolom x;,
kde 1 < 7 < n. Okrem toho nahradme vsetky vyskyty symbolu N symbolom -,
vietky vyskyty symbolu U symbolom + a nahradme vyrazy Q¢ vyrazmi Q. Takymto
sposobom dostaneme vyraz v Booleovej algebre. Z vlastnosti mnozin je totiz zrejmé
(pozri Veta 5.4), ze ziskané vyrazy spiﬁajfl podmienky z definicie Booleovej algeb-
ry. Naviac, atémy Booleovej algebry budu prvky zodpovedajice 2" c¢astiam, na
ktoré delia univerzum mnoziny Py, P, ..., P,. Znamena to, ze atémy zodpovedaju
vyrazom py A p5 A ... Apk, kde v je ohodnotenie prvotnych formul py,pa, ..., Dk,
pricom p? je "p; a p; je p; (porovnaj s oznacenim v dokaze Vety 1.1 a Lemy 3.1).

Vsimnime si, ze kedze mame v naSej Booleovej algebre 2" atémov, spolu v nej
méme presne 22" prvkov, a to napriek tomu, ze vyrokovych formil s n prvotnymi
formulami je nekonecne vela. Dovodom je to, ze ekvivalentné formuly reprezen-
tuje jeden jediny prvok naSej Booleovej algebry. Vidime teda, ze roznych (neek-
vivalentnych) vyrokovych formil s n prvotnymi formulami je iba 22" (porovnaj
s po¢tom Booleovych funkcii n premennych z Kapitoly 1).

V dalsom budeme z vyrazov vynechavat symbol nasobenia.

PRIKLAD. Zostrojte Hasseho diagram pre Booleovu algebru zodpovedajicu vy-
rokovym formulam s dvoma prvotnymi formulami a a b.

Diagram bude mat 4 atémy, pretoze mame Styri rozne ohodnotenia dvoch pr-
votnych formul. Atémy preto budi a A b, a A b, Ta Aba Ta A 'b. To znadi, ze
Hasseho diagram bude grafom 4-rozmernej kocky. Tento diagram je na Obrazku 14,
pricom vrcholy sme oznacili pomocou vyrazov Booleovej algebry. Teda atémy sme
zapisali ako ab, ab, @b a @b.

Obrazok 14
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Vsimnime si, ze prvotné formuly sa v Hasseho diagrame nachadzaju kdesi v stre-
de, teda to nie si atomy Booleovej algebry. To preto, lebo na j-tej drovni diagramu
(pocitané odspodu, pricom 0 je na nultej urovni) méame vyrazy, ktoré zodpovedaju
mnozinam obsahujicim prave j najmensich podmnozin, na ktoré nam rozbili uni-
verzum Py, Po, ..., P,.

Vratme sa eSte k Obrazku 14. Ktoré vyrazy v nom zodpovedaju tautolégiam,
ktoré kontradikciam a ktoré splnitelnym formuldam?

V nasledujucich dvoch podkapitolach budeme, tak ako v predchadzajicom pri-
klade, pouzivat namiesto logickych spojok A, V a ' operacie Booleovej algebry.

Spinacie obvody

Spinac¢ si mozno predstavit ako jednoduchy prvok elektrického obvodu. Ked je

zatvoreny, tak obvodom prud prechédza, zatial co ked je otvoreny, tak obvodom
prud neprechadza, pozri Obrazok 15.

e

Obrézok 15

Priradme spinacu Booleovsku premenni x. Potom ak je spinac otvoreny, kladie-
me r = 0, obvodom prid neprechddza a stav obvodu je 0. Naopak, ak je spinac
zatvoreny, kladieme z = 1, obvodom prud prechadza a stav obvodu je 1.

Takymto sposobom mozeme dostat aj obvody so zlozitejsimi Booleovymi funk-
ciami. Na Obrazku 16 mame casti obvodov s dvojicou spinacov. Nalavo su spinace
zapojené do série a je zrejmé, ze obvodom prid prechadza iba ak st obidva spiace
zatvorené. Teda obvod ma stav 1 prave vtedy, ked 1y = 1 a 22 = 1. Ked stav
obvodu chceme vyjadrit Booleovou funkciou f(z1,x2) s premennymi z; a xo, tak
dostavame f(z1,x2) = x125.

Ty )

Obrazok 16

Naopak, v pravej ¢asti Obrazku 16 su spinace zapojené paralelne. Je zrejmé, ze
obvodom prud prechadza prave vtedy, ked je zatvoreny aspon jeden spinac. Teda
ked z; = 1 alebo z2 = 1. Ked stav obvodu vyjadrime Booleovou funkciou g(z1, z2),
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dostavame g(x1,x2) = 21 + 2.

PRIKLAD 6.1. Zostrojte Booleovu funkciu f(z1, z2, 3, x4) spinacieho zariadenia
znazorneného na Obrazku 17.

Této funkcia bude mat zapis fi(z1,z2) + fo(xs3,24), kde f1 predstavuje funkciu
pre horni vetvu a fo funkciu pre dolni vetvu. Kedze f; a fo sme uz mali na
Obrazku 16, dostavame f(z1,x2,x3,24) = 122 + (T3+T4) = 122 + T3 + X4.

Spinace mozu byt aj spriahnuté. Ako sa zmeni funkcia z Prikladu 6.1, ak v Ob-
razku 17 nahradime x3 vyrazom x7 a x4 vyrazom xo?

— o /c
x1 T2

x3

e

Tq

Obrézok 17

Hradla

Trochu zlozitejsim prvkom obvodov st hradld. V nich uz nevidime vnutornu
strukturu, vieme vSak, ako pracuju. Zakladné typy hradiel sui hradla pre negaciu,
konjunkciu a disjunkciu. Na Obrazku 18 uvadzame schématické znacky tychto
prvkov logickych sieti. Pouzivaju sa vSak aj hradld pre exkluzivnu disjunkciu (¢ize
pre x1T3 + T1x2), pre funkciu Nor (Cize pre x1+z2), Nand (teda pre Tix3) a iné.

hradlo negacie hradlo konjunkcie hradlo disjunkcie

_ T — €1
T T T1ZTo Tr1+x2
To— x2

Obrazok 18

PRIKLAD. Zostrojte Booleovu funkciu pre logicky obvod, ktory je zndzorneny
na Obrazku 19.
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ST D>
' Da

Obrézok 19

Pri rieSeni postupujeme zlava doprava a postupne vyhodnocujeme funkciu za
hradlami. Dostavame f(x1,x2,r3) = T122(r1+23), ¢o mozno pomocou de Morga-
novych pravidiel zjednodusit na (Z1+z3)(x1+23). Po roznasobeni dostaneme vyraz
T1x1+T123+Tox1 +Taxs, Cize f(x1, X2, x3) = T1x3+T1T2+Tex3, pozri Obrazok 20.

xr1 12 11
Z2

z1+as Dﬂ“(:ﬁlﬂg)
xs——g S

Obrézok 20

Zaujimavy je vSak opac¢ny postup.

PRIKLAD. Zostrojte logicky obvod pre Booleovu funkciu troch argumentov
f(z1, 2, 23) = T1a3 + 2173 + T23.

Obvod budeme tvorit presne podla zapisu. Najprv zostrojime Z7 a T3, potom
pomocou suc¢inovych hradiel zostrojime suciny a nakoniec vysledné siciny s¢itame.
Dostavame schému znazornenu na Obrazku 21.

Vsimnime si, ze Booleove funkcie schém z Obrazkov 20 a 21 si rovnaké, no
v prvom pripade sme pouzili iba styri hradla, zatial ¢co v druhom az sedem. Prave
optimalizdcia poctu hradiel je pri zostavovani logickych obvodov dolezita.
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T T1T2

)

T1T2+T223 f(

: j > E x1,$2,l’3)
T2T3

—
Dcx—l -/ T173

Obrazok 21

T3

Logické neurony

V tejto podkapitole sa vratime k oznaceniu logickych operécii pomocou spojok
A aV, pretoze + budeme pouzivat v inom vyzname.

Zlozitejsi prvok ako hradlo je logicky neuron. Z tychto struktar sa buduji neu-
rénové siete. Neurén ma n excitaéngjch vstupov (x1,xa,...,x,) a m inhibicnijch
VStupov (Zpn41, Tnt2s - -+, Tntm), Pricom vsetky zq, xa, ..., Tpim nadobudaji hod-
noty {0, 1}. Excitacné vstupy sa oznacuji plnym kruzkom a inhibi¢né prazdnym.
Okrem toho neurén obsahuje prahovy koeficient ¥, pozri Obréazok 22. Potom vystup
y logického neurénu popisuje funkcia

{1 ak T1 + o+ + Ty — Tpg1 — Tpg2 — 0~ Tpgm 2 U
y:

0 akm1+x2+"'+xn_mn+1_mn—|—2_"'_xn—|—m<fl9-

X1

Tn
xn+1

xn+m

Obrézok 22

Na Obrazku 23 mame logické neurény pre negaciu, konjunkciu, disjunkciu a im-
plikaciu.
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neurdon neurdn neurdon neurdn

negacie konjunkcie disjunkcie implikdice
xl [El x]_
T Y Yy Y Yy
Ty Tn T2
Yy: T Yy: T1N...\NZy y: x1V---Vz, Yy: T = Ty

Obrazok 23
Logickymi neurénmi vieme vyjadrit celé klauzuly DNF- a KNF-formul, pozri
Obrazok 24. V Obrazku 24 mame

Y1 1 AT A AT A T 1 A T Zpao AL A T,

Yyo:x1VaaV---Va,V 'z V 'Zpio V-V 1Ty,

Vdaka tomu vieme aj pomerne komplikované Booleove funkcie reprezentovat neu-
rénovymi sietami s relativne malym poc¢tom logickych neurénov.

X1

Tn

Y2
Ln+1

Tn+m

Obrazok 24

PRIKLAD. Zostrojte neurénovi siet pre Booleovu funkciu f(x1, o, x3) dant
nasledujicou tabulkou.

T1 | T2 | T3 /
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Funkcia f je ekvivalentnd s DNF-formulou, ktord ma (v iplnom disjunktivnom
normélnom tvare) pat klauzil, respektive s KNF-formulou, ktord ma (v uplnom
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konjunktivnom normélnom tvare) tri klauzuly. Zostrojime preto neurénoviu siet
zodpovedajicu KNF-formule. Podla postupu z Kapitoly 1 dostavame, ze

(.’L‘l \/.’L‘Q\/—l.’L‘g) A (.’131 \/—l.CCQ \/—l.’L‘g) AN (j.’L‘l \/—l.CCQ \/—l.’L‘g)

je KNF-formula ekvivalentna s Booleovou funkciou f. Preto funkciu f mozno re-
prezentovat neurénovou sietou znazornenou na Obrazku 25.

Obrazok 25

Vsimnime si, ze siet z Obrazku 25 mozno zjednodusit, pretoze prvé dve klauzuly
sa lisia iba v tom, ze zatial ¢o v prvej je xo, v druhej mdme 'z,. Preto mozno
tieto klauzuly zlicit do jednej, mensej, v ktorej sa x5 nebude vyskytovat. Teda f
je ekvivalentnda KNF-formule (tdto uz nie je v iplnom konjunktivnom normélnom

tvare)
(.’El\/—l.’L‘g)/\<—l.’L‘1\/—llC2\/—l.’L‘3). (1)

Preto f mozno reprezentovat neurénovou sietou znédzornenou na Obrazku 26.

Obrézok 26

Dalsim zjednodusenim vyrazu (1) sa dd poCet neurénov siete reprezentujicej f
eSte znizit.
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Cvicenia

CVICENIE 6.1. Zostrojte DNF-formulu, ktora nadobida hodnotu 1 prave vtedy,
ked plati
a) x=0a(y=1alebo z =0), respektive ked z =1 a (y = 0 alebo z = 1)
b) z=uxy aziroven z =x+y

CVICENIE 6.2. Zostrojte DNF-formulu ekvivalentni s Booleovou funkciou:
a) f(r,y,2) =x+7+2 b) flz,y,2) =2y + 2
c) [flz,y,2) = (z+y)(yz) d) flz,y,2) = (x+7+2)7Y(z +y)

CVICENIE 6.3. V Cyviceniach 6.1 a 6.2 zostrojte KNF-formuly.

CVICENIE 6.4. Zostrojte spinacie obvody pre Booleove funkcie. Snazte sa ne-
pouzivat spriahnuté spinace.
a) z(y+ z) b) ac+ ad+ bc+ bd

c) (zy)z d) ab+ab

CVICENIE 6.5. Zostrojte vSetky mozné spinacie siete so Styrmi (nespriahnutymi)
spinacmi a zistite, aké Booleove funkcie reprezentuja.

CVICENIE 6.6. Pomocou zakladnych typov hradiel (s maximalne dvoma vstup-
mi) zostavte logické obvody vSetkych Booleovych funkcii dvoch premennych. Snazte
sa pouzit vzdy minimélny pocet hradiel.

CVICENIE 6.7. Zostrojte ¢o najjednoduchsi logicky obvod (teda s minimalnym
moznym poctom hradiel) simulujici Booleovu funkciu.

a) (x+y)(z+y) b) 2y+yz + 2T
c) xyz+ayz+TYz+ITYZ d) 2zZ+4+7yz+7Tyz
e) (x+4y)+zyz+7=2 f) zyz+a2yz+ (z+79)z

CVICENIE 6.8. Pre kazda Booleovu funkciu dvoch premennych zostrojte neuré-
novu siet, ktora tiuto funkciu simuluje. Snazte sa pouzit minimalny pocet logickych
neurénov.

CVICENIE 6.9. Zostrojte neurénovi siet simulujiicu Booleovu funkciu.
J ]

a) a= (b= a) b) NaAbAc)A(bVc)
c) (a=0b)< (cVb) d) ((aeb)v(be "e¢) A= Ta)
e) (aeb)=(bec) f) ((anb)V(end)A((TanTe)Vv(TbATd))

CVICENIE 6.10. V definicii Booleovej algebry mame vela vztahov, ktoré maju
operacie -, + a ~ splnat. Ukazte, ze idempotentnost, modularnost, involiciu a de
Morganove pravidla mozno odvodit z ostatnych vztahov.
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7 Predikatova logika, splnitel’nost

Uvazujme trojicu viet
A Sokrates je clovek.
B : Kazdy clovek je smrtelny.
C : Sokrates je smrtelny.

Vsetky tri vety st vyroky, no nedokazeme ich vo vyrokovej logike zapisat tak, aby
bolo zrejmé to, ¢o vidno na prvy pohlad. A sice, ze C' je dosledkom A a B. Aby
sme to dokazali, potrebujeme vyrokovu logiku rozsirit o predikaty a kvantifikatory
na predikdtovi logiku.

Intuitivny uvod

Ak chceme C formélne zapisat tak, aby bolo zrejmé, ze je dosledkom A a B,
potrebujeme 1ist hlbsie do struktiry vyrokov A, B a C'. VSetky tieto vyroky hovoria
cosi o bytostiach. Budeme preto uvazovat nejakii mnozinu, z ktorej tieto bytosti
budt. Taktuto mnozinu nazveme univerzum a jednotlivé bytosti z univerza nazveme
individud (proky univerza).

Dalej, bytosti z univerza zjavne moézu mat vlastnosti. Jedna vlastnost bytosti
bude, ze je smrtelna. Oznacme tito vlastnost pismenom Q. Ak je z individuum
z univerza, tak

Q(x) bude mat hodnotu 1 ak je individuum x smrtelné,
Q(x) bude mat hodnotu 0 ak individuum x smrtelné nie je.

Takéto vlastnosti nazyvame predikdty. Dalsim predikétom, povedzme P, oznacime
vlastnost byt ¢lovekom.

V univerze individui mézeme uvazovat rozne funkcie. Napriklad funkcia O(x)
moze dat na vystupe otca x. Niektoré funkcie mozu mat dva, pripadne viac ar-
gumentov, avSak mozu byt aj funkcie bez argumentu. Funkcie bez argumentu
nazyvame konstanty. Ozna¢me symbolom S konstantu, ktorej hodnotou je Sokrates.

Na zaver, pre individua z univerza budeme pouzivat kvantifikdtory. Vseobecny
kvantifikator zapisujeme symbolom V a ¢itame ,pre kazdé“. Tento kvantifikdtor
pouzivame vtedy, ked vSetky prvky Spiﬁajli uvazovany vztah. Naopak, existencny
kvantifikdator zapisujeme symbolom J a ¢itame ,existuje“. Nim zapisujeme sku-
tocnost, ze aspon jeden prvok spfﬂa uvazovany vztah. Ak oznac¢ime univerzum
pismenom M, tak

(Vx)T(x) je iba skrateny zapis /\ T(z), ¢ize T(x1)ANT(x2)A...
zeM

(3x) T(x) je iba skriteny zapis \/ T(z), ¢ize T(x1)VT(x2)V...
zeM
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Vsimnime si, ze z de Morganovych pravidiel vyplyva

V T@) =77\ T ="( \ "T@).

reM zeM reM

¢ize (Jz)T (x) je iba iny zapis pre (Vz) 'T'(z). Znamena to, ze keby sme potrebovali,
stacilo by nam uvazovat iba jeden kvantifikator.

Ked pouzijeme uvedené oznacenia, vyroky A, B a C' mo6zeme zapisat:

i)

(5)
(Vz)(P(x) = Q(x))
(5)

QW
O

Kedze B je vlastne

N (P@) = Q(2)) = (P(x1) = Q1)) A... A (P(S) = Q(S)) A ...

zeM

tak dosledkom B je vyrok D: P(S) = Q(S). Cize mame

A: P(9)
B: (Vz)(P(z) = Q(z)) D: P(S)=Q(5)
C: Q9)

Teraz uz vidime, preco je C dosledkom vyrokov A a B. Je to preto, ze C' je modus
ponens A a D.

Predikatovi logiku vSak mozeme budovat aj pre tiplne iné oblasti. Mézeme pomo-
cou nej opisovat teériu mnozin. Mozeme nou budovat aritmetiku prirodzenych ¢isel.
Pripadne mo6zeme pomocou nej opisovat pribuzenské vztahy medzi l'udmi. Pritom
v kazdom z tychto pripadov budeme uvazovat o inom univerze, inych funkcidch
a inych predikatoch.

Relacie a zobrazenia
Prv nez prejdeme k formalnemu opisu predikatovej logiky, zavedieme pojem
n-drnej reldcie a n-drneho zobrazenia.

Vyrazom A™ oznac¢ujeme mnozinu usporiadanych n-tic (z1, zo, . . ., x,), kde vSet-
ky prvky x1,xs,...,x, suz A. VSimnime si, ze ak md mnozina A presne a prvkov,
tak A™ obsahuje a” usporiadanych n-tic.

DEFINICIA. n-drna reldcia (n-arny predikat) na mnozine A je Tubovolna
podmnozina A™. Prvky n-arnej relacie su teda usporiadané n-tice.
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DEFINICIA. n-arne zobrazenie (n-arna funkcia) na mnozine A je lubovolnd
podmnozina A" takd, Ze ak st (a1, ..., an, @ny1) & (b1, ..., by, byy1) prvkami tejto
podmnoziny, pricom a; = b; pre ¢ = 1,2,...,n, tak aj ap+1 = b,41. Skutocnost,
ze (a1,...,an,an11) je prvkom funkcie f, zapisujeme f(ay,...,a,) = ap4+1. Potom
n-tica ay, ..., a, je argumentom funkcie f a a,+1 je jej hodnotou v tomto argumente.

Podobne ako v tvodnom priklade, predikaty (n-arne relacie) budu vlastnosti,
ktoré niektoré n-tice majui a iné nemajui. Podla toho budeme predikdatom priradovat
hodnotu 1 alebo 0. Naopak, funkcie budd sluzit na konstrukciu vyrazov, ktoré
budeme do predikatov dosadzovat.

Jazyk prvého radu
Teraz formalne rozsirime jazyk vyrokovej logiky na jazyk predikatovej logiky.

DEFINICIA. Jazyk £ predikitovej logiky (jazyk prvého radu) tvoria:
Logické symboly:

— symboly pre premenné x,y, x1, 21, .. .;

— symboly pre logické spojky ', A, V, = a &;

— symboly pre kvantifikatory V (vSeobecny, velky) a 3 (existencny, maly).
Specidlne symboly jazyka:

— symboly pre predikity P, @, Py, ... (pre kazdy je dand jeho arnost);

— symboly pre funkcie f, g, f1, ... (pre kazdy je dand jeho arnost).
Pomocné symboly zatvorky () [ ] a ¢iarka , .

Medzi logické symboly sa casto radi aj symbol pre rovnost = a vtedy hovorime
o jazyku s rovnostou.

Ako sme spomenuli v ivode kapitoly, nuldrne funkéné symboly (funkcie bez ar-
gumentu) si konstanty, zatial ¢o nuldrne predikatové symboly su logické konstanty
0 a1l (pravda a loz).

PRIKLAD. Jazyk tedrie mnozin je jazyk s rovnostou s jedinym Specidlnym sym-
bolom, ktorym je binarny predikat €.

PRIKLAD. Jazyk elementérnej aritmetiky (na mnozine prirodzenych ¢isel N) je
jazyk s rovnostou, ktory mé nasledujice Specidlne symboly:

0 — nularny funkény symbol pre nulu;
S — unarny funkény symbol pre funkciu nasledovnika;
+, - — bindrne funkéné symboly pre sc¢itanie a nasobenie.

PRIKLAD. Ak by sme opisovali jazyk pribuzenskych vztahov medzi ludmi, tak
tento jazyk by asi obsahoval unarne predikaty ZENA, MUZ, binarne predikaty
RODIC, MANZEL, ako aj unarny funkény symbol O pre otca, ¢i M pre mamu.
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Termy a formuly

V tvodnom priklade sme za argument unarnych predikatov dosadili S (nuldrny
funkény symbol), respektive x (premenni). Niekedy vSak potrebujeme za argu-
ment dosadit komplikovanejsi vyraz (term). Nasledujica definicia opisuje, ako tieto
komplikované vyrazy vznikaju.

DEFINICIA. Termy (vyrazy) jazyka predikdtovej logiky £ vznikaji koneénym
poctom aplikécii nasledujucich pravidiel:
(T1) Kazdd premennd a konstanta (nuldrny funkény symbol) je term.
(T2) Ak je f n-drny funkény symbol jazyka £ n > 1, a tq,t9,...,t, si termy
jazyka £, tak f(t1,t2,...,t,) je term jazyka £.

Vysledkom termu (po dosadeni za premenné) je jeden prvok skiimanej mnoziny,
¢ize jedno individuum z univerza.

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky si termy napriklad 0; S(z);
S(S(y)); S(0) — to je zrejme &islo 1; S(S(0)) — ¢éislo 2. Termom je aj (S(x) - y) + =z,
ale S(0,x), +5(0), ani = nie su termy.

DEFINICIA. Formuly sa buduji z termov a ostatnych symbolov jazyka prvého
radu £ pouzitim koneéného poctu tychto pravidiel:

(F1) Ak je P n-arny predikatovy symbol a t1,to,...,t, su termy jazyka £, tak
P(ty,ta,...,t,) je formula jazyka £. Takuto formulu nazyvame atomicka
formula.

(F1)” Ak je £ jazyk s rovnostou, tak pre Tubovolné termy ¢1,t2 v £ je aj t; = to
atomické formula.

(F2) Ak su A a B formuly jazyka £, tak "4, (AAB), (AVv B), (A = B) a
(A < B) su formuly jazyka £.

(F3) Ak je x premennd a A je formula, tak (Vx)A a (3z)A st formuly jazyka £.

Dizka vytvorenia formuly pomocou pravidiel F1 az F3 sa vola zlozitost formuly.

Podobne ako vo vyrokovej logike, posledné vonkajsie zatvorky pri formulach
budeme vynechavat. Ak mame jazyk s rovnostou, tak tito povazujeme za Specidlny
binarny predikét.

Formula je vlastne tvrdenie a mozeme uz uvazovat o jej pravdivosti. Avsak ak
sa pytame, ¢i je A formulou, tak néds zaujima len to, ¢i A mozno vytvorit z termov
pomocou pravidiel F1 az F3 a vobec nés nezaujima, ¢o by takito formula mohla
vyjadrovat (a ¢ tato formula vobec mé zmysel).

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky si z = 0
a (r + S(y)) = 0 atomické formuly, zatial ¢o (Vz)(Jy)(
a (Jz)(S(x) = 0) st formuly.

, (S(r) +y) = S(z +y)
(S(x) +y) = S(x +y))

DEFINICIA. Nech je A formula. Potom vyskyt premennej z je vo formule A
viazany, ak je sucastou podformuly tvaru (Vz)B, alebo (Jz)B. Ak vyskyt pre-
mennej x nie je viazany, tak je volny. Formula A je otvorena ak maju vsetky
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premenné v tejto formule iba volny vyskyt. Naopak, A je uzavreta ak maja vsetky
premenné v tejto formule iba viazany vyskyt.

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky uvazujme nasledujiice formuly:

a) (Vx)(Jy)(S(z) = y) — ide o uzavretu formulu, x aj y maji len viazany
vyskyt.

b) x =y — otvorend formula.

c) S(0)+0 = 5(0) — je aj uzavreta aj otvorend, lebo neobsahuje ziadne pre-
menné.

d) (z#0)= (Vz)(x-2z#0) - tux mi v prvej casti volny vyskyt a v druhej
viazany. Tie premenné x v prvej a v druhej casti su vlastne rozne. Téato
formula nie je ani otvorend ani uzavreta.

Substituovatelnost
Za premenné casto dosadzujeme rozne konstanty, pripadne iné vyrazy (termy).

DEeFINiCIA. Nech si 1, 2o, ..., x, rozne premenné a t,ty,to,...,t, nech si ter-
my jazyka prvého rddu £. Symbolom ty, 4, 2, [t1,%2,...,t,] Oznacujeme term
jazyka £, ktory vznikne z ¢ nahradenim kazdého vyskytu premennej x; termom
t; pre vsetky i = 1,2,...,n.

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky uvazujme $tyri termy.
t: (z+vy) =z t1: z+x to: z-y ts: y+z

Potom

toylts,te]  Je (e +2)+(2-y) - (z+2),
tayltsta] — Je ((y+2)+(2-9)- (y+2)

a podobne.

DEFINICIA. Ak je A formula, x1, 2o, ..., T, si premenné a tq,to, ..., t, si termy
v jazyku prvého radu £, tak Ay, 4o, 2. [t1,t2,...,t,] vznikne z A nahradenim
kazdého volného vyskytu premennej z; termom t; pre vSetky ¢ =1,2,...,n.

Nech je A formula v jazyku elementarnej aritmetiky

A: (Fy)(z=y+y)

anech je t term y+x. Formulu A mozno interpretovat ako: ,z je parne“. Avsak A,[t]
je formula (Jy)(y + x = y + y), pricom tato nie je Specidlnym pripadom tvrdenia
»Y + x je parne“, ale tvrdi, ze ,existuje y pre ktoré x = y*.

Podobny problém by sme mali, keby sme sa snazili substituovat y za x do for-
muly (Jy)(z # y). Takymto problémom sa budeme vyhybat. Spravime to tak, ze
do podformil, v ktorych je y viazané, zakazeme dosadzovat za premenné termy,
v ktorych sa vyskytuje y.
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DEFINfcIA. Term ¢ je substituovatePny za x do formuly A ak pre kazdu pre-
mennu y z t ziadna podformula A tvaru (Vy)B ani (Jy)B neobsahuje volny vyskyt
x. Budeme substituovat len substituovatelné termy a Ay, 4o, 4. [t1,t2,...,t,] na-
zveme in§tanciou (§pecidlnym pripadom) formuly A.

Sémantika formul predikatovej logiky

V tejto podkapitole budeme skiimat vyznam formul predikatovej logiky.

Uvazujme formulu A zapisanu v jazyku pribuzenskych vztahov
A (Vo)(3u)(Fv)((u # v) A (RODIC(u, x)) A (RODIC(v, x))) .

Tato formula tvrdi, ze kazdé x z univerza ma dvoch roéznych rodicov. Formula A je
pravdiva ak hovorime o stavovcoch, ale nie ak je re¢ o zivoc¢ichoch s vegetativnym
rozmnozovanim (napriklad o nezmaroch). Aby sme tieto pripady rozlisili, zavedieme
interpretaciu jazyka predikatovej logiky.

DEFINICIA. Interpreticia (realizdcia) M jazyka £ prvého radu je dand:

(I1) Neprézdnou mnozinou M, ktord nazyvame univerzum (nosic). Je to mno-
zina hodnot, ktoré nadobudaju premenné. Prvky mnoziny M voldme in-
dividua.

(I2) Zobrazenim, ktoré kazdému n-drnemu funkénému symbolu f z £ priradi
funkciu for : M™ — M.

(I3) Zobrazenim, ktoré kazdému n-drnemu predikdtovému symbolu P z £ priradi
n-arnu relaciu Poyy € M™.

PRIKLAD. V realizécii 9 jazyka elementdrnej aritmetiky by sme za nosi¢ zvolili
mnozinu prirodzenych ¢isel N, nularnemu funkénému symbolu by sme priradili 0,
symboly + a - by reprezentovali bezné sc¢itanie a nésobenie a pre funkciu nasle-
dovnika S by sme zrejme volili Soy : © — x+1.

DEFINICIA. Zobrazenie e mnoziny vSetkych premennych do univerza M inter-
pretacie 9 nazyvame ohodnotenim premennych.

Ked uz mame ohodnotenie premennych e, tak hodnotu tohoto ohodnotenia na
terme t, Cize t[e], mozeme definovat indukciou podla konstrukcie termu ¢:
1° Ak je t premennd z, tak t[e] je e(x) a ak je t symbol nuldrnej funkcie
(konstanty), tak t[e] je hodnota priradend tejto funkcii v realizacii 9.
2° Ak je t term f(t1,...,t,), tak tle] je fon(tile],. .., tnle]).

DEFINICIA. Nech je e ohodnotenie premennych v realizdcii 9 jazyka £. Zvolme
pevne m € M a premennu x z £. Potom e(z/m) je ohodnotenie, ktoré sa od e 1isi
iba v tom, Ze premennej x nutne priradi m.

Teraz si povieme ako urc¢ime pravdivost’ formuly pri danej realizacii a ohodnoteni
premennych.
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DEFINICIA (Tarski). Majme jazyk prvého rddu £. Nech je 9 jeho realizdcia
s nosicom M a e nech je ohodnotenie premennych. Indukciou podla zlozitosti for-
muly definujeme pravdivost formuly pri ohodnoteni e (ak je formula A pri
ohodnoteni e pravdiva, tak zapisujeme 9 F Ale], zatial ¢o v opac¢nom pripade
zapisujeme I ¥ Ale]) takto:
(R1) Aksuty,to,...,t, termy v £ a P je n-arny predikdtovy symbol rozny od =,
tak M E P(ty,to,...,t,)[e] prave vtedy, ked (t1[e], t2e], ..., t,[e]) € Poy.
(R1) M E (t1 = ta)[e] prave vtedy, ked t;[e] a ta[e] si tie isté individud z M.
(R2) Ak su BaC formuly v £, tak 0t E 7 Ble| préve vtedy, ked neplati 0t F Ble]
(t.j. ked M ¥ Ble]). M E (B = C)le] prave vtedy, ked 9t ¥ Ble], alebo
M E Cle]. (Podobne sa definuje aj pravdivost BAC, BV C a B < C pri
M ae.)
(R3) Ak je x premennd v £ a B je formula, tak 9 E (Vz)Ble| prave vtedy, ked
pre kazdé individuum m z M plati 9t E Ble(z/m)]. Dalej M E (3z)B]e]
plati prave vtedy, ked pre nejaké individuum m z M plati 9 E Ble(x/m)].

LEMA 7.1. Nech je L jazyk predikdtovej logiky, M je jeho realizdicia a e je ohod-
notenie premennych. Potom pre lubovolni formulu A v L plati bud 9 F Ale], alebo
M E Ale|, avsak nikdy nie sicasne.

DOKAZ. Z definicie Tarského, zo vztahu pre negdciu v (R2) plynie, ze 9t ¥ Ale]
plati prave vtedy, ked neplati M E Ale]. O

Splnitelnost formil

Podobne, ako sme sa vo vyrokovej logike venovali najprv tautolégiam a az po-
tom dokdzatelnym (odvoditelnym) formuldm, budeme sa aj v predikatovej logike
venovat najprv splnitelnym formuldm a az potom formuldm dokazateInym.

DEFINICIA. Formula A je splnend v realizdcii 9, oznacujeme M F A, ak je
pravdiva v 9 pri lubovolnom ohodnoteni e.

LEMA 7.2. Nech je £ jazyk predikatovej logiky, N je jeho realizdcia, A je formula
v £ a x je premennd. Potom M E A plati prdave vtedy, ked M E (Vx)A.

DOKAzZ. Nech plati 9t E A. Chceme ukazat, ze M E (Vx)A, teda ze pre Tubo-
volné ohodnotenie e plati 9 E (Vz)Ale]. Nech je teda ey Tubovolné pevne zvolené
ohodnotenie premennych prvkami z nosica M realizacie 9. Podla definicie plati
M E (Vx)Aleo] prave vtedy, ked pre Tubovolné m € M plati M E Aleg(z/m)].
Avsak eg(x/m) je tiez iba ohodnotenie a kedze M E A, tak aj M E Aleg(x/m)].
Teda M E (Vx)A.

Naopak, nech plati 9 F (Vz)A. Potom pre kazdé ohodnotenie e a pre kazdé
m € M plati M E Ale(x/m)]. Zvolme m,. tak, aby m. = e(z). Potom musi platit
aj M E Ale(z/me)], cize M E Ale]. Teda plati ME A. O

PozNAMKA 1. Plati (9 E A) < (9 E (Vz)A), ale neplati M F (A = (Vz)A).

Ako priklad moze sluzit jazyk £ s jedingm unarnym predikatovym symbolom P,
s interpretdciou 91 a nosicom N = {a,b}. Nech a € Py, ale b ¢ Py. Potom v 0N
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neplati (Vx)P(x) pre Tubovolné ohodnotenie premennych (v skutocnosti formula
(Vx)P(x) nezavisi od ohodnotenia premennych — pozri Tarského definiciu). Avsak
ak je e zvolené tak, Ze e(z) = a, tak M F P(z)[e] a teda N ¥ (P(z) = (Vz)P(x))le],
cize aj MK (P(x) = (Vz)P(z)).

Priklad z predchadzajicej poznamky mozeme sformulovat aj v jazyku pribuzen-
skych vztahov. Majme univerzum pozostavajuce zZ dvoch prvkov, pricom jeden je
Adam a druhy Eva. Potom undrny predikit ZENA splna vlastnosti predikatu P
spomenutého vyssie. Preto v tejto realizacii pre ohodnotenie e, v ktorom e(x) je
Eva, neplat{ ZENA(z) = (Va)ZENA(z). To preto, lebo zatial co ZENA(Eva) je
pravdivy vyrok, tak tvrdenie (Vz)ZENA (z) pravdivé nie je.

PozNAMKA 2. Nech je £ jazyk predikdtovej logiky, 9 je jeho realizdcia a A je
formula v £. Kedze kazdd formulu vieme zostrojit aplikovanim pravidiel (F1) az
(F3) konecne vela krét, tak kazda formula méa len koneéne vela premennych. Nech
su x1,T9, ..., T vietky volné premenné formuly A. Podla Lemy 7.2 (aplikovanej
k-krat) 9 E A plati prave vtedy, ked M = (V1) (Vxs) ... (Vzr)A. To znamena, ze

nam staci zistovat, ¢i su v N splnené uzavreté formuly.

DEFINICIA. Formula A je vSeobecne platna (logicky pravdiva), ak je spl-
nend v Iubovolnej realizacii 9. Skutoc¢nost, ze je A vSeobecne platna, zapisujeme

FA.

Uvahou ukazeme, ze su logicky pravdivé dve Specidlne formuly predikatovej
logiky. Tieto dve formuly v dalSej kapitole prehlasime za axiémy.

LEMA 7.3. Nech si A a B formuly v jazyku prvého radu £. Ak premennd x
nemd volny vyskyt v A, tak plati F (Vz)(A = B) = (A = (Vx)B).

DOKAzZ. Podla vyssie uvedenej definicie F (Vz)(A = B) = (A = (Vx)B) plati
prave vtedy, ked v I'ubovolnej realizacii 9t pre l'ubovolné ohodnotenie premennych
e plati M F ((Vz)(A = B) = (A = (Vz)B))[e]. Majme teda Iubovolnt realiziciu
M jazyka £ a l'ubovolné ohodnotenie e premennych prvkami z nosica M realizdcie
M. N43 ciel je ukdzat, ze plati M F ((Vz)(A = B) = (A = (Vz)B))le].

Ak by platilo I ¥ (Vz)(A = B)[e], alebo M ¥ Ale] tak by formula pri 9t a e
platila. Predpokladajme teda, ze plati M E (Vx)(A = B)le] aj M E Ale]. Potom
pre lubovolny prvok m z nosica realizacie 9 plati M F (A = B)[e(x/m)]. Kedze x
nie je volnd v A (to znamend, ze bud je v A viazand, alebo tam vobec nie je), tak
z platnosti 9T E Ale] plynie platnost 9t E Ale(xz/m)]. AvSsak potom modus ponens
formil M E (A = B)le(z/m)] a M E Ale(z/m)] dava M E Ble(z/m)]. Kedze
m bol Tubovolny prvok z nosica realizacie 9N, tak podla definicie Tarského mame
M E (Vz)Ble]. To znamend, ze plati M F ((Vz)(A = B) = (4 = (Vz)B))lel,
a kedze na 9 ani na e sme nekladli ziadne obmedzujice podmienky, tak plati

F(Vz)(A= B) = (A= (Vz)B). O

P0OzZNAMKA. Ak by x bola volnd v A v predchadzajicej vete, tak tvrdenie nemusf
platit. Uvazujme jazyk predikatovej logiky £ s jedinym undrnym predikatovym
symbolom P, s interpretaciou 91 a nosicom N = {a,b}. Nech a € Py, b ¢ Py a nech
A = B = P(z). Potom plati M F (Vz)(P(z) = P(z)), ale ¥ (Vz)P(z). Preto pre
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ohodnotenie e(z) = a mdme N ¥ ((Vz)(P(z) = P(z)) = (P(z) = (Vz)P(x)))lel,
cize NE (Vo) (P(z) = P(z)) = (P(z) = (Vz)P(x)).

LEMA 7.4. Nech je A formula v jazyku predikdtovej logiky £, x nech je premennd
at je term substituovatelny do A za x. Potom E (Vx)A = A.[t].

DOKAzZ. Opét, aby sme ukézali ze plati E (Vz)A = A, [t], potrebujeme pre kazdi
realizdciu 9 a pre kazdé ohodnotenie e ukdzat, ze plati M F ((Vz)A = A, t])[e].

Nech je teda 99t Iubovolnd interpretacia £ a nech je e 'ubovolné ohodnotenie
premennych prvkami z nosica. Ak 9 ¥ (Vz)Ale], tak plati M E ((Vz)A = A,[t])[e]
a niet ¢o dokazovat. Preto nech 9 E (V) Ale]. To vSak znamenad, ze pre kazdy prvok
m z nosica realizacie 9 plati M F Ale(x/m)]. Nech je mg to individuum, ktoré
realizuje term ¢ v ohodnoteni e, teda mg = t[e]. Potom plati aj 9t F Ale(x/myg)], ¢o
je ME (A[t])[e]. Kedze 9 aj e boli volené Tubovolne, tak E (Vz)A = A, [t]. O

DEFINICIA. Ak je formula A splnend pri vSetkych realizacidch 9 s k-prvkovymi
nosi¢mi, tak A je k-vSeobecne platna.

Pre malé k a jednoduchi formulu A mozeme k-vseobecni platnost dokazat po-
mocou pravdivostnej tabulky.

PrikLAD. Uk&zte, Ze nasledujiica formula A je 2-vSeobecne platnd

A: (F)P) = ((TPly) = P(2) V (y = 2).

Nech su a, b prvky nosica M. Potrebujeme uvazovat vSetky realizacie unarneho
predikatu P. St styri: (), {a}, {b} a {a,b}. Pre kazdu taktto realizdciu potrebujeme
uvazovat obidve mozné ohodnotenia e(y) a obidve mozné ohodnotenia e(z). Takze

pravdivostna tabulka bude mat 16 riadkov. V tejto tabulke oznacme B podformulu
("P(y) = P(2)) V (y = z) a C podformulu 7 P(y) = P(z). Dostdvame:

P e(y) | e(z) | Bx)P(x) |"P(y) | P(z) | C y=z | B A

0 a a 0 1 0 0 1 1 1

0 a b 0 1 0 0 0 0 1

0 b a 0 1 0 0 0 0 1

0 b b 0 1 0 0 1 1 1
{a} a a 1 0 1 1 1 1 1
{a} a b 1 0 0 1 0 1 1
{a} | b | a 1 1 1 1 | o |1 |1
{a} | b | b 1 1 o o |1 1|1
M | a | a 1 1 o | o |1 1|1
o | a | b 1 1 1 1 | o |1 |1
{b} b a 1 0 0 1 0 1 1
o | b | b 1 0 1 1 1 1|1
{a,b} | a a 1 0 1 1 1 1 1
{a,b} | a b 1 0 1 1 0 1 1
{a,b} | b a 1 0 1 1 0 1 1
{a,b}) | b | b 1 0 1 1 1 1|1
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Vsimnime si, ze sme v predchadzajicej tabulke neuvazovali ohodnotenie e(z) pre
x. To preto, lebo pravdivost podformuly (3z)P(x) nezavisi od e(x), pozri definiciu
Tarského.

Podobne ako vo vyrokovej logike definujeme splnitelnost a logicky dosledok.
DEFINiCIA. Formula A je splnitePna v realizacii 9 jazyka £, ak existuje ohod-

notenie e premennych také, ze M F Ale]. Ak v kazdej realizécii, v ktorej je splnend
B, je splnend aj A, tak A je logicky dosledok B, ¢o zapisujeme B F A.

Cvicenia

CVICENIE 7.1. Zapiste pomocou jazyka predikatovej logiky nasledujice tvrde-
nia. PopiSte univerzum a realizaciu predikatov.

5
~—

Kazdy ucitel ma aspon jedného ziaka.

Kazdy rektor ma aspon dvoch dekanov.
Neexistuje ¢lovek, ktory by sa pacil kazdému.
Nikto ma nem4d rad.

Janko nemé braceka.

Postupnost {a;}$°, mé limitu a.

Funkcia f ma periédu p.

Funkcia f je spojitd v bode xg.

Funkcia f ma v bode a globdlne maximum.
Funkcia f ma v bode a lokalne minimum.
Neexistuje mnozina, ktord obsahuje samu seba.
Neexistuje najvécsie prvoéislo. (Teda od kazdého prvocisla exisuje vicsie.)

o

coErseeoT

—e .
— X —

CVICEN}E 7.2. 'V jazyku pribuzenskych vztahov, ktory obsahuje iba undrne
predikaty ZENA, MUZ a binarne predikaty RODIC, MANZEL zapiste:

a) Maria je Andrejova stard mama. b) Danka a Janka s sestry.
c) Pavol a Jozef si bratranci. d) Eva md dve deti.
e) Stefan je Evickin svokor. f) Karol a Adam su $vagrovia.

CVICENIE 7.3. V jazyku elementarnej aritmetiky, ktory je jazykom s rovnostou
a ma funkéné symboly 0, S, 4+ a - zapiste:

a) x je Stvorec. b) 1y je o 3 vacsie ako x.
c) x je prvocislo. d) Jediné parne prvocislo je 2.
e) 1 je vacsie ako 0. f) Ak je x parne, tak = + 1 je neparne.

CVICENIE 7.4. S((x+5(0))-(y-S(0))) je term v jazyku elementarnej aritmetiky.
Opiste jeho konstrukciu.

CVICENIE 7.5. Uvazujme bindrny predikat P(x,y). Pomocou tabulky s riad-
kami zodpovedajicimi hodnote prvého argumentu x a stipcami zodpovedajucimi
hodnote druhého argumentu y sa pokuste zapisat nasledujice formuly. Ktoré z nich
su ekvivalentné?
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a)  (Va)(Jy) " P(z,y) b)  (Fz)(Vy) P(z,y) c) 7 ((v2)(Ey)P(z,y))
d)  (3y)(vVz) Pz, y) e) (Vy)(3z) ' P(x,y) f) 7 ((F)(¥y)P(z,y))

CVICENIE 7.6. Pomocou pravdivostnych tabuliek ukazte, ze nasledujuca for-
mula v jazyku predikatovej logiky s rovnostou je 2-vSeobecne platna, ale nie je
3-vSeobecne platna:

((z =y) A (Fz)P(2)) = (P(2) V P(y))

(Potrebujete uvazovat vsetky mozné ohodnotenia e volnych premennych a vsetky
mozné interpretdcie unarneho predikétu P.)

CVICENIE 7.7. Zostrojte formulu, ktora je k-vSeobecne platn, ale nie je (k+1)-
vSeobecne platna.

CVICENIE 7.8. Zostrojte formulu v jazyku predikatovej logiky bez rovnosti,
ktora je 2-vSeobecne platné, ale nie je 3-vSeobecne platna.

CVIGENIE 7.9. Uvahou ukazte, ze nasledujice formuly su logicky pravdivé.
a) A= (dx)A b) (Vz)A= (3x)A
¢) (3z)(A=B) = ((Vz)A=(3z)B
d) ((Vz)A=(3z)B) = (3z)(A=B)

~—

CVICENIE 7.10. Uvahou ukdzte, Zze ak z nie je volna v B, tak nasledujuce for-
muly su logicky pravdivé.
a) (Vz)(A=B) < ((3z)A = B) b) (3z)(A=B) < ((Vz)A = B)
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8 Predikatova logika, dokazovanie

V tejto kapitole si ukédzeme odvodzovanie (dokazovanie) formil predikatovej
logiky z axiém pomocou odvodzovacich pravidiel a opiSeme si vyhodnocovanie
formul logiky prvého rdadu pomocou sémantickych stromov.

Formalny systém predikatovej logiky

Tak ako vo vyrokovej logike, formdlny systém predikatovej logiky tvori jazyk
predikatovej logiky, axiomy predikatovej logiky a odvodzovacie pravidla. Jazyk sme
opisali v predchadzajuicej kapitole, teraz zavedieme axiémy a odvodzovacie pravidla.

DEFINICIA. Nech je £ jazyk predikétovej logiky. Za axiémy predikatovej logiky
povazujeme:
Axiomy vyrokovej logiky:

Al: A= (B=A),

A2: (A=(B=C)) = ((A=B) = (A=0)),

A3: ("A="B)= (("A=B) = A),
kde A, B a C sa lubovoIné formuly jazyka £.
Schému Specifikacie, ktora pre l'ubovolni formulu A, premennt = a term t sub-
stituovatelny do A za x, ma tvar

ASS: (Vz)A = A,[t].

Schému kvantifikacie implikacie, ktora pre formuly A, B a premennu z, ktora
nie je volna v A, ma tvar

ASKI: (Vz)(A = B) = (A= (Vz)B).

DEFINiCIA. Odvodzovacimi pravidlami predikatovej logiky su:
Modus ponens:

MP: z formil A a A = B odvod formulu B.
Pravidlo zovSeobecnenia:

PZ: pre Tubovolnu premenni x odvod z formuly A formulu (Vz)A.

Formulu (3z)A povazujeme len za skrateny zdpis formuly 7 ((Vz) 7 A) a spojky
A, V a < prepisujeme tak isto ako vo formalnom systéme vyrokovej logiky.

DEFINICIA. Symbolom + A zna¢ime, ze A mozno odvodit (dokézat) z axiém
predikatovej logiky pomocou MP a PZ.
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Kedze vo formalnom systéme predikatovej logiky st obsiahnuté vsetky axiémy
vyrokovej logiky a aj pravidlo modus ponens, tak vSetky pravdivé formuly vyrokovej
logiky mozno dokézat aj v predikatovej logike.

DEFINICIA. Ked hovorime o jazyku predikdtovej logiky s rovnostou, tak priji-
mame eSte nasledujice axiémy:
El: (Vz)(z = z).
E2: Pre kazdy n-drny funkény symbol f plati (Vz1)...(Vx,)(Vy1) ... (Yyn)
([((i=y) A A (@n=yn)] = [f@1, o zn) = f(Y1,-- o ya)])-
E3: Pre kazdy n-arny predikétovy symbol p plati (Vzy1)...(Vx,)(Vy1) ... (Yyn)
([(mlzyl) Ao AN (Tp=yn)] = [p(x1, ... 20) < p(Y1, .- -, yn)])

Vsimnime si, ze (E2) a (E3) nie st formuly a teda to nie si axiémy. Ide vlastne
o schémy axiém, z ktorych vznikni axiémy ak zvolime za f (alebo p) konkrétnu
funkciu (predikat).

VETA 8.1 (o korektnosti). Nech je £ jazyk predikdtovej logiky a nech je A
formula v £. Ak je A dokdzatelnd vo formalom systéme predikdtovej logiky, tak je
logicky pravdivd (véeobecne platnd).

DOKAZ. Axiémy Al az A3 su tautolégie vyrokovej logiky a st splnené v Tubovol-
nej realizacii 9 jazyka £ pri l'ubovolnom ohodnoteni premennych. Preto si Al, A2
a A3 logicky pravdivé a podla Liem 7.4 a 7.3 su logicky pravdivé aj zvysné dve
axiéomy.

Podla Tarského definicie pravdivosti implikacie je modus ponens korektné pra-
vidlo a podla Lemy 7.2 je korektné aj pravidlo zovSeobecnenia. To znamend, Ze
vSetky formuly, ktoré tvoria dokaz A, s logicky pravdivé, a preto je logicky pravdiva
aj posledna z nich, ¢ize A. [

Veta 8.1 tvrdi, ze ak - A, tak E A. Plati vSak aj opac¢né tvrdenie: ak F A, tak
- A, ako dokazal Godel v tridsiatych rokoch dvadsiateho storocia. Veta 8.4 nizsie
je zovseobecnenim tohoto vysledku.

Odvodzovanie formil predikatovej logiky

Teraz si ukazeme niekolko prikladov na dokazy formul predikatovej logiky.

LEMA 8.2 (pravidlo zavedenia V). Nech si A a B formuly predikdtovej logiky.
Ak plati = A = B a x nemd volny vyskyt v A, tak plati = A = (Vz)B.

DOKAZ.
1. FA=1B predpoklad
2: +(Vx)(A= B) PZ(1)
3: F(Vz)(A= B) = (A= (Vz)B) ASKI
4: + (A= (Vx)B) MP(2,3) O
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LEMA 8.3. Pre lubovolni formulu A a term t substituovatelny do A za x plati
ALt = (3x)A.

DOKAZ.
1o F (V) TA = T AL[t] ASS
2. F7(Vo) "TA= (Vo) A Lema 2.6
30 F71(Ve) TA = T ALt Syl(2,1)
3 F7(3x)A = ALt definicia (3x)B
4: F("(3x)A = TAL) = (ALt] = (Fx)A) VOOI
5: F ALt = (Fz)A MP(3',4) O

Dokazovanie formul predikatovej logiky nemusi byt vzdy tak trividlne ako doka-
zovanie formul vo vyrokovej logike. Vo vyrokovej logike sme totiz s vyhodou vyu-
zivali vetu o dedukcii, ktori nemozno mechanicky zovSeobecnit na predikatovi
logiku.

Hoci plati A F (Vz)A (pravidlo zovSeobecnenia), tak neplati - A = (Vx)A.
Totiz ak by bola posledna formula dokazatelna, tak podla Vety 8.1 o korektnosti
by platilo F A = (Vx)A, ¢ize A = (Vz)A by bola splnena v kazdej realizacii jazyka
predikatovej logiky, ¢o je v spore s realizaciou, ktorti sme zostrojili v Poznamke 1
za Lemou 7.2.

Ak je vSak A uzavretd formula, tak potom je mozné dokazat, ze T'U {A} + B
plati prave vtedy, ked plati T'— A = B.

Godelova veta o uplnosti

V dalsom sformulujeme zakladni vetu predikatovej logiky, Godelovu vetu o tpl-
nosti. K tomu potrebujeme definovat este niekol’ko pojmov.

DEFINiCIA. Lubovolne zvoleni mnozinu 7' formil jazyka £ nazyvame tedria
(teéria prvého radu) v jazyku £. Formuly z T nazyvame Specidlne (vlastné)
axiomy teérie T

Realizaciu 9 jazyka £ nazyvame modelom tedrie T prave vtedy, ked su v nej
splnené vsetky axiomy tedrie T, teda ked pre kazdé A z T plati M F A. Ak je
formula B splnend v kazdom modeli teérie T, tak B je sémanticky dosledok
tedrie T', ¢o zapisujeme T F B.

Ak existuje dokaz formuly A vyuzivajici axiomy teérie T ako predpoklady, tak
A je dokazatelna v T, ¢o zapisujeme T F A.

PRIKLAD. Ak by sme chceli dokazovat tvrdenia v jazyku elementarnej arit-
metiky, tak by sme dokazovali formuly A, pre ktoré T+ A, kde T obsahuje
Specidlne axiémy elementarnej aritmetiky. Teda 7' by zrejme obsahovala formulu
(Vx)(Vy) (x+y=y+=z) (komutativny zakon pre s¢itanie), dalej by obsahovala formulu
(Vz)(Vy)(V2)[z - (x +y)] = (z - x) + (2 - y) (distributivny zékon) a podobne.

DEFINfciA. Tedria, v ktorej je dokdzatelna kazd4 formula jazyka tejto tedrie sa
nazyva spornd. Ak tedria nie je spornd, tak je bezosporna (konzistentnd).
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Nech je T tedria v jazyku £ predikatovej logiky a nech je A formula v £. Potom
ak T'+ A, tak T F A (ide o jednoduché zovseobecnenie Vety 8.1 o korektnosti).
Teraz ak je tedria T sporna, tak pre lubovolnu formulu B v jazyku £ plati T+ B
aj T'H 'B,apreto T E B ajTFE 'B. To znamend, ze v kazdej realizacii 91 tedrie
T je splnend aj formula B aj ' B, a preto podla Lemy 7.1 teéria T" neméa model.
Zaujimavou je opacnd implikacia: Ak tedria T nie je spornd, tak ma model.

VETA 8.4 (Godelova veta o uplnosti). V jazyku predikdtovej logiky je tedria
bezospornd prave vtedy, ked md model.

Dokaz tohoto tvrdenia je daleko nad rdamec nasho vykladu. Podobne bez dokazu
uvadzame aj nasledujici dosledok:

DOSLEDOK. Nech je T bezospornd tedria a nech je A uzavretd formula v jazyku
predikdtovej logiky. Potom T E A plati prdave vtedy, ked plati T + A.

Zaverom tejto podkapitoly poznamenajme, ze predikatova logika (logika prvého
radu) obsahuje len premenné pre individud, ale uz nie pre skupiny individui, a preto
takéto skupiny nemozno v jazyku prvého radu ani kvantifikovat. Ak vsak rozsirime
jazyk prvého rddu o premenné pre skupiny individui, dostaneme jazyk logiky dru-
hého radu. Jazyk logiky tretiecho rddu uz obsahuje premenné pre skupiny skupin
individui a podobne.

PRIKLAD. V jazyku elementdrnej aritmetiky nie sme schopni sformulovat tvr-
denie: Kazda konetnad podmnozina mnoziny prirodzenych ¢isel je ohranicena. To
preto, lebo neméame premenné pre skupiny prirodzenych cisel.

Sémantické stromy

Metédu sémantickych stromov pre vyrokovu logiku rozsirime na predikatovi
logiku. K pravidlam z Kapitoly 4 (pozri Obrazky 1, 3 a 4) priddme pravidld pre
kvantifikatory. Pripomenme, ze ak univerzum M obsahuje prvky z1,xo,...,2p, ...,
tak

(Vx)P(z) je iba skrdteny zapis P(x1) A P(z2) A...ANP(xy) A ...
(3x)P(x) je skrateny zapis P(z1)V P(xa) V-V P(zy) V....

Z toho plynu pravidla zobrazené na Obrazku 27. Na pravej strane su tieto
pravidld zjednodusené, aby sme nemali zbyto¢ne pridlhy strom (v pripade vseo-
becného kvantifikatora), respektive vela paralelnych vetiev (v pripade existen¢ného
kvantifikdtora). Tu pod ¢ myslime Tubovolny prvok (hodnotu termu) z univerza
M, zatial ¢o ¢ je doposial nepouzity nuldrny funkény symbol (konstanta), ¢ize je-
den konkrétny prvok z univerza M. Ak sa vSeobecny (existen¢ny) kvantifikator
vyskytne v danej vetve opakovane, pouzivame symboly ¢, t”, t*, ... (respektive ¢/,

et o).
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(Vz)P(x) nahrad (Vm)lP(x) zjednodusene (Vx)l (z)
P(x1) P(t)
P(2)
P(ea)

|
(Fx)P(x) nahrad (Jx)P(x) zjednodusene (Fx)P(x)

/\

|

Obrazok 27

Pri uzavierani vetiev treba davat pozor na to, ktoré tvrdenia si v spore. Napri-
klad P(c) a TP(c’) v spore nie su (c a ¢ moézu byt rézne individud z univerza),
zatial ¢o P(c) a ' P(t) v spore su, pretoze t je l'ubovolna hodnota z univerza M,
teda aj c. Ak v8ak uvazujeme o dvojprvkovom nosici, teda ak zistujeme ¢i je formula
2-vSeobecne platnd, tak je v spore aj péatica P(c), T P(c'), TP(c*), Q(c'), TQ(c*).

Tak ako v Kapitole 4, ak formulu v sémantickom strome nerozvijame okamzite,
tak ju ocislujeme a neskorsi rozvoj podla tejto formuly oznacime jej ¢islom. Pre
tautologie, kontradikcie a splnitelné formuly budeme vyuzivat tvrdenia z Kapitoly 4.

PRIKLAD. Pomocou sémantického stromu ukézte, ze je formula A logicky prav-
diva

A ((Vx) (P(z) = Q(x))) = ((Vw)P(x) = (Vx)Q(x)) .

Podla Vety 4.3 (2) staci ukdzat, ze su vSetky vetvy sémantického stromu pre ' A
uzavreté.

Sémanticky strom pre ' A je na Obrazku 28. V lavej vetve mame P(t') a 7 P(t),
pricom ¢ a t’ st lubovolné prvky z univerza, ¢o je zjavne v spore. Preto je lava
vetva uzavretd. V pravej vetve mame "'Q(c) a Q(t), pricom t je Iubovolny prvok
z univerza, teda aj ¢, ¢o je opat v spore. Preto je uzavretd aj prava vetva. Kedze st
vSetky vetvy sémantického stromu pre ' A uzavreté, formula A je logicky pravdiva.
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Obrézok 28

PRIKLAD. Pomocou sémantického stromu ukazte, ze formula A nie je logicky
pravdiva

A: ((Vz)B = (V2)C) = (Vz)(B = O).

Opét pouzijeme Vetu 4.3 (2), ¢ize zistime, ¢i si vSetky vetvy sémantického
stromu pre ' A uzavreté. Tak ako v predchdadzajicej kapitole, vyrazom D, [a] ozna-
¢ujeme, ze premennd x nadobida vo formule D hodnotu a.

Sémanticky strom pre " A je na Obrazku 29. V pravej vetve méame " Cy[c] a C,[t],
pricom t je Iubovolny prvok z univerza, teda aj c, ¢o spor. Preto je prava vetva
uzavretd. Avsak v lavej vetve mame iba B,[c] a 7 B.[c']. Ak ¢ # ¢/, tak tu spor
nemame, preto je lava vetva otvorena. Znamena to, ze A nie je logicky pravdiva.
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T[((Vz)B = (Vz)C) = (Vz)(B = C)]
|
(1) (Vz)B = (V)C
T((Vz)(B = O))

(3z) (B = C)

Obrézok 29

Vsimnime si, ze ak by malo univerzum M iba jedno individuum, bola by uzavreta
aj lava vetva sémantického stromu na Obrézku 29. Znamena to, ze A je 1-vSeobecne
platna, hoci nie je vSeobecne platna.

Dualne sémantické stromy

Podobne moézeme rozsirit dudlne sémantické stromy vyrokovej logiky na dudlne
sémantické stromy predikatovej logiky. K pravidlam z Kapitoly 4, pozri Obrazok 8,
pridame pravidla pre kvantifikatory, pozri Obrazok 30. Tu pod t myslime Iubovolny
prvok z univerza, zatial ¢o ¢ je doposial nepouzity symbol pre konstantu. VSimnime
si rozdiel medzi pravidlami pre sémantické stromy (Obrézok 27) a dudlne sémantické
stromy (Obrazok 30).
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|
(Va)P(x) nahrad (Vx)P(x) zjednodusene (Vx)P(z)

|
(Fz)P(x) nahrad (Jz)P(x) zjednodusene (3x)P(x)

Obrézok 30

PRIKLAD. Pomocou dudlneho sémantického stromu ukézte, ze je formula A lo-
gicky pravdiva

A: ((Vo)P(z) vV (Vo)Q(z)) = (Vo) (P(z) vV Q(z)) .

Podla Vety 4.5 (2) staci ukdzat, ze si vSetky vetvy dudlneho sémantického
stromu pre A uzavreté.

Duélny sémanticky strom pre A je na Obrazku 31. V Tlavej vetve mame P(c)
a 1 P(t), pricom t je TubovoIny prvok z univerza, teda aj ¢, ¢o spor. Preto je lava
vetva uzavreta. V pravej vetve mame P(c) a ' P(t), takze je uzavretd aj tato vetva.
Kedze su vsetky vetvy dudlneho sémantického stromu pre A uzavreté, formula A
je logicky pravdiva.

Nasledujuci priklad ukazuje, ze ked konstruujeme sémantické stromy pre for-

muly predikatovej logiky, musime byt ovela opatrnejsi, ako pri formulach vyrokovej
logiky.
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Obrézok 31

PRIKLAD. Pomocou dudlneho sémantického stromu zistite, ¢i je formula A lo-
gicky pravdiva

A: (Vz)(BVC) = ((Vz)BV (Vz)C).

Opét budeme zistovat, ¢i si vsetky vetvy dualneho sémantického stromu pre A
uzavreté.

Duélny sémanticky strom pre A je na Obrazku 32. V Tavej vetve mame B[]
a ' B.[t], pricom t je Tubovolny prvok z univerza. Teda ked ¢ = ¢, dostavame spor
a lava vetva je uzavretd. Naopak, v pravej vetve mame C,[c] a 7 C,[t], pricom ¢t
je fubovoIny prvok z univerza. Tu opat dostdvame spor, ale iba ked ¢ = t. Kedze
uz mame ¢’ = t, dostali sme ¢ = ¢. Teda obidve vetvy st uzavreté iba ked ¢’ = ¢
(=t), ¢o nemusi nutne platit. Co sa deje v ostatnych pripadoch?

Pozrime sa na to lepsie a vratme sa k Obrdzku 30. Namiesto (B,[t] V C,.[t])
by sme mali pisat stipéek 1(B,[d] V Cylc]), (Ba|¢] V Cylc]), ... pre vietky prvky
z univerza M. Teraz ked rozvinieme (B,[c] V C,[c]), dostaneme dve vetvy, pricom
prava vetva bude uzavretd kvoli dvojici Cy[c] a 7 Cy[c], no v lavej spor zatial nie je.
Preto ju rozvinieme podla (B, [c'| VC.[c']). Tu bude uzavretd pre zmenu Fava vetva
kvoli dvojici B;[c'] a 7 B[], ale nie pravd. Takze tito vetvu, v ktorej zatial mame
Cylc], B:[c'], 7 Byc] a 7 C,['], potrebujeme dalej rozvijat. Lenze pri dalsom rozvoji
formuly (B.[t] V C.[t]) podla ostatnych prvkov univerza uz spor nedostaneme,
iba nové a nové vetvy. Preto je vetva, v ktorej zatial mdme C,[c], B[], 7 Bz|c]
a 'C,[c], otvorena. To znamend, ze formula A nie je logicky pravdiva.
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(Vz)(BV C) = ((Vz)B V (Vz)C)

|
(1) T((Va)(BVO))
(Vx)B V (Vz)C

Obrézok 32

Cvicenia

CVICENIE 8.1. Pomocou sémantickych stromov ukazte, ze st nasledujice for-
muly logicky pravdivé.
a) (Vz)P(x) = (Jy)P(y) b) (Vx)A = (3zx)A
c) ((Vz)A) & ((Fz) T A) d) ((Bz)A) & ((vz) " A)

CVICENIE 8.2. Pomocou dudlnych sémantickych stromov ukézte, ze su nasle-
dujtce formuly logicky pravdlve
a) ((Vo)P(z) V (V2)Q(x)) = (Vx)(P(z) vV Q())
b) (3z)(P(2) A Q(z)) = ((ﬂw)P(ﬂf) (32)Q(x))

CVICENIE 8.3. Pomocou (dudlnych) sémantickych stromov ukazte, Ze su nasle-
dujice formuly logicky pravdivé.
a) (¥z)(P < )A Q( ) < ((v > (2) A (v2)Q(x))
(32)(P(z) vV Q(2)) & () P(z) v (32)Q())
(Fx)(AA B) ((Bz)A A Elx B)
d) (V) A = B) = ((Vz)A Vz)B)
(3 = ((vVz) A:> Elx )B)

ll
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f) ((Vz)A=(3z)B) = ((3z)(A=B))

CVICENIE 8.4. Pomocou (dudlnych) sémantickych stromov zistite, ¢ st nasle-
dujice formuly logicky pravdivé.
2) (va)(P(a) v Q) = () (P(x) A Q(x)
b) ((Va)P(x) = (32)Q(x)) = (va) (P(z) = Q(x))
c) (Vz)(AANB)= (3z)(AV 'B)
d) (3z)(AAB) = ((3z)A = (3z)B)

CVICENIE 8.5. Pomocou (dudlnych) sémantickych stromov ukazte, ze ak z nie
je volnd v B, tak st nasledujice formuly logicky pravdivé. (Kedze x nie je volna
v B, tak pre tiuto podformulu postupujeme ako v Kapitole 4.)

a) ((Vx)(A:>B)) & (((EIx)A):>B) b) ((EIx)(A:>B)) & (((Vx)A):>B)

CVICENIE 8.6. Zostrojte dudlny sémanticky strom pre formulu

A+ (Q(2) A7Q) A Gr)P(x)) = (P(2) v Py).

Viete z neho usudit, ze A je 2-vSeobecne platnd, ale nie 3-vSeobecne platnd?
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9 Sekventovy kalkulus

V Kapitolach 2 a 8 sme zostrojovali pravdivé formuly syntakticky, z axiém po-
mocou odvodzovacich pravidiel. Vo vyrokovej logike sme pouzivali axiomy A1, A2
a A3 a odvodzovacie pravidlo modus ponens. V predikatovej logike sme k tymto
trom axiémam pridali eSte schému Specifikdcie a schému kvantifikdacie implikacie
a k odvodzovaciemu pravidlu modus ponens sme pridali pravidlo zovSeobecnenia.
V tejto kapitole budeme zostrojovat pravdivé formuly pomocou sekventov. Tento
syntakticky postup sa nazyva Gentzenovsky kalkulus, alebo tiez sekventovy kalku-
lus, zatial ¢o postup z Kapitol 2 a 8 sa nazyva Hilbertovsky kalkulus. Gentzenovsky
kalkulus je na prvy pohlad komplikovanejsi a menej intuitivny ako Hilbertovsky
kalkulus, je vSak ovela vhodnejsi na odvodzovanie formul mechanicky, pomocou
pocitaca.

Sekventy
Najprv zavedieme pojem sekventu a objasnime si jeho vyznam (sémantiku).

DEFINfCIA. Sekvent je konecéné postupnost zlozend z formiil a symbolu . For-
muly pred symbolom F nazyvame antecedent (predpoklady) a formuly za sym-
bolom F nazyvame succedent (doésledky).

Teraz si objasnime vyznam sekventu, preto v zostavajicej casti tejto podkapitoly
nahradime symbol - symbolom F.
Vyznam sekventu

Al,AQ,...,Ak':B17B27...,Bl (]—)

je, ze ak platia vsetky formuly Aj, Ao, ..., Ag (Cize ak platia vsetky predpoklady),
tak plati aspon jedna formula z By, Bs, ..., B; (teda plati aspon jeden doésledok).
Sekventy su teda rozSirenim vztahov Ay, As,...,Ar F B s jedinym dosledkom,
ktoré nazyvame vztahy prirodzene;j dedukcie.

V silade s touto interpretaciou, vyznam sekventu F B je ,formula B je pravdiva“.
Naopak, Ay, As, ..., Ay F mé vyznam ,nemozu platit sicasne vsetky predpoklady*.
Sekvent bez predpokladov a dosledkov ,,=* sa definuje ako nepravdivy.

Interpretacia sekventu (1) je trochu zvlastna, umoznuje vsak dualitu medzi pred-
pokladmi a dosledkami. Vsimnime si, ze sekvent (1) je ekvivalentny sekventu

AiNAs AN ... NALEBVByV---V By,

ktory tvrdi, ze ak plati A1 AAsA...AAg, tak plati B;V By V- - -V By. Ina¢ povedané,
plati
FALNA2 N ... NA) = (B1VByV---V By,
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¢o je ekvivalentné s
ETVAV Ay V-V A,V BV By V-V B (2)
V reci sekventov je (2) ekvivalentné so sekventom
FA), TAy, .., T A, By, Bo, ..., By. (3)

Kedze A1V TAs V-V TA VBV By V-V By je podla (2) vzdy pravdiva
formula (tautolégia), tak jej negicia je kontradikciou. To znamend, ze sekvent (2)
je ekvivalentny so sekventom

AV AV VTIALV BV By V-V B E.
Pouzitim de Morganovych pravidiel na predpoklad dostavame
AT NAsN ... NALN"By AN "By A... AN B E,
¢o v reci sekventov znamena
Ay, Ay A, "By, "By, ..., "B E. (4)

Znamena to, ze sekvent (1) je ekvivalentny so sekventammi (3) a (4), pricom
sekventy (3) a (4) ukazujui dualitu medzi predpokladmi a désledkami.

V dalsom budeme uvazovat Gentzenovsku vyrokovi logiku. Gentzenovsku pre-
dikatovu logiku si opiSeme neskor.

Odvodzovacie pravidla Gentzenovskej vyrokovej logiky

Na rozdiel od Hilbertovského kalkulu, Gentzenovsky kalkulus mé iba jednu jedinu
axiomu, mé vSak vela odvodzovacich pravidiel. Aby sme odlisili tieto dva kalkuly,
v sekventovom kalkule budeme jednotlivé kroky odvodenia oddelovat horizontédlnou
¢iarou. Potom axiéma je odvodzovacie pravidlo, ktoré ma nad horizontalnou ¢iarou
prazdny vyraz. Takymto sposobom mozeme axiému povazovat za Specidlne odvo-
dzovacie pravidlo, ktoré tvrdi: ,Z nicoho odvod axiému“.

Nech su I'; A, ¥ a II koneéné (hoci prazdne) postupnosti formil a nech su A
a B formuly. Potom sekventovy kalkulus ma tieto pravidla:

Axiéma Pravidlo Cut

T-AA S AFT

(1) (Cut)
AF A [YEA
Lavé logické pravidla Pravé logické pravidla
LAFA 'EAA
(ALq) (VRq)
INAANBEFA '-AvV B, A
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T,BFA '+ B,A
(ALs) (VR3)
T,AANBFA T'-AVB,A
IAFA X, BFI I'-AA YFBI
(VL) (AR)
IS, AvBFAT IS+ AAB,A,
I'-A,A X,BFII T A+ B,A
(=L) (=R)
IS, A= BF A I'A= BA
THAA T,AFA
— (L) — ("R)
T,7AFA TH74,A

Lavé strukturdlne pravidla

Pravé strukturdlne pravidla

TFA TFA
— (WL) — (WR)
T,AFA T A A
TLAAFA THAAA R)
T,AFA T A A
I A, B,XFA T'FA A BT
(PR)
I,B,A,YFA T'FA,B, AT

Pravidiel je vela, preto si ich objasnime.

Strukturdlne pravidld obsahuji pravidlad oslabenia (WL) a (WR). Je zrejmé,
ze ak plati I' H A, tak ako predpoklady, tak aj dosledky mozno zoslabit pridanim
dalsej formuly. Zvysné dve dvojice pravidiel, pravidld kontrakcie (CL) a (CR) a per-
mutacéné pravidla (PL) a (PR) vlastne tvrdia, Ze na poradi a ndsobnosti formil
v predpokladoch, respektive dosledkoch, nezalezi. Takze sekventy by sa dali defi-
novat pomocou mnozin namiesto postupnosti, avSak pre algoritmizaciu je pojem
postupnosti vyhodnejsi.

Axiéma identity (I) je trividlna, vSimnime si vSak pravidlo (Cut). Najprv, sekvent
3, A 1T je ekvivalentny so sekventom X = 7 A, I1. Keby platilo I' = A alebo X + 11,
tak potom aj I', ¥ = A, IT (pouzijeme pravidla oslabenia). Predpokladajme preto, ze
I'¥ A aX Il Potom vSak nutne I' - A a X F 7 A, ¢o znamena, ze I', ¥ je sporna,
a preto I', ¥ F A,IT (bez ohfadu na to, ¢i si A a II prizdne, alebo neprézdne).
Vsimnime si, ze v najjednoduchsej forme: z B+ A a A+ C odvod B  C, sa
pravidlo (Cut) podobé na pravidlo sylogizmu.

Prejdime teraz k logickym pravidlam. Pravidla ("L) a (TR) sme vysvetlili uz
v predchddzajicej podkapitole. Pravidlo (=R) je castou vety o dedukcii a os-
tatné logické pravidla su dvoch typov. Tie, ktoré majui konjunkciu v predpokladoch
(AL1) a (ALg) a tie, ktoré maju disjunkciu v dosledkoch (VR4) a (VRg) s vlastne
zoslabenia. Zvysné pravidld (VL) a (AR) majd disjunkciu v predpokladoch alebo
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konjunkciu v doésledkoch a tieto pravidla dostaneme z dvojic sekventov. Podobny
tvar ma aj pravidlo (=L), pretoze A = B mozno chapat ako 'AV B.

Na zaver si vSimnime, ze formuly, s ktorymi sa v pravidlach ,cosi deje®, su vzdy
zapisané hned pri symbole . Vynimkou si permutaéné pravidld (PL) a (PR).

Odvodenia vyrokovych formiil

V tejto casti si ukdzeme, ako sa daju odvodzovat formuly pomocou sekventov.
Jednotlivé kroky budeme oddelovat horizontdlnymi c¢iarami, pricom napravo od
¢iary napiSeme, ktorym pravidlom sme nasledujicu formulu odvodili. Odvodenie
budeme zapisovat Standardne zhora nadol, no formuly sa odvodzuji naopak, ¢ize
zdola nahor. Teda ako prvu si kamsi dolu napiSeme formulu, ktort chceme odvodit.
Potom tuto formulu zjednodusujeme postupujic nahor, az prideme k axiéme. Preto
je vhodné pamatat si odvodzovacie pravidla zdola nahor a nie naopak. Budeme
dodrziavat poradie sekventov uvedené v pravidlach (VL), (AR), (==L) a (Cut).

Zactneme s jednoduchymi formulami, ktoré obsahuju iba negacie a implikacie.

LEMA 9.1. Plati - 774 = A.

DOKAZ.

— (I

AF A (1)

— ("R)

FTAA

— (')

TTARA
—  (=R)
F177A= A O

LEMA 9.2. Plati A, A = Bt B, ¢iZe pravidlo modus ponens.

DOKAZ.

55" aral
(=1)

A A= BF B O

Prave odvodené pravidlo modus ponens by sme mohli v dalSom vyuzivat. Lenze
tym by sme skratili dokaz iba o jeden jediny riadok, preto toto pravidlo vyuzivat
nebudeme. Nebudeme vlastne vyuzivat ziadne pravidlo, ¢i lemu, okrem tych, ktoré
sme opisali v predchéadzajicej podkapitole.

V dokaze Lemy 9.2 si vS§imnime, ako sme rozlozili implikaciu z predpokladov.
Tento rozklad sme spravili tak, aby sme dostali napravo aj nalavo dokazatelné
formuly. Teda z A, A = B F B sme nezostrojili predchadzajice sekventy A, B
al A, B,ani A,BF B at A, lebo v prvom pripade ziaden z nich nie je pravdivy
a v druhom sice Tavy pravdivy je, ale pravy nie je. Tito ¢rtu si ukdzeme aj na
nasledujucom priklade. Aby sa dal dokaz lepsie sledovat, formuly, na ktoré sme
aplikovali pravidlo (=L), sme podéiarkli. Z pohodlnosti, pod (PL) respektive (PR)
budeme rozumiet 'ubovolni permutaciu predpokladov, respektive dosledkov.
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LEMA 9.3. Plati A2, ¢ize (A= (B=C)) = ((A=B) = (A=C)).

DOKAZ.

(D) (D)
B+-B crHC
@ (D) (=L)
AFA AR A B,B=C*t+C
— (WR
AFC,A A, B,A= (B=C)rC
———— (=R) ——
HFA=C, A PR A= (B=C),B,AFC
A A=C A= (B=C),BF A=C
A= (B=C),A=B+ A=C, A=C
A= (B=C),A=BtF A=C
A= (B=C)F (A=B) = (A=0C) (=R)
=
(A= (B=C)) = (A=B) = (A=C)) O

(=L)

(PL)

(=R)
(=L)
(CR)

Ako by vyzeralo odvodenie A2, keby sme dosledne rozkladali formulu a v tretom
kroku odspodu by sme zostrojili sekvent A = (B=C), A=B, A+ C?

Teraz si ukdzeme odvodenia s vyuzitim pravidiel pre konjunkciu a disjunkciu.
Kvoli jednoduchosti, namiesto (AL;1) a (AL3) budeme pisat iba (AL) a namiesto
(VR1) a (VR2) budeme pisat (VR).

LEMA 9.4. Plati zdkon vylicenia tretieho, ¢iZe + AV VA.

DOKAZ.

(D)
("R)

AF A
A A
FAVIAA
FAAVTA
FAVIAAVTA
(CR)
FAVTA [

Pozrime sa lepSie na pravidla (AL) a (VR). Tieto pravidld vlastne tvrdia, ze
zI'yA,BF AsaddodvoditI'y) AAB+ AazI'+ A, B, AsadédodvoditT' - AVB, A.

Tuto vlastnost pekne vidno v predchadzajicom dokaze zakona vylucenia tretieho.

VETA 9.5. Nech si Ay, As, ..., A, a B formuly. Potom Ay, As, ..., A, b B plati
prave vtedy, ked plati Ay NAs N...NA, F B.

DOKAZ. Mame dokdzat ekvivalenciu dvoch sekventov. Najprv predpokladajme,
ze plati Ay, Ao, ..., A, F B. Dokazeme, ze potom A1 AAs A...ANA, - B. Aby sme
zachovali Struktiuru dokazu a vyhli sa pracnemu opakovaniu formul, budeme robit
naraz trojice krokov. (PL)(AL)(PL) znamend, ze najprv formuly vhodne popre-
hadzujeme, vzapéti aplikujeme pravidlo (AL) a potom formuly opét poprehadzu-
jeme. V dokaze sa opakuju trojice krokov. Pre jednoduchsiu identifikaciu sme kroky
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na lavej strane oc¢islovali a formuly, na ktoré sme aplikovali pravidlo (AL), sme
podciarkli.

(predpoklad)
0: Al,AQ,Ag,A4,...,An|_B
— (PL)(AL)(PL)
AL A Ag, A, A, Ay, ... A, F B
— (PL)(AL)(PL)
Al /\A27A1 /\A27A37A47"'7An =B
(PL)(CL)(PL)
1: Al/\AQ,Ag,A4,...,An|_B
(PL)(AL)(PL)
Ay A Ag A As, Ag, Ay, ... A, - B
— (PL)(AL)(PL)

Ay A Ay A As, Ay A As A As, Ag, ..., AnF B
2: Al/\Ag/\Ag,A4,...,An|_B

(PL)(CL)(PL)

analogicky postup

n—1: Ay NAsAN...NA, F B

Teraz naopak predpokladajme, ze plati A1 A As A ... A A, F B. Dokazeme, ze
potom Aj, A, ..., A, F B. Predpoklad sme oznagili skratkou (pr).

A F A W Ak Ay W
(AR) ——— (D)

Ay, Ao A N Ay As - As
Ai,Ag, As E Ay N Ax N As

analogicky postup

(pr)

Ay, Aoy AL EATNASN O NA, AfNAsN...NA, - B
(Cut)

Ay, Ag, .. ALEB O

Vsimnime si, ze aj pri tak zlozitom tvrdeni ako v predchadzajicej vete, sme
nepotrebovali vyuzit Ziadne pomocné tvrdenia. Toto je jedna z vyhod sekventového
kalkulu.

Vlastnosti Gentzenovskej vyrokovej logiky

V tejto kapitole sme zaviedli Gentzenovsky kalkulus, ktory je iny ako klasicky
Hilbertovsky kalkulus. Otazkou je, ¢i sa pomocou sekventového kalkulu daji odvo-
dit vSetky pravdivé formuly a ziadne iné.

DEFINICIA. Nech st I" a A konecéné postupnosti formul. Sekvent I' = A sa nazyva
tautologicky, ak pre kazdé ohodnotenie v prvotnych formil, pre ktoré 7(A) = 1

pre vsetky formuly A z I, existuje formula B z A, pre ktoru plati 7(B) = 1.

Nasledujiuca veta ukazuje, ze Gentzenovsky kalkulus bol zostrojeny spravne.
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VETA 9.6 (o tplnosti Gentzenovského kalkulu). Nech si I' a A konecéné
postupnosti formul. Sekvent I' = A je odvoditelny v Gentzenovskom kalkule prdve
vtedy, ked je tautologicky.

Vsimnime si, ze Veta 9.6 tvrdi viac, ako Veta 3.8 o tuplnosti Hilbertovského
kalkulu, pretoze Veta 3.8 sa zaobera iba pripadmi, ked A obsahuje nanajvys jednu
formulu.

Ako sme spominali, Gentzenovsky kalkulus je vhodny na automatické dokazo-
vanie pocitacom. To preto, lebo pri postupe ,,zdola nahor® je pouzitie pravidiel
v podstate mechanické. Jedinou vynimkou je pravidlo (Cut). Dévodom je to, ze
ked postupujeme ,zdola nahor“, tak nie je vobec zrejmé, ako mame volit formulu
A, pozri pravidlo (Cut). Preto mé velky vyznam nasledujice tvrdenie.

VETA 9.7 (o eliminécii rezov). Kazdy sekvent odvoditelny v Gentzenovskom
kalkule je v tomto kalkule odvoditelny aj bez pouZitia pravidla (Cut).

Poznamenajme, ze hoci Veta 9.7 tvrdi, ze sa kazdy sekvent odvoditelny v Gent-
zenovskom kalkule d4 v tomto kalkule odvodit aj bez pravidla (Cut), tak netvrdi,
ze sa da odvodit bez pravidla (Cut) ,rovnako rychlo®. Pravidlo (Cut), hoci vo forme
pravidla sylogizmu, sa ¢asto vyuzije, ked nebudeme odvodzovat formulu mechanic-
ky, ale stanovime si postupnost krokov, ktoré nas k odvodeniu dovedd.

Gentzenovska predikatova logika

V klasickom Hilbertovskom kalkule sme syntakticky systém predikatovej logiky
ziskali rozsirenim syntaktického systému vyrokovej logiky. K axiémam A1, A2 a A3
sme pridali schému Specifikacie a schému kvantifikacie implikéacie a k odvodzovacie-
mu pravidlu modus ponens sme pridali pravidlo zovSeobecnenia. Podobne mozno
z pravidiel Gentzenovského kalkulu pre vyrokovi logiku ziskat pravidla Gentzenov-
ského kalkulu pre predikatovu logiku. K tomu sta¢i pridat nasledujice styri pra-
vidla.

Nech su I' a A konetné postupnosti formil predikatovej logiky a nech je A
formula predikatovej logiky. Nové pravidla su

T, A[r] A CEA.r],A

(VL) (3R)
T, (Vo)A F A Tk (32)4, A
LAyl A AL ' A.ly], A (VR)
I, (Jz)AF A ' (Vx)A A

pricom v pravidlach (VL) a (3R) je jedinou poziadavkou aby bol term r substituo-
vatelny do A za z, avSak v pravidlach (3L) a (VR) pozadujeme, aby bola premenna
y substituovatelnd do A za z a naviac tdto premenna nesmie mat ziaden volny
vyskyt v I, A ani v (3z)A (respektive (Vx)A).

Vsimnime si, ze poziadavka na substituovatelnost je formulovana pre odvode-
nie ,zdola nahor“. Tieto pravidld su prirodzené v tom, ze aj dokaz clovekom ide
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podobne. Najprv sa zbavime kvantifikdtorov a dokdzeme tvrdenie s volnymi pre-
mennymi, pricom kvantifikdtory zavedieme az v zavere dokazu.

V jazyku elementdrnej aritmetiky mozu kroky odvodenia pomocou (3R) vyzerat
napriklad takto:

I'ES(S(v)) < S(v), A (3R) 'k S(S(w)) < Sw), A (3R)
'k (3z)(x < Sw)), A ' (3z)(S(x) < x),A

a to bez ohladu na to, aky tvar maji formuly v I' a A. V Tavom pripade sme volili za
term t vyraz S(S(v)), v pravom S(v). Porovnajte vyznamy vyslednych sekventov.

Teraz si ukazeme priklad odvodenia formuly predikatovej logiky.

LEMA 9.8. Nech je P undrny predikdt. Potom + (3z)(P(z) = (Yy)P(y)).

DOKAz. Ked budeme postupovat ,zdola nahor” najtrividlnejsim moznym spo-
sobom, dostaneme

P(z) = (Vy)P(y)
= P(z) = (Vy)P(y)
= (3z) (P(x) = (Yy)P(y))

?

=R)
(FR)

pri¢om miesto * by sme chceli pisat P(z) - P(z), ¢o je axiéma (I). Problém je v tom,
ze z P(z) F P(z) pomocou (VR) nemézeme odvodit P(z) - (Yy)P(y), pretoze z je
volna aj vo formule nalavo od . Tento postup bol teda netispesny. Dévodom bolo,
ze uz druhd formula + P(z) = (Yy)P(y) nie je vzdy pravdiva. Potrebujeme preto
vymysliet sofistikovanejsi postup.

V nasledujicom dokaze sme odvodenie sekventu b (3z)(P(z) = (Vy)P(y))
rozdelili na dve casti. Najprv sme tento sekvent odvodili za predpokladu, ze neplati
(Vy)P(y), a potom za predpokladu, ze (Vy)P(y) plati. Teda sme odvodili sekventy
= (Yy)P(y), (3x) (P(z) = (Vy)P(y)) a (Yy)P(y) - (3z)(P(z) = (Vy)P(y)) kazdy
zvlast a vysledni formulu sme dostali pouzitim pravidla (Cut).

P(z) F P(z)
(WR)
P(z) = (Vy)P(y), P(2)
(=R) )
= P(z) = (Yy)P(y), P(2) ER) (Vy)P(y) F (Yy) P(y) (WL)
= (3z)(P(z) = (Yy)P(y)), P(2) (PR) (Vy)P(y), P(2) F (Vy)P(y) (SR)
= P(z),(3z)(P(z) = (Vy)P(y)) (VR) (Vy)P(y) F P(2) = (Vy)P(y) (ER)
= (Yy)P(y), (3z) (P(x)=(Vy)P(y)) (Vy)P(y) = (3z)(P(x)=(Vy)P(y)) (Cut)
= (3z) (P(z)=(Yy)P(y)), Bx)(P(z)=(Vy)P(y)) (CR)
- (3x)(P(x) = (Yy)P(y)) O
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Na zaver poznamenajme, ze v Gentzenovskej predikatovej logike platia analogie
Viet 9.6 a 9.7.

Cvicenia
CVICENIE 9.1. Pomocou sekventov odvodte axiomy Al a A3, ¢ize odvodte:
a) FA= (B=A) b) F("A="B)= (("A=B)=A)

CVICENIE 9.2. Pomocou sekventov odvodte pravidlo sylogizmu a vetu o zamene
predpokladov:

a) A=B,B=CFA=C b) A= (B=C)F B= (A=0C)
CVICENIE 9.3. Pomocou sekventov odvodte vety o obratenej implikacii:
a) F(A=B)= ("B="A4) b) F(A="B)= (B="A4)
c) F("A=B) = ("B=A4) d) F("A="B) = (B=A)
CVICENIE 9.4. Pomocou sekventov odvodte lemy z Kapitoly 2:
a) FA= "4 b) FT7A= (A=B)
c) FA= ("B= "(A=B)) d) A= (B=C)+F (ANB) = C

e) (AAB)=CF A= (B=C)

CVICENIE 9.5. Pomocou sekventov odvodte, ze ak plati I'; A = B a zaroven
I, "AF B, tak potom plati aj I' - B.

CVICENIE 9.6. Pomocou sekventov odvodte:
a) F("A=B)= ((A=B)=B) b) - A=(B=(AAB))

c) I—B:>(A\/B) d) I—A:>(A\/B)

e) F(AANB)=B fy F(ANB)= A

g) F(AAB)= (AV B) h) HF(AAB)= (BAA)

i) FA=(ANA) j) F(AAB)= (TAVB)

k) F(AN(AVB))= A ) FA= (AAN(AV B))

m) F ((A=A)=A)=A n) F("A=A)= A4

o) F("AV™B)= (AAB) p) F(A= B)V(AATB)

q) F(..(A=A)=A)=...)=A4 1) F(.. (A= A)=A4)=...)=A
2k ;éiek 2k ;éiek

s) F((A=B)=A)=A t) A=BF (CV A)= (CVB)

u A=BF(CANA)=(CAB) v) A=B, B=CF(AANTC)

CVICENIE 9.7. Pomocou sekventov odvodte:
a) F(Av(BVv(C))=(BV(AVC(C))VA)
b) F(BV(AVC)) VA = (AVvV(BV(C))
c) A=(B=C), A=BF A= (A=C)
d) F(A=C) = (B=0C)=(("A=B)=0))
e) A=B, C=DF(AANC)= (BAD)
f)y F(A=(BVC)=(((B="TAAN"C)="T4))
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CVICENIE 9.8. Nech st P a () unarne predikaty a nech je T binarny predikat.
Pomocou sekventov odvodte:
a) F (Vz)P(z) = (Vy)P(y) b) F (Vz)(Vy)(P(z) A Q(y)) = P(y)
c) (Va)P(z)F (y)P(y) d)  (Fz)(Vy)T(z,y) & (Vy)(Ez)T(z,y)

CVICENIE 9.9. Keby sme v Cviceni 9.8 v sekventoch c) a d) zamenili predpokla-
dy s dosledkami, tak dostaneme nepravdivé tvrdenia. Preco analogické odvodenia
nie su korektné?

CVICENIE 9.10. Pomocou sekventov odvodte:
a) F(3z)(A= B)= ((Vx)A = (3x)B)
b) F ((Vx)A= (3z)B) = (Iz)(A= B)

CVICENIE 9.11. Nech premennd x nema volny vyskyt v B. Pomocou sekventov
odvodte:
a) F(3x)(A= B)= ((Vx)A = B) b) + ((Vz)A= B)= (3z)(A= B)
¢c) F(Vx)(A= B)= ((3r)A= B) d) F((3x)A= B)= (Vz)(A= B)
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10 Modalna logika

Uvazujme vyroky

A Zajtra urcite pridem.

B : Mozno zajtra pridem.

Tieto vyroky su odlisné, no vo vyrokovej ani v predikatovej logike nevieme zachytit
rozdiel medzi nimi. Na zachytenie Struktary tychto vyrokov potrebujeme zaviest
moddlne undrne spojky, povedzme [J a . Spojku [J budeme ¢itat ,,urcite” a spojku
¢ budeme citat ,mozno“. Potom ak p bude vyrok ,zajtra pridem®, tak mézeme
pisat

A: Op a B: Op.

Typy modalnych logik

Poznédme viacero typov modalnych logik. Medzi najznamejsie patria:

(1) Aletickd logika (logika aletickych modalit) s undrnymi modélnymi spojkami
[ a ¢, ktoré ¢itame ,je nutné“ a ,,je mozné“.

(2) Epistemickd logika, v ktorej [0 mozno ¢itat ako ,x vie ze“ a ¢ ¢itame ,podla
vedomosti  moze byt pravda ze“.

(3) Tempordlna logika s modalitami pre casové vztahy.

(4) Deontickd logika s unarnymi operatormi ,prikdzané“,  povolené“ a ,zaka-
zané*.

(5) Doaztickd logika, v ktorej (] ¢itame ,veri sa ze“.

My sa budeme v tejto kapitole zaoberat aletickou modalnou logikou, takze spojky
[0 a ¢ budeme interpretovat ako nutnost a moznost. Potom bude jazyk modélnej
logiky rozsirenim jazyka vyrokovej logiky o unérne spojky (operatory) [ a .

Sémantika na zaklade pojmu mozného sveta

Modalne spojky [J a { majui ti vlastnost, ze [Jp a { p nie st jednoznacne urcené
pravdivostnou hodnotou vyroku p. Toto sposobovalo problém s interpretaciou, ktory
sa vyrieSil pouzitim pojmov moznych svetov. Vo svete w plati [ p, ak vo vSetkych
svetoch dostupnych z w plati p. Naopak, vo svete w plati ¢ p, ak v aspon jednom
svete dostupnom z w plati p. Teraz tuto ideu sformalizujeme.

Nech je W mnozina moznych svetov a nech je R bindrna relacia na W. Tuto
reldciu moézeme zakreslit pomocou orientovaného grafu. Na Obrazku 33 mame graf
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pre trojicu svetov, ¢ize W = {wy, we, w3}, pre ktoré su v reldcii R usporiadané dvo-
jice (w1, wn), (w1, w2), (w2, w1) a (we,ws). Pre jednoduchsi zépis oznac¢ime mnozinu
susedov vrchola w v grafe symbolom I'(w). Teda w; € I'(w) prave vtedy, ked
(w,w;) € R. Pre relaciu na Obréazku 33 plati I'(wy) = {wy, wa}, T'(we) = {wy, w3}
a ['(ws) = 0.

(%) (07 1)

Obrazok 33

DEFINiCIA (Kripke). Nech je W mnozina moznych svetov, R je bindrna reldcia
na W a v nech je ohodnotenie prvotnych formul. Poznamenajme, Ze ohodnotenie
v moze pre rovnaké prvotné formuly v roznych svetoch nadobudat rozne hodnoty,
preto pouzivame v, ked chceme Specifikovat, ze ide o ohodnotenie pre svet w.
Trojicu M = (W, R, v) nazyvame model. Symbolom 7,, ozna¢ujeme ohodnotenie
vy rozsirené na vsetky formuly vo svete w. Toto rozsirenie pre ', A, V, = a <
definujeme analogicky ako v Kapitole 1. Pre modalne operatory L] a ¢ definujeme
rozsirenie ohodnotenia nasledujico:

min 7, (A) pre I'(w) # 0,

7w(D A) _ { w’ €T (w)
1 pre I'(w) = 0,
max U, (A) pre I'(w) # 0,

7w(OA) — { w’ €T (w)
0 pre I'(w) = 0.

(1) Ak 7, (A) = 1, tak piseme (M, w) E A, v opatnom pripade (9, w) ¥ A.

(2) Ak 7,(A) = 1 pre kazdé w € W, tak A je pravdivd v modeli M, ¢o
zapisujeme M E A.

(3) Ak plati 9 E A pre kazdy model 9, tak A je tautoldgia, ¢o zapisujeme
E A

Definiciu si objasnime na nasledujicom priklade.

PRIKLAD 10.1. Uvazujme model s dvoma prvotnymi formulami p a ¢, ktorého
graf a dvojice (v(p), v(q)) si zobrazené na Obrazku 33. V Tabulke 2 mame rozsirené
ohodnotenie pre vybrané formuly jazyka modélnej logiky.
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formula wq Wo w3
P 1 0 1
q 1 1 0
Up 0 1 1
g 1 0 1
Op 1 1 0
Oq 1 1 0
U'p 0 0 1
g 0 0 1
Op 1 0 0
0q 0 1 0
OOp 0 0 1
OUp 1 1 0
OOp 1 0 1
O0p 1 1 0

Tabulka 2

Typy moznych svetov

Ked na relaciu R nekladieme ziadne obmedzenia, mozu platit tvrdenia, ktoré
vyzeraju zvlastne. VSimnime si, ze v Priklade 10.1 plati 7,,,(0 p) = 0 a zaroven
Vs (O p) = 1. Inymi slovami, vo svete ws nie je p mozné, ale je v nom nutné. Preto
uvazujeme nasledujice vlastnosti.

DEFINICIA. Nech je R bindrna reldcia na mnozine W.

(1) R je vSade definovana ak pre kazdé u € W existuje v € W také, ze
(u,v) € R.

(2) R je reflexivna ak pre kazdé u € W plati (u,u) € R.

(3) R je tranzitivna ak z platnosti (u,v), (v,w) € R vyplyva (u,w) € R.

(4) R je symetricka ak z platnosti (u,v) € R plynie (v,u) € R.

Obycajne sa uvazuju logiky K, D, T, S4 a S5, ktoré st definované pomocou
rozne silnych relacii R.

K: na relaciu R nekladieme ziadne podmienky.
D: R je vsade definovana.
T: R je reflexivna
S4: R je reflexivna a tranzitivna.
S5: R je reflexivna, tranzitivna a symetricka.

Vsimnime si, ze tato patica logik je hierarchicky usporiadana. To znamend, ze
kazda nizsie uvedend logika je definovand relaciou, ktora splna vsetky vlastnosti
relacii logik uvedenych vyssie.

96



Logiky K, D, T, S4 a S5 mozno definovat aj axiomaticky. Uvazujme nasledujice
tvrdenia (axiémy):

AM1: O(A= B)= (UA=0B8B)
AM2: A= QA

AM3: OA= A

AM4: OA=00A4

AM5: OA=00A

a jedno nové odvodzovacie pravidlo:
PM: Ak F A, tak potom aj - [JA.

Potom logiky K, D, T, S4 a S5 maji odvodzovacie pravidla PM a modus ponens
a okrem axiom vyrokovej logiky majua este nasledujice axiomy.

K: Axiému AMI1.

D: Axiémy AM1 a AM2.

T: Axiomy AM1 a AMS3.

S4: Axiomy AM1, AM3 a AMA4.

S5: Axiémy AM1, AM3, AM4 a AMS5.

Vsimnime si, ze v logike K" mo6zu platit tvrdenia 7,,(0A) = 1, 7,(07A) = 1,
Uy(OA)=0a7,(0 " A) =0, pozri svet ws v Priklade 10.1. Znamena to ze A aj ' A
st nutné, avsak ani jedno z A a ' A nie je mozné. Takéto podivné tvrdenia v D, T,
S4 a S5 uz neplatia. V logike D vsak moze platit v,,(A) = 0 a zaroven v,,(J A) = 1,
pozri svet wo a formula p v Priklade 10.1. Aby sme sa takymto zvldstnostiam vyhli,
budeme sa v dalsom zaoberat logikou 7T'. To znamené, ze pre kazdé w € W budeme
predpokladat (w,w) € R, ¢ize w € I'(w).

Dualita medzi 0 a ¢

Majme model M, w € W a formulu A. Kedze min{f(z)} = —max{—f(z)}, tak
plati

Up(JA)= min {7,(4)} =1— max {1 -7, (A)} =

w’ €T (w) w’el(w)
=1- mlggc ){ﬁw/(—'A)} =1-7,(07A) =7,("0TA).
w’' el (w
Analogicky
_w A: _w/A :]_— 1 1—_w/A —
V(0 A) w,rgggiu){v (A)} w,rg;?w){ Vi (A)}
=1- mlll(l ){?w/(jA)} =1-7,074)=7,("O7A).
w’ el (w

Znamena to, ze formula [J A je ekvivalentnd s 7Q ' A a formula ¢ A je ekvivalentna
s "0 7 A. Tieto tvrdenia st analégiou de Morganovych pravidiel pre modalne spojky
[ a ¢ a budeme ich vyuzivat v nasledujicej podkapitole.
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Sémantické stromy

Pre sémantické stromy budeme okrem pravidiel zobrazenych na Obrazkoch 1, 3
a 4 pouzivat pravidla pre modélne spojky [J a ¢, pozri Obrazok 34. Tieto pravidla
plynu zo skuto¢nosti, ze

mll? ){ﬁw/(A)} =1 prave vtedy ked 7,/ (A) =1 pre kazdé v’ € T'(w)
w’el(w

mlggc ){ﬁw/(A)} =1 prave vtedy ked 7,/ (A) =1 pre nejaké v’ € T'(w),
w’el(w

pricom z nedostatku miesta budeme namiesto slovného vyjadrenia ,,pre kazdé“,
respektive ,,pre nejaké®, pouzivat znacku V, respektive 4.

Tak ako méame uvedené na Obrazku 34, v pripade modalnej logiky budeme pred
formulu pisat znacku F a meno sveta, v ktorom ma byt dand formula splnena.

wkEOB wkEOB wkEOB wEOB

nahrad | nahrad |
w' E B Yw' el (w) w' FE B Juw'el(w)

Obrézok 34

Ako v Kapitole 4, ak sa vo vetve sémantického stromu vyskytne tvrdenie aj jeho
negdcia, tak prislusnu vetvu uz nemusime dalej rozvijat. Takato vetva je uzavreta
a oznacujeme ju symbolom X Vetva je otvorena ak v nej nie je dvojica tvrdeni,
ktoré by boli v spore. Otvorenu vetvu oznacujeme symbolom O. Avsak podobne
ako v Kapitole 7, pri formuldch modalnej logiky musime byt ovela opatrnejsi ako
pri formuldch vyrokovej logiky. Plati nasledujica analégia Vety 4.3 (2).

VETA 9.1. Formula moddlnej logiky A je tautologia prave vtedy, ked siu vsetky
vetvy sémantického stromu pre ' A uzavreté.

Teraz si ukdzeme pouzitie sémantickych stromov na niekolkych prikladoch. Po-
dobne ako v predchadzajicich kapitolach, ¢islujeme iba tie formuly, ktoré okamzite
nerozvijame a ku ktorym sa eSte musime vratit.

PRIKLAD. Pomocou sémantického stromu dokazte, Ze je formula A tautolégia

A: UOB=0B.

Podla Vety 9.1 staci ukéazat, ze su vSetky vetvy sémantického stromu pre 'A
uzavreté. Teda nech w € W. Sémanticky strom pre ' A vo svete w je na Obrazku 35.
Symbolom (D) sme oznaéili vyuzitie duality medzi [J a ¢. Sémanticky strom ma
jedintd vetvu, v ktorej mame wy F 7 B pre kazdé wy € I'(w) a tiez we E B pre kazdé
wy € I'(w). To v pripade w; = we nemdze byt pravda, preto je tato vetva uzavreta.
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wE (OB = O B)

(1) wEORB
wkETOB

| (D)
wkEOTB

wy E 7B Yw €T'(w)

| (1)
wy E B Ywy€el'(w)
X

Obréazok 35

Vsimnime si, ze keby platilo T'(w) = (), tak by sme v predchddzajicom priklade
k sporu nedospeli. Znamena to, ze formula (B = { B, ktora je axiéma AM2, je
tautologia iba ked je relacia R vSade definovand, teda iba v D-logike.

PRIKLAD. Pomocou sémantického stromu dokézte, Ze je formula A tautolégia

A: OBAC)< (OBAOC).

Sémanticky strom pre 7 A je na Obrazku 36. V prvej vetve mame B pre kazdy
svet wy z ['(w) a zdroven ' B pre nejaky svet ws z I'(w). Ak wy = ws, tak dostdvame
spor a prva vetva je uzavretda. Podobne mame v druhej vetve C' pre kazdy svet wso
z I'(w) a zaroven ' C pre nejaky svet ws z I'(w). Ak wy = w3, tak dostdvame spor
a druha vetva je uzavreta.

Prejdime teraz k pravej casti sémantického stromu. V tretej vetve mame B pre
kazdy svet wy z I'(w) a zaroven ' B pre nejaky svet ws z I'(w). Ak wy = ws, tak
dostavame spor a tretia vetva je uzavretd. Podobne mame v stvrtej vetve C pre
kazdy svet wy z I'(w) a 7C pre nejaky svet wg z ['(w). Ak wy = we tak je tato
vetva uzavretd, lenze my uz mame w, = ws. Znamena to, ze ak ws # weg, tak je
Stvrta vetva otvorena? Pozrime sa na to este raz.

V pravej ¢asti stromu mame wy F BAC Vws€l'(w). Znamend to, ze nizsie sme
namiesto w4 F B mali po spravnosti pisat stfpéek ws F B, wg F B, ... pre vSetky
svety z I'(w) a hned pod tym stipeek ws F C, wg E C, ... pre vietky svety z I'(w),
pozri Obrazok 27. Teraz je uz zrejmé, ze ked to takto rozpiSeme, tak si obidve
vetvy v pravej casti sémantického stromu uzavreté. Preto je formula A tautolégia.

V nasledujicom priklade zostrojime sémanticky strom pre formulu, ktora nie je
tautologia.
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wET(OBAC) & (OBADC))

/\

(1) wETO(BAC) wEO(BACQC) (2)
wE (OBADOC) wE(OBAOCQC) (3)
| | (2)
wkFOB wy E BAC Ywsel'(w)
wEDOC |
| w4t:B
wy FE B Ywel'(w) wy EC
we E C Ywyel'(w) | (3)
| (1) wEOTBVOTIC
wEO(TBV0O) PN
| wkE OB wkO1C
w3 E BV TC Jwsel(w) | |
/\ ws F 1B Jwsel'(w) wg E7C Jwgel(w)
wsETB w3 ETC X X

X X

Obrézok 36

PRIKLAD. Pomocou sémantického stromu dokdzte, Ze formula A nie je tautolégia

A: (OBAOC)= O(BAC).

Sémanticky strom pre 'A je na Obrazku 37. V lavej vetve mame B pre nejaké
wy z I'(w) a zéroven ' B pre kazdy svet ws z I'(w). Teda ked wy = w3, dostavame
spor a Fava vetva je uzavretd. Naopak, v pravej vetve mame C pre nejaky svet wso
z I'(w) a zaroven ' C pre kazdy svet ws z I'(w). Tu opét dostdvame spor, ale iba
ked wy = w3. KedZze uz mame wy = ws, dostali sme w; = wsy. Teda obidve vetvy si
uzavreté iba ked w; = wy (= ws), o nemusi nutne platit. Co sa deje v ostatnych
pripadoch?

Pozrime sa na to pomocou Obrazku 27. Namiesto wg F "BV 7C Vwsel'(w)
by sme mali pisat Stfpéek wi F BV C, wy E "BV C, ... pre vSetky svety
z I'(w). Teraz ked rozvinieme w; £ 7BV 7C, dostaneme dve vetvy, pricom lava
vetva bude uzavretd kvoli dvojici wy F B a w1 F "B, no v pravej spor zatial nie je.
Preto ju rozvinieme podla wy E ' BV 'C. Tu bude uzavretd pre zmenu prava vetva
kvoli dvojici wy F C' a we F 'C, ale nie lava. Takze tiato vetvu, v ktorej zatial
mame wy F B, we EC, wy F 7C a wy F 7 B potrebujeme dalej rozvijat. Lenze pri
dalsom rozvoji formuly 7B Vv 7C v dalsich svetoch z I'(w) uz spor nedostaneme,
iba nové a nové vetvy. Preto je prava vetva otvorena. To znamena, ze formula A
nie je tautoldgia.

Nasa analyza sémantického stromu nam dava aj navod na zostrojenie modelu,
v ktorom uvazovand formula neplati. Podla otvorenej vetvy tohoto stromu staci
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volit I'(w) = {w;y, w2} (kedze uvazujeme iba T-logiky, tak povedzme we = w),
pricom vy, (B) = 1, 14, (C) = 0, vy, (B) = 0 a 1,,(C) = 1. Teda modelom je
Tubovolny systém, ktory obsahuje taky svet w, ktory je v relacii s asponi dvoma
svetmi w1 a ws, pricom ohodnotenie je ako sme uviedli vyssie.

wET((OBAOC) = O(BAQ))

(1) wEOBANOC
(2) wkE TO(BAC)
| (1)
wkE OB
wkEOC

w1 E B Jwel(w)

we E C Jwyel'(w)
| (2)

wEOY(BACQC)

ws E BV C Ywsel(w)
wgisz w;:,leC

X O

Obrézok 37

Vsimnime si, ako sa sémantické stromy pre vyroky modalnej logiky podobajui
na sémantické stromy pre vyroky predikatovej logiky. Dovodom je skutocnost, ze
modalne spojky O a ¢ pracuju na svetoch z I'(w) ako kvantifikatory.

Cvicenia

CVICENIE 10.1. Na Obrazku 38 méme Styri rozne relacie na trojprvkovej mnozi-
ne svetov W = {wy, wy, ws}. Uvazujme ohodnotenie v, ktoré pre dvojicu prvotnych
formul (p, ¢) nadobida pre svety wy, we a ws hodnoty (1,1), (0,1) a (1,0). Takymto
sposobom dostavame Styri modely My, Mo, M3 a MNy. Zostavte pre tieto modely
tabulky analogické Tabulke 2.
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wq w3 wq w3 w3
w1 w1 w3
w2 Wwa w2
W2
Obrézok 38

CVICENIE 10.2. Zistite, ¢i pre modely 911, M5, M3 a My z Cvicenia 10.1 platia
tvrdenia AM2, AM3, AM4 a AM5.

CVICENIE 10.3. Pomocou sémantickych stromov ukazte, ze st nasledujice for-
muly tautolégie.

a) (DAANOB)= O(AAB) b) (0TAAOB)=0O(a= B)
c) O(AVB)& (0AVOB) d) O(AAB)= (0ANOB)
e) (OD(A=B)AOA)=0B f)y (O(A=B)ANOA)=OB
g) (OC(A=B)ANOA) =B h) (DAAOB)= (0AVOB)
i) (DAvOB)=U0(AVB) j) OAVB)=(OAVDOA)

CVICENIE 10.4. Pomocou sémantickych stromov ukazte, ze nasledujice formuly
nie su tautologie. Potom pomocou otvorenej vetvy zostrojte protipriklad.

a) (CANOB)= (0DAVvVUOB) b) (0OAANOB)=U(AV B)
c) (O(A=B)ANOA) =B d) O(AAB)=0(AvV B)
e) OJAVB)= (OAvOB) fy (DAvO"B)=0(A= B)

CVICENIE 10.5. Zostrojte sémantické stromy pre nasledujice formuly modélenj
logiky. Viete z tychto stromov urcit, za akych podmienok si formuly tautolégie?
a) OA=00A4 b) 0A=00A
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11 Viachodnotova logika

Uvazujme vetu
Najblizsie Vianoce bude v Bratislave prsat.

O jej pravdivosti ma zmysel uvazovat, preto je vyrokom. Problém vznikne, ked
budeme chciet urcit jeho pravdivostni hodnotu. To dnes nedokazeme. Nuz a prave
takéto tvrdenia viedli Lukasiewicza k zavedeniu trojhodnotovej logiky. V nej méame
okrem logickych konstant 0 a 1 (loz a pravda) este konstantu 1/2, ktorej vyznam
je ,nevieme urcit®.

Trojhodnotova logika

V nizsie uvedenych tabulkach méame zapisané, ako sa vyhodnocuje logicky vyraz
v trojhodnotovej logike. Tabulka pre negéciu je klasicka, obsahuje stipec s ohod-
notenim prvotnej formuly A a ohodnotenim formuly ' A. Tabulky zodpovedajtice
bindrnym spojkam A, V, = a < su vSak iné. V nich mame v lavom stfpci ohodnote-
nie prvej formuly operécie a v hornom riadku ohodnotenie druhej formuly. Vysledné
ohodnotenie je v policku prislusného riadku a stfpca. Tak napriklad pre A = B ak
v(A)=1/2av(B)=0,tak 7(A = B) =1/2.

A TA A 0 1/2 1 V 0 1/2 1
0 1 0O /0 0 0 o]0 1/2 1
1/2 | 1/2 /2 [0 1/2 1/2 1/2 [1/2 1/2 1
1 0 1 0 1/2 1 1 1 1 1

= 0 1/2 1 & 0 1/2 1

o |1 1 1 0o [ 1 1/2 0

1/2 [1/2 1 1 1/2 [1/2 1 1/2

1 0 1/2 1 1 0 1/2 1

Vsimnime si, ze ked sa v operaciach ', A, V, = a < obmedzime na ohodnotenia
0 a 1, dostaneme vysledky ako v klasickej dvojhodnotovej logike. Druhé pozorovanie
je, ze A = B a 'AV B uz nie st ekvivalentné formuly. To vieme zistit pomocou
pravdivostnych tabuliek.

PRIKLAD. Pomocou pravdivostnych tabuliek ukézte, Ze v trojhodnotovej logike
A = B a 'AV B nie st ekvivalentné formuly, teda nenadobidaju pre 'ubovolné
ohodnotenie prvotnych formiul rovnaké hodnoty.
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Zostrojime pravdivostnu tabulku. Kedze méame 3 - 3 = 9 roznych ohodnoteni
prvotnych formil A a B, tak tabulka ma 9 riadkov. Ozna¢me pismenom @) formulu
(A= B) < (TAV B). Dostavame:

A | B |A=>B |74 |TAVB | Q
0 | 0 1 1 1 1
0 |1/2 1 1 1 1
0 | 1 1 1 1 1
1/2 | 0 1/2 | 1/2 | 1/2 1
1/2 | 1/2 1 12 | 1/2 | 1/2
1/2 | 1 1 1/2 1 1
1 |0 0 0 0 1
1 | 1/2 | 1/2 0 1/2 1
1 1 1 0 1 1

Vidime, ze A = B a 'A V B nie st ekvivalentné pre jediné ohodnotenie, a sice
pre v(A) =v(B) =1/2.

Tautolégie, kontradikcie a splnitelné formuly definujeme podobne ako v dvojhod-
notovej logike.

DEFINICIA. Nech je A vyrokova formula v trojhodnotovej logike. Potom plati:

(a) A je tautolégia ak 7(A) = 1 pre kazdé ohodnotenie prvotnych formil v.

(b) A je kontradikcia ak 7(A) = 0 pre kazdé ohodnotenie prvotnych formul v.

(c) A je splnitelna ak existuje ohodnotenie prvotnych formil v také, ze plati
v(A) =1.

Vsimnime si, ze ak formula nie je kontradikcia, tak nemusi byt splnitelna.

PRIKLAD. Pravdivostnou tabulkou ukézte, ze formula (TA = "B) < (B = A)
je tautoldgia.

Podobne ako v predchadzajicom priklade, pravdivostna tabulka bude mat 9 riad-
kov. Ozna¢me @ formulu (TA = "B) < (B = A). Dostavame

A B 1A | "B |"TA="B |B=A | Q
0 0 1 1 1 1 1
0 [1/2 | 1 |1/2 1/2 1/2 1
0 1 1 0 0 0 1
/2 10 |1/2] 1 1 1 1
1/2 [1/2 [ 1/2 | 1/2 1 1 1
/2 |1 [1/2 ] 0 1/2 1/2 1
1 0 0 1 1 1 1
1 |1/2 | 0 |1/2 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1
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¢ize (TA= "B) < (B = A) je tautoldgia.

Jedna z najdolezitejsich vlastnosti trojhodnotovej logiky je, ze v nej neplati zdkon
vylicenia tretieho. Teda AV A nie je tautologia. Prave tento zakon dvojhodnotovej
logiky méa z réznych dévodov dost odporcov.

n-hodnotova logika

n-hodnotova logika, n > 3, je dalSim zjemnenim trojhodnotovej logiky. V n-hod-
notovej logike mame n pravdivostnych hodnot vyrokov:

1 2 n—2
L, =

0
) ’]’L—l,

n—1 n—1""

Logické spojky uz nedefinujeme pomocou tabuliek, ale funkciami.

DEFINfciA 11.1. Nech si A a B formuly a nech je v ohodnotenie prvotnych
formil v n-hodnotovej logike. To znamena, ze ¥(A),7(B) € {0, -1, 25, ... 1}
Potom ohodnotenie negacie, konjunkcie, disjunkcie, implikéacie a ekvivalencie deﬁ—
nujeme pomocou nasledujicich pravidiel.

Negicia: v(TA)=1-7(A).
Konjunkcia: 7(AN B) =min{7(A),7(B)}.
Disjunkcia: 7(AV B) = max{v(A),7(B)}.
(A= B)=min{l,1 - (v(4) - 7(B))}.
V(A& B)=1-[v(4) -v(B)|.

Implikacia:

Ekvivalencia:

Vsimnime si, ze pre n = 3 su tieto definicie v silade s tabulkami pre trojhodno-
tovu logiku z predchadzajicej podkapitoly.

Otazka je, ¢i su takto ziskané logiky rozne. Teda ¢i sa daju odlisit pomocou
tautoldgii, ktoré v nich platia. Kladni odpoved dava nasledujica veta.

VETA. Nech st ay,as,...,a, prvotné formuly a nech je A, formula
Ay, \/ (a; & aj).
1<i<y<n

Potom A,, je tautoldgia v i-hodnotovej logike pre kazZdé i, pre ktoré 2 <i <mn —1,
a A, nie je tautoldgia v j-hodnotovej logike pre kazdé j, pre ktoré j > n.

DOKAZ. Vsimnime si, ze v A,, mdme ekvivalenciu pre kazdd dvojicu prvotnych
formdl aq,as, ..., a,. To znaci, ze A,, pozostava z (g) ekvivalencii, ktoré si spojené
disjunkciami.

Najprv uvazujme i-hodnotovu logiku, kde 7+ < n — 1. Zvolme si I'ubovolné ohod-
notenie v. Ukazeme, ze 7(A,) = 1. Kedze mame n prvotnych formil, ale iba i
roznych hodnot zvolenej logiky, kde ¢ < n — 1, tak aspon dve rozne prvotné for-
muly budd pri ohodnoteni v nadobidat rovnaké hodnoty. Nech si to formuly aj
a ag. Potom 7(ax < ag) = 1 a kedze A,, je disjunkcia viacerych formil, z ktorych
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jedna uz mé hodnotu 1, konkrétne a, < ay, tak 7(A,) = 1. Kedze v bolo zvolené
Tubovolne, tak pre Tubovolné ohodnotenie v prvotnych formil mame 7(A,) = 1,
¢ize A, je tautologia.

Teraz uvazujme j-hodnotovi logiku, kde 5 > n. Ak si zvolime ohodnotenie v
tak, ze

1 E—1 n—1
j——l, ceey l/(ak) == jj, ceey l/(an> = jj,
tak ziadne dve prvotné formuly nebudud mat rovnaké ohodnotenie. Znamené to,
ze ziadna z ekvivalencii v A,, nenadobtida hodnotu 1, a preto aj 7(A,,) < 1. Cize
v j-hodnotovej logike A,, nie je tautolégia. [

v(ap) =0, viaz) =

Ukézeme si eSte jedno tvrdenie pre n-hodnotové logiky.

TVRDENIE. V n-hodnotovej logike je formula A < 7 A splnitelnd prdave vtedy,
ked je n nepdrne, n > 3.

DOKAZ. Pripomenme, ze 1-hodnotové logiky v tomto texte neuvazujeme, takze
n > 2. Nech je v ohodnotenie prvotnych formul také, ze 7(A < TA) = 1. Kedze
U(A < T7A) = 1 plati prave vtedy, ked 7(A) = 7("A) av(TA) =1 —-7(A), tak
musi platit 7(A) = 1 —7(A). To znaci, ze plati 2-7(A) = 1, ¢ize 7(A) = 1/2. Lenze
pravdivostni hodnotu 1/2 mame iba v n-hodnotovych logikach pre neparne n. O

Fuzzy logika

Pod Fuzzy logikou rozumieme taku logiku, v ktorej pravdivostna hodnota moze
nadobudat Tubovolni redlnu (respektive raciondlnu) hodnotu z intervalu (0,1).
Dovodom pre takéto zovSeobecnenie su fuzzy, Cize neostré ohranicenia.

Keby sme sa spytali l'ubovolného cloveka, ¢i je patrocné dieta mladé, asi by

odpovedal ,,dno“. Teda pravdivostna hodnota vyroku:
Patroc¢né dieta je mladé,
by bola 1. Keby sme podobnym spoésobom uvazovali vyrok:
Storocna babicka je mlada,
tak asi by kazdy ¢lovek prisudil tomuto vyroku pravdivostnid hodnotu 0. Avsak pri
vyroku:
Tridsatrocny otecko je mlady,

by hodnotenie zaviselo od toho, kto ho robi. Patnastroény ziak vyrok asi oznaci za
nepravdivy, zatial ¢o patdesiatrocny ucitel ho bude zrejme povazovat za pravdivy.
Ak vyrok oznaci za pravdivy x percent populacie, mézeme mu priradit pravdivostnu
hodnotu x/100. Nuz a préve takéto tvrdenia a ohodnotenia si motivaciou pre
logiku, v ktorej je pravdivostnd hodnota l'ubovolné ¢islo z intervalu (0, 1).

Logické spojky sa vo fuzzy logike definuju tak isto ako v n-hodnotovej logike,
pozri Definiciu 11.1. Funkcie, ktorymi sa definuji binarne spojky A, V, = a <
mozeme znazornit pomocou ploch v trojrozmernom priestore, pozri Obrazok 39.
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Obrazok 39

Ak chceme vo fuzzy logike ukazat, ze je nejaka formula tautoldgia, pripadne
kontradikcia, ¢i iba splnitelnda, postupujeme logickou tivahou podobne ako v pred-
chadzajicej podkapitole.

Axiomaticka vystavba nekoneénohodnotovej logiky

Tak ako klasicki dvojhodnotovi, ¢i modalnu logiku, aj viachodnotovi logiku
mozeme budovat z axiém pomocou odvodzovacich pravidiel, pricom odvodené (do-
kédzané) tvrdenia budd prave tautoldgie. V tejto casti si ukdzeme axiomatiziciu
nekonecnohodnotovej logiky, kde pravdivostné hodnoty mozu nadobudat l'ubovolnu
raciondlnu hodnotu z intervalu (0, 1).

Podobne ako v Kapitole 2, najprv si rozdelime vyrokové spojky na zakladné
a odvodené.

DEFINICIA. Zakladné vyrokové spojky si " a =, pricom V, A a < si
odvodené vyrokové spojky. Odvodené vyrokové spojky definujeme pomocou
zékladnych takto:
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(a) disjunkcia: AV B je skrateny zapis vyrazu (A = B) = B;
(b) konjunkcia: A A B je skrateny zapis vyrazu (TAV ' B);
(c) ekvivalencia: A < B je skrateny zapis vyrazu (A = B) A (B = A).

Vsimnime si, Ze na konjunkciu sme pouzili disjunkciu a na ekvivalenciu kon-
junkciu. Znamena to, ze keby sme chceli konjunkciu aj ekvivalenciu zapisat iba
pomocou negacie a implikacie, dostali by sme:

(b) A A B je skrdteny zapis vyrazu ' ((TA = "B) = " B);

(c) A< B je skrdteny zdpis vyrazu 7 ( (A = B) vV (B = A)), &ize
T(((A=B)="(B=A4))="(B=4)).

Teraz mozeme zaviest axiémy a odvodzovacie pravidla.

DEFINiCIA. Nekonecnohodnotova logika, ktorej pravdivostné hodnoty su racio-
néalne ¢isla z intervalu (0, 1), mé nasledujice Styri axiémy:

(L1) A= (B=A4)

(L2) (A=DB)=(B=0)=A=0))

(L3) ("A="B)=(B=A)

(L4) ((A=B)=B)=((B=A4)=A4)
Odvodzovacie pravidlo je jediné. Je nim modus ponens, ktory tvrdi, ze z formul
A a A= B vieme odvodit B.

Vsimnime si, ze (L1) je presne axiéma (Al), dalej (L2) je trochu ind¢ zapisané
pravidlo sylogizmu, formula (L3) je veta o obratenej implikécii a (L.4) vlastne tvrdi
(AV B) = (BV A). Pomocou Definicie 11.1 overte, ze (L1), (L2), (L3) a (L4) st
tautolégie. (V pripade (L2) je overenie trochu pracnejsie.)

Zaverom poznamenajme, ze logické spojky mozno definovat aj ina¢ ako pomocou
Definicie 11.1, ¢im dostaneme iné viachodnotové (respektive fuzzy) logiky.

Cvicenia

CVICENIE 11.1. Pomocou pravdivostnych tabuliek zistite, ktoré z nasledujicich
formul su tautolégie trojhodnotovej logiky.

a) A=A b) A< 7TTA

c) "A=A)=A d) "A= (A= B)

e) (A:>TB) (B="A) f) "A=B)=("B=A)
g) A= (AV B) h) B= (AV B)

i) (AAB)= A j) (ANB)=B

k) ("A=B)= (A= B)= B) ) A= (B=(AAB))
m) (AN(AVB))= A n) A= (AAN(AV B))

0) ((A=A)=A)=A p) (A=B)=A)= A
q A= ("B= " A= B)) r) (A= B)V(B=A)

A=
s) ("A="B)=(("A=B)=A4)
) (A= (B=0C)= (A= B)=(A=0))

t
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CVICENIE 11.2. Uvahou zistite, ktoré z nasledujucich formul st tautolégie troj-
hodnotovej logiky.
a) (A= (B=0C))=(B=(A=10))
b) (AANB)=C)= (A= (B=C))
c) (A= (B=0C))=((AANB)=C0C)
d) A=0C)=((B=C)=("A=B)=20))

CVICENIE 11.3. Pomocou pravdivostnych tabuliek alebo tvahou zistite, ¢i st
nasledujice formuly trojhodnotovej logiky splnitelné.

a) A= (B="A4) b) (A= B)A("B=A)
¢c) (A= B)= (TAVB) d) (A= B)V(B=2C)
e) (AVC)V ((BVC)=A) f) (ANBA7C)= (A= (BV())

CVICENIE 11.4. Platia v n-hodnotovej logike de Morganove pravidla?

CVICENIE 11.5. Uvahou zistite, & su formuly z Cviceni 11.1 a 11.2 tautoldgie
n-hodnotovej logiky.

CVICENIE 11.6. Uvahou zistite, & st formuly z Cviceni 11.1 a 11.2 tautoldgie
fuzzy logiky.
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